
Instituto Politécnico Nacional
Escuela Superior de F́ısica y Matemáticas
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... al C. Juan Manuel Garćıa Alvarado por su gran ayuda durante la elabo-
ración de la tesis.

iii



iv Agradecimientos
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Resumen

Se introduce la noción de Convergencia Fina que permite demostrar un
Teorema de Cauchy-Hadamard más general que el conocido para el caso cua-
terniónico y generalizar dos teoremas de Abel sobre la convergencia de Series
cuaterniónicas. Es un hecho conocido la validez del Teorema de Cauchy-
Hadamard, sin embargo no se sab́ıa nada con respecto a los Teoremas de
Abel. Estos resultados, y el enfoque usado, son debidos al autor de la tesis.

Siguiendo la ĺınea del art́ıculo [Sud79], se dan las bases para demostrar
la Fórmula Integral de Cauchy en su versión homológica, y se prueba el
Lema de Goursat (cuya demostración no aparece en el art́ıculo previamente
mencionado).

Se estudia la generalización del Teorema de Laurent en términos de cua-
ternios y en términos matriciales.

En los anexos se incluyen resultados, obtenidos durante la elaboración
de la tesis, sobre la teoŕıa de polinomios hiperholomorfos: se caracterizan
los cuaternios que anulan polinomios con coeficientes cuaterniónicos en una
“función de fueter ζ1”, también se caracteriza el parametro h para el cual la
función ζ1 + ζ2h se anula en un plano.
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Introducción

Las propiedades del producto definido en los números complejos moti-
varon durante años a William Rowan Hamilton (1805-1865) a buscar una
operación análoga en R3. Lejos de desanimarse por no poder definir un pro-
ducto en tal dimensión, buscó en dimensiones superiores. El 16 de octubre de
1846 [Bel48] encontró las leyes que le permitierón definir un producto entre
los elementos de R4, que es asociativo, con unidad y tal que todo elemen-
to no nulo tiene inverso. Sin embargo este producto no es conmutativo. Él
nombró a la estructura algebráıca aśı obtenida el Conjunto de los Cuaternios
y los considero como su mayor descubrimiento.

El Dr. Fueter en 1935 [Fue35] propuso estudiar las funciones cuaternió-
nicas que anulan al operador:

D =
∂

∂x0
+ i

∂

∂x1
+ j

∂

∂x2
+ k

∂

∂x3
,

el cual es una generalización del operador de Cauchy-Riemann en una Varia-
ble Compleja. El Dr. Fueter demostró que para estas funciones, que llama-
remos hiperholomorfas, existe localmente una expansión en una serie de la
forma:

a0 +
∞
∑

n=1

∑

|v|=n

Pvav, (1)

donde ∀ n ≥ 0, n ∈ Z y ∀ v con |v| = n, se tiene que av ∈ H y Pv(x) son
polinomios hiperholomorfos homogéneos de grado n, obtenidos por productos
simétricos de las funciones:

ζ1(x) = x1 − ix0, ζ2(x) = x2 − jx0 y ζ3(x) = x3 − kx0,

que forman lo que se conoce como la Base de Fueter.
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x INTRODUCCIÓN

Esta tesis trata sobre los análogos hiperholomorfos de series de potencias
en Análisis Cuaterniónico. Para la introducción se siguió el enfoque del Dr.
Michael Shapiro [KS96].

Con respecto a las regiones de convergencia de las series de la forma
(1), en todas las obras clásicas sobre este tema (como [GS97] y [Mal90])
sólo se menciona que la serie converge en {x ∈ H| |x| < ρ}, donde ρ =
(ĺımn→∞(máx|v|=n |av|)1/n)−1; sin embargo en ninguno de ellos se prueba el
resultado. En el Cápitulo dos no sólo se prueba el anterior resultado, también
se da una versión más fuerte de él, y que enunciamos a continuación:

La serie (1) converge absoluta y uniformemente por compactos en el po-
licilindro

{x ∈ H||x0 + ixi| < ρ, |x0 + jxj | < ρ, |x0 + kxk| < ρ},

además este conjunto contiene propiamente a la bola de radio ρ.
En [Mal90] el Dr. Malonek estudia las series del tipo

∑

Pvav, av ∈ H, y
demuestra que si

∑

|Pv(x)||av| converge en un cuaternio x, la serie
∑

Pvav
converge en el siguiente policilindro

{h ∈ H||h0 + ih1| < |x0 + ix1|, |h0 + jh2| < |x0 + jx2|, |h0 +kh3| < |x0 +kx3|}.

En el Cápitulo dos de esta tesis se demuestra el análogo de este resultado pero
ahora para series de la forma (1) con una norma distinta. Como consecuencia
se generalizaron criterios para determinar cúando una serie de tipo (1) con-
verge. Cabe mencionar que la validez de estos no se conoćıa. En [Mal90] el
Dr. Malonek muestra el estado de la teoŕıa en comparación con los trabajos
obtenidos.

En [Sud79] el Dr. Sudbery demuestra el Teorema de Cauchy en su versión
homológica basándose en el Lema de Goursat, pero no prueba el lema. En el
Caṕıtulo tercero se da una demostración de este lema y con esto queda com-
pleta la demostración. Recientemente los doctores Daniel Alpay y Michael
Shapiro [ASV05] han mostrado, de una forma diferente al resultado del Dr.
Fueter, que la condición de hiperholomorf́ıa en una vecindad da lugar a la
expansión en serie de Taylor, también se estudió este enfoque.

En el Caṕıtulo cuatro se trabaja con el Teorema de Laurent en dos ver-
siones: la usual y la matricial. La sección correspondiente a la versión usual
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está basada en [BDS82]. Para la expresión en términos matriciales se estu-
dió el trabajo de los doctores Frenkel y Libine [FL07].

Para los polinomios hiperholomorfos que se escriben en términos de la
función ζ1 se encontró el tipo de “ceros” y se obtuvieron condiciones suficien-
tes para la existencia de estos. Por otra parte, se determina los parametros
h que define la dimensión de los subespacios donde se satisface ζ1 + ζ2h = 0.
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Caṕıtulo 1

Los Cuaternios de Hamilton

En las dos primeras secciones de este caṕıtulo se estudian las propiedades
básicas de los cuaternios. La tercer sección es dedicada a una de las cualidades
más importantes, en cuanto a aplicaciones de estos números se refiere: la
relación entre los cuaternios y el grupo de rotaciones en R3 y R4.

La principal fuente fue el libro: [KS96].
La última sección contiene ejemplos desarrollados por el autor, que enfa-

tizan las diferencias entre las geometŕıas de los espacios R4 y R3.

1.1. Definiciones

Sea H el conjunto de śımbolos a0 +a1i+a2j+a3k con aα ∈ R, 0 ≤ α ≤ 3.
Decimos que dos elementos de H:

a0 + a1i+ a2j + a3k, y b0 + b1i+ b2j + b3k,

son iguales si aα = bα, 0 ≤ α ≤ 3.
La siguiente operación + : H × H → H, que llamaremos suma dota a H

de una estructura de grupo abeliano:
Dados x, y ∈ H con

x = a0 + a1i+ a2j + a3k,

y = b0 + b1i+ b2j + b3k,

+(x, y) 7→ a0 ⊕ b0 + (a1 ⊕ b1)i+ (a2 ⊕ b2)j + (a3 ⊕ b3)k.

Donde ⊕ es la operación suma en los reales.

1



2 CAPÍTULO 1. LOS CUATERNIOS DE HAMILTON

Denotaremos como es usual al elemento +(x,y) como x+y, y sin causar
ambigüedad usaremos el mismo śımbolo + para la operación de suma en los
reales ⊕ que para los elementos de H.

La suma definida previamente conserva todas las propiedades (conmuta-
tividad, asociatividad, existencia de inverso y de elemento neutro) de la suma
definida en los reales, por eso (H,+) es un grupo abeliano.

Notemos que el conjunto de cuaternios de la forma {a+0i+0j+0k, a ∈ R}
es isomorfo al grupo (R,+).

En el conjunto H podemos definir otra operación · : H × H → H, a la
cual llamaremos multiplicación de la siguiente manera: dados x, y ∈ H con

x = a0 + a1i+ a2j + a3k,

y = b0 + b1i+ b2j + b3k,

·(x, y) 7→ (a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3) + (a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2)i+

+(a0b2 + a2b0 + a3b1 − a1b3)j + (a0b3 + a3b0 + a1b2 − a2b1)k.

Y denotaremos a ·(x, y) como x · y o xy, de la definición se sigue que
la operación es distributiva con respecto a la suma. Como el producto al
restringirse a {a+ 0i+ 0j + 0k, a ∈ R} coincide con el producto usual en R,
de aqúı en adelante no distinguiremos entre los reales y este subconjunto.

Definimos la conjugación cuaterniónica como aquella función que al cua-
ternio x ∈ H, x = a0 + a1i+ a2j + a3k, le asocia:

x̄ := a0 − a1i− a2j − a3k.

Es importante mencionar que dado a ∈ R, la expresión ia, ja, ka tienen
sentido, por ejemplo:

ia = (0 + i+ 0j + 0k) · (a+ 0i+ 0j + 0k) := (a · 1)i = ai,

es decir, los reales conmutan con los simbolos {i, j, k} y por lo tanto conmutan
con todo elemento de H.

En particular tenemos una estructura de vectorial 4-dimensional sobre los
reales, isomorfo a R4, un isomorfismo esta dado por:

a0 + a1i+ a2j + a3k 7→ (a0, a1, a2, a3),

de esta manera podemos definir la norma ‖ · ‖ de un elemento en H como la
norma de su vector correspondiente. Por abuso de notación no distinguiremos
a un cuaternio de su vector equivalente.
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Lema 1.1.1. (Relaciones entre la norma y el producto cuaterniónico)

‖xy‖2 = Re(xȳ) = Re(x̄y),

xx̄ = x̄x = x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 = ‖x‖2,

‖xy‖ = ‖x‖‖y‖.

Por estas propiedades es costumbre denotar a los elementos de la siguiente
manera:

1 = e0,

i = e1,

j = e2,

k = e3.

Lema 1.1.2. Con la norma de R4 la suma, la multiplicación y la toma de
inversos son funciones continuas.

Demostración. (No necesitamos probar la continuidad para la operación su-
ma):

Sean x′, y′ fijos, entonces:

‖xy − x′y′‖ = ‖xy + x′y′ − xy′ − x′y − 2x′y′ + xy′ + x′y‖
≤ ‖x− x′‖‖y − y′‖ + ‖x− x′‖‖y′‖ + ‖x′‖‖y − y′‖.

De aqúı se sigue la continuidad del producto.

Sea y fijo, si ‖x − y‖ ≤ mı́n{‖y‖,ǫ‖y‖2}
2

, de la desigualdad del triángulo

tenemos ‖y‖ − ‖x‖ ≤ ‖x− y‖ ≤ ‖y‖
2
, y por lo tanto

‖x‖−1 ≤ 2‖y‖−1

entonces se cumple que

‖x−1 − y−1‖ = ‖x‖−1‖x− y‖‖y‖−1 ≤ 2‖y‖−2ǫ‖y‖2 ≤ ǫ

cuando ‖x− y‖ ≤ mı́n{‖y‖,ǫ‖y‖2}
2

.



4 CAPÍTULO 1. LOS CUATERNIOS DE HAMILTON

Observación 1.1.3. Definimos el producto interno entre dos cuaternios
como el producto interno de sus vectores correspondientes, y se cumple:

< x, y >=
xȳ + yx̄

2

pues:

< x, y > = x0y0 + x1y1 + x2y2 + x3y3

= Re(xȳ)

=
xȳ + yx̄

2
.

Lema 1.1.4. Q8 := ({1, i, j, k,−1,−i,−j,−k}, ·) es un grupo no conmuta-
tivo.

Demostración. El producto es cerrado por la forma en que está definido y la
identidad es 1.

Notemos que i2 = j2 = k2 = −1, de esto se sigue que todo elemento no
nulo tiene inverso.

Para probar que la operación es asociativa, en principio se debe verificar
para todas las combinaciones posibles. Pero −ab = (−a)(b) = a(−b) significa
que si a(bc) = (ab)c, entonces −a(bc) = (−ab)c es decir podemos restringir
nuestras pruebas a los elementos {i, j, k}) (1 es unidad). Se cumple que

(ij)k = i(jk) = −1 (1.1)

y

ij = −ji, jk = −kj, ki = −ik, (1.2)

es decir formalmente los “números” i, j, k tienen las mismas propiedades
algebraicas y al sustituir en una igualdad a todos los elementos por una
permutación ćıclica se seguira cumpliendo la igualdad, es decir solo nos basta
con probar los siguientes cinco casos:

(ij)k = i(jk),

i(ii) = (ii)i = −i,

(ii)j = i(ij) = −j,
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(ij)i = i(ji),

(ji)i = j(ii) (este se sigue de los anteriores).

Los cuales se comprueban directamente de la definición. Notemos que es un
grupo no conmutativo (1.2).

La estructura algebraica de H es mas rica que la de un espacio vectorial,
porque además de una suma y el producto por escalares, tenemos definida
una multiplicación entre sus elementos.

Veamos que también el producto en H es asociativo:

Lema 1.1.5. La operación · es asociativa.

Demostración. Sean x = a0 + a1i + a2j + a3k, y = b0 + b1i + b2j + b3k, z =
c0 + c1i+ c2j + c3k ∈ H.

Dado que el producto es distributivo con respecto a la suma, se cumple:

(xy)z = (
∑

0≤α,β≤3

aαeαbβeβ)z

=
∑

0≤α,β,γ≤3

aαbβcγ(eαeβ)eγ

Como la multiplicación en los elementos de la base 1, i, j, k, es asociativa,
(enem)es = en(emes), ∀n,m, s ∈ {0, 1, 2, 3}, y tenemos:

(xy)z =
∑

0≤α,β,γ≤3

aαbβcγeα(eβeγ)

= x
∑

0≤α,β,γ≤3

bβcγ(eβeγ)

= x(yz).

Lema 1.1.6. (H,+, ·) es un anillo de división.

Demostración. Observemos que 1 = 1 + 0i + 0j + 0k es la identidad multi-
plicativa. Además si x 6= 0,

x
x̄

∑

a2
i

= 1.
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Por lo que siempre podemos calcular el inverso de cualquier término dis-
tinto de cero.

Pero H no es un campo.

Nota 1.1.7. En general si x, y ∈ H, xy 6= yx, por ejemplo ij = −ji.

Definición 1.1.8. A los elementos h ∈ H les llamaremos cuaternios, y a
(H,+, ·) el anillo de división cuaterniónico.

1.2. Subconjuntos Importantes

El conjunto de los cuaternios con norma unitaria es denotado por S3.

Sabemos que la multiplicación cuaterniónica restringida a los elementos
1, i, j, k, forma un grupo isomorfo a

Q8 =< 1, i, j, k|1 es la identidad, i2 = j2 = k2 = ijk = −1 > .

También hemos visto que los cuaternios contienen una copia del campo
real, otro subconjunto importante de los cuaternios es el subgrupo aditivo V

formado por aquellos cuaternios de la forma {0+a1i+a2j+a3k, |a1, a2, a3 ∈
R}, a la proyección de x ∈ H sobre V la denotaremos por xv y diremos que es
su parte vectorial, a los elementos de V los llamaremos cuaternios puramente
vectoriales.

Denominamos como la parte real de x al termino Re(x) := x0 = x − xv,
frecuentemente identificaremos a V con R3 y a los elementos de norma 1 de
V con S2.

El producto cuaterniónico restringido a V está relacionado con las opera-
ciones usuales del Análisis Vectorial:

Dados xp, yp ∈ V, con x = a1i+ a2j + a3k, y = b1t+ b2j + b3k,

xpyp = (−a1b1 − a2b2 − a3b3) + (a2b3 + a3b2)i+

+(a3b1 − a1b3)j + (a1b2 − a2b1)k

= − < xp, yp > +xp × yp,

donde < · > denota al producto interno y × al producto cruz.
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Sean ψ, ξ ∈ V, entonces

ψξ = − < ψ, ξ > +ψ × ξ,

ψ × ξ =
ψξ − ξψ

2
,

< ψ, ξ > = −ψξ + ξψ

2
.

Dado ψ ∈ V, ψ = a1i+ a2j + a3k, con ‖ψ‖ = 1, (ψ ∈ S2),

ψ2 = a1a2(ij + ji) + a1a3(ik + ki) + a2a3(jk + kj) − a2
1 − a2

2 − a2
3

= −‖ψ‖2

= −1.

Observación 1.2.1. Por cada cuaternio unitario ψ que pertenezca a V, el
subconjunto de cuaternios de la forma a + bψ, a, b ∈ R, forma un campo Cψ

isomorfo a los complejos.

De esta observación se sigue que:

Lema 1.2.2.

Para todo cuaternio q ∈ H : qn = q̄n.

La ecuación X2 + 1 = 0 se satisface por todo elemento de S2, además
estos son los únicos cuaternios que la satisfacen.

Para todo cuaternio unitario a ∈ S3 existen α ∈ [0, 2π], ψ ∈ S2, tal
que a = cosα + ψ senα := eψθ.

El conjunto R
4 se puede descomponer como la unión de planos que

se intersecan en una ĺınea, donde los planos están indexados por los
puntos en S3/ ∼ con x ∼ −x.

Demostración. La única propiedad que no so obtiene directamente de la
observación previa es la última: para cada a ∈ S2, consideramos el plano
Ca := {x+ ya|x, y ∈ R}.

Dados a, b ∈ S2, Ca y Cb siempre se intersecan en la recta real.
Si se intersecan en otro punto, ya serian al menos tres puntos no colineales

en los que se intersecan y entonces Ca y Cb son el mismo plano. Como a y
b ∈ S2, esto pasa ⇔ a = ±b.

Además cada cuaternio x 6= 0, x = r + sψ, r, s ∈ R, ψ ∈ S2 pertenece al
plano Cψ. Luego se cumple la descomposición.
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1.3. Rotaciones

De la Observación 1.2.1 se siguen los siguientes lemas:

Lema 1.3.1. La acción de la función {α}M : H → H, {α}M(x) := αx, α ∈ S3,
es una rotación.

Demostración. Sea α ∈ S3, {α}M es lineal pues

{α}M(x+ y) = α(x+ y) = αx+ αy = {α}M(x) + {α}M(y).

Sabemos que existen τ ∈ [0, 2π], ψ ∈ S2, tales que α = eψτ .
Extendemos {ψ} a una base ortonormal de V, B = {ψ, ψ2, ψ3 = ψψ2}.

Todo cuaternio x ∈ H se puede escribir de la forma : x = r1e
ψθ1 + r2e

ψθ2ψ2

para ciertos r1, r2 ∈ R, θ1, θ2 ∈ [0, 2π], pues

q = q0 + q1ψ + q2ψ2 + q3ψ3

= q0 + q1ψ + (q2 + q3ψ)ψ2, q0 + q1ψ, q2 + q3ψ ∈ Cψ.

Luego:

αM(x) = αx

= eψτ (r1e
ψθ1 + r2e

ψθ2ψ2)

= (r1e
ψ(θ1+τ) + r2e

ψ(θ2+τ)ψ2).

Luego la matriz asociada a αM en la base {1} ∪ B es:
(

eψτ 02×2

02×2 eψτ

)

,

donde eψτ =

(

cos τ − sen τ
sen τ cos τ

)

, y 02×2 es la matriz cero de tamaño 2 × 2.

Luego la matriz asociada a αM es ortonormal y de determinante 1.

Lema 1.3.2. La función M{β}(x) = xβ, β ∈ S3, es una rotación.

Demostración. Del mismo modo que en el lema anterior, se demuestra que
la matriz asociada a Mβ en cierta base generada por β es:

(

eψτ 02×2

02×2 e−ψτ

)

,

donde el signo es debido a que ψ2e
ψτ2 = e−ψτ2ψ2. Está matriz es ortonormal

y de determinante 1.
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Teorema 1.3.3. La función {α}M{β}(x) = αxβ, α, β ∈ S3, es una rotación.
Si gα = {α}M{α−1}, α = eψθ con {ψ, ψ2, ψ3} una base ortonormal de V, θ ∈

[0, 2π], entonces gα es la rotación que deja fijo el plano 1×ψ y rota el plano
ψ2 × ψ3, 2θ grados, en particular, gα restringido a V es la rotación que deja
fijo el eje ψ y rota el plano ψ2 × ψ3, 2θ grados.

Demostración. {α}M{β} es una composición de rotaciones, por lo cual es una
rotación.

Para x ∈ H, sean r1, r2 ∈ R, τ, τ ′ ∈ [0, 2π], tales que x = r1e
ψτ + r2e

ψτ ′ψ2,
luego:

ga(x) = eψθ(r1e
ψτ + r2e

ψτ ′ψ2)e
−ψθ

= r1e
ψθeψτe−ψθ + r2e

ψθeψτ
′
ψ2e

−ψθ.

Pero eψτ
′
ψ2 = ψ2e

−ψτ ′ , ∴

ga(x) = r1e
ψτ + r2e

ψθeψτ
′
eψθψ2

= r1e
ψτ + r2e

ψ(τ ′+2θ)ψ2.

Su matriz asociada es:
(

I2×2 02×2

02×2 e2θψ

)

,

donde I2×2 es la matriz identidad 2 × 2.
Es decir, si consideramos x ∈ V, el cuaternio ga(x) se obtiene al dejar fijo

el eje ψ y rotar el plano ψ2 × ψ3, 2θ grados.

Corolario 1.3.4. Si a ∈ S3 y x ∈ V, entonces el cuaternio ga(x) ∈ V. Aśı la
acción de ga es un elemento del grupo O+(3) de las isometŕıas que preservan
orientación en R

3 (rotaciones).

Demostración. Como la función dejo fija la parte real de x, entonces ∀ x ∈ V

y ∀ a ∈ S3, ga(x) ∈ V.

El rećıproco también se cumple, es decir, toda rotación en R3 se expresa
como ga, para algún a ∈ S3 :

Teorema 1.3.5. El grupo {ga|a ∈ S3}/ ∼ es isomorfo a O+(3), el grupo
de rotaciones de R3, donde la relación de equivalencia ∼ está definida por
ga ∼ g−a.



10 CAPÍTULO 1. LOS CUATERNIOS DE HAMILTON

Demostración. Primero mostraremos que toda rotación se puede expresar
como gb, para cierto b ∈ S3.

Dada ρ ∈ O+(3), sea R su matriz asociada. El polinomio caracteŕıstico
de esta matriz es de tercer grado y con coeficientes reales, por lo cual tiene
una ráız real λ y dos ráıces complejo conjugadas w, w̄. Esto significa que la
rotación tiene un eje fijo (el eigenvector asociado a λ genera al eje). Por lo
tanto existe una base ortogonal {ψ, ψ2, ψ3} tal que la matriz se escribe como:

R =

(

λ 01x2

02x1 A

)

, A ∈M2x2(R).

Sabemos que Det(R) = 1, porque ρ es una rotación. El término constante
del polinomio caracteŕıstico de la matriz R es −1 = −Det(R) = −λww̄. Lo
que nos dice que λ > 0. Como R es isométrica, RRT = I, de aqúı se sigue que
λ = 1 y AAT = I, aśı A es una rotación de θ grados para cierto θ ∈ [0, 2π].

Asignamos a ρ, la función g
e
ψθ
2
.

Veamos que la relación: ρ→ g
e
ψθ
2

es un isomorfismo de grupos.

Para ver que es un homomorfismo, consideremos las funciones ga, gb, con
a, b ∈ S3, y sean ρ, τ ∈ O+(3), con ga = ρ, gb = τ. Por definición se cumple
que gab = ga ◦ gb.

De esta propiedad se sigue que gab es la rotación obtenida al rotar primero
con la acción de gb, y después la acción de ga, pero esa es la definición de ρτ,
por lo que g±ab = ρτ.

Demostremos que la relación es inyectiva:
Por una parte g

−e
ψθ
2

= g
e(π+ θ2 )ψ , por ser esta última una rotación de θ+2π

grados, g
−e

ψθ
2

= g
e
ψθ
2
. Supongamos que existen a, b ∈ S3 tal que ρ = gb = ga,

entonces
axa−1 = ga(x) = gb(x) = bxb−1, ∀x ∈ H,

es decir b−1ax = xb−1a, por lo que b−1a conmuta con todo cuaternio.
Si b−1a = c + rψ, c ∈ R, ψ ∈ S2, y {ψ, ψ2, ψ3}, base ortonormal de V,

entonces si r 6= 0, b−1a y ψ2 no conmutan. Luego b−1a ∈ R, y por ser a y b
de norma unitaria, b−1a = ±1, de donde b = ±a.

Teorema 1.3.6. Sea ga, b(x) = axb−1. El grupo de rotaciones en R4 : O+(4)
y {ga, b, a, b ∈ S3}/ ∼ son isomorfos, donde (a, b) ∼ (−a, −b).
Demostración. Sea ρ una rotación, consideremos ρ′ = ρ(1)−1ρ, por ser una
composición de rotaciones es una rotación, además ρ′(1) = 1, es decir deja
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fijo a los reales, por lo tanto ρ′ ∈ O+(3), por la teoŕıa previamente vista
existe c ∈ S3 tal que ρ′(s) = gc(s), ∀ s ∈ V. Entonces para x ∈ H :

ρ′(x) = ρ′(Re(x)) + ρ′(xv) = cRe(x)c−1 + gc(xv) = gc(x).

Por lo tanto ρ = ρ(1)gc = gρ(1)c, c.

Veamos bajo que condiciones se cumple que ga, b = gc, d.

Supongamos que ρ = ga, b = gc, d, ya vimos que los coeficientes se relacio-
nan por a = ρ(1)b, c = ρ(1)d.

Consideramos las rotaciones

ρ(1)−1ga, b = gρ(1)−1a, b,

ρ(1)−1gc, d = gρ(1)−1c, d,

como rotaciones de O+(3), la ventaja de hacer esto es que el Teorema 1.3.5
nos da unicidad (salvo signo) de la expresión asociada a una rotación de
O+(3), luego se tiene que b = ±d.

De aqúı se sigue que ga, b = gc, d ⇔ (a, b) = ±(c, d).

Por último cabe mencionar que los cuaternios se pueden identificar con
un subgrupo de las matrices complejas de tamaño 2 × 2 v́ıa:

1 →
(

1 0
0 1

)

,

i →
(

0 −i
−i 0

)

,

j →
(

0 −1
1 0

)

,

k →
(

−i 0
0 i

)

.

Es decir

x0 + ix1 + jx2 + kx3 →
(

x0 − ix3 −ix1 − x2

−ix1 + x2 x0 + ix3

)

. (1.3)
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1.4. Sobre la Geometŕıa de H

El tener una estructura 4-dimensional dota a los cuaternios de propie-
dades geométricas y topológicas que desde el punto de vista del autor son
llamativas, esta sección tiene como objetivo recordarle al lector que es im-
portante no recurrir de manera directa a propiedades geométricas que no se
hayan justificado, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Dado un ćırculo, encontrar un plano de dimensión dos que contenga al
menos un punto del interior del ćırculo pero que el plano no interseque la
circunferencia que deĺımita al ćırculo. ¿Esto significa que podemos delimitar
con el ćırculo un plano?

Sea S1 = {a + bi, a2 + b2 = 1} ⊂ H, y consideremos el plano generado
por j y k : Cj := {(a+ ib)j = aj + bk, a, b ∈ R}.
Observación 1.4.1. Si consideramos el segmento que une un punto con su
antipodal en S1, este segmento contiene al origen. Pero el 0 pertenece al plano
Cj y estos dos conjuntos, S1, Cj, son disjuntos.

Lo que el ejemplo anterior nos dice es que por un punto pueden pasar dos
planos diferentes que solo se intersequen en ese punto, en el ejemplo anterior,
el plano C y Cj solo se intersecan en el origen.

Como respuesta a la pregunta sobre delimitar con el circulo un plano,
el ćırculo sólo delimita a un punto del plano aún cuando este cumple las
condiciones solicitadas.

De este mismo ejemplo podemos observar que si consideramos R
4 menos

un plano, el conjunto resultante es conexo, notemos que R3 −P es disconexo
para todo plano P, por ejemplo no existe una trayectoria en R3(V), que
comience en el punto (0, 0, 0) y termine en el punto (1, 0, 0), que no interseque
al plano (1/2, y, z), o a la 2-esfera {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 = 1/2}.

Pero en R4, es fácil dar una trayectoria del punto (0, 1, 0, 0) al punto
(0, 0, 0, 0) que no interseque ni al plano {(0, 1/2, y, z) | y, z ∈ R}, ni a la 2-
esfera {(0, x, y, z) | x2 + y2 + z2 = 1/2, x, y, z ∈ R}.

Por ejemplo:

γ(t) = (t(t− 1), t, 0, 0), ϕ(t) = (sen(tπ), sen(tπ/2), 0, 0), t ∈ [0, 1].

Dado un punto x ∈ R4 ¿Cuál es la mayor cantidad de planos que pasan por
x y que solo se intersequen en x? Una respuesta parcial nos la da el siguiente
teorema: por lo menos hay tantos como puntos en S2, para demostrar esto
necesitaremos del siguiente lema:



1.4. SOBRE LA GEOMETRÍA DE H 13

Lema 1.4.2. La función T : S3 → H dada por T (ψ) = gψ(i) = ψiψ−1,
induce una partición de S3 en 1-esferas.

Demostración.

T (S3) = S2.

En el Teorema 1.3.4 se demostró que gψ(V) ⊂ V, ∀ψ ∈ S3, como
‖T (ψ)‖ = 1, se cumple que T (S3) ⊂ S2.

Y dado α ∈ S2, existe una rotación ρ, tal que ρ(i) = α, entonces existe
τ ∈ S3, tal que τiτ−1 = α, por lo cual dado α ∈ S2, existe τ tal que
T (τ) = α.

T (ψ) = T (τ),⇔ ψ = τw, para algún w ∈ S1 ⊂ C.

Notemos que si w ∈ S1, T (ψw) = ψwiw−1ψ−1 = T (ψ).

Además si T (ψ) = T (τ), entonces ψiψ−1 = τiτ−1. Definimos la función
g : gτ−1ψ, sabemos que:

g(i) := τ−1ψiψ−1τ = i,

y como g es una rotación que deja fijo a 1 y a i, por los mismos ar-
gumentos que se usarón para probar el Teorema 1.3.3 se sigue que g
restringido a S3 es una rotación del plano j, k.

Por la unicidad para las expresiones sabemos que existe w ∈ C, ‖w‖ = 1
tal que g = gw, y del Teorema 1.3.5 τ−1ψ = ±w.
Por lo tanto ψ = τ(±w).

Si τ ∈ T−1(ψ), T−1(ψ) es la 1-esfera τS1. Siendo τ ∈ S3, la multiplica-
ción por τ es una rotación, aśı τS1 es la 1-esfera en el plano τC.

Esto se sigue del inciso anterior.

T induce una partición de S3 en 1-esferas.

Asignamos a cada α ∈ S2, la 1−esfera T−1(α) ∈ S3.

También podemos inducir una relación en S3 dada por α ∼ β, si T (α) =
T (β), esta es una relación de equivalencia cuyas clases de equivalencia
son 1−esferas y α esta contenida en la 1−esfera T−1(T (α)).
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En el Lema 1.2.2 demostramos que se puede descomponer a R4 ( como
conjunto ) en una unión de planos que se intersecan en una ĺınea, tantos
planos como puntos en S3/{x ∼ −x}. Ahora daremos una descomposición
de R4 como una unión de planos que se intersecan sólo en un punto de manera
análoga a la descomposición de R2 en rectas que se intersecan en el origen:

Teorema 1.4.3. R4 =
⋃

S2 R2/{(0, 0, 0, 0)a = (0, 0, 0, 0)b∀a, b ∈ S2} ( como
conjunto ).

Demostración. En el lema anterior hemos dividido S3 en 1−esferas indexadas
por S2, para demostrar el teorema basta asociar a cada [s], s ∈ S3, el único
plano Ps que contiene a la 1−esfera T−1(T (s)).

Esta es una partición de R
4 − {0} pues si Ps y Pr se intersecan en dos

puntos distintos {x, 0}, ellos se intersecan en la recta Rx, por ser los planos
convexos, luego se intersecan en x

‖x‖
∈ S3, de aqúı se sigue que

T−1(T (
x

‖x‖)) ∈ Ps, y T−1(T (
x

‖x‖)) ∈ Pr,

dado que si dos planos se intersecan en 3 puntos, son el mismo plano,
entonces Ps = Pr.

Además cada punto x ∈ S3 está contenido en el plano P x
‖x‖
.

Nota 1.4.4. A la función T se le conoce como función de Hopf.

El escoger la evaluación de las rotaciones en el cuaternio i, tiene como
propósito simplificar los argumentos. En realidad podemos considerar que S3

actúa en S2 v́ıa la función que a (ψ, ρ) ∈ S3 × S2 le asigna ψρψ−1. Asi
estamos clasificando la orbita del cuaternio i ∈ S2.

En general las orbitas seguirán siendo 1−esferas, pero éstas formaran
particiones distintas.

El Teorema de Inmersión de Whitney dice (en particular) que toda 2
variedad puede ser inmersa de manera suave en R4. Por lo cual es natural
esperar que una banda de Möbius pueda ser inmersa en R4. Es interesante
notar que la banda puede ser inmersa de manera que si incrementamos la
longitud de sus lados, la banda no se interseque a si misma, es decir:

Observación 1.4.5. Es posible inyectar una banda de Möbius de ancho in-
finito en H.
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Sea la función

h : (−1/3, 1/3)× [0, π] → H,

h(u, θ) = (0,− cos θ sen θ, 0,− cos2 θ) +
u

1
9
− u2

(− sen θ, 0, cos θ, 0).

Notemos que

h(u, 0) = (0, 0, 0,−1) +
u

1
9
− u2

(0, 0, 1, 0)

= (0, 0, 0,−1) +
−u

1
9
− (−u)2

(0, 0,−1, 0)

= h(−u, π).

Salvo por esos puntos, la función (continua) es inyectiva, luego la función
induce un homeomorfismo entre:

(−1

3
,
1

3
) × [0, π]/ ∼ y h((−1/3, 1/3) × [0, π]),

donde la relación de equivalencia ∼ está dada por (a, b) ∼ (c, d) ⇔ h(a, b) =
h(c, d), es decir (a, 0) ∼ (−a, π) y (a, b) ∼ (a, b).

Como (−1
3
, 1

3
) × [0, π]/ ∼ es una banda de Möbius de ancho 2/3.

Esta función es una inyección de la banda de Möbius en R4, con la carac-
teŕıstica de que el ancho de la banda es infinito.



16 CAPÍTULO 1. LOS CUATERNIOS DE HAMILTON



Caṕıtulo 2

Expansión en Serie

La primer sección es un repaso del Cálculo de Varias Variables, en lo
concerniente a la Serie de Taylor. Es sabido que una función hiperholomor-
fa admite una expansión en serie que llamaremos formalmente “Serie de
Taylor Cuaterniónica”. Ésta expansión tiene como sumandos polinomios ho-
mogéneos formados por productos simétricos de las funciones que forman la
Base de Fueter, una prueba se da por ejemplo en [Sud79].

En la segunda sección aclaramos la relación entre la serie de Taylor cua-
terniónica de una función hiperholomorfa y la serie de Taylor de la función
vista como una función de R4 en R4.

Es de notar la manera natural en que las funciones de Fueter se asocian
a una función hiperholomorfa.

Con respecto a las regiones de convergencia de las series de la forma
(1), en todas las obras clásicas sobre este tema (como [GS97] y [Mal90])
sólo se menciona que la serie converge en {x ∈ H| |x| < ρ}, donde ρ =
(ĺımn→∞(máx|v|=n |av|)1/n)−1; sin embargo en ninguno de ellos se prueba el
resultado. En la tercer sección no sólo se prueba el anterior resultado, también
se da una versión más fuerte de él, y que enunciamos a continuación:

Teorema 2.3.17:La serie (1) converge absoluta y uniformemente por com-
pactos en el policilindro

{x ∈ H||x0 + ixi| < ρ, |x0 + jxj | < ρ, |x0 + kxk| < ρ},

además este conjunto contiene propiamente a la bola de radio ρ.

En [Mal90] el Dr. Malonek estudia las series del tipo
∑

Pvav, av ∈ H, y
demuestra que si

∑ |Pv(x)||av| converge en un cuaternio x, la serie
∑

Pvav

17
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converge en el siguiente policilindro

{h ∈ H||h0 + ih1| < |x0 + ix1|, |h0 + jh2| < |x0 + jx2|, |h0 +kh3| < |x0 +kx3|}.

El Lema 2.3.10 demuestra el análogo de este resultado pero ahora para series
de la forma (1) con una norma distinta. Como consecuencia se generaliza-
ron criterios para determinar cúando una serie de tipo (1) converge. Cabe
mencionar que la validez de estos no se conoćıa. En [Mal90] el Dr. Malonek
muestra el estado de la teoŕıa en comparación con los trabajos obtenidos.

2.1. Definiciones

Los Cuaternios tienen una estructura subyacente de espacio de Banach
isomorfo a R4, por lo cual podemos usar la teoŕıa del Cálculo de Varias
Variables.

En este caṕıtulo estudiaremos funciones f : H → H, que tengan todas sus
parciales continuas de cualquier grado en una vecindad del origen, es decir
f ∈ C∞(v(0),H), donde v(0) es alguna vecindad del origen que depende de
f. Se elige el origen para simplificar la exposición, y no hay riesgo de perder
generalidad pues al componer con traslaciones siempre podemos reducir el
analisis al caso donde la vecindad esta en el origen.

Sea f ∈ C∞(v(0),H), entonces la derivada de la función f en el 0, es una
transformación lineal que denotamos f (1)(0), y es la función que a h ∈ H, h =
h0 + ih1 + jh2 + kh3 le asigna:

(h0
∂f

∂x0
+ h1

∂f

∂x1
+ h2

∂f

∂x2
+ h3

∂f

∂x3
)(0).

A su vez la derivada de la función f en la dirección h, es una función que
al cuaternio 0 le asigna el cuaternio resultado de evaluar la transformación
lineal f (1)(0) en h. Debido a esto tiene sentido la derivada de dicha función,
que llamamos la derivada de segundo orden de f .

Notemos que para calcular la derivada de una función en la dirección h
usaremos el operador:

h0
∂

∂x0
+ h1

∂

∂x1
+ h2

∂

∂x2
+ h3

∂

∂x3
. (2.1)
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Notación 2.1.1. Llamamos la derivada de segundo orden de la función f,
en la dirección h ∈ H, a la función:

(h0
∂

∂x0

+ h1
∂

∂x1

+ h2
∂

∂x2

+ h3
∂

∂x3

)2f,

es decir derivamos la función en la dirección h, y volvemos a derivar esta
última función en la misma dirección h. Desarrollando tenemos:

∂2f

∂x2
0

h2
0 +

∂2f

∂x0∂x1

h0h1 +
∂2f

∂x0∂x2

h0h2 +
∂2f

∂x0∂x3

h0h3+

+
∂2f

∂x1∂x0

h1h0 +
∂2f

∂x2
1

h2
1 +

∂2f

∂x1∂x2

h1h2 +
∂2f

∂x1∂x3

h1h3+

+
∂2f

∂x2∂x0

h2h0 +
∂2f

∂x2∂x1

h2h1 +
∂2f

∂x2
2

h2
2 +

∂2f

∂x2∂x3

h2h3+

+
∂2f

∂x3∂x0
h3h0 +

∂2f

∂x3∂x1
h3h1 +

∂2f

∂x3∂x2
h3h2 +

∂2f

∂x2
3

h2
3.

Para cada n ∈ N, llamamos la derivada n-ésima de la función f en la
dirección h a la función:

(h0
∂

∂x0
+ h1

∂

∂x1
+ h2

∂

∂x2
+ h3

∂

∂x3
)nf =

∑ ∂nf

∂xi1∂xi2 · · ·∂xin
hi1hi2 · · ·hin ,

con ij ∈ {0, 1, 2, 3}, j ∈ [1, n] ⊂ N, h = h0 + ih1 + jh2 + kh3, y la suma es
sobre las 4n posibles palabras de tamaño n con 4 letras.

Como las parciales son continuas, ellas conmutan, por lo que la derivada
n-ésima de la función f en la dirección h se puede escribir:

∑

(

n

n0, n1, n2, n3

)

∂nf

∂xn0
0 ∂x

n1
1 ∂x

n2
2 ∂x

n3
3

hn0
0 h

n1
1 h

n2
2 h

n3
3 .

Esta última suma está indexada por las diferentes cuartetas

{n0, n1, n2, n3 ∈ N ∪ {0}|
3
∑

i=0

ni = n}.
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Ejemplo 2.1.2. El coeficiente del término

∂nf

∂xn0
0 ∂x

n1
1 ∂x

n2
2 ∂x

n3
3

(0),

con n0+n1 +n2 +n3 = n, es el número de veces que esta parcial aparece en la
descomposición, dependiendo del orden en que son efectuadas las derivadas
parciales.

Al variar el orden de derivación, hay
(

n
n0

)

formas de derivar n0-veces con

respecto a x0, después quedan
(

n−n0

n1

)

formas posibles para derivar n1-veces

con respecto a x1 y por último hay
(

n−n0−n1

n2

)

maneras de derivar n2 veces con
respecto a x2. Luego el coeficiente será:

(

n

n0

)(

n− n0

n1

)(

n− n0 − n1

n2

)

=

n!

n0!(n− n0)!

(n− n0)!

n1!(n− n0 − n1)!

(n− n0 − n1)!

n2!(n− n0 − n1 − n2)!

=
n!

n0!n1!n2!n3!
=

(

n

n0, n1, n2, n3

)

.

Ejemplo 2.1.3. La fórmula de 2.1.1 también se puede escribir como:

∂2f

∂x2
0

h2
0 +

∂2f

∂x2
1

h2
1 +

∂2f

∂x2
2

h2
2 +

∂2f

∂x2
3

h2
3 + 2

∑

0≤a<b≤3

∂2f

∂xaxb
hahb.

Dada una función f y U vecindad del origen, la siguiente serie

f(0)+
3
∑

α=0

hα
∂

∂xα
f(0)+

1

2!
(

3
∑

α=0

hα
∂

∂xα
)2f(0)+ · · ·+ 1

n!
(

3
∑

α=0

hα
∂

∂xα
)nf(0)+ · · ·

es llamada la serie de Taylor asociada a la función f en la vecindad U del
origen, donde h = h0 + ih1 + jh2 + kh3, h ∈ U.

Definición 2.1.4. Sea V vecindad del origen. Si para todo punto h ∈ V , la
serie de Taylor de la función f converge y lo hace al valor f(h), diremos que
f admite una expansión en serie de Tayor en la vecindad V .
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Cabe mencionar que la serie de Taylor de f no es necesariamente conver-
gente, y de hacerlo no necesariamente converge a la función que la genera.

La serie de Taylor tiene la propiedad de unicidad en el sentido que es la
mejor aproximación local a la función (ver por ejemplo: [Zor04]), es decir el
polinomio de grado n que mejor aproxima a la función en el punto f(h) es

P (h) = f(0) + (h0
∂

∂x0

+ h1
∂

∂x1

+ h2
∂

∂x2

+ h3
∂

∂x3

)f |(0) + · · ·+

+
1

n!
(h0

∂

∂x0

+ h1
∂

∂x1

+ h2
∂

∂x2

+ h3
∂

∂x3

)nf |(0).

2.2. Serie de Taylor Cuaterniónica

Definición 2.2.1. Sea f : H → H, diremos que f es hiperholomorfa en V
vecindad del origen, si es real diferenciable en V y es un cero del operador
D conocido como “el operador de Cauchy-Riemann-Fueter”:

D =
∂

∂x0
+ i

∂

∂x1
+ j

∂

∂x2
+ k

∂

∂x3
.

Esta definición generaliza la noción de holomorf́ıa, pues toda funcion ho-
lomorfa en la variable z = x0 + ix1, anula a este operador.

La condición de hiperholomorf́ıa permite que la expansión en serie de
Taylor de una función f no dependa de ∂f

∂x0
, (o de ∂f

∂xn
, n = 1, 2, 3).

Para ver esto notemos que si f es hiperholomorfa el operador (2.1) admite
una expresión en la que no se involucra el término ∂/∂x0 :

h0
∂

∂x0
+ h1

∂

∂x1
+ h2

∂

∂x2
+ h3

∂

∂x3
= h0(−i

∂

∂x1
− j

∂

∂x2
− k

∂

∂x3
) +

+ h1
∂

∂x1
+ h2

∂

∂x2
+ h3

∂

∂x3

= (h1 − ih0)
∂

∂x1
+ (h2 − jh0)

∂

∂x2
+

+(h3 − kh0)
∂

∂x3
.
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Definición 2.2.2. Definimos las funciones de Fueter ζn : H → H, n ∈
{1, 2, 3} por:

ζ1(h) := h1 − ih0,

ζ2(h) := h2 − jh0,

ζ3(h) := h3 − kh0,

para h = h0 + ih1 + jh2 + kh3.

En este momento dejaremos fija una base, la Base de Fueter. El desarrollo
que seguiremos se puede hacer con otras bases obteniendo resultados com-
plementarios que seran explicados en las Conclusiones para mayor claridad
de la exposición.

Con esta notación, la primer derivada de f en la dirección h en el origen
se calcula por:

(ζ1(h)
∂

∂x1
+ ζ2(h)

∂

∂x2
+ ζ3(h)

∂

∂x3
)f |(0).

Lema 2.2.3. Sea f hiperholomorfa en V vecindad del origen, y x ∈ V, en-
tonces

f(x) = f(0) + ζ1(x)
∂f

∂x1

(0) + ζ2(x)
∂f

∂x2

(0) + ζ3(x)
∂f

∂x3

(0) + α(x),

donde α(x) = o(x) cuando x→ 0, es decir ĺımx→0 α(x)/x = 0.

Demostración. Por ser f diferenciable, existe la función α y una transfor-
mación lineal T, la cual tiene la forma enunciada según las observaciones
anteriores.

El operador que genera la n-ésima derivada parcial sera:

(

ζ1(h)
∂

∂x1
+ ζ2(h)

∂

∂x2
+ ζ3(h)

∂

∂x3

)n

.

Para simplificar la exposición necesitamos unas definiciones:
Dado n ∈ N∪{0} a cada terna n1, n2, n3 ∈ N∪{0}, con n1 +n2 +n3 = n,

le asociamos (n1, n2, n3) = ν y definimos ‖ν‖ = n.
Consideremos el conjunto Aν formado por todas las posibles n-ádas for-

madas con n1 números uno, n2 números dos y n3 números tres.
Notemos que A(n1,n2,n3) tiene

(

n
n1

)(

n−n1

n2

)

=
(

n
n1n2n3

)

elementos.



2.2. SERIE DE TAYLOR CUATERNIÓNICA 23

Ejemplo 2.2.4. Si n = 4, n1 = 0, n2 = 2, n3 = 2, tenemos

A(0,2,2) = {(2, 2, 3, 3), (2, 3, 2, 3), (3, 2, 2, 3), (2, 3, 3, 2), (3, 2, 3, 2), (3, 3, 2, 2)}.

Definición 2.2.5. Sean n1, n2, n3 ∈ Z, definimos:

P{n1,n2,n3} :=
1

n!

∑

ζi1 · · · ζin, (i1, . . . , in) ∈ A(n1,n2,n3),

y

∂{n1,n2,n3}f =
∂nf

∂xn1
1 ∂x

n2
2 ∂x

n3
3

.

Si alguno de los enteros n1, n2, n3, es negativo, P{n1,n2,n3} := 0.

Siguiendo con el ejemplo anterior:

P{0,2,2} =
1

4!
(ζ2ζ2ζ3ζ3 + ζ2ζ3ζ2ζ3 + ζ3ζ2ζ2ζ3 + ζ3ζ3ζ2ζ2 + ζ3ζ2ζ3ζ2 + ζ2ζ3ζ3ζ2).

Observación 2.2.6.

1

n!
(h0

∂

∂x0
+ h1

∂

∂x1
+ h2

∂

∂x2
+ h3

∂

∂x3
)nf =

∑

n1+n2+n3=n

P{n1,n2,n3}(h)
∂nf

∂xn1
1 ∂x

n2
2 ∂x

n3
3

=

∑

n1+n2+n3=n

P{n1,n2,n3}(h)∂{n1,n2,n3}f.

Para ver esto procedemos por inducción, para n = 1 hemos visto que la
representación es válida. Sea n > 1, n ∈ N

1

n!
(

3
∑

α=0

hα
∂

∂xα
)nf =

1

n!
(ζ1(h)

∂

∂x1
+ ζ2(h)

∂

∂x2
+ ζ3(h)

∂

∂x3
)nf

=
1

n!

∑

ζa1(h)ζa2(h) · · · ζan(h)
∂nf

∂xa1∂xa2 · · ·∂xan
.

Dado que las parciales conmutan, a cada terna {n1, n2, n3, n1 +n2 +n3 = n}
podemos asociar el coeficiente ∂n

∂x
n1
1 ∂x

n2
2 ∂x

n3
3
f, resultando el término:
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1

n!

∑

(a1,a2,··· ,an)∈A(n1,n2,n3)

ζa1(h)ζa2(h) · · · ζan(h) = P{n1,n2,n3}(h),

luego:

1

n!
(h0

∂

∂x0
+h1

∂

∂x1
+h2

∂

∂x2
+h3

∂

∂x3
)n =

∑

n1+n2+n3=n

P{n1,n2,n3}(h)
∂n

∂xn1
1 ∂x

n2
2 ∂x

n3
3

.

�

Lema 2.2.7. Sea f hiperholomorfa en v vecindad del origen. Supongamos
que f admite un desarrollo en serie de Taylor, entonces la serie de f esta
dada por:

f(0) +
∞
∑

n=1

∑

{n1+n2+n3=n}

P{n1,n2,n3}(h)∂{n1,n2,n3}f |{0}. (2.2)

donde h ∈ v.

Demostración. La serie de Taylor de una función es una serie de funciones
donde el término n-ésimo es un polinomio homogeneo de grado n. Hemos
visto que si la función es hiperholomorfa, estos polinomios son generados por
productos simétricos de las funciones que forman la base de Fueter.

En general si la función tiene derivadas parciales de todos los órdenes y
es hiperholomorfa podemos estudiar la serie de Taylor que la función deter-
mina.¿Está serie converge?¿dónde?¿converge a la función f?

Posteriormente demostraremos que si f es hiperholomorfa, entonces es
infinitamente diferenciable, aśı siempre podemos estudiar su serie de Taylor.
Desarrollando el análogo al radio de convergencia obtendremos una condi-
ción para convergencia en una vecindad y por último por el Teorema de
Cauchy Cuaterniónico implicará que la serie de Taylor converge a la función
puntualmente.

Definición 2.2.8. Dada f hiperholomorfa, llamamos a la función 2.2 “la
expansión en serie de Taylor cuaternionica de f respecto a la base de Fueter”.
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Como solo trabajaremos con esta base, cuando nos refiramos a la serie
de Taylor Cuaternionica se entendera que es con respecto a esta base (ver
Conclusiones). Desarrollaremos algunos términos para ver la complejidad de
la expresión:

f(h) = f(0) + ζ1(h)
∂f

∂x1

(0) + ζ2(h)
∂f

∂x2

(0) + ζ3(h)
∂f

∂x3

(0) +
1

2!
ζ2
1(h)

∂2f

∂x2
1

(0) +

+
1

2!
ζ2
2(h)

∂2f

∂x2
2

(0) +
1

2!
ζ2
3(h)

∂2f

∂x2
3

(0) +
1

2!
(ζ1ζ2 + ζ2ζ1)(h)

∂2f

∂x1∂x2
(0)+

+
1

2!
(ζ1ζ3 + ζ3ζ1)(h)

∂2f

∂x1∂x3
(0) +

1

2!
(ζ2ζ3 + ζ3ζ2)(h)

∂2f

∂x2∂x3
(0) + · · ·

Si bien esta es una descomposición de la función en una serie, a diferen-
cia del caso complejo, ella no está en términos de potencias de la variable
cuaterniónica, más aun ¡la variable cuaterniónica x no es hiperholomorfa!
pues

∂x

∂x0

+ i
∂x

∂x1

+ j
∂x

∂x2

+ k
∂x

∂x3

= 1 + ii+ jj + kk = −2.

Consideremos los términos:

P ∗
{n1,n2,n3} =

∑

ζi1 · · · ζin, (i1, . . . , in) ∈ A(n1,n2,n3).

Donde P ∗
{n1,n2,n3}

= 0 si ni < 0 para algún i ∈ {1, 2, 3}. A P ∗ lo denominamos
el producto simétrico formal de ζn1

1 , ζn2
2 , ζn3

3 .
Dado que la serie de Taylor de una función hiperholomorfa contiene pro-

ductos simétricos de las funciones ζ1, ζ2, ζ3, una pregunta natural es ¿Qué re-
laciones hay entre el producto cuaterniónico y el producto simétrico?

Observación 2.2.9.

P ∗
{n1,n2,n3}

= ζ1P
∗
{n1−1,n2,n3}

+ ζ2P
∗
{n1,n2−1,n3}

+ ζ3P
∗
{n1,n2,n3−1}

= P ∗
{n1−1,n2,n3}

ζ1 + P ∗
{n1,n2−1,n3}

ζ2 + P ∗
{n1,n2,n3−1}ζ3.

Esto se tiene debido a que todas las posibles palabras de tamaño n con
tres letras se pueden agrupar por la letra con la que inician o por la letra con
la que finalizan, y tendremos la expresión de la derecha, como sólo usamos
tres letras estos 3 subconjuntos contienen a todas las palabras.
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Lema 2.2.10. (Relación entre el producto simétrico y el producto usual)
Sean n1, n2, n3 ≥ 0, n1 + n2 + n3 = n, entonces para todo 0 ≤ t ≤ n se

cumple:

P ∗
{n1,n2,n3} =

∑

m1+m2+m3=t

P ∗
{m1,m2,m3}P

∗
{n1−m1,n2−m2,n3−m3}

Demostración. Procedemos por inducción sobre el ı́ndice n, para n = 1 y
t = 0, 1, la fórmula es válida.

Supongamos válida la expresión para n− 1, y toda 0 ≤ t ≤ n− 1.
Sea T fijo, si T = n o 0, no hay nada que probar.
De la observación anterior tenemos:

P ∗
{n1,n2,n3}

= P ∗
{n1−1,n2,n3}

ζ1 + P ∗
{n1,n2−1,n3}

ζ2 + P ∗
{n1,n2,n3−1}ζ3. (2.3)

Por inducción tenemos que para 1 ≤ T ≤ n− 1, se cumple:

P ∗
{n1−1,n2,n3}

=
∑

m1+m2+m3=T

P ∗
{m1,m2,m3}

P ∗
{n1−1−m1,n2−m2,n3−m3}

,

P ∗
{n1,n2−1,n3}

=
∑

m1+m2+m3=T

P ∗
{m1,m2,m3}

P ∗
{n1−m1,n2−1−m2,n3−m3}

,

P ∗
{n1,n2,n3−1} =

∑

m1+m2+m3=T

P ∗
{m1,m2,m3}P

∗
{n1−m1,n2−m2,n3−1−m3}.

Sustituyendo en (2.3) y asociando obtenemos:

P ∗
{n1,n2,n3}

= (
∑

m1+m2+m3=T

P ∗
{m1,m2,m3}

P ∗
{n1−1−m1,n2−m2,n3−m3}

)ζ1 +

+(
∑

m1+m2+m3=T

P ∗
{m1,m2,m3}

P ∗
{n1−m1,n2−1−m2,n3−m3}

)ζ2+

+(
∑

m1+m2+m3=T

P ∗
{m1,m2,m3}P

∗
{n1−m1,n2−m2,n3−1−m3})ζ3

=
∑

m1+m2+m3=T

P ∗
{m1,m2,m3}

(

P ∗
{n1−1−m1,n2−m2,n3−m3}ζ1+

P ∗
{n1−m1,n2−1−m2,n3−m3}

ζ2 + P ∗
{n1−m1,n2−m2,n3−1−m3}

ζ3
)

=
∑

m1+m2+m3=T

P ∗
{m1,m2,m3}

P ∗
{n1−m1,n2−m2,n3−m3}

.
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De la definición del producto simétrico se sigue que ésta fórmula describe
las palabras de tamaño n con m letras distintas de manera iterativa.

2.3. Radio de Convergencia

Teorema de Cauchy-Hadamard

Dado que H es un espacio real normado y completo (entre otras propieda-
des) varios teoremas generales de convergencia para series de funciones que
son válidos en variable compleja son también válidos para los cuaternios. En
cambio, los teoremas más espećıficos, a saber, aquellos referentes a series de
potencias, no admiten una extensión tan directa, esto es debido a que las
series que consideramos:

f(x) =
∞
∑

n=0

∑

ν=(n1,n2,n3)
n1+n2+n3=n

Pνaν . (2.4)

tienen como término n-ésimo a la función
∑

ν=(n1,n2,n3)
n1+n2+n3=n

Pνaν , mientras que

el término n-ésimo para una serie de potencias en una variable compleja es
de la forma znan, lo cual hace que sea más directa la relación entre el radio
de convergencia y la convergencia de la serie.

Otra diferencia a considerar es que el término n-ésimo es una suma de
funciones, y hay varios grados de precisión al mencionar la convergencia
absoluta.

Definición 2.3.1. Diremos que la serie converge de manera absoluta en
algún cuaternio x, si al evaluar en ese cuaternio se satisface:

∞
∑

n=0

‖
∑

ν=(n1,n2,n3)
n1+n2+n3=n

Pνaν(x)‖ <∞,

Observación 2.3.2. El conjunto donde una serie del tipo (2.4) converge no
necesariamente es un abierto, o un conjunto finito de puntos, por ejemplo:
Sea

f(x) =

∞
∑

n=1

ζn1 n
n + 2,
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entonces f(ja+kb) = 2, ∀a, b ∈ R, y f(c+di+ ja+ bk) diverge si c+di 6= 0.
La serie converge únicamente en el plano j × k.

Los siguientes dos criterios serán utiles para la exposición de este caṕıtulo,
ellos son válidos para series de funciones en general y la demostración es la
misma que para el caso complejo.

Sea E ⊂ H.

Lema 2.3.3. Criterio de Abel Dirichlet: Para que la serie
∑∞

n=1 an(x)bn(x),
an : H → H, bn : H → R, converja uniformemente en E, es suficiente que se
cumpla una de las siguientes condiciones:

Las sumas parciales Ak =
∑k

n=1 an son uniformemente acotadas en E y
la sucesión de funciones {bn} tiende a cero monótona y uniformemente.

La serie
∑

an converge uniformemente en E y la sucesión de funciones
{bn} es monótona y uniformemente acotada en E.

Lema 2.3.4. Criterio M de Weierstrass:
Si dada una serie

∑

an, con an : H → H, existe una serie convergente
∑

Mn tal que a partir de cierto N ∈ N, n > N implica que

sup
x∈E

‖an(x)‖ ≤Mn,

entonces la serie
∑

an(x) converge absoluta y uniformemente en E.

Teorema 2.3.5. (2o Teorema de Abel) Si la serie

∞
∑

n=0

∑

ν=(n1,n2,n3)
n1+n2+n3=n

Pν(x)aν

converge para x ∈ H, entonces la serie converge uniformemente en el con-
junto {τx, τ ∈ [0, 1]}.
Demostración. Sea t ∈ [0, 1], por hipoteśıs la serie

∑∞
n=0

∑

ν=(n1,n2,n3)
n1+n2+n3=n

Pνaν

converge en x. Notemos que:

∑

ν=(n1,n2,n3)
n1+n2+n3=n

Pν(tx)aν = tn
∑

ν=(n1,n2,n3)
n1+n2+n3=n

Pν(x)aν ,

y la sucesión {tn}n∈N es monótona y acotada, por el Criterio de Abel-Dirichlet
∑∞

n=0

∑

ν=(n1,n2,n3)
n1+n2+n3=n

Pν(tx)aν converge uniformemente.
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Refinaremos un poco la noción de convergencia absoluta. Dada una serie
del tipo (2.4) y x ∈ H, las siguientes condiciones pueden o no cumplirse:

A.
∞
∑

n=0

‖
∑

ν=(n1,n2,n3)
n1+n2+n3=n

Pνaν(x)‖ <∞,

B.
∞
∑

n=0

∑

ν=(n1,n2,n3)
n1+n2+n3=n

‖Pνaν(x)‖ <∞,

C.
∞
∑

n=0

∑

ν=(n1,n2,n3)
n1+n2+n3=n

‖aν‖
n!

∑

‖ζi1 · · · ζin(x)‖ <∞,

con (i1, . . . , in) ∈ A(n1,n2,n3).

La convergencia de estas series se relaciona de la siguiente forma:
Si C ⇒ B ⇒ A⇒ converge (2.4).

Ejemplo 2.3.6. Las siguientes series nos muestran que en general las im-
plicaciones no se pueden invertir:

1. Ejemplo donde converge la serie (2.4) pero no se cumple A :

La siguiente serie converge pero no absolutamente:
∑ (−1)n

n
.

2. Ejemplo de una serie que satisface A pero que no se tiene la condición
B :

La serie
∑∞

n=1{nζ4n
1 − nζ4n

2 }. Al evaluar en el número uno el n-ésimo
sumando es:

n(x1 − ix0)
4n(1) − n(x2 − jx0)

4n(1) = n− n = 0, aśı
∑∞

n=1{nζ4n
1 − nζ4n

2 }(1) = 0

mientras que
∑N

n=1{‖nζ4n
1 ‖ + n‖ζ4n

2 ‖}(1) = 2
∑N

n=1 n la cual diverge.
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3. Ejemplo donde la propiedad B no implica que se cumpla C : Sea

f =
∞
∑

n=1

P{2n+1,1,0}n
n. (2.5)

Sabemos que ζ1(1) = −i, ζ2(1) = −j, por eso al evaluarse en el número
uno, la serie tiene como coeficiente n-ésimo:

nn

n!
(ζ2(1)ζ1(1)2n+1 + ζ1(1)ζ2(1)ζ1(1)2n + · · ·+ ζ1(1)2n+1ζ2(1)),

es decir

nn

n!
(ji2n+1 + iji2n + · · ·+ i2n+1j) =

(−1)nnn

n!
(ji+ ij + ji+ · · ·+ ij)

= 0.

De aqúı que esta serie satisfaga B, veamos que no satisface C, el término
n-ésimo correspondiente es:

nn

n!
( ‖ζ2(1)ζ1(1)2n+1‖ + · · ·+ ‖ζ1(1)2n+1ζ2(1)‖ )

es decir

2(n+ 1)nn

n!
‖ζ2(1)ζ1(1)2n+1‖ =

2(n+ 1)nn

n!
,

como el término n-ésimo no converge a cero (nn/n! ≥ 1) la serie no
puede converger.

Recordemos que estamos estudiando series del tipo

f(x) =
∞
∑

n=0

∑

ν=(n1,n2,n3)
n1+n2+n3=n

Pν(x)aν .

y que definimos:

P{n1,n2,n3} :=
1

n!

∑

ζi1 · · · ζin, (i1, . . . , in) ∈ A(n1,n2,n3).
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A una serie f de este tipo, le asociamos la serie NFf (norma fina de f)
definida por:

NFf(x) := ĺım
N→∞

N
∑

n=0

∑

ν=(n1,n2,n3)
n1+n2+n3=n

‖aν‖
n!

∑

(i1,...,in)∈A(n1,n2,n3)

‖ζi1 · · · ζin (x)‖,

o lo que es lo mismo

NFf(x) := ĺım
N→∞

N
∑

n=0

∑

ν=(n1,n2,n3)
n1+n2+n3=n

‖aν‖
n!

‖ζn1
1 ζn2

2 ζn3
3 (x)‖

(

n

n1, n2, n3

)

.

Definición 2.3.7. Diremos que la serie f converge de manera fina en algún
cuaternio x si:

NFf(x) <∞.

Como es de esperarse aquellas series que satisfacen esta condición son las
mas sencillas de trabajar y varios de los teoremas de variable compleja que se
refieren a series de potencia admiten una generalización a este tipo de series,
para ver esto primero debemos cambiar de norma.

Norma ‖ · ‖′

Definimos la función ‖ · ‖′ : H → R, dada por:

‖x0 + ix1 + jx2 + kx3‖′ := máx{‖x0 + ix1‖, ‖x0 + jx2‖, ‖x0 + kx3‖}.

Lema 2.3.8. ‖ · ‖′ es una norma.

Demostración. Dado que ‖ · ‖ es una norma, ‖x‖′ ≥ 0 y toma el valor de
0 ⇔ x = 0.

Además para todo λ real se cumple que ‖λx‖′ = |λ|‖x‖′. Veamos que se
satisface la desigualdad del triángulo.

Sea n ∈ {1, 2, 3} tal que

‖x+ y‖′ = ‖x0 + y0 + en(xn + yn)‖,
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entonces

‖x+ y‖′ = ‖x0 + y0 + en(xn + yn)‖
≤ ‖x0 + enxn‖ + ‖y0 + enyn‖
≤ máx

b=1,2,3
{‖x0 + ebxb‖} + máx

b=1,2,3
{‖y0 + ebyb‖}

= ‖x‖′ + ‖y‖′.

El Lema 2.2 nos dice que una función hiperholomorfa que admita una
expansión en serie se escribe en términos de las funciones ζ1, ζ2, ζ3. La norma
‖ ·‖′, es mejor que la norma usual para medir la contribución de un cuaternio
a la serie, sin embargo:

Ejemplo 2.3.9. La norma ‖ · ‖′ toma valores distintos en cuaternios de la
forma a+ bα, a, b ∈ R, α ∈ S2, que en cuaternios de la forma aα+ bβ, a, b ∈
R, α, β ∈ S2, dado que la multiplicación cuaternionica cambia los roles de
estos elementos, ‖x‖′‖y‖′ no necesariamente coincide con el valor de ‖xy‖′,
más aún, en general ¡Estos valores no se pueden comparar!

‖i(1 + 2j)‖′ = ‖i+ 2k‖′
= 2

< ‖i‖′‖1 + 2j‖′

=
√

5.

i.e. existen cuaternios que cumplen ‖xy‖′ < ‖x‖′‖y‖′.
√

5 = ‖1 + 2j‖′
= ‖i−1(i+ 2k)‖′

> ‖i−1‖′‖i+ 2k‖′
= 2.

Luego también existen cuaternios que cumplen ‖xy‖′ > ‖x‖′‖y‖′.

Dado r ∈ R, r > 0, sean B(0, r) y B′(0, r) las bolas abiertas considerando
la norma usual y la norma ‖ · ‖′ respectivamente, para todo cuaternio x
se cumple que ‖x‖′ ≤ ‖x‖, luego se tiene la siguiente contención propia:
B(0, r) ⊂ B′(0, r).
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Por ejemplo el punto (0, r, r, r) no pertenece a la bola usual de radio r,
aunque ‖(0, r, r, r)‖′ = r.

Si nos restringimos a los cuaternios contenidos en el plano complejo, en-
tonces la acción de la norma ‖·‖′ es la misma que de la norma compleja usual.
Lo mismo sucede si nos restringimos a los planos Cj ,Ck. Sin embargo el con-
junto de cuaternios de la forma aj+ bk, con a, b ∈ R, que satisfacen la condi-
ción ‖aj+ bk‖′ ≤ r, es un cuadrado, la acción de la norma en este plano es la
acción de la llamada norma del taxista, es decir ‖aj + bk‖′ = máx {|a|, |b| }.

Lema 2.3.10. Si una serie de funciones del tipo (2.4) converge de manera
fina en h entonces converge absoluta y uniformemente en

{x ∈ H | ‖ζ1(x)‖ ≤ ‖ζ1(h)‖, ‖ζ2(x)‖ ≤ ‖ζ2(h)‖, ‖ζ3(x)‖ ≤ ‖ζ3(h)‖}.

Demostración. Se sigue del criterio “M” de Weierstrass.

Observación 2.3.11. La Serie (2.5):

f =

∞
∑

n=1

P{2n+1,1,0}n
n,

muestra una de las diferencias importantes entre series asociadas a fun-
ciones anaĺıticas y series asociadas a funciones hiperholomorfas:

En el caso de las series complejas los polinomios zn solo se anulan en
el 0, aśı las propiedades de convergencia dependen únicamente de los
coeficientes.

Los polinomios P{2n+1,1,0} se anulan en los reales.

De aqúı que la Serie (2.5) que converge en todo R, no satisface el lema
previo.

Para series de la forma (2.4):

f(x) =

∞
∑

n=0

∑

ν=(n1,n2,n3)
n1+n2+n3=n

Pν(x)aν ,

sea ρ = ĺımk→∞(máx‖ν‖=k ‖aν‖)
1
k .
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Definición 2.3.12. Llamamos a 1
ρ

el radio de convergencia, donde 1
ρ

= 0, si

ρ = ∞, y 1
ρ

= ∞, si ρ = 0.

Observación 2.3.13. En general la siguiente cota es válida:

‖P{n1,n2,n3}(x)‖ ≤ ‖x‖′n
n!

(

n

n1, n2, n3

)

.

Esto es debido a que si m = ‖x‖′, entonces:

‖P{n1,n2,n3}(x)‖ = ‖ 1

n!

∑

(i1,...,in)∈A(n1,n2,n3)

ζi1(x) · · · ζin(x)‖

≤ 1

n!

∑

(i1,...,in)∈A(n1,n2,n3)

‖ζi1(x) · · · ζin(x)‖

≤ 1

n!

∑

(i1,...,in)∈A(n1,n2,n3)

‖(ζ1(x))n1‖‖(ζ2(x))n2(x)‖‖(ζ3(x))n3‖.

Como ∀ i ∈ {1, 2, 3} ‖ζ
i
(x)‖ ≤ ‖x‖′ tenemos:

‖P{n1,n2,n3}(x)‖ ≤ 1

n!

∑

(i1,...,in)∈A(n1,n2,n3)

‖ζ1(x)‖n1‖ζ2(x)‖n2‖ζ3(x)‖n3

≤ 1

n!

∑

(i1,...,in)∈A(n1,n2,n3)

mn

=
mn

n!

(

n

n1, n2, n3

)

.

Observación 2.3.14. En particular tenemos:

NFP{n1,n2,n3}(x) ≤
mn

n!

(

n

n1, n2, n3

)

. (2.6)

Lema 2.3.15. Si ρ = 0, entonces la serie de funciones (2.4) converge de
manera fina para todo x ∈ H.
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Demostración. Notemos que para n ∈ N se cumple:

(1 + 1 + 1)n =
∑

n1+n2+n3=n,

(

n

n1, n2, n3

)

,

donde la suma está indexada por todas las ternas de números mayores o
iguales a cero que suman n.

Sea x ∈ H, dado que la serie converge en x = 0, supondremos x 6= 0.
Sea m = ‖x‖′, como ĺımk→∞(máx‖ν‖=k ‖aν‖)

1
k = 0, existe N ∈ N tal que

∀ k > N, (máx
‖ν‖=k

‖aν‖)
1
k ≤ 1

3m
.

Sea n > N, entonces: ‖aν‖ ≤ 1
(3m)n

, donde ‖ν‖ = n, y de la observación
previa:

∑

ν=(n1,n2,n3)
n1+n2+n3=n

‖aν‖
n!

∑

(i1,...,in)∈Aν

‖ζi1 · · · ζin (x)‖ ≤
∑

n1+n2+n3=n

mn

n!(3m)n

(

n

n1, n2, n3

)

=
1

3nn!

∑

n1+n2+n3=n

(

n

n1, n2, n3

)

=
3n

3nn!
.

Tomando en cuenta que

k =

N
∑

n=0

∑

ν=(n1,n2,n3)
n1+n2+n3=n

‖aν‖
n!

∑

(i1,...,in)∈Aν

‖ζi1 · · · ζin (x)‖ <∞

entonces:

NFf(x) ≤ k +

∞
∑

n=N+1

1

n!

≤ k + e.

Por lo tanto si ρ = 0, la serie converge de manera fina para todo x ∈ H.



36 CAPÍTULO 2. EXPANSIÓN EN SERIE

Lema 2.3.16. Si 0 < ρ < ∞, la Serie (2.4) converge de manera fina en
B′(0, 1

ρ
).

Demostración. Sea x ∈ H tal que m = ‖x‖′ < 1
ρ
, y sea θ ∈ (0, 1) tal que

m = θ2

ρ
, entonces

θ

m
=
ρ

θ
> ρ = ĺım

k→∞
(máx
‖ν‖=k

‖aν‖)
1
k .

Por lo cual existe N0 ∈ N tal que ∀ k > N0,

‖aν‖
1
k ≤ θ

m
, ‖ν‖ = k.

Si consideramos n > N0 tenemos:

∑

n1+n2+n3=n

NFPν(x) ‖aν‖ ≤
∑

n1+n2+n3=n

mn

n!

(

n

n1, n2, n3

)

θn

mn

≤ θn

n!

∑

n1+n2+n3=n

(

n

n1, n2, n3

)

=
θn

n!
3n.

Es decir:

NFf(x) <

N0
∑

n=0

∑

n1+n2+n3=n

NFPν(x)‖aν‖ +
∞
∑

N0+1

3n

n!

≤
N0
∑

n=0

∑

n1+n2+n3=n

NFPν(x)‖aν‖ + e3.

Por lo tanto la serie converge de manera fina para todo cuaternio tal que:

máx{‖x0 + xαeα‖, α ∈ {1, 2, 3}} < 1

ρ
.

Teorema 2.3.17. (Cauchy-Hadamard) La serie f converge de manera fina
y uniforme por compactos en {x ∈ H | ‖x‖′ < ρ}.
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Demostración. Se sigue de los lemas previos y del Lema 2.3.10.

El siguiente teorema es útil para determinar la convergencia de una serie
sin calcular expĺıcitamente el radio de convergencia:

Teorema 2.3.18. (Abel) Si existen r0,M ∈ R, N ∈ N tales que ∀n > N y
∀ ν con ‖ν‖ = n

‖aν‖rn0 ≤M,

entonces la serie converge de manera fina y uniforme por compactos en
B′(0, r0).

Demostración. Sea x ∈ H y r ∈ R tales que ‖x‖′ ≤ r, r < r0. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que ∀n, se cumple que ‖aν‖rn0 ≤ M, con
‖ν‖ = n. Entonces de (2.6)

NFPν(x)‖aν‖ ≤
(

n

n1, n2, n3

)

rn

n!
‖aν‖

=

(

n

n1, n2, n3

)

1

n!

rn

rn0
rn0‖aν‖

≤
(

n

n1, n2, n3

)

1

n!
(
r

r0
)nM.

Aśı

NFf(x) ≤
∞
∑

n=0

1

n!
(
r

r0
)nM

∑

ν=(n1,n2,n3)
n1+n2+n3=n

(

n

n1, n2, n3

)

=

∞
∑

n=0

1

n!
(
r

r0
)nM3n.

Como r
r0
< 1, la serie

∑

1
n!

(3r
ro

)n converge, siendo una cota e3.
Por el criterio M de Weierstrass, la serie converge de manera fina y uni-

formemente por compactos en B′(0, r).

De la Observación 2.3.2 notemos que a diferencia del caso complejo, los
conjuntos donde la serie converge no necesariamente son bolas.
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Observación 2.3.19. Consideremos la serie de la Observación 2.3.2 tiene
radio de convergencia 0, pero hay cuaternios cuya norma es tan grande como
se quiera, y tales que la serie converge en esos valores.

Sea

f(x) =

∞
∑

n=0

ζn1 an +

∞
∑

n=0

ζn2 bn +

∞
∑

n=0

ζn3 cn.

Y sean:
ρ1 = ĺımk→∞‖ak‖

1
k , ρ2 = ĺımk→∞‖bk‖

1
k , ρ3 = ĺımk→∞‖ck‖

1
k .

Lo primero que notamos es que la serie converge en la bola {x ∈ H|‖x‖′ <
mı́n{ 1

ρ1
, 1
ρ2
, 1
ρ3
}}.

Sin embargo esta serie converge en un dominio más grande, a saber, el
conjunto:

{x = x0+ix1+jx2+kx3| ‖x0+ixi‖ <
1

ρ1
, ‖x0+jxj‖ <

1

ρ2
, ‖x0+kxk‖ <

1

ρ3
}.

Observación 2.3.20. La siguiente serie converge de manera absoluta úni-
camente en {x ∈ H|‖x‖′ < 1} :

f(x) =

∞
∑

n=0

ζ2n

1 +

∞
∑

n=0

ζ2n

2 +

∞
∑

n=0

ζ2n

3 .

Pues si h /∈ {x ∈ H|‖x‖′ < 1}, entonces falla al menos una de las tres
condiciones ‖x0 + ixi‖ < 1, ‖x0 + jxj‖ < 1, ‖x0 + kxk‖ < 1, supongamos que
‖x0 + ixi‖ ≥ 1, entonces la serie

∑∞
n=0 ζ

2n

1 diverge.

Observación 2.3.21. Si ‖x‖ < 1, entonces :

(1 − x)−1 =

∞
∑

n=0

xn.

Sea ‖x‖ < 1, la sucesión {‖x‖n}n∈N es decreciente y de términos positivos,
por lo tanto existe el ĺımn→∞ ‖x‖n.

Dado que el ĺımite de un producto es el producto de los ĺımites:
ĺımn→∞ ‖x‖n = ‖x‖ ĺımn→∞ ‖x‖n−1, de donde se sigue que ĺımn→∞ ‖x‖n =

0.
Consideremos la sucesión: an =

∑n
l=0 x

l = 1−xn+1

1−x
, x 6= 1, entonces:

‖ 1

1 − x
−

n
∑

l=0

xl‖ = ‖ x
n+1

1 − x
‖ −→n→∞ 0,
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por lo tanto, si ‖x‖ < 1, 1
1−x

=
∑∞

l=0 x
l.

Sea la función g(x) = (x)−1‖(x)‖−2, x 6= 0, esta función es hiperholomorfa.
Si ‖h‖ < ‖x‖ podemos considerar

g(x− h) = (1 − x−1h)−1‖(1 − x−1h)‖−2x−1‖x‖−2,

en la vecindad del cero {x, h ∈ H | ‖x−1h‖ < 1}.
Por la observación anterior g admite en una vecindad {x, h ∈ H | ‖x−1h‖ <

1} un desarrollo en serie de funciones, por el Lema 2.2.7 y dado que la ex-
pansión en serie de Taylor es única, se tiene:

(x− h)−1‖(x− h)‖−2 =
∑

n≥0

∑

{n1+n2+n3=n}

P{n1,n2,n3}(h)
∂nf

∂xn1
1 ∂x

n2
2 ∂x

n3
3

∣

∣

x

=
∑

n≥0

∑

{n1+n2+n3=n}

P{n1,n2,n3}(h)(∂{n1,n2,n3}f)
∣

∣

x

=
∑

n≥0

∑

{n1+n2+n3=n}

P{n1,n2,n3}(h)Q{n1,n2,n3}(x), (2.7)

donde Q{n1,n2,n3}(x) = ∂nf

∂x
n1
1 ∂x

n2
2 ∂x

n3
3

∣

∣

x
.

Nota 2.3.22. Dado que:

(h0
∂

∂x0

+ h1
∂

∂x1

+ h2
∂

∂x2

+ h3
∂

∂x3

)n = (
∂

∂x0

h0 +
∂

∂x1

h1 +
∂

∂x2

h2 +
∂

∂x3

h3)
n

La serie de Taylor de g(x− h)también admite la siguiente expresión:

(x− h)−1‖(x− h)‖−2 =
∑

n≥0

∑

{n1+n2+n3=n}

Q{n1,n2,n3}(x)P{n1,n2,n3}(h).

Nota 2.3.23. Notemos que la serie (2.7) converge en {x, h ∈ H| ‖x−1h‖ <
1}, sin embargo no converge en todo el conjunto {x, h ∈ H|‖x−1h‖′ < 1},
para ver esto consideremos el punto ·9i+ ·9j, que satisface:

‖·9i+ ·9j‖′ < 1, ‖·9i+ ·9j‖ > 1.
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Calcularemos la expresión de la serie (1 − q)/‖1 − q‖2 para los puntos
q ∈ V que satisfacen ‖q‖ < 1. Como q̄ = −q : y dado que la serie converge
uniformemente se tiene:

(1 − h)−1‖(1 − h)‖−2 = (1 − h)−2(1 + h)−1

=
∑

nqn
∑

(−1)sqs.

Como la serie
∑

nqn, converge absolutamente en q ∈ V, ‖q‖ < 1, por el
teorema de Cauchy-Mertens:

(1 − h)−1‖(1 − h)‖−2 =
∞
∑

n=0

n
∑

r=0

((−1)n−rrqr+n−r)

=
∑

n

q2n
2n
∑

((−1)rr) − q2n−1
2n−1
∑

((−1)rr)

=
∑

n

q2nn− q2n−1n

=
∑

nq2n−1(q − 1).

Esta expresión es válida para los puntos q ∈ V, ‖q‖ < 1, además:

·9i+ ·9j = ·9
√

2e
π
2
i+j√

2 ∈ V.

Pero

ĺım
n→∞

n(·9
√

2)2n−1 6= 0,

por lo que la serie diverge en ·9i+ ·9j.

�



Caṕıtulo 3

Teorema de Cauchy

En la primera parte se introduce el lenguaje necesario de la homoloǵıa
singular, para entender la versión homológica del Teorema de Cauchy. Esta
sección esta basada en la demostración del Teorema de Cauchy del art́ıculo
[BN96].

En [Sud79] el Dr. Sudbery demuestra el Teorema de Cauchy en su versión
homológica basándose en el Lema de Goursat, pero no prueba el lema. En la
Segunda Sección se da una demostración de este lema y con esto queda com-
pleta la demostración. Recientemente los doctores Daniel Alpay y Michael
Shapiro [ASV05] han mostrado, de una forma diferente al resultado del Dr.
Fueter, que la condición de hiperholomorf́ıa en una vecindad da lugar a la
expansión en serie de Taylor, también se estudió este enfoque.

3.1. Invariancia Homológica

Decimos que una curva γ : [0, 1] −→ C es rectificable si para toda parti-
ción P = {pi} del intervalo [0,1], se tiene que

∑

|γ(pi+1)− γ(pi)| < M <∞,
para cierto M > 0. Cuando la curva es rectificable, y si f es continua se
cumple que

∫

γ

f = ĺım
|P |→0

∑

f(τk)(zk − zk−1)

donde τk = azk+bzk−1, a+b = 1, a, b ≥ 0, y la norma de la partición P = {pi}
es |P | :=

∑

|pi − pi−1|.
Intuitivamente se pide que si inscribimos una poligonal en la traza de la

curva, la longitud de la poligonal esté acotada. Llamamos longitud de γ al

41
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supremo de los valores
∑ |γ(pi+1) − γ(pi)|, sobre todas las particiones.

Dadas las curvas γ1, . . . , γl, formalmente definimos una cadena como un
término de la forma

∑

aiγi, ai ∈ Z, donde identificamos −γ con la curva
γ ∗ (t) = γ(a + b− t) que geométricamente tiene la misma traza que γ pero
la recorre en sentido contrario.

Para interpretar el caso 4-dimensional serán útiles las siguientes defini-
ciones:

Definición 3.1.1. Sean {a0, . . . , an} ∈ Rn, diremos que los puntos for-
man un subconjunto linealmente independiente si los vectores {a1 − a0, a2 −
a0, . . . , an − a0} son linealmente independientes.

Esta condición equivale pedir que los puntos no estén contenidos en un
subespacio de dimensión n − 1. Por ejemplo {(0, 0), (1, 0), (0, 1)} ∈ R2 son
linealmente independientes.

Definición 3.1.2. Sea {a0, . . . , an} subconjunto de R
n linealmente indepen-

diente, definimos como el n-śımplice ordenado [a0, . . . , an] al conjunto:

{x ∈ R
n|x =

n
∑

i=0

tiai,
∑

ti = 1, ti ≥ 0 ∀i{0, 1, . . . , n}}

con el orden de los puntos {a0, . . . , an} dado.

En esta definición debemos poner atención al orden, aśı [0, 1] 6= [1, 0],
pero definimos [a0, . . . , an] = [aυ(0), . . . , aυ(n)] para toda υ ∈ Sn permutación
par, y [a0, . . . , an] = −[aǫ(0), . . . , aǫ(n)] para toda ǫ ∈ S(n) permutación impar.

Ejemplos. Un 0-simplice está formado por un punto y en este caso sólo
hay una orientación a considerar, un 1-śımplice será una recta, un 2-simplice
será un triángulo, y un 3 śımplice un tetraedro.

Dado un n-śımplice [a0, . . . , an] llamamos caras a los n − 1 śımplices de
la forma [a0, . . . , âi, . . . , an] donde âi significa que hemos omitido este punto.

Denotaremos por ∆n al n-śımplice

∆n = {(t0, . . . , tn)|
∑

ti = 1, ti ≥ 0}
= [e1, . . . , en+1]

donde ei es el i-ésimo vector canónico en Rn.
S3 no contiene propiamente n-śımplices, salvo por n = 0, pero trabajare-

mos con imágenes de estos n-śımplices.
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Definición 3.1.3. Dado un espacio topológico X, un n-śımplice singular es
una función continua

σ : ∆n → X, n ∈ N

Ejemplos 3.1.4. Consideremos X = C, y el siguiente 1-śımplice singular:

τ(∆1) = τ([0, 1])

= (t(1, 0) + (1 − t)(0, 1)) /||(t(1, 0) + (1 − t)(0, 1)||

=
t

√

t2 + (t− 1)2
(1, 0) +

1 − t
√

t2 + (t− 1)2
(0, 1);

éste 1-śımplice está bien definido pues ||(t(1, 0) + (1 − t)(0, 1))|| 6= 0 ya
que (1, 0), (0, 1) son linealmente independientes.

Pese a que nos estamos restringiendo a funciones continuas definidas en
∆n aun tenemos demasiadas funciones a considerar, por ejemplo, a cada
punto en S3 le podemos asignar un n-śımplice singular constante, pues la
función que a todo el n-śımplice lo asigna a un punto es continua.

En general el grupo de cadenas Cn(X) se define como el grupo abeliano
cuya base es el conjunto de n-śımplices singulares donde identificamos al
śımplice −c con el śımplice de orientación contraria a la de c cuando esto tiene
sentido. Es decir las cadenas son sumas formales de śımplices con coeficientes
enteros:

∑

riσi, ri ∈ Z, σi : ∆n 7→ X.
A los elementos del grupo Cn(X) los llamaremos n-cadenas.
Aśı los 0-śımplices singulares son funciones que a un punto le asocian

puntos en X, los 1-śımplices singulares son curvas en X mientras que las
1-cadenas son sumas formales de curvas en X.

Notemos que la suma + no es la suma puntual en funciones ⊕ pues esta
última no es cerrada en nuestro grupo, como muestra consideremos los 0-
śımplices:

σ01(∆
0) = 1 ∈ S0,

σ02(∆
0) = −1 ∈ S0,

σ01 ⊕ σ02(∆
0) = σ01(∆

0) ⊕ σ02(∆
0)

= 0 /∈ S0.

Un n-śımplice está formado por caras (que son (n − 1)-śımplices), esto
nos permite relacionar las n-cadenas (definidas en n-śımplices) con las n− 1
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cadenas (definidas en (n− 1)- śımplices) restringiendo nuestras funciones es
decir:

Si tengo el n-śımplice singular σ01 : [a0, . . . , an] 7→ S3, al restringirlo a
una cara:

σ01|[a0,...,an−1] : [a0, . . . , an−1] 7→ S3

obtendremos un (n− 1)-śımplice singular.
Debemos aclarar que estamos identificando a la cara [a0, . . . , âi, . . . , an−1]

con ∆n−1.

Ejemplo 3.1.5. Consideremos al 1-śımplice singular:

τ : ∆1 = [0, 1] → S1

t 7→ (1, 0)t+ (1 − t)(0, 1)
√

t2 + (1 − t)2
;

entonces

τ |[0] = (0, 1),

τ |[1] = (1, 0),

por lo que τ |[0] y τ |[1] son 0-śımplices.

Definición 3.1.6. Definimos el n-ésimo homomorfismo frontera:

∂n : Cn(S
3) → Cn−1(S

3),

σ 7→
∑

(−1)iσ|[a0,...,âi,...,an],

∂0({a}) = 0,

Donde [a0, . . . , âi, . . . , an] significa que omitimos al i-ésimo vector ai, y a es
una cero cadena.

La razón del signo es que las imágenes de las caras del n-śımplice preserven
la orientación de las caras del n-śımplice, por ejemplo en el caso del intervalo
[a, b] se tiene ∂[a, b] := b− a.

Luego si tomamos la n-cadena c =
∑

niσi, entonces ∂nc será la (n − 1)-
cadena c =

∑

ni∂nσi. A partir de este momento denotaremos por ∂ a ∂n,
debido a que están definidos en diferentes grupos no hay riesgo de confusión.
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Ejemplo 3.1.7. Sea X = S1, si consideramos la 1-cadena τ dada por

τ(∆1) =
t

√

t2 + (t− 1)2
(1, 0) +

1 − t
√

t2 + (t− 1)2
(0, 1),

∂τ = τ |[0] − τ |[1].

Sea ahora la curva γ(t) = ei2tπt cuya imagen en una copia de S1, entonces

∂γ = γ|[0] − γ|[1]
= e0 − ei2tπ

= 0.

e0 − ei2tπ = 0 ya que como elementos del grupo C1(X), las funciones cons-
tantes γ|[0], γ|[1] son el mismo elemento, a saber, la función que al 0-śımplice
le asigna el valor (1, 0).

El subconjunto de los n-śımplices singulares que pertenecen al kernel de
∂ es un subgrupo de Cn(X), cuyos elementos serán llamados n-ciclos.

En el ejemplo anterior γ es un 1-ciclo.
También hemos visto que si σ es un n + 1-śımplice singular, ∂σ es un

n-śımplice singular, el subgrupo formado por aquellos n-śımplices singulares
que son imágenes bajo ∂ de (n+1)-śımplices singulares es llamado la imagen
de ∂n y sus elementos son llamados n-fronteras. Una 0-frontera es por ejemplo
la 0-cadena ∂τ del Ejemplo 3.1.5 dada por

∂τ = τ |[1] − τ |[0]
= (0, 1) − (1, 0).

Notemos que si c es una 1-cadena ∂2c = ∂∂(c) = 0 pues ∂0(b) = 0 ∀ b 0-
cadena. Esta propiedad se cumple para las demas cadenas:

Teorema 3.1.8. ∂2 = 0, es decir toda frontera es un ciclo.

Demostración. Sea σ un n-śımplice. podemos suponer n > 1, entonces

∂(σ) =
∑

i

(−1)iσ|[a0,...,âi,...,an]

y ∂(σ|[a0,...,âi,...,an]) =
∑

j<i(−1)jσ|[a0,...,âj ,...,âi,...,an]+
∑

j>i(−1)j−1σ|[a0,...,âi,...,âj ,...,an].
Luego
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∂∂(σ) =
∑

i

∑

j<i

(−1)i+jσ|[a0,...,âj ,...,âi,...,an] +
∑

i

∑

j>i

(−1)i+j−1σ|[a0,...,âi,...,âj ,...,an]

=
∑

i

∑

j<i

((−1)i+j + (−1)i+j−1)σ|[a0,...,âi,...,âj ,...,an]

= 0.

En este momento tenemos una secuencia de grupos con homomorfismos
definidos entre ellos:

· · · ∂→ C3(X)
∂→ C2(X)

∂→ C1(X)
∂→ C0(X)

∂→ 0 (3.1)

que satisfacen ∂2 = 0.
Como las fronteras son un subgrupo de los ciclos definimos:

Definición 3.1.9. Hn(X) denotara al n-esimo grupo de homoloǵıa dado por

Hn(X) = ker∂n/Im∂n+1.

Notemos que H0(X) = C0(X)/Im∂1.
Dada una 1-cadena rectificable C =

∑

aiγi, definimos

∫

C

f :=
∑

ai

∫

γi

f.

Lema 3.1.10. Sea γ curva cerrada rectificable con γ∗ ∈ B(z0, r),B(z0, r) =
{z ∈ C| |z − z0| < r}.γ es homológicamente equivalente a una curva γ′ for-
mada por una cantidad finita de segmentos paralelos a los ejes coordenados.

Demostración. Sea r la distancia entre la traza de γ y B(z0, r)
c. Sea {Uj}

cubierta finita por conjuntos abiertos de la traza de γ, donde los abiertos
están contenidos en B(z0, r) y tienen radio menor que r/3. Elegimos puntos
zi = (xi, yi) ∈ Ui ∩ Ui+1 ∩ γ∗, y definimos

γ′j(t) :=

{

(xi + t(xi+1 − xi), yi), t ∈ [0, 1],
(xi+1, yi + (t− 1)(yi+1 − yi)), t ∈ [1, 2].

Aśı el camino buscado está dado por γ′ =
∑

j γ
′
j.
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Notemos que el camino encontrado se obtiene a partir de la cubierta.

Lema 3.1.11. Sea f anaĺıtica en B(z0, r), entonces
∫

β

f = 0,

para toda curva β cerrada rectificable con β∗ ∈ B(z0, r).

Demostración. Del lema previo existe γ′, formada por una cantidad finita de
segmentos paralelos a los ejes coordenados. Como γ es homóloga a cero, γ′

también lo es, por eso se puede descomponer como la suma de las fronteras
de rectángulos (2-cadenas), por el Teorema de Cauchy-Goursat la integral
sobre γ′ es nula.

Por otra parte dado ǫ, podemos encontrar una cubierta U suficientemente
fina, tal que al estar contenida la traza de γ′ en U, entonces la integral sobre
γ y sobre γ′ distan en menos que ǫ, por lo cual

∫

γ
f = 0.

El teorema de Cauchy tiene su expresión mas general en terminos de la
teoŕıa de homoloǵıa:

Teorema 3.1.12. Sea G un subconjunto abierto del plano complejo, f una
función anaĺıtica en C, si β es una 1-cadena en G homóloga a cero,

β = ∂(n1α1 + · · ·+ nkαk), ∂αi rectificable ∀i,

entonces
∫

β
f = 0.

Demostración. Dada β, homológicamente cero, sin perdida de generalidad
podemos suponer que es la frontera de un śımplice singular, es decir existe
γ : I2 → G, con β = ∂γ.

Sea δ la distancia entre Gc y γ(I2), notemos que por ser I2 compacto
existe un x0 ∈ I2 tal que δ = d(γ∗, gc) > 0. En el lema siguiente se prueba
que existe una partición de I2, {(ai, bi)}{0≤i≤n,0≤j≤m}, y una cubierta {Ur}
finita por bolas abiertas de γ(I2) tal que para cada i, j existe k con

γ([ai, ai+1] × [bj , bj+1]) ⊂ Uk ⊂ G.

Definimos:

S([ai, ai+1]×[bj ]) =

{

{(tf(ai) + (1 − t)f(ai+1), bj), t ∈ [0, 1]} si j 6= 0, m,
γ([ai, ai+1] × [bj ]) si j = 0, m.
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por simplicidad denotaremos S(i,j) = S([ai, ai+1] × [bj ]), y sea

T (ai × [bj , bj+1]) =

{

{(ai, tf(bj) + (1 − t)f(bj+1)), t ∈ [0, 1]} si i 6= 0, n,
γ([ai] × [bj , bj+1]) si i = 0, n.

Denotaremos T (ai × [bj , bj+1]) = T(i,j).

Para cada rectángulo r(i,j) = [ai, ai+1]× [bj , bj+1] consideramos la función

Γ[r(i,j)] = T(i,j) + S(i,j+1) − T(i+1,j) − S(i,j).

Como γ es rectificable, el camino Γ[r(i,j)] lo és.

Además
∑

i,j Γ[r(i,j)] = ∂γ = β.

Por la forma en que elegimos la partición cada Γ[r(i,j)] está contenido en
una bola contenida en G.

Por el teorema anterior
∫

Γ[ri,j ]
fdz = 0, luego

∫

β

fdz =
∑

∫

Γ[ri,j ]

fdz = 0.

Lema 3.1.13. (Número de Lebesgue) Si X es un espacio métrico compacto,
y {U} es una cubierta abierta, entonces existe δ tal que todo subconjunto de
diámetro menor esta contenido en algún elemento de la cubierta.

Demostración. Al ser compacto X, existe una subcubierta finita {Ui}{1≤i≤n}.
Sea la función f(x) = 1

n

∑

d(x,X − Ui).

f(x) > 0, pues si x ∈ Ui, existe una bola abierta B de radio r, para cierto
r, con x ∈ B ⊂ Ui, luego d(x,X − Ui) ≥ r y f(x) ≥ r

n
.

Como f es continua existe δ = min{f(x), x ∈ X}. Si un conjunto A tiene
diámetro menor a δ, elegimos un punto x ∈ A, y luego A ⊂ B(x, δ). Sea j
tal que d(x,X − Uj) sea máxima.

Entonces δ ≤ f(x) ≤ d(x,X − Uj). Aśı A ⊂ B(x, δ) ⊂ Uj .

Lema 3.1.14. Sea G abierto, γ : I2 7→ G función continua. Existe una
partición {(ai, bj)} y una cubierta {Ur} de γ∗ tal que γ([ai−1, ai]×[bj−1, bj]) ⊂
Uk ⊂ G.
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Demostración. Sea δ = d(γ∗, gc), para cada x ∈ I2, la bola B(γ(x), δ
2
)

está contenida en G. Sea Ux = γ−1(B(γ(x), δ
2
)). Entonces I ⊂ {Ux}x∈I2.

Por el Lema del número de Lebesgue, existe ǫ > 0, tal que todo conjunto
M de radio menor que ǫ esta contenido en algún Ux. Sea m >

√
2/ǫ, entonces

dividimos I2 en m2 rectangulos de lado 1
m
. Esta partición tiene diametro

menor a ǫ.

3.2. Caso Cuaterniónico

Observación 3.2.1. Sea C una 4-celda, entonces:

∫

∂C

σ3 = 0.

∫

∂C

ζ1σ3 = 0.

La segunda identidad es válida pues σ3 = dζ1 ∧ dζ2 ∧ dζ3, luego

∫

∂C

ζ1σ3 =

∫

∂C

1/2d(ζ2
1dζ2 ∧ dζ3) = 0.

Lema 3.2.2. (Lema de Goursat) Si f es hiperholomorfa en el abierto U,
entonces

∫

∂C

fσ3 = 0,

para todo C 4-śımplice, C ∈ U.

Demostración. Orientamos C. Supongamos que
∫

∂C
fσ3 6= 0, entonces al unir

entre si los puntos medios de las aristas de C, obtenemos una partición de C

en 16 4-śımplices, sea C1 un subśımplice tal que |
∫

∂C1
fσ3| ≥ |

R

∂C
fσ3

16
|.

Siempre podemos elegir un subśımplice con esta caracteŕıstica pues de

lo contrario todos los subśımplices cumplirian que |
∫

∂Ci
fσ3| < |

R

∂C
fσ3

16
| de

donde |
∫

∂C
fσ3| ≤

∑

|
∫

∂Ci
fσ3| < |

∫

∂C
fσ3| lo cual es absurdo.

A su vez formamos nuevos subśımplices de C1 y seleccionamos uno que

cumpla |
∫

∂C2
fσ3| ≥ |

R

∂C1
fσ3

16
| ≥ |

R

∂C
fσ3

162 |. De esta forma elegimos Cn para
cada n ∈ N.

Notemos que para cada n, el diámetro del śımplice Cn+1 es la mitad del
de Cn y es igual al diámetro de C entre 2n+1.



50 CAPÍTULO 3. TEOREMA DE CAUCHY

Dado que cada Ci es compacto, Ci+1 ⊂ Ci, y el diámetro de Cn tiende a
0 cuando n tiende a ∞, existe un único x0 ∈ ∩n∈NCn.

Fijamos ǫ > 0.
Como f es hiperholomorfa en C, por el Lema 2.2.3 existe una vecindad

V de x0 tal que :

f(x) = f(x0) + ζ1
∂f(x0)

∂x1

+ ζ2
∂f(x0)

∂x2

+ ζ3
∂f(x0)

∂x3

+ α(x− x0),

|α(x− x0)| < ǫ|x− x0|. cuando x→ x0.

Sea U ∈ V tal que |β(x)| < |x|ǫ, ∀x ∈ U.
Entonces existe n ∈ N tal que Cn ∈ U.
Luego por el lema anterior:

|
∫

∂Cn

f(x)σ3| = |
∫

∂Cn

f(x) − f(x0) − ζ1
∂f(x0)

∂x1

− ζ2
∂f(x0)

∂x2

− ζ3
∂f(x0)

∂x3

σ3|

= |
∫

∂Cn

α(x− x0)σ3|

≤ ǫ

∫

∂Cn

|x− x0||σ3|

= ǫ diámetro (Cn)

∫

∂Cn

|σ3|

≤ ǫ diámetro (Cn) vol(∂Cn)

≤ ǫ diámetro (C)/2n vol(∂C)/8n.

Entonces:

|
∫

∂C
fσ3

16n
| ≤ |

∫

∂Cn

f(x)σ3| ≤ ǫdiámetro(C)vol(∂C)/16n;

es decir, para todo ǫ > 0

|
∫

∂C

fσ3| ≤ ǫ diámetro(C)vol(∂C).

Al ser ǫ arbitrario y diámetro(C) vol(∂C) constantes tenemos que

|
∫

∂C

fσ3| = 0.
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Corolario 3.2.3. Si f es hiperholomorfa en cada punto del paralepipedo C,
y x0 ∈ C◦, entonces

f(x0) =
1

2π2

∫

∂C

(x− x0)
−1

|x− x0|2
σ3f(x).

Demostración. Sean f, g funciones, entonces se cumple que:

d(gσ3f) = dg ∧ σ3f − gσ3 ∧ df

= (
∑ ∂g

∂xi
eif + g

∑

ei
∂f

∂xi
)dtdxdydz.

Sea g(x) = (x−x0)−1

|x−x0|2
, para x 6= x0 esta función es diferenciable y satisface:

∑ ∂f
∂xi
ei = 0.

Como f es hiperholomorfa se tiene que

d(gσ3f) = (
∑ ∂g

∂xi
eif + g

∑

ei
∂f

∂xi
)dtdxdydz

= 0,

para todo x 6= x0.
Como f es continua existe ǫ > 0 que tal que |f(x)− f(x0)| < ǫ para todo

x en una vecindad V de x0, además por el teorema de Stokes, si D es un
paraleṕıpedo tal que x0 /∈ D̄ ⊂ C, entonces

∫

∂D

(x− x0)
−1

|x− x0|2
σ3f(x) = 0,

aśı para ǫ > 0, existe un paraleṕıpedo Cǫ ⊂ B(xo)ǫ, con x0 ∈ C◦
ǫ ⊂ C, tal

que

|f(x) − f(x0)| < ǫ/

{∣

∣

∣

∣

∫

∂C

(x− x0)
−1

|x− x0|2
σ3

∣

∣

∣

∣

+ 1

}

∀x ∈ Cǫ y

∣

∣

∣

∣

∫

∂C

(x− x0)
−1

|x− x0|2
σ3f(x) −

∫

∂Cǫ

(x− x0)
−1

|x− x0|2
σ3f(x0)

∣

∣

∣

∣

< ǫ.

A su vez al ser g(x)σ3 continuamente diferenciable, cambiamos de coorde-

nadas y la integral
∫

∂Cǫ

(x−x0)−1

|x−x0|2
σ3 se puede calcular sobre una 3-esfera usando

que
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σ3 =
x− x0

|x− x0|
dS.

Obtenemos el valor de la integral:

∫

S3

dS

|x− x0|3
= 2π2.

Como ǫ es arbitrario se concluye que

f(x0) =
1

2π2

∫

∂C

(x− x0)
−1

|x− x0|2
σ3f(x).

Dado x ∈ ∂C, la función

h(x0) =
(x− x0)

−1

|x− x0|2
f(x) : C◦ → H,

es una función real anaĺıtica, de aqúı tenemos (ver [Her63], pag. 7.) que la
función f es real anaĺıtica, es decir, si f es hiperholomorfa en un abierto U,
f es real anaĺıtica en U.

En la sección anterior se demostró que si una función es hiperholomorfa y
admite una representación en serie de Taylor esta serie se escribe en términos
de las funciones ζ1, ζ2 y ζ3. Ahora veamos que si f es hiperholomorfa en una
vecindad, entonces f siempre se puede representar en una vecindad por la
serie de Taylor.

Corolario 3.2.4. Sea f : A→ H, f hiperholomorfa en A, vecindad del cero,
entonces las funciones hk : A→ H dadas por:

hk(x) :=

∫ 1

0

∂f

∂xk
(tx)dt, k = 1, 2, 3.

son hiperholomorfas y en la vecindad se cumple que:
f(x) = f(0) +

∑

ζi(x)hi(x).

Demostración. Sea la función F : [0, 1] → A, dada por F (t) = f(tx), por la
regla de la cadena (aplicada a las funciones componentes) tenemos que:
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F ′(t) =
3
∑

k=0

∂f(tx)

∂xk
xk

=
∂f(tx)

∂x0

x0 +
3
∑

k=1

∂f(tx)

∂xk
xk.

Como f es hiperholomorfa se cumple:
∑3

k=1 ek
∂f(tx)
∂xk

= −∂f(tx)
∂x0

, luego

F ′(t) = −
3
∑

k=1

ei
∂f(tx)

∂xk
x0 +

3
∑

k=1

∂f(tx)

∂xk
xk

=

3
∑

1

ζi(x)
∂f(tx)

∂xi
.

Por otra parte, al integrar F ′ tenemos:

∫ 1

0

F ′(t)dt =
3
∑

1

ζi(x)

∫ 1

0

∂f(tx)

∂xi
dt

y al ser f real diferenciable:

∫ 1

0

F (t)′dt = F (1) − F (0)

= f(x) − f(0).

Es decir f(x) = f(0) +
∑3

1 ζi(x)
∫ 1

0
∂f(tx)
∂xi

dt.
Por ser f real diferenciable:

3
∑

i=0

ei
∂

∂xi
hk(x) =

∫ 1

0

3
∑

i=0

ei
∂

∂xi

∂f(tx)

∂xk
dt

=

∫ 1

0

∂

∂xk

3
∑

i=0

ei
∂f(tx)

∂xi
tdt

= 0.

Es decir las funciones hk son hiperholomorfas.
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Corolario 3.2.5. Si f es hiperholomorfa en V vecindad del cero, entonces
f admite una expansión en serie de Taylor

Demostración. Del teorema anterior tenemos que las funciones hk son reales
anaĺıticas en la misma vecindad que lo es f, por lo que

hk(x) = hk(0) +
∑

j ζj(x)
∫ 1

0
∂hk(tx)
∂xj

dt.

Sea hk,j(x) :=
∫ 1

0

∂hj(tx)

∂xk
dt.

Notemos que
∂

∂xk

(

∂f(tx)

∂xj

)

=
∂2f(tx)

∂xk∂xj
t.

Por ser f real anaĺıtica, existen las parciales y son continuas, luego se
cumple que

hk,j(x) :=

∫ 1

0

∂

∂xk

∫ 1

0

∂f

∂xj
(tτx)dtdτ

=

∫

I2

∂2

∂xjxk
f(tτx)tdtdτ .

y tenemos: hi(0) = ∂f
∂xi

(0).
Aśı

f(x) = f(0) +
∑

i

ζi(x)hi(0) +
∑

i,j

ζi(x)ζj(x)hi,j(x),

= f(0) +
∑

i

ζi(x)
∂f

∂xi
(0) +

∑

i,j

(ζi(x)ζj(x))hi,j(x). (3.2)

Por otra parte

hj,k(0) =

∫

I2

∂2

∂xjxk
f(0)tdtdτ

=
∂2

∂xjxk
f(0)

∫

I2
tdtdτ

=
1

2

∂2

∂xjxk
f(0).

En general se define:
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hi1,...,in(x) :=

∫ 1

0

∂

∂xi1
hi2,...,in(t1x)dt1

=

∫ 1

0

∂

∂xi1

∫

In−1

∂n−1f(t2 · · · tn(t1x))
∂xi2 · · ·∂xin

t3t
2
4 · · · tn−2

n dt2 · · · dtndt1

=

∫

In

∂nf(t1 · · · tnx)
∂xi1 · · ·∂xin

(t2 · · · tn−1
n )dt1 · · · dtn,

entonces

hi1,...,in(0) =
∂nf(0)

∂xi1 · · ·∂xin

∫

In
(t2 · · · tn−1

n )dt1 · · · dtn

=
1

n!

∂nf(0)

∂xi1 · · ·∂xin
.

por el corolario anterior cada hi1,...,in es hiperholomorfo en la vecindad V.
Luego

hi1,...,in(x) = hi1,...,in(0) +
∑

j

ζj(x)

∫ 1

0

∂hi1,...,in(tx)

∂xj
dt

1

n!

∂nf(0)

∂xi1 · · ·∂xin
+
∑

j

ζj(x)

∫ 1

0

∂hi1,...,in(tx)

∂xj
dt.

Al sustituir en (3.2) se tiene

f(x0) =

∞
∑

i=0

∑

|v|=n

Pv(x0)av, (3.3)

Dado que f es real anaĺıtica, en una vecindad del origen existe una serie
de potencias real que converge absoluta y uniformemente por compactos a la
función, digamos

f =
∑

αa,b,c,dx
a
0x

b
1x

c
2x

d
3, α ∈ H, (3.4)

en esa vecindad, la función también admite la expansión en serie (3.3) que
acabamos de encontrar, en el Lema 2.2.7 vimos que esta és la expansión en
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serie de Taylor Cuaterniónica, y por unicidad se sigue que (3.4) y (3.3) son
la misma serie, es decir si desarrollamos los términos de (3.3) obtendremos
los coeficientes de (3.4).

Como (3.4) converge absoluta y uniformemente por compactos, (3.3) tam-
bién converge absolutamtente y uniformente.

Para dimensiones superiores hay diversas nociones de la propiedad de rec-
tificabilidad, cada una sustentada por una teoŕıa distinta que busca preservar
cierta propiedad de las curvas rectificables.

Inicialmente se creyó que bastaba aproximar por triangulaciones, de ma-
nera que los vértices de los triángulos pertenezcan a la superficie y la distancia
entre la superficie y la superficie formada por triángulos tienda a cero, sin
embargo no necesariamente el área de la superficie triangulada tenderá al
área de la superficie inicial.

H. A. Schwartz dió un ejemplo conocido como “La bota de Schwartz” de
como aproximar la superficie de un cilindro por poliedros, de forma que el
área de los poliedros tienda a cualquier número positivo o infinito, ver por
ejemplo [Lor99], y [Ram04].

En [Sud79] al tener el Lema de Goursat, se demuestra que si f es hiper-
holomorfa en un abierto U y C es una 3-cadena rectificable homóloga (en
la homoloǵıa singular) a cero, entonces

∫

C
σ3f = 0. La demostración es en

esencia las pruebas 3.1.11 y 3.1.12 adaptadas al caso cuaternionico.



Caṕıtulo 4

Teorema de Laurent

Estudiamos el Teorema de Laurent en dos versiones: la usual y la matri-
cial. La sección correspondiente a la versión usual está basada en [BDS82].
Para la expresión en términos matriciales se estudió el trabajo de los doctores
Frenkel y Libine [FL07].

4.1. Base de Fueter

Todo polinomio hiperholomorfo admite una representación en términos de
las funciones ζ1, ζ2, ζ3, esto es debido a que todo polinomio ya está escrito en
su serie de Taylor, esto se puede interpretar como “los productos simétricos
de grado n de las funciones ζ1, ζ2, ζ3, forman una base para los polinomios
homogeneos de grado n”.

En general sabemos que si f es hiperholomorfa en un abierto, la función
admite una expansión en serie donde se involucran productos simétricos de
las funciones ζ1, ζ2, ζ3. En el caso de las funciones hiperholomorfas en anillos
se tiene una descomposición análoga donde aparecen términos homogéneos
de grado negativo.

Supongamos que la función f es hiperholomorfa en el anillo

R{r1,r2} = {r1 ≤ ‖x‖ ≤ r2},

sea x ∈ R{r1,r2} y sean ρ1, ρ2 tales que r1 < ρ1 ≤ ‖x‖ ≤ ρ2 < r2, entonces
por el teorema de Cauchy:
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f(x) =
1

2π2

∫

∂D(ρ2)

(q − x)−1

‖q − x‖2
σ3f(q) − 1

2π2

∫

∂D(ρ1)

(q − x)−1

‖q − x‖2
σ3f(q).

Para ver esto supongamos que Re(x) 6= 0, consideremos el casquete su-
perior: CS = R{r1,r2} ∩ {x0 ≥ 0} y el casquete inferior CI = R{r1,r2} ∩ {x0 ≤
0}.

La unión de las fronteras de estos dos casquetes nos da ∂D(ρ2)−∂D(ρ1),
donde D(ρ1) es la bola de radio ρ1 orientada positivamente, de aqúı se sigue
que

∫

∂CS∪CI

(q − x)−1

|q − x|2 σ3f =

∫

∂D(ρ2)

(q − x)−1

‖q − x‖2
σ3f(q) −

∫

∂D(ρ1)

(q − x)−1

‖q − x‖2
σ3f(q).

Esto es independiente de los casquetes que elijamos, es decir si Re(x) = 0
se sustituyen los casquetes por aquellos formados por < h, x >= 0 para
h ∈ H.

Analicemos
∫

∂D(ρ2)
(q−x)−1

‖q−x‖2 σ3f(q).

Para todo q ∈ ∂D(ρ2), ‖x‖ ≤ ‖q‖, es válida la expansión 2.7:

∫

∂D(ρ2)

∑

n≥0

∑

{n1+n2+n3=n}

P{n1,n2,n3}(x)Q{n1,n2,n3}(q)σ3f(q).

Observación 4.1.1. Sea la función continua f : S3 7→ H, y gi : C 7→ H,
donde C es abierto contenido en H−{0}. Si la serie

∑

gi converge absoluta y
uniformemente por compactos en C, entonces la serie

∑

giσ3f( x
‖x‖

) : C 7→ H
converge uniformemente por compactos.

Esto se sigue de que ‖gi(x)σ3f( x
‖x‖

)‖ ≤M‖gi‖ ∀x ∈ C, para cierta M >

supC ‖f( x
‖x‖

)‖vol(C), la existencia del supremo esta garantizada pues f es

continua y S3 es compacto.

Sabemos que la serie (2.7) converge absouta y uniformemente por compac-
tos. Como f es continua y ∂D(ρ2) es un conjunto compacto, de la observación

anterior se sigue que al tener convergencia uniforme,
∫

∂D(ρ2)
(q−x)−1

‖q−x‖2 σ3f(q)

será igual a
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∑

n≥0

∑

{n1+n2+n3=n}

P{n1,n2,n3}(x)

∫

∂D(ρ2)

Q{n1,n2,n3}(q)σ3f(q).

En el caso de
∫

∂D(ρ2)
(q−x)−1

‖q−x‖2 σ3f(q), se tiene que ‖q‖ ≤ ‖x‖, aśı que de la

Nota 2.3.22 esta integral será igual a:

∑

n≥0

∑

{n1+n2+n3=n}

Q{n1,n2,n3}(x)

∫

∂D(ρ2)

P{n1,n2,n3}(q)σ3f(q).

De nuevo por el teorema de Cauchy estas expansiones no dependen de ρ1

ni de ρ2.

Hemos demostrado que:

Teorema 4.1.2. (Laurent) Sea f hiperholomorfa en el anillo R{r1,r2}, enton-
ces:

f(x) =
1

2π2

∑

n≥0

∑

{n1+n2+n3=n}

P{n1+n2+n3}(x)a{n1+n2+n3} +

+
1

2π2

∑

n≥0

∑

{n1+n2+n3=n}

Q{n1+n2+n3}(x)b{n1+n2+n3},

donde

a{n1+n2+n3} =
∫

∂D(ρ2)
Q{n1,n2,n3}(q)σ3f(q),

b{n1+n2+n3} =
∫

∂D(ρ2)
P{n1,n2,n3}(q)σ3f(q),

y la serie converge absoluta y uniformemente por compactos.

4.2. Segunda Expansión

Recordemos la identificación 1.3:

x0 + ix1 + jx2 + kx3 →
(

x0 − ix3 −ix1 − x2

−ix1 + x2 x0 + ix3

)

.

La razón de esta identificación es que:
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Lema 4.2.1. El isomorfismo:

H ≈ {
(

x y
−ȳ x̄

)

, x, y ∈ C}

es un isomorfismo de algebras, con esta identificación se tiene que dado x ≈
M, x ∈ H, M ∈M2(C), entonces

x̄ ≈ M
T

,

S3 ≈ SU(2).

Con respecto a las operaciones usuales se tiene la siguiente corresponden-
cia:

|x|2 ≈ detM,

2Re(x) ≈ Tr(M),
3
∑

i=0

ei
∂

∂xi
≈ 2

(

∂
∂x2,2

− ∂
∂x2,1

− ∂
∂x1,2

∂
∂x1,1

)

.

Sea S el anillo de matrices complejas de tamaño 2×1 y sea S ′ su dual, el
anillo de matrices de tamaño 1×2 con coeficientes complejos. Los cuaternios
vistos como matrices actuan en S y en S ′ via la multiplicación de matrices:

S × H → S,

(s, x) 7→ xs,

S ′ × H → S ′,

(s′, x) 7→ s′x.

Los cuaternios, S y S ′ tienen en común la subestructura de espacio vec-
torial cuatrodimensional real, aśı las propiedades puramente anaĺıticas de los
cuaternios se preservan para estos espacios, en particular podemos identificar
bases de polinomios con valores en H con aquellos que toman valores en S.

Sea P n[S ′] el espacio de polinomios homogeneos de grado n en S ′, el grupo

SU(2) actua en P n[S ′], si x =

(

a b
c d

)

, entonces la acción esta dada por:

xP (s1, s2) 7→ P ((s1, s2)x)

= P (as1 + cs2, bs1 + ds2).
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Para ver que es una acción basta observar que x(yP ) = (xy)P, pero
esto se sigue de la definición. Además si P ∈ P n[S ′], x ∈ SU(2) entonces
xP ∈ P n[S ′] pues la acción de H en S, (z, z2) 7→ (az + z2c, bz + dz2) es
homogenea.

Sean Pm(z1, z2) := zn−m1 zn+m
2 , |m| ≤ n. Estos polinomios forman una base

para los polinomios homogeneos de grado n definidos en S ′.
xPm se puede escribir en términos de la base:

xPm =
∑

cnm,r(x)Pr.

Donde cnm,r es un polinomio en las entradas de x ∈ SU(2), de aqúı se sigue
que la función

π : SU(2) × P n[S ′] → P n[S ′],

(x, P ) 7→ xP,

es una función continua, en este caso se acostumbra decir que π es una
representación del grupo SU(2) en P n[S ′].

Lema 4.2.2. Si {Pm} es la base de los polinomio homogéneos de grado n,

P n[S ′], y x =

(

a b
c d

)

∈ SU(2), se tiene

cnm,r(x) =
1

2π

∫

S1

(za+ c)n−m(zb+ d)n+mzr−n
dz

z
.

Demostración. Notemos que las funciones Pm pueden considerarse como fun-
ciones con valores complejos al restringirlas al subespacio de {(z, 1)|z ∈ C} ⊂
S ′.

Aśı

xPm(z, 1) = (za+ c)n−m(zb+ d)n+m

=

n
∑

r=−n

cnm,r(x)z
n−r.

Luego el polinomio xPm(z, 1)zt−n/z tiene como singularidad el coeficiente
cnm,t(x).
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Del lema anterior se sigue:

∂cnm,r
∂x11

= (n−m)cn
m+ 1

2
,r+ 1

2
,

∂cnm,r
∂x12

= (n +m)cn
m+ 1

2
,r− 1

2
,

∂cnm,r
∂x21

= (n−m)cn
m− 1

2
,r+ 1

2
,

∂cnm,r
∂x22

= (n +m)cn
m− 1

2
,r− 1

2
.

Lema 4.2.3. Las siguientes funciones son hiperholomorfas y homogeneas de
grado 2n, n ∈ {0, 1

2
, 1, ...} :

(

(n−m+ 1
2
)cn
r,m+ 1

2

(n+m+ 1
2
)cn
r,m− 1

2

)

0 ≤ m ≤ r ≤ n.

Demostración. Se sigue de las identidades enunciadas.

Estas funciones nos permitiran obtener otra expresión para el x
−1

|x|2
tal como

lo hicimos en términos de productos simétricos de las funciones ζi, i = 1, 2, 3.

Proposición 4.2.4. En la región {|y| < |x|, x, y ∈ H∗} la siguiente serie
converge absolutamente

1

|x|2
∑

n,m,r

cnr,m(x−1)cnm,r(y)

y converge a 1
|x−y|2

, mientras que en la región {|x| < |y|, x, y ∈ H∗} 1
|x−y|2

,
se representa por la siguiente serie absolutamente convergente:

1

|x|2
∑

n,m,r

cnr,m(x)cnm,r(y
−1)

Demostración. Consideremos la siguiente suma:

∑

n,m,r

cnr,m(x−1)cnm,r(y),
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fijando l, r, estamos multiplicando el renglón r de la matriz de coeficientes
M(x−1) por la columna r de la matriz de coeficientes M(y), y sabemos que
M(x−1)M(y) = M(x−1y), aśı:

∑

m,r

cnr,m(x−1)cnm,r(y) =
∑

r

cnr,r(x
−1y)

= Tr(τn(x
−1y)).

Como (x−1y) ∈ H
∗, x−1y es diagonalizable, luego

Tr(τn(x
−1y)) = Tr(τ

(

λ1

λ2

)

)

= Tr(











λn1
λn−1

1 λ2

. . .

λn2











)

=
λ2n+1

1 − λ2n+1
2

λ1 − λ2
.

Esto es válido si |y| < |x|, sumando sobre n tenemos:

∑

n,m,r

cnr,m(x−1)cnm,r(y) =
1

λ1 − λ2

∑

λ2n+1
1 − λ2n+1

2

=
1

(1 − λ1)(1 − λ2)

= det(
1

1 − x−1y
)

= | x

x− y
|2.

Aplicando el operador
∑

e3i
∂
∂xi

a ambos lados tenemos:

Corolario 4.2.5. En la región {|y| < |x|, x, y ∈ H∗} se tiene la igualdad

(x− y)−1

|x− y|2 =
∑

(

(n−m+ 1
2
)cn
r,m+ 1

2

(y)

(n+m+ 1
2
)cn
r,m− 1

2

(y)

)

(

c
n+ 1

2

r,m− 1
2

(x−1)/|x|2 c
n+ 1

2

r,m+ 1
2

(x−1)/|x|2
)
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donde la serie converge absolutamente, además en la región {|x| < |y|, x, y ∈
H∗} tenemos:

(x− y)−1

|x− y|2 = −
∑

(

(n− r + 1
2
)cn
r− 1

2
,m

(y−1)‖y‖−2

(n + r + 1
2
)cn
r+ 1

2
,m

(y−1)‖y‖−2

)

(

c
n− 1

2

r+ 1
2
,m

(x) c
n− 1

2

r− 1
2
,m

(x).
)

De aqúı se sigue la expresión en serie de Laurent en términos matriciales
de la función f, la serie converge absolutamente (por las mismas razones que
en el caso de la base de Fueter).

Corolario 4.2.6. Si f es hiperholomorfa en la cáscara R{ρ,ρ2} se tiene la
igualdad

f(y) =
1

2π2

∑

(

(n−m+ 1
2
)cn
r,m+ 1

2

(y)

(n+m+ 1
2
)cn
r,m− 1

2

(y)

)

anr,m +

+
∑

(

(n− r + 1
2
)cn
r− 1

2
,m

(y−1)‖y‖−2

(n+ r + 1
2
)cn
r+ 1

2
,m

(y−1)‖y‖−2

)

bnr,m.

Donde las matrices anr,m, b
n
r,m están dadas por:

anr,m =

∫

∂B(ρ2)

(

c
n+ 1

2

r,m− 1
2

(x−1)/|x|2 c
n+ 1

2

r,m+ 1
2

(X−1)/|x|2
)

σ3f(x),

bnr,m =

∫

∂B(ρ2)

(

c
n− 1

2

r+ 1
2
,m

(x) c
n− 1

2

r− 1
2
,m

(X)
)

σ3f(x),

la serie converge absolutamente1.

1Por abuso de notación denotamos como σ3f(x) a las matrices correspondientes bajo
el isomorfismo del Lema 4.2.1.



Apéndice A

Nota sobre la restricción a R
3

La base de los cuaternios esta formada por dos tipos distintos de números,
{1} y {i, j, k}, es por tal diferencia que en ocasiones parece que ciertos sub-
conjuntos estan dotados de propiedades “mejores” que otros, aśı por ejemplo
al trabajar por primera vez en“V,” el espacio formado por cuaternios pura-
mente vectoriales, es siempre un placer observar como las fórmulas que en el
análisis vectorial se obtienen de manera un poco forzada, aparecen de manera
natural y muestran propiedades dif́ıcilmente obtenibles por otros métodos.

Sin embargo si identificamos a R
3 con algún otro subconjunto de H, por

ejemplo {h ∈ H | hk = 0} := R × iR × jR, es de esperarse que se encuentren
fórmulas locales análogas a aquellas que aparecen al trabajar con V pues la
estructura anaĺıtica es la misma.

En el Ejemplo definimos las siguientes formas diferenciales:

σ1 = dt+ idx+ jdy + kdz,

σ2 = σ1 ∧ σ1

= idy ∧ dz + jdz ∧ dx+ kdx ∧ dy,
dζ1 = dx− idt,

dζ2 = dy − jdt,

dζ3 = dz − kdt.

σ3 = dζ1 ∧ dζ2 ∧ dζ3
= dx ∧ dy ∧ dz − idt ∧ dy ∧ dz − jdt ∧ dz ∧ dx− kdt ∧ dx ∧ dy

Las formas dζ1, dζ2, dζ3, anticonmutan, su acción es casi la de la variable
compleja salvo por una rotación pues idz = dζ1.

65



66 APÉNDICE A. NOTA SOBRE LA RESTRICCIÓN A R3

Dado que

dζ1 ∧ dζ2 = dx ∧ dy − idt ∧ dy + jdt ∧ dx,

si consideramos un cubo C en R3 identificado con R × iR × jR, el valor
de
∫

C
dζ1 ∧ dζ2 = ζ1ζ2 − ζ2ζ1 es un cuaternio con tres coordenadas, en cada

una el escalar representa el área de la proyección del cubo sobre las otras
dos coordenadas. La norma de este cuaternio es el cuadrado del volumen del
cubo.

σ3 = dx ∧ dy ∧ dz − idt ∧ dy ∧ dz − jdt ∧ dz ∧ dx − kdt ∧ dx ∧ dy, tiene
propiedades análogas pero en R4 pues si tomamos un hipercubo C,

∫

C
σ3 es

un cuaternio cuya j-ésima coordenada representa el volumen de la proyección
del cubo en las tres coordenadas restantes.

Observación A.0.7. Sea f ∈ C1, y recordemos que

Df =
3
∑

i=0

ei
∂f

∂xi
,

se cumplen las siguientes identidades:

d(σ2f) = 1
2

(

σ3(2
∂f
∂x0

−Df) + (σ3 − 2dxdydz)Df
)

,

d(dζ1 ∧ dζ2f) = 1
2

(

σ3k
−1(2k∂f

∂x3
−Df) + (σ3 − 2kdtdxdy)Df

)

,

d(dζ2 ∧ dζ3f) = 1
2

(

σ3i
−1(2 i∂f

∂x1
−Df) + (σ3 − 2idtdydz)Df

)

,

d(dζ3 ∧ dζ1f) = 1
2

(

σ3j
−1(2 j∂f

∂x2
−Df) + (σ3 − 2jdtdzdx)Df

)

.

Definición A.0.8. Diremos que f ∈ C1 es hiperderivable si existe l ∈ H tal
que

d(σ2f) = σ3l.

Lema A.0.9. f ∈ C1, es hiperderivable ⇔ Df = 0 ⇔ existe ls,t ∈ H tal que

d(dζs ∧ dζtf) = σ3ls,t,

para 1 ≤ s, t ≤ 3, s 6= t.

Demostración. Se sigue de la observación A.0.7.



Apéndice B

Nota sobre los Polinomios

Hiperholomorfos

Los polinomios hiperholomorfos forman un grupo con la adición, pero
como es de esperar no forman un anillo con el producto usual, más aun si f
es hiperholomorfo af, a ∈ H no necesariamente lo es, por ejemplo:

D(jζ1) = (
∂

∂x0
+ i

∂

∂x1
)(j(x1 − ix0))

= 2k.

Además por ser funciones de dos variables reales, encontrar soluciones
a sistemas de primer orden se vuelve complicado. Aśı tenemos ecuaciones
lineales que no tienen solución ( ζ1 = j).

Veamos el caso de la función fh = ζ1 + ζ2h.
fh(λe3) = 0 ∀λ ∈ R, aśı que el espacio solución tiene al menos dimensión

uno.

Teorema B.0.10. La función fh se anula en un espacio vectorial de dimen-
sión 1 o 2. El conjunto de parametros h tal que fh se anula en un plano es
una banda de Möbius cuya banda tiene longitud infinita.

Demostración. La ecuación fh = 0 es equivalente al sistema:








h2 1 h0 0
−(1 + h3) 0 h1 0

−h0 0 h2 0
h1 0 h3 0

















x0

x1

x2

x3









=









0
0
0
0









.
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68APÉNDICE B. NOTA SOBRE LOS POLINOMIOS HIPERHOLOMORFOS

Esta matriz tiene rango ≥ 2 pues no es posible que los demás vectores
sean múltiplos del primero y támpoco pueden ser todos nulos.

Analizando la matriz obtenida al quitar el primer renglón y la última
columna, se obtiene que el conjunto de parámetros está determinado por el
sistema siguiente:

h0h3 + h1h2 = 0,

h2
1 + h2

3 + h3 = 0,

h0h1 − h2(1 + h3) = 0.

El conjunto que es caracterizado es la imagen de la siguiente función
(continua):

C : (−1

3
,
1

3
) × [0, π] → R

4

(u, θ) 7→ (0,− cos θ sin θ, 0,− cos2 θ) +
u

1
9
− u2

(− sin θ, 0, cos θ, 0).

Como vimos en el Caṕıtulo 1, este es un homeomorfismo entre la banda de
Möbius y la imagen de la función, a saber el conjunto de cuaternios h tales
que fh se anula en un plano.

El tener una banda de Möbius como lugar geométrico asociado a una
ecuación de primer orden es una muestra de lo interesante que se ha vuelto
la situación.

Sea f =
∑n

i=0 ζ
i
1hi, hi ∈ H∀ i ∈ 0, n definimos

f1 =
n
∑

i=0

ζ i1ci, ci ∈ C ∀ i ∈ {0, n}

y

f2 =

n
∑

i=0

ζ i1di, di ∈ C ∀ i ∈ {0, n},

tales que

f = f1 + f2j.
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Teorema B.0.11. Si f1, f2 6= 0, f tiene ráıces en el plano complejo si y
sólo si (f1, f2) 6= 1. Para cada ráız compleja w, f se anula en el plano w +
Re2 + Re3, la unión de estos planos contiene a todos los cuaternios donde f
se anula.

Si f2 = 0 (o viceversa) f = f1 se anula en n planos no necesariamente
distintos.

Demostración. Dado que sólo consideramos polinomios en la función ζ1, si el
polinomio se anula en w también lo hara en w + Re3 + Re2. Aśı a cada ráız
le asociamos un plano.

Si el polinomio se anula en algún cuaternio, h ∈ H, entonces se anula en
h+Re3 +Re2. A este plano le asociamos hC, la proyección de h sobre el plano
complejo, y f1(hC) + f2(hC)j = f(hC) = 0.

Aśı hC será ráız de f1 y de f2, pues de lo contrario:

j = −f1(hC)/f2(hC) ∈ C.

lo cual es absurdo.

Corolario B.0.12. Si f =
∑n

i=0 ζ
i
1ai, ai ∈ H, an 6= 0, entonces f tiene n

planos solución (no necesariamente distintos) si y sólo si ai, aj 6= 0 implica
que aia

−1
j ∈ C.

Demostración. Sea f =
∑n

i=0 ζ
i
1ai, ai ∈ H, an 6= 0. Si f = anζ

n
1 , el resultado

es inmediato. Supongamos que hay más de un coeficiente no nulo.
⇒)Si se tiene la condición: ai, aj 6= 0 implica que aia

−1
j ∈ C, elegimos el

primer coeficiente no nulo: at 6= 0, con aj = 0, j < t.
Luego para cada ar 6= 0, r > t, existe cr ∈ C tal que ar = crat. Aśı f =

∑n
i=0 ζ

i
1ai = (

∑n
i=0 ζ

i
1ct)at.

∑n
i=0 ζ

i
1ct) tiene n raices complejas por ser un polinomio de grado n con

coeficientes complejos, entonces f se anula en n planos.
⇐)Cada plano solución se asocia con una ráız tanto de f1 como de f2,

luego si estos polinomios tienen las mismas n ráıces:{z1, . . . , zn}, entonces

f = p(z)(a+ bj), a, b ∈ C

donde p(z) =
∏

i(z − zi), luego se tiene el resultado.

Para el caso con más de una función involucrada se conocen pocos crite-
rios.
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Lema B.0.13. Para todo n,m, P{n,m,0}(x) ∈ R × Ri × Rj.

Demostración. Se demuestra usando inducción y la Observación 2.2.9.

Cabe mencionar que es posible formar un anillo de polinomios hiperholo-
morfos, con el siguiente producto:

(P{a,b,c}h, P{a2,b2,c2}h2) 7→ P{a+a2,b+b2,c+c2}hh2,

(extendemos el producto por linealidad.)
Sin embargo no es claro como introducir una noción de divisibilidad que

preserve ceros, es decir:
Existen f, g tales que f(x) = 0 = g(x), pero fg(x) 6= 0, a saber

f = P{1,0,0} − 1, g = P{0,1,0} − 1.

y existen r, s tales que r(x) 6= 0, s(x) 6= 0 pero rs(x) = 0. a saber

r = P{1,0,0}, s = P{0,1,0}.

En el anillo formal de polinomios hiperholomorfos no hay divisores de
cero, pero los cuaternios con el producto simétrico si admiten divisores de
cero, por eso las propiedades usuales de divisibilidad en general ya no son
invariantes bajo la evaluación cuando se trabaja con polinomios generados
por más de una función ζ de Fueter.



Conclusiones

Usando la expansión en Serie de Taylor y la condición de hiperholomorfia
obtuvimos la base de Fueter y condiciones sobre la región de convergencia
que mejoran los criterios conocidos.

Otras bases pueden ser obtenidas por el mismo método:
Al momento de elegir una representación local de f donde no se involucre

el término ∂
∂x0

los coeficientes obtenidos caracterizan una región de conver-
gencia dada por polidiscos de la forma

{|x0 + ix1| < α, |x0 + jx2| < α , |x0 + kx3| < α}.
Si ahora elegimos una representación donde no se involucre ∂

∂x1
, usando

la condición de hiperholomorf́ıa:−i ∂f
∂x1

= ∂f
∂x0

+ j ∂f
∂x2

+ k ∂f
∂x3

tenemos:

h0
∂

∂x0
+ h1

∂

∂x1
+ h2

∂

∂x2
+ h3

∂

∂x3
= h0

∂

∂x0
+ ih1(−i

∂

∂x1
) + h2

∂

∂x2
+ h3

∂

∂x3

= h0
∂

∂x0
+ ih1(

∂f

∂x0
+ j

∂f

∂x2
+ k

∂f

∂x3
)

+h2
∂

∂x2
+ h3

∂

∂x3
,

De donde

h0
∂

∂x0

+h1
∂

∂x1

+h2
∂

∂x2

+h3
∂

∂x3

=
∂

∂x0

(h0+ih1)+
∂

∂x2

(h2+kh1)+
∂

∂x3

(h3−jh1).

Aprobechando que tenemos esta base, tendremos que la serie converge de
manera fina en un polidisco de la forma

{|x0 + ix1| < α2 , |kx1 + x2| < α2 , | − jx1 + x3| < α2},

donde α2 dependerá de los coeficientes de la expansión en serie de Taylor,
mismos que dependen de la base elegida.
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Obtendremos otras dos bases y otros dos “radios”α3, α4 del mismo modo
al evitar que el término ∂

∂x2
o el término ∂

∂x3
aparezcan respectivamente.

Aśı tenemos en total cuatro polidiscos, que son conjuntos distintos (y puede
que alguno este contenido propiamente en otro), donde la serie converge de
manera absoluta y por compactos.

Como preguntas abiertas quedan:
1.- ¿Los radios α, α2, α3 y α4 son el mismo?
2.-¿La unión de los polidiscos es el dominio más grande donde la serie

converge de manera absoluta y uniforme por compactos?
Requerimos que sean dominios pues por ejemplo la serie

∑

ζn1 n
n tiene

radio de convergencia 0 pero existen cuaternios con norma tan grande como
se quiera donde la serie converge.

3.-¿Se puede asegurar que en la frontera de la unión de los polidiscos existe
puntos singulares?, con esto quiero decir tales que no exista una vecindad de
estos puntos donde la función admita una expansión en serie de Taylor.

De las descomposiciones de R4 dadas en el primer Caṕıtulo, surge el
problema inverso: si en cada copia de R2 se introduce la estructura de campo,
¿hay alguna manera de recuperar el producto en los cuaternios?
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