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Resumen

Se introduce la nocién de Convergencia Fina que permite demostrar un
Teorema de Cauchy-Hadamard mas general que el conocido para el caso cua-
terniénico y generalizar dos teoremas de Abel sobre la convergencia de Series
cuaternionicas. Es un hecho conocido la validez del Teorema de Cauchy-
Hadamard, sin embargo no se sabia nada con respecto a los Teoremas de
Abel. Estos resultados, y el enfoque usado, son debidos al autor de la tesis.

Siguiendo la linea del articulo [Sud79], se dan las bases para demostrar
la Formula Integral de Cauchy en su versién homoldgica, y se prueba el
Lema de Goursat (cuya demostracién no aparece en el articulo previamente
mencionado).

Se estudia la generalizacion del Teorema de Laurent en términos de cua-
ternios y en términos matriciales.

En los anexos se incluyen resultados, obtenidos durante la elaboracion
de la tesis, sobre la teoria de polinomios hiperholomorfos: se caracterizan
los cuaternios que anulan polinomios con coeficientes cuaternionicos en una
“funcion de fueter (;”, también se caracteriza el parametro h para el cual la
funcién ¢ + (oh se anula en un plano.
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Introduccion

Las propiedades del producto definido en los niimeros complejos moti-
varon durante anos a William Rowan Hamilton (1805-1865) a buscar una
operacién analoga en R?. Lejos de desanimarse por no poder definir un pro-
ducto en tal dimensién, busco en dimensiones superiores. El 16 de octubre de
1846 [Bel48] encontré las leyes que le permitierén definir un producto entre
los elementos de R*, que es asociativo, con unidad y tal que todo elemen-
to no nulo tiene inverso. Sin embargo este producto no es conmutativo. El
nombrd a la estructura algebraica asi obtenida el Conjunto de los Cuaternios
y los considero como su mayor descubrimiento.

El Dr. Fueter en 1935 [Fue35] propuso estudiar las funciones cuaternio-
nicas que anulan al operador:

0 .0 .0 0
D= 81’0 +ZaSL’1 +‘78:c2 +k8£€3’

el cual es una generalizacion del operador de Cauchy-Riemann en una Varia-
ble Compleja. El Dr. Fueter demostré que para estas funciones, que llama-
remos hiperholomorfas, existe localmente una expansion en una serie de la
forma:

a+ Y Y Py, (1)

donde ¥V n > 0,n € Z y ¥ v con |v| = n, se tiene que a, € Hy P,(z) son
polinomios hiperholomorfos homogéneos de grado n, obtenidos por productos
simétricos de las funciones:

Ci(x) =21 —ixo, G(x) =22 — j20y (3(7) = 23 — ko,

que forman lo que se conoce como la Base de Fueter.

IX



X INTRODUCCION

Esta tesis trata sobre los analogos hiperholomorfos de series de potencias
en Anélisis Cuaternionico. Para la introduccién se sigui6 el enfoque del Dr.
Michael Shapiro [KS96].

Con respecto a las regiones de convergencia de las series de la forma
(1), en todas las obras cldsicas sobre este tema (como [GS97] y [Mal90])
s6lo se menciona que la serie converge en {x € H||z| < p}, donde p =
(1, — 0o (M&X |y = |@y])/™)~!; sin embargo en ninguno de ellos se prueba el
resultado. En el Céapitulo dos no sélo se prueba el anterior resultado, también
se da una version mas fuerte de él, y que enunciamos a continuacién:

La serie (1) converge absoluta y uniformemente por compactos en el po-
licilindro

{x € Hl|zo +izi| < p,|zo + Jz;] < p, w0 + k2it| < p},

ademas este conjunto contiene propiamente a la bola de radio p.

En [Mal90] el Dr. Malonek estudia las series del tipo > P,a,,a, € H, y
demuestra que si Y |P,(z)||a,| converge en un cuaternio x, la serie > P,a,
converge en el siguiente policilindro

{h € H||ho+ih1| < |l’0+’il’1|, |h0—|—jh2| < |£L’0+jl’2|, |ho+k‘h3| < |l’0+k51’3|}.

En el Cépitulo dos de esta tesis se demuestra el analogo de este resultado pero
ahora para series de la forma (1) con una norma distinta. Como consecuencia
se generalizaron criterios para determinar ctiando una serie de tipo (1) con-
verge. Cabe mencionar que la validez de estos no se conocia. En [Mal90] el
Dr. Malonek muestra el estado de la teoria en comparacion con los trabajos
obtenidos.

En [Sud79] el Dr. Sudbery demuestra el Teorema de Cauchy en su version
homolégica basandose en el Lema de Goursat, pero no prueba el lema. En el
Capitulo tercero se da una demostracion de este lema y con esto queda com-
pleta la demostracion. Recientemente los doctores Daniel Alpay y Michael
Shapiro [ASV05] han mostrado, de una forma diferente al resultado del Dr.
Fueter, que la condicion de hiperholomorfia en una vecindad da lugar a la
expansion en serie de Taylor, también se estudio este enfoque.

En el Capitulo cuatro se trabaja con el Teorema de Laurent en dos ver-
siones: la usual y la matricial. La seccién correspondiente a la versién usual



XI

estd basada en [BDS82]. Para la expresién en términos matriciales se estu-
di6 el trabajo de los doctores Frenkel y Libine [FLOT7].

Para los polinomios hiperholomorfos que se escriben en términos de la
funcion (; se encontro el tipo de “ceros” y se obtuvieron condiciones suficien-
tes para la existencia de estos. Por otra parte, se determina los parametros
h que define la dimensién de los subespacios donde se satisface ¢; + (oh = 0.
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Capitulo 1

Los Cuaternios de Hamilton

En las dos primeras secciones de este capitulo se estudian las propiedades
basicas de los cuaternios. La tercer seccion es dedicada a una de las cualidades
mas importantes, en cuanto a aplicaciones de estos numeros se refiere: la
relacién entre los cuaternios y el grupo de rotaciones en R? y R*.

La principal fuente fue el libro: [KS96].

La tultima secciéon contiene ejemplos desarrollados por el autor, que enfa-
tizan las diferencias entre las geometrias de los espacios R* y R3.

1.1. Definiciones

Sea H el conjunto de simbolos ag+ a1i+asj+aszk cona, € R, 0 < a < 3.
Decimos que dos elementos de H:

ap + ari + agj + agk, 'y bo+ bii + bayj + b3k,

son iguales si a, = b,,0 < a < 3.

La siguiente operacion + : H x H — H, que llamaremos suma dota a H
de una estructura de grupo abeliano:

Dados x,y € H con

ao + a1t + asj + ask,
= by + byt + boj + b3k,
+(z,y) — ao®by+ (a1 ®by)i+ (az D bo)j + (az @ bs)k.

Donde @ es la operacion suma en los reales.

1



2 CAPITULO 1. LOS CUATERNIOS DE HAMILTON

Denotaremos como es usual al elemento +(x,y) como x+y, y sin causar
ambigiiedad usaremos el mismo simbolo + para la operaciéon de suma en los
reales @ que para los elementos de H.

La suma definida previamente conserva todas las propiedades (conmuta-
tividad, asociatividad, existencia de inverso y de elemento neutro) de la suma
definida en los reales, por eso (H,+) es un grupo abeliano.

Notemos que el conjunto de cuaternios de la forma {a+0i+0;5+0k,a € R}
es isomorfo al grupo (R, +).

En el conjunto H podemos definir otra operacién - : H x H — H, a la
cual llamaremos multiplicacion de la siguiente manera: dados x,y € H con

r = ag+ayt+ asyj + ask,
= by + byi + boj + bsk,
(z,y) — (agby — a1by — agby — asbs) + (aghy + aiby + asbs — asbs)i+
+(aoba + asby + azby — a1bs)j + (aobs + asby + arbs — asby k.

Y denotaremos a -(x,y) como x -y o zy, de la definicién se sigue que
la operacion es distributiva con respecto a la suma. Como el producto al
restringirse a {a + 0i + 05 + 0k, a € R} coincide con el producto usual en R,
de aqui en adelante no distinguiremos entre los reales y este subconjunto.

Definimos la conjugacion cuaterniénica como aquella funciéon que al cua-
ternio x € H, z = ag + a1i + asj + azk, le asocia:

T = ag— CL17: — agj — CL3]{Z.
Es importante mencionar que dado a € R, la expresion ia, ja, ka tienen
sentido, por ejemplo:

ia = (0414 +0j +0k) - (a+0i+0j + 0k) := (a-1)i = ai,

es decir, los reales conmutan con los simbolos {3, j, k} y por lo tanto conmutan
con todo elemento de H.

En particular tenemos una estructura de vectorial 4-dimensional sobre los
reales, isomorfo a R*, un isomorfismo esta dado por:

ap + ai + asj + ask — (ag, ay, as, as),

de esta manera podemos definir la norma || - || de un elemento en H como la
norma de su vector correspondiente. Por abuso de notacién no distinguiremos
a un cuaternio de su vector equivalente.
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Lema 1.1.1. (Relaciones entre la norma y el producto cuaternionico)
= [lzy]|* = Re(zy) = Re(zy),
» 27 =Tx =2 + 2} + i+ 23 = 2%,
m [lzyll = ll=l[llyll-

Por estas propiedades es costumbre denotar a los elementos de la siguiente
manera:

1 = €0,
1 = €1,
J = e
k = €3.

Lema 1.1.2. Con la norma de R* la suma, la multiplicacién y la toma de
MVersos son funciones continuas.

Demostracion. (No necesitamos probar la continuidad para la operacién su-
ma):
Sean 2’, 1/ fijos, entonces:
ey =2yl = oy + 2’y —xy' — 2’y — 22"y + 2y + 2'y||
< e =2llly =yl + llz = 2"yl + 2" [[ly = v']]-

De aqui se sigue la continuidad del producto.

Sea y fijo, si ||z — y| < %My”z}}, de la desigualdad del triangulo

tenemos [|y|| — [l[| < [|lz = y[| < 51, y por lo tanto

)7 < 2yl

entonces se cumple que
o™ =y~ = Nl Ml = yllly ™ < 2llyllellyll® < e

cuando ||z —y|| < %V”y”ﬂ -
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Observacién 1.1.3. Definimos el producto interno entre dos cuaternios
como el producto interno de sus vectores correspondientes, y se cumple:

Ty T
2
pues:

<x,y> = ZoYo+ T1Y1 + T2Y2 + T3Ys3
= Re(xy)

Yy + Yyxr

—

Lema 1.1.4. Qg := ({1,4,5,k,—1,—i,—j,—k},:) es un grupo no conmuta-
tivo.

Demostracion. El producto es cerrado por la forma en que esta definido y la
identidad es 1.

Notemos que i? = j2 = k? = —1, de esto se sigue que todo elemento no
nulo tiene inverso.

Para probar que la operacion es asociativa, en principio se debe verificar
para todas las combinaciones posibles. Pero —ab = (—a)(b) = a(—b) significa
que si a(bc) = (ab)e, entonces —a(bc) = (—ab)c es decir podemos restringir
nuestras pruebas a los elementos {7, j, k}) (1 es unidad). Se cumple que

(ij)k = i(jk) =—1 (1.1)

1] = —7J1, 7k = —kj, ki = —ik, (1.2)

es decir formalmente los “ntmeros” i, 7,k tienen las mismas propiedades
algebraicas y al sustituir en una igualdad a todos los elementos por una
permutacion ciclica se seguira cumpliendo la igualdad, es decir solo nos basta
con probar los siguientes cinco casos:

= (if)k =i(jk),
m (i) = (ii)i = —i,

= (i) = i(if) = —J,
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= (if)i = i(ji),
» (ji)i = j(ii) (este se sigue de los anteriores).

Los cuales se comprueban directamente de la definicion. Notemos que es un
grupo no conmutativo (1.2). O

La estructura algebraica de H es mas rica que la de un espacio vectorial,
porque ademés de una suma y el producto por escalares, tenemos definida
una multiplicacién entre sus elementos.

Veamos que también el producto en H es asociativo:

Lema 1.1.5. La operacion - es asociativa.

Demostracion. Sean x = ag + a1i + asj + azk,y = by + b1i + byj + b3k, z =
co+ c1t + e + csk € H.
Dado que el producto es distributivo con respecto a la suma, se cumple:

(wy)z = (D aacabsep)z

0<0a,5<3

= Z anbsc,(eqnes)es

0<a,8,7<3

Como la multiplicacion en los elementos de la base 1,1, j, k, es asociativa,
(enem)es = en(emes), Vn,m,s € {0,1,2,3}, y tenemos:

(zy)z = Z aabpcea(ege,)
0<a,8,7<3

= 7 Z bsc,(esey)

0<a,B,7<3
= z(yz2).

Lema 1.1.6. (H, +,:) es un anillo de division.

Demostracion. Observemos que 1 = 1+ 0¢ 4+ 05 + 0k es la identidad multi-
plicativa. Ademas si x # 0,

xizl.

> af
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Por lo que siempre podemos calcular el inverso de cualquier término dis-
tinto de cero. 0J

Pero H no es un campo.

Nota 1.1.7. En general si x,y € H,zy # yx, por ejemplo ij = —ji.

Definicién 1.1.8. A los elementos h € H les llamaremos cuaternios, y a
(H, +, -) el anillo de division cuaternionico.

1.2. Subconjuntos Importantes

El conjunto de los cuaternios con norma unitaria es denotado por S3.
Sabemos que la multiplicacién cuaterniénica restringida a los elementos
1,1, 7, k, forma un grupo isomorfo a

Qs =< 1,i,7, k|1l es la identidad, i* = j2 =k = gk =—1>.

También hemos visto que los cuaternios contienen una copia del campo
real, otro subconjunto importante de los cuaternios es el subgrupo aditivo V
formado por aquellos cuaternios de la forma {0+ ayi + asj + ask, |a1, as, as €
R}, ala proyeccion de = € H sobre V la denotaremos por x,, y diremos que es
su parte vectorial, a los elementos de V los llamaremos cuaternios puramente
vectoriales.

Denominamos como la parte real de x al termino Re(x) := xy = © — x,,
frecuentemente identificaremos a V con R? y a los elementos de norma 1 de
V con S2.

El producto cuaterniénico restringido a V esta relacionado con las opera-
ciones usuales del Anélisis Vectorial:

Dados x,,y, € V, con = a1i + asj + ask, y = bit + baj + b3k,

TplYp = (_albl — agby — a?,b?,) + (&253 + agbg)i +
+(asby — arbs)j + (arby — agby)k
= —<TpYp> 1Ty X Yp,

donde < - > denota al producto interno y x al producto cruz.
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Sean v, £ € V| entonces

P& = — <P, &> FY XE,

pxg = K8
cpen = BT

Dado ¢ € V, 4 = ayi + agj + ask, con ||| =1, (1 € S?),
2

VP = ajas(ij + ji) + aras(ik + ki) + azas(jk + kj) —al — a3 — a;
= —[lv|
- 1

Observaciéon 1.2.1. Por cada cuaternio unitario 1 que pertenezca a 'V, el
subconjunto de cuaternios de la forma a4 bip,a,b € R, forma un campo Cy
isomorfo a los complejos.

De esta observacion se sigue que:

Lema 1.2.2.
= Para todo cuaternio ¢ € H: ¢* = q".

» La ecuacién X? +1 = 0 se satisface por todo elemento de S?, ademds
estos son los unicos cuaternios que la satisfacen.

» Para todo cuaternio unitario a € S* existen a € [0,27], ¢ € S?, tal
que a = cosa + P sen a 1= e¥?,

» El conjunto R* se puede descomponer como la union de planos que
se intersecan en una linea, donde los planos estdn indexados por los
puntos en S?/ ~ con x ~ —u.

Demostracion. La tnica propiedad que no so obtiene directamente de la
observacién previa es la ultima: para cada a € S2%, consideramos el plano
C, :={x +ya|xr,y € R}.

Dados a,b € S%,C, y C, siempre se intersecan en la recta real.

Si se intersecan en otro punto, ya serian al menos tres puntos no colineales
en los que se intersecan y entonces C, y C} son el mismo plano. Como a y
b € 52, esto pasa < a = £b.

Ademés cada cuaternio z # 0,2 = r + s, 7,5 € R,1) € S? pertenece al
plano C,. Luego se cumple la descomposicion. O
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1.3. Rotaciones

De la Observacion 1.2.1 se siguen los siguientes lemas:

Lema 1.3.1. La accidn de la funcion (o3 M : H — H, o3 M () := ax, o € S?,
es una rotacion.

Demostracion. Sea a € S3, {a} M es lineal pues
(pM(z+y) =alr+y)=ar+ay = (o M(z) + (o3 M(y).

Sabemos que existen 7 € [0,27], 1 € S?, tales que o = V7.

Extendemos {t¢} a una base ortonormal de V, B = {1, 1,13 = 1) }.
Todo cuaternio x € H se puede escribir de la forma : = r;e¥? + rqe??2q),
para ciertos 1,79 € R, 0,605 € [0, 27], pues

q = g+ q¥+ @+ g3
= Qo+ q¥+ (g2 + @), @+ qav, ¢+ € Cy.

Luego:
oM(z) = ax
— e¢7(rle¢91 +T26w62¢2)
(roe? O oyt @247y,

Luego la matriz asociada a ,M en la base {1} U B es:

e’ Oaxo
0252 evr 7
COST —senr

donde e¥" = senr  cost , ¥ 0252 es la matriz cero de tamano 2 x 2.

Luego la matriz asociada a ,M es ortonormal y de determinante 1. [

Lema 1.3.2. La funcién Mg (x) = 23,3 € S*, es una rotacion.

Demostracion. Del mismo modo que en el lema anterior, se demuestra que
la matriz asociada a Mgz en cierta base generada por (3 es:

e’ Oaxa
Ogxz €77 )7

donde el signo es debido a que ¥,e¥™ = e~¥™24),. Esta matriz es ortonormal
y de determinante 1. O



1.3. ROTACIONES 9

Teorema 1.3.3. La funcion (o3 Mg (z) = axf,«, f € S?, es una rotacion.
Si go = (o} Mia-1y, @ = ¥ con {1, s, 13} una base ortonormal de 'V, 0 €
0, 27|, entonces g, es la rotacion que deja fijo el plano 1 X rota el plano
[ g ja fij y
o X 3,20 grados, en particular, g, restringido a 'V es la rotacion que deja
g g g 4
fijo el eje 1 y rota el plano Py X 13,260 grados.

Demostracion. oy Mgy es una composicion de rotaciones, por lo cual es una
rotacion.

Para z € H, sean ry, 75 € R, 7,7 € [0, 27], tales que x = r1e¥" + 19?1y,
luego:

Ga(z) = e¥(r1e¥T + 1rye? ahy)e V!
= re¥fe¥me V0 1 T2€¢€6w7l¢26_¢0.

’

Pero ¥ 1py = 1hge YT

9 L.
ga(x) = e’ + rae??e?™ V1)
= eV 4 ree? T2y,

]2><2 02><2
02><2 626111 9
donde 549 es la matriz identidad 2 x 2.

Es decir, si consideramos x € V| el cuaternio g, () se obtiene al dejar fijo
el eje ¥ y rotar el plano ¥y X 13, 20 grados. O

Su matriz asociada es:

Corolario 1.3.4. Sia € S® yx € V, entonces el cuaternio g,(x) € V. Asi la
accion de g, es un elemento del grupo OT(3) de las isometrias que preservan
orientacion en R3 (rotaciones).

Demostracion. Como la funcion dejo fija la parte real de z, entonces V x € V
yVaeS? gx) V. O

El reciproco también se cumple, es decir, toda rotacién en R? se expresa
como ¢,, para algtin a € S® :

Teorema 1.3.5. El grupo {g.la € S3}/ ~ es isomorfo a O (3), el grupo
de rotaciones de R3, donde la relacion de equivalencia ~ estd definida por

Ga ™~ G—a-
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Demostracion. Primero mostraremos que toda rotacién se puede expresar
como gy, para cierto b € S3.

Dada p € O7(3), sea R su matriz asociada. El polinomio caracteristico
de esta matriz es de tercer grado y con coeficientes reales, por lo cual tiene
una raiz real A y dos raices complejo conjugadas w,w. Esto significa que la
rotacién tiene un eje fijo (el eigenvector asociado a A\ genera al eje). Por lo
tanto existe una base ortogonal {1, 19, 13} tal que la matriz se escribe como:

R= ( A Oum ) L A € Mau(R).

001 A
Sabemos que Det(R) = 1, porque p es una rotacién. El término constante
del polinomio caracteristico de la matriz R es —1 = —Det(R) = —Aww. Lo

que nos dice que A > 0. Como R es isométrica, RRT = I, de aqui se sigue que
A=1y AAT =1, asi A es una rotacién de 6 grados para cierto 6 € [0, 27].

Asignamos a p, la funcién g vo .

Veamos que la relacion: p -~ g v €sun isomorfismo de grupos.

Para ver que es un homomorﬁgmo, consideremos las funciones g,, g5, con
a,b € S3, y sean p,7 € OT(3), con g, = p, g, = 7. Por definicién se cumple
que Jab = YGa © Gb-

De esta propiedad se sigue que g, es la rotacion obtenida al rotar primero
con la accion de g, y después la accion de g,, pero esa es la definicién de pr,
por lo que g+ = p7.

Demostremos que la relacién es inyectiva:

Por una parte 9_ b0 = g nsgyus POT SO esta ultima una rotacion de 60+ 27
grados, g_ue =gy Supongamos que existen a,b € S3 tal que p = g, = ga,
entonces

ara™' = g.(x) = gy(x) = bab~ ', Vo € H,

es decir b~ 'az = xb~'a, por lo que b 'a conmuta con todo cuaternio.

Sibla=c+ry,c € R e Sy {1,113}, base ortonormal de V,
entonces si 7 # 0,b 'a y 1, no conmutan. Luego b~'a € R, y por ser a y b

de norma unitaria, b~'a = %1, de donde b = =a.
]

Teorema 1.3.6. Sea g, y(x) = axb™'. El grupo de rotaciones en R* : OT(4)
Y {ga.p,a,b € S3}/ ~ son isomorfos, donde (a, b) ~ (—a, —b).

Demostracién. Sea p una rotacién, consideremos p’ = p(1)~1p, por ser una
composicién de rotaciones es una rotacion, ademdas p'(1) = 1, es decir deja
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fijo a los reales, por lo tanto p/ € O7(3), por la teoria previamente vista
existe ¢ € S? tal que p/(s) = g.(s),Vs € V. Entonces para z € H :

p'(x) = /(Re(x)) + p(2,) = cRe(z)c ™" + ge(0) = ge(2).

Por lo tanto p = p(1)ge = gp(1)e, -

Veamos bajo que condiciones se cumple que g, = gc, -

Supongamos que p = gq.» = Je,d, ya vimos que los coeficientes se relacio-
nan por a = p(1)b,c = p(1)d.

Consideramos las rotaciones

p(l)_lga, b = Gp(1)~1a,bs

p(1) " gea = 9p(1)~1te,ds

como rotaciones de O7(3), la ventaja de hacer esto es que el Teorema 1.3.5
nos da unicidad (salvo signo) de la expresién asociada a una rotacién de
O7(3), luego se tiene que b = £d.

De aqui se sigue que g, » = gc,a < (a, b) = £(c, d). O

Por 1ltimo cabe mencionar que los cuaternios se pueden identificar con
un subgrupo de las matrices complejas de tamano 2 x 2 via:

10
()

Es decir

. . Lo — il’g —il’l — X9
xo + 1wy + jro + kvy — ( Cir @y m iz ) . (1.3)
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1.4. Sobre la Geometria de H

El tener una estructura 4-dimensional dota a los cuaternios de propie-
dades geométricas y topoldgicas que desde el punto de vista del autor son
llamativas, esta seccién tiene como objetivo recordarle al lector que es im-
portante no recurrir de manera directa a propiedades geométricas que no se
hayan justificado, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Dado un circulo, encontrar un plano de dimensiéon dos que contenga al
menos un punto del interior del circulo pero que el plano no interseque la
circunferencia que delimita al circulo. ;Esto significa que podemos delimitar
con el circulo un plano?

Sea S' = {a + bi, a®> + b*> = 1} C H, y consideremos el plano generado
por jy k:C;:={(a+ib)j = aj+bk,a,b e R}.

Observaciéon 1.4.1. Si consideramos el segmento que une un punto con su
antipodal en S*, este segmento contiene al origen. Pero el 0 pertenece al plano
C; y estos dos conguntos, S*,C;, son disjuntos.

Lo que el ejemplo anterior nos dice es que por un punto pueden pasar dos
planos diferentes que solo se intersequen en ese punto, en el ejemplo anterior,
el plano C y C; solo se intersecan en el origen.

Como respuesta a la pregunta sobre delimitar con el circulo un plano,
el circulo solo delimita a un punto del plano ain cuando este cumple las
condiciones solicitadas.

De este mismo ejemplo podemos observar que si consideramos R* menos
un plano, el conjunto resultante es conexo, notemos que R3 — P es disconexo
para todo plano P, por ejemplo no existe una trayectoria en R3(V), que
comience en el punto (0,0, 0) y termine en el punto (1,0, 0), que no interseque
al plano (1/2,y, 2), o a la 2-esfera {(x,y, 2) | 2® + y*> + 22 = 1/2}.

Pero en R*, es facil dar una trayectoria del punto (0,1,0,0) al punto
(0,0,0,0) que no interseque ni al plano {(0,1/2,y,2)|y,z € R}, ni a la 2-
esfera {(0,2,y,2) |2 +y* + 2> = 1/2,z,y,z € R}.

Por ejemplo:

Y(t) = (H(t — 1),£,0,0), @(t) = (sen(tr), sen(tr/2),0,0), t € [0,1].

Dado un punto z € R* ; Cuél es la mayor cantidad de planos que pasan por
2y que solo se intersequen en x? Una respuesta parcial nos la da el siguiente
teorema: por lo menos hay tantos como puntos en S?, para demostrar esto
necesitaremos del siguiente lema:



1.4. SOBRE LA GEOMETRIA DE H 13

Lema 1.4.2. La funcién T : S* — H dada por T(¢) = gy4(i) = iyt
induce una particion de S® en 1-esferas.

Demostracion.

» T(S3) =52
En el Teorema 1.3.4 se demostré que ¢4(V) C V,V¢ € S como
|T(¥)|| =1, se cumple que T(S3) C S2.
Y dado o € S?, existe una rotacién p, tal que p(i) = «, entonces existe
T € 53, tal que 7it~' = «, por lo cual dado a € S?, existe 7 tal que
(1) =a.

s T(p) =T(7),& ¢ = Tw, para algin w € S* C C.
Notemos que si w € ST, T(Ypw) = Ypwiw = =T ().

Ademés si T'(¢)) = T(7), entonces ith~* = Tit~!. Definimos la funcién
g : gr—1y, sabemos que:

g(i) =1~ =1,

y como ¢ es una rotaciéon que deja fijo a 1 y a ¢, por los mismos ar-
gumentos que se usarén para probar el Teorema 1.3.3 se sigue que g
restringido a S? es una rotacién del plano j, k.

Por la unicidad para las expresiones sabemos que existe w € C, ||w| = 1
tal que g = gy, v del Teorema 1.3.5 7719 = fw.

Por lo tanto ¢ = 7(+w).
w SiTeT YY), T () es la l-esfera 7S, Siendo 7 € S3, la multiplica-
cién por T es una rotacién, asi 7S es la 1-esfera en el plano 7C.

Esto se sigue del inciso anterior.

» T induce una particién de S en 1-esferas.
Asignamos a cada o € S?, la 1—esfera T7(a) € S3.

También podemos inducir una relacién en S* dada por a ~ 3, si T'(a) =
T(5), esta es una relacién de equivalencia cuyas clases de equivalencia
son 1—esferas y « esta contenida en la 1—esfera T71(T(«)).

O
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En el Lema 1.2.2 demostramos que se puede descomponer a R? ( como
conjunto ) en una unién de planos que se intersecan en una linea, tantos
planos como puntos en S*/{z ~ —x}. Ahora daremos una descomposicién
de R* como una unién de planos que se intersecan sélo en un punto de manera
andloga a la descomposicién de R? en rectas que se intersecan en el origen:

Teorema 1.4.3. R* = [Jq. R?/{(0,0,0,0), = (0,0,0,0),Va,b € S*} ( como
conjunto ).

Demostracion. En el lema anterior hemos dividido S? en 1—esferas indexadas
por S, para demostrar el teorema basta asociar a cada [s], s € S?, el tinico
plano P, que contiene a la 1—esfera T-1(T'(s)).

Esta es una particiéon de R* — {0} pues si P, y P, se intersecan en dos
puntos distintos {x, 0}, ellos se intersecan en la recta Rz, por ser los planos
convexos, luego se intersecan en ﬁ € 53, de aqui se sigue que

—>> € Pru

dado que si dos planos se intersecan en 3 puntos, son el mismo plano,
entonces P, = P,.

Ademés cada punto z € S? estd contenido en el plano Pﬁ' O
Nota 1.4.4. A la funcién T se le conoce como funcion de Hopf.

El escoger la evaluacion de las rotaciones en el cuaternio i, tiene como
propdsito simplificar los argumentos. En realidad podemos considerar que S*
actiia en S% wvia la funcién que a (1,p) € S x S? le asigna Ypp~t. Asi
estamos clasificando la orbita del cuaternio i € S>.

En general las orbitas sequiran siendo 1—esferas, pero éstas formaran
particiones distintas.

El Teorema de Inmersion de Whitney dice (en particular) que toda 2
variedad puede ser inmersa de manera suave en R*. Por lo cual es natural
esperar que una banda de Mdobius pueda ser inmersa en R*. Es interesante
notar que la banda puede ser inmersa de manera que si incrementamos la
longitud de sus lados, la banda no se interseque a si misma, es decir:

Observaciéon 1.4.5. Es posible inyectar una banda de Mobius de ancho in-
finito en H.
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Sea la funcién

h : (=1/3,1/3) x [0, 7] — H,
h(u,0) = (0,—cosfsenb,0,—cos’ ) + 5 -

9

5 (—send,0,cos6,0).

Notemos que

u

h(u,0) = (0,0,0,—1) + +——(0,0,1,0)
9 — U
~ (0,0,0,—1) + —————(0,0,—1,0)
) Y ) %_ (_u>2 ) ) )
= h(—u,m).

Salvo por esos puntos, la funcién (continua) es inyectiva, luego la funcién
induce un homeomorfismo entre:

(3 3) < 0,7/ ~ v h((=1/3,1/3) x [0,7))

donde la relacién de equivalencia ~ esta dada por (a,b) ~ (¢,d) < h(a,b) =
h(c,d), es decir (a,0) ~ (—a,m) y (a,b) ~ (a,b).

Como (—3,3) x [0,7]/ ~ es una banda de Mébius de ancho 2/3.

Esta funcién es una inyeccién de la banda de Mobius en R*, con la carac-
teristica de que el ancho de la banda es infinito.
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Capitulo 2

Expansion en Serie

La primer seccién es un repaso del Célculo de Varias Variables, en lo
concerniente a la Serie de Taylor. Es sabido que una funcién hiperholomor-
fa admite una expansion en serie que llamaremos formalmente “Serie de
Taylor Cuaternionica”. Esta expansion tiene como sumandos polinomios ho-
mogéneos formados por productos simétricos de las funciones que forman la
Base de Fueter, una prueba se da por ejemplo en [Sud79].

En la segunda seccién aclaramos la relacién entre la serie de Taylor cua-
terniénica de una funcién hiperholomorfa y la serie de Taylor de la funcion
vista como una funcién de R* en R*.

Es de notar la manera natural en que las funciones de Fueter se asocian
a una funcién hiperholomorfa.

Con respecto a las regiones de convergencia de las series de la forma
(1), en todas las obras cldsicas sobre este tema (como [GS97] y [Mal90])
sélo se menciona que la serie converge en {z € H||z| < p}, donde p =
(1M, o0 (MAX|y =, |@u])/™) %5 sin embargo en ninguno de ellos se prueba el
resultado. En la tercer seccién no sélo se prueba el anterior resultado, también
se da una versiéon mas fuerte de él, y que enunciamos a continuacion:

Teorema 2.3.17:La serie (1) converge absoluta y uniformemente por com-
pactos en el policilindro

{z € H||zo + izi| < p, |xo + jz;| < p,|T0 + kxi| < p},

ademas este conjunto contiene propiamente a la bola de radio p.
En [Mal90] el Dr. Malonek estudia las series del tipo > P,a,,a, € H, y
demuestra que si Y |P,(z)||a,| converge en un cuaternio x, la serie > P,a,

17
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converge en el siguiente policilindro
{h S HHhO—FZhl‘ < |$0+i$1‘, ‘ho+]h2| < ‘J/’Q‘i‘jl’g‘, ‘ho-'-khg‘ < |LUO—|—]{ZLU3|}

El Lema 2.3.10 demuestra el andlogo de este resultado pero ahora para series
de la forma (1) con una norma distinta. Como consecuencia se generaliza-
ron criterios para determinar ciando una serie de tipo (1) converge. Cabe
mencionar que la validez de estos no se conocia. En [Mal90] el Dr. Malonek
muestra el estado de la teoria en comparacion con los trabajos obtenidos.

2.1. Definiciones

Los Cuaternios tienen una estructura subyacente de espacio de Banach
isomorfo a R?, por lo cual podemos usar la teoria del Célculo de Varias
Variables.

En este capitulo estudiaremos funciones f : H — H, que tengan todas sus
parciales continuas de cualquier grado en una vecindad del origen, es decir
f € C>®(v(0),H), donde v(0) es alguna vecindad del origen que depende de
f. Se elige el origen para simplificar la exposicion, y no hay riesgo de perder
generalidad pues al componer con traslaciones siempre podemos reducir el
analisis al caso donde la vecindad esta en el origen.

Sea f € C*(v(0),H), entonces la derivada de la funcién f en el 0, es una
transformacién lineal que denotamos f((0), y es la funcién que a h € H, h =
ho + ihy + jho + khs le asigna:

af of af af
g 0+h18 +hgax2+hgax3)( ).

A su vez la derivada de la funcién f en la direccién h, es una funciéon que
al cuaternio 0 le asigna el cuaternio resultado de evaluar la transformacién
lineal f1)(0) en h. Debido a esto tiene sentido la derivada de dicha funcién,
que llamamos la derivada de segundo orden de f.

Notemos que para calcular la derivada de una funcién en la direccién h
usaremos el operador:

(ho

) ) ) )
hy—— + hy—— + hg——. (2.1)

ho 8:60 81’1 81’2 81’3
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Notacion 2.1.1. Llamamos la derivada de sequndo orden de la funcion f,
en la direccion h € H, a la funcion:

0 0 0 0
(hoa—0+h18$1 +h28 +h301’3) f

es decir derivamos la funcion en la direccion h, y volvemos a derivar esta
ultima funcion en la misma direccion h. Desarrollando tenemos:

g%;hQ 8568028fxl ol + afjaf@ oha + aizgxg hohs+
+ 8:?128];0 hiho + ?;f hi+ 8:?125:52 hihs + afjgxg hihs+
+a:ca§afxo ieho aggxl haha + gz n + agg@ hahy+
+5zgf’fo Vo ¥ (99?32;951 fiafts + 822(‘;;2 hshs + ?J;m

Para cada n € N, llamamos la derivada n-ésima de la funcion f en la
direccion h a la funcion:

0 9 9
ho=2 4 h =2 4+ b2 4 b hishiy -+ b
o T g T hegy, 38x3 Zax“axw Ow., "

con i; € {0,1,2,3},5 € [1,n] C N, h = hg+ihy + jho + khs, y la suma es
sobre las 4™ posibles palabras de tamano n con 4 letras.

Como las parciales son continuas, ellas conmutan, por lo que la derivada
n-ésima de la funcién f en la direccion h se puede escribir:

7
§ ' n o f Jyno h?l h;tz N
N, N1, Na, g ) 0x,  0x) Oxy? Oxy® 0 3

Esta tltima suma esta indexada por las diferentes cuartetas

3
{no,nl,ng,ng e NU {O}| an = n}

1=0
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Ejemplo 2.1.2. FEl coeficiente del término
an
no n f n n (0)7
Oy 0x}" 0xy? Oxy®

con ng+mny+nqg+n3 = n, es el numero de veces que esta parcial aparece en la
descomposicion, dependiendo del orden en que son efectuadas las derivadas
parciales.

Al variar el orden de derivacion, hay ( ) formas de derivar ng-veces con

respecto a xg, después quedan ("~ "°) formas posibles para derivar n;-veces
) n1

con respecto a x1 y por ultimo hay ("_72)2_"1) maneras de derivar ny veces con
respecto a xo. Luego el coeficiente serd:

) ()00 =

n! (n—no)' (n—no—nl)'

no'(n — no)' nl'(n — Ny — nl)‘ n2'(n — TNy — N1 — ng)'

: < ; )
nolnllnglngl No, M1, N2, N3

Ejemplo 2.1.3. La formula de 2.1.1 también se puede escribir como:

2 2 2
afh2+afh2+afh§ h2+2 Z

02 0 " 9x2 T 922
0 1 2 0<a<b<3

Dada una funcién f y U vecindad del origen, la siguiente serie

3

L0 0
OHZ_%haaxa 2'Zh 0)+- +1(Zhaa—%)"f(0)+---

a=0

es llamada la serie de Taylor asociada a la funcién f en la vecindad U del
origen, donde h = hy + thy + jho + khs, h € U.

Definiciéon 2.1.4. Sea V' wvecindad del origen. Si para todo punto h € V', la
serie de Taylor de la funcion f converge y lo hace al valor f(h), diremos que
f admite una expansion en serie de Tayor en la vecindad V.
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Cabe mencionar que la serie de Taylor de f no es necesariamente conver-
gente, y de hacerlo no necesariamente converge a la funcion que la genera.

La serie de Taylor tiene la propiedad de unicidad en el sentido que es la
mejor aproximacion local a la funcién (ver por ejemplo: [Zor04]), es decir el
polinomio de grado n que mejor aproxima a la funcién en el punto f(h) es

0 0 0
P(h) = f(0) + <h°a—xo + hl@xl + h2ax

0
2 +h38x3>f‘(0) T

0 0 0
0xo + oy +hs ox

1
+—(ho

0
h " )
ol , + 38x3> f|(0)

2.2. Serie de Taylor Cuaternidénica

Definicién 2.2.1. Sea f : H — H, diremos que f es hiperholomorfa en V
vecindad del origen, si es real diferenciable en V' y es un cero del operador
D conocido como “el operador de Cauchy-Riemann-Fueter”:

0 0 Y 0 k 0
8$0 81’1 jal’g 8$3.

Esta definicién generaliza la nocion de holomorfia, pues toda funcion ho-
lomorfa en la variable z = xy + iz, anula a este operador.

La condicion de hiperholomorfia permite que la expansion en serie de
Taylor de una funcién f no dependa de (,?TJ;, (o de %, n=1,23).

Para ver esto notemos que si f es hiperholomorfa el operador (2.1) admite
una expresién en la que no se involucra el término 9/0x :

0 0 0 0 o, .0 0
hoal'o +h101’1 +h28x2 * h38x3 N hO(_Zal'l _]01'2 B kal'g) -
0 0 0
+ hla—l’l+h28—$2+h38—$3
— (= o)== + (s — o)+
= 0 oy 2 — Jho Oy
0

+(hy = ko)~
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Definicién 2.2.2. Definimos las funciones de Fueter ¢, : H — H,n €
{1,2,3} por:

Cl(h) = hl—iho,

Ca(h) ha — jho,
Cg(h) = hg — kho,

para h = hg + ihy + jhe + khs.

En este momento dejaremos fija una base, la Base de Fueter. El desarrollo
que seguiremos se puede hacer con otras bases obteniendo resultados com-
plementarios que seran explicados en las Conclusiones para mayor claridad
de la exposicién.

Con esta notacion, la primer derivada de f en la direccién h en el origen
se calcula por:

(G0 + o)+ Gl 5 o

Lema 2.2.3. Sea f hiperholomorfa en V wvecindad del origen, y x € V, en-
tonces

f(2) = £0) + ) 2o

O

af
8252

of

(0) + Gaw) 52 o

(0) + Gs(2) 5= (0) + (),

donde a(x) = o(x) cuando x — 0, es decir lim, o a(x)/x = 0.

Demostracion. Por ser f diferenciable, existe la funcion a y una transfor-
macién lineal T, la cual tiene la forma enunciada segtin las observaciones
anteriores. O

El operador que genera la n-ésima derivada parcial sera:

(Gl + ) + Gl )

Para simplificar la exposicién necesitamos unas definiciones:

Dado n € NU{0} a cada terna ny, ns, ng € NU{0}, con ny +ng +ns = n,
le asociamos (ny, ng,n3) = vy definimos ||v|| = n.

Consideremos el conjunto A, formado por todas las posibles n-adas for-
madas con n; nimeros uno, ny nimeros dos y nz nimeros tres.

Notemos que A, n,n,) tiene (:1) (";2"1) = (m:zm) elementos.
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Ejemplo 2.2.4. Sin =4, n; =0,ny = 2,n3 = 2, tenemos
A2 =1{(2,2,3,3),(2,3,2,3),(3,2,2,3),(2,3,3,2),(3,2,3,2), (3,3,2,2) }.

Definicién 2.2.5. Sean ni,ns,ng € Z, definimos:

P{nlmmns} = | Z C21 : C%’L’ Zlv o 7in) S A(nl,nzms)v

of
s nans} f = O 0xy? Oxy®

Si alguno de los enteros ni,na, ng, es negativo, Py, nymyy = 0.

Siguiendo con el ejemplo anterior:

Piop2y = %(42424343 + (2C3C2Gs + (3C22(3 + (3¢3C2Ce + (3C2C3C2 + (2C3¢3(2).

Observacion 2.2.6.

9 9 9 9
R = e g )
o f
P =
2 P Oy Oy Oy’

ni+nz2+nz=n

Z P{mmz,na}(h)a{m,nz,ng}f'

nit+nz2+nz=n

1
(ho

Para ver esto procedemos por induccién, para n = 1 hemos visto que la
representacion es valida. Sean > 1,n € N

Aol = G g GG+ G

1 o f
= o1 2 G (W) Gaa (1) - (B g =

Dado que las parciales conmutan, a cada terna {n, ns, ng,ny +ng+nsz = n}
. . u3 , .

podemos asociar el coeficiente m f, resultando el término:

1 2 3
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1
nl Z Car (M) Cay(h) =+ Ca, (R) = P{m,nz,ns}(h)’

(al ,A2,00r 7(1”)614(”1 ,ng,n3)

luego:

1 0 0 0 0 o
- n_ P 7
(ho Oxo +h 0x; +h Oxs t+ha Oxs ) Z (ms.m2.ms} (R) Oz Oxy? Oxy®

nit+nz2+nz=n

n!

O

Lema 2.2.7. Sea f hiperholomorfa en v vecindad del origen. Supongamos
que f admite un desarrollo en serie de Taylor, entonces la serie de [ esta
dada por:

f(O) + Z Z P{m,m,ns}(h)a{nl,nzms}ﬂ{(]}' (2'2)

n=1 {ni+na4nz=n}
donde h € v.

Demostracion. La serie de Taylor de una funcién es una serie de funciones
donde el término n-ésimo es un polinomio homogeneo de grado n. Hemos
visto que si la funcién es hiperholomorfa, estos polinomios son generados por
productos simétricos de las funciones que forman la base de Fueter. O

En general si la funcién tiene derivadas parciales de todos los 6rdenes y
es hiperholomorfa podemos estudiar la serie de Taylor que la funcién deter-
mina.; Estda serie converge?; dénde?;converge a la funcion f?

Posteriormente demostraremos que si f es hiperholomorfa, entonces es
infinitamente diferenciable, asi siempre podemos estudiar su serie de Taylor.
Desarrollando el andlogo al radio de convergencia obtendremos una condi-
ciéon para convergencia en una vecindad y por ultimo por el Teorema de
Cauchy Cuaternionico implicara que la serie de Taylor converge a la funcién
puntualmente.

Definicién 2.2.8. Dada f hiperholomorfa, llamamos a la funcion 2.2 “la
expansion en serie de Taylor cuaternionica de f respecto a la base de Fueter”.
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Como solo trabajaremos con esta base, cuando nos refiramos a la serie
de Taylor Cuaternionica se entendera que es con respecto a esta base (ver
Conclusiones). Desarrollaremos algunos términos para ver la complejidad de
la expresion:

() = £0) + Gu(h >§fl<> G ZE0) + G FE0) + 5 T5(0) +
ST + GR T >+a<<1<2+<2<1><h>825x2<0>+
0*f 0*f

1
+§(C1C3 + (3¢1)(h) 92,0 (0) + 5(C2C3 + (3G2)(h) a0 (0) + -

Si bien esta es una descomposicién de la funcion en una serie, a diferen-
cia del caso complejo, ella no estd en términos de potencias de la variable
cuaterniénica, mas aun jla variable cuaterniénica x no es hiperholomorfa!
pues

or ox ox ox
’ ' k =14+4u+7]+kk=-2.
8x0+109:1+‘78:)32+ D2 +u+7)+

Consideremos los términos:

P{*m,ng,ng} Z Czl : Cz,ﬂ 7/17 C ,Zn) - A(nl,ng,ng)-

Donde P{*nhnwa} 0sin; < 0paraalgini € {1,2,3}. A P* lo denominamos
el producto simétrico formal de (7", (32, (3°.

Dado que la serie de Taylor de una funcién hiperholomorfa contiene pro-
ductos simétricos de las funciones (1, (s, (3, una pregunta natural es ; Qué re-

laciones hay entre el producto cuaternionico y el producto simétrico?

Observacion 2.2.9.

P{*nl,ng,ng} = ClP{*nl—l,ng,ng} + <2P{*n1,n2—1,n3} + <3P{*n1,n2,n3—1}
= me_lm%ng}gl + P{*m,n2_17ng}éz + an17n2,n3_1}C3.

Esto se tiene debido a que todas las posibles palabras de tamano n con
tres letras se pueden agrupar por la letra con la que inician o por la letra con
la que finalizan, y tendremos la expresion de la derecha, como sélo usamos
tres letras estos 3 subconjuntos contienen a todas las palabras.
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Lema 2.2.10. (Relacién entre el producto simétrico y el producto usual)
Sean ny,no,n3 > 0,n1 + ny + n3g = n, entonces para todo 0 < t < n se
cumple:

* _ * *
P{m,m,ns} - § : P{ml7m27m3}P{n1—m17n2—m2,n3—m3}

mi+mao+maz=t

Demostracion. Procedemos por induccién sobre el indice n, paran = 1y
t =0,1, la formula es valida.

Supongamos valida la expresién paran — 1, y toda 0 <t <n — 1.

Sea T fijo, si T'=n o 0, no hay nada que probar.

De la observacién anterior tenemos:

anl,ng,ng} = P{tzl—l,nz,ng}gl + anl,nz—l,ng}cé + P{tzl,ng,ng—l}cif‘ (23>

Por induccién tenemos que para 1 < T < n — 1, se cumple:

* _ * *
P{m—l,m,ns} - § : P{ml7m27m3}P{n1—1—m17n2—m2,ns—m3}7

mi1+mo+maz=T

* _ * *
P{m,m—l,ns} - Z P{ml7m27m3}P{n1—mlynQ—l—m%nS—mS}7

mi1+mo+maz=T

* _ * *
P{nhnz,na—l} - Z P{m17m27m3}P{n1—m17n2—M2,n3—1—m3}'

mi1+mo+maz=T

Sustituyendo en (2.3) y asociando obtenemos:

P{tzl,ng,ng} = ( Z P{*ml,mg,mg}P{*nl—l—ml,ng—mz,ng—mg})gl +

mi1+mo+maz=T

_'_( Z P{*ml,mg,mg}anl—ml,ng—l—mz,ng—mg})g2+

mi1+mo+maz=T

_'_( Z P{*ml7m27m3}P{*n1—m17n2—mz,n3—1—m3})g3

mi1+mo+maz=T

= Z P{*m17m2,m3} (P{*nl—1—m1,n2—m2,n3_m3}gl+

mi1+mo+mz=T

* *
P{m—mhnz—l—ﬂwmg—mﬁcé + P{nl—ml,nz—mg,ng—l—m3}<3)

R * *

- Z P{ml7m27m3}P{n1—m17n2—m2,n3—m3}'

mi1+mo+maz=T
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De la definicién del producto simétrico se sigue que ésta formula describe
las palabras de tamano n con m letras distintas de manera iterativa.

2.3. Radio de Convergencia

Teorema de Cauchy-Hadamard

Dado que H es un espacio real normado y completo (entre otras propieda-
des) varios teoremas generales de convergencia para series de funciones que
son validos en variable compleja son también vélidos para los cuaternios. En
cambio, los teoremas mas especificos, a saber, aquellos referentes a series de
potencias, no admiten una extension tan directa, esto es debido a que las
series que consideramos:

flz) = Y > Pa (2.4)

n=0 v=(n1,n2,n3)
ni+n2+nz=n

tienen como término n-ésimo a la funcién Z,,:(mm%ng) P,a,, mientras que
7’ . Ve . . . n1+n2+n3:n . .
el término n-ésimo para una serie de potencias en una variable compleja es

de la forma z"a,, lo cual hace que sea més directa la relacion entre el radio
de convergencia y la convergencia de la serie.

Otra diferencia a considerar es que el término n-ésimo es una suma de
funciones, y hay varios grados de precisién al mencionar la convergencia
absoluta.

Definicién 2.3.1. Diremos que la serie converge de manera absoluta en
algun cuaternio x, si al evaluar en ese cuaternio se satisface:

SIS Ra@l <o,

v=(n1,n2,n3)
nit+n2+nz=n

Observacién 2.3.2. El conjunto donde una serie del tipo (2.4) converge no

necesariamente es un abierto, o un conjunto finito de puntos, por ejemplo:
Sea

fla)y =2 " +2,
n=1
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entonces f(ja+kb) =2,Va,b € R, y f(c+di+ ja+bk) diverge si c+di # 0.
La serie converge unicamente en el plano j X k.

Los siguientes dos criterios seran utiles para la exposicién de este capitulo,
ellos son validos para series de funciones en general y la demostracién es la

misma que para el caso complejo.
Sea F C H.

Lema 2.3.3. Criterio de Abel Dirichlet: Para que la serie Y~ | an(x)b,(x),
a, : H— H, b, : H— R, converja uniformemente en E, es suficiente que se
cumpla una de las siguientes condiciones:

» Las sumas parciales Ay =Y _, a,, son uniformemente acotadas en E y

la sucesion de funciones {b,} tiende a cero mondtona y uniformemente.

» La serie Y a, converge uniformemente en E y la sucesion de funciones
{b,} es mondtona y uniformemente acotada en E.

Lema 2.3.4. Criterio M de Weierstrass:
Si dada una serie Y a,, con a, : H — H, existe una serie convergente
> M, tal que a partir de cierto N € N;n > N implica que
sup [|a, (z)| < My,

el
entonces la serie Y a,(x) converge absoluta y uniformemente en E.

Teorema 2.3.5. (2° Teorema de Abel) Si la serie

Y>> P@a

n=0 v=(n1,n2,n3)
nit+n2+nz=n

converge para x € H, entonces la serie converge uniformemente en el con-
gunto {Tz, T € [0,1]}.
Demostracion. Sea t € [0,1], por hipotesis la serie > " (>~ ) nong) Pran

nit+n2+nz=n
converge en x. Notemos que:

Z P,(tx)a, = t" Z P,(z)a,,

v=(n1,n2,n3) v=(n1,n2,n3)
nit+n2+nz=n nit+nz2+nz=n

y la sucesion {t"},cn es monétona y acotada, por el Criterio de Abel-Dirichlet

Y om0 > v=(n1,nams) Po(tx)a, converge uniformemente. O
ni+ng+nz=n
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Refinaremos un poco la nocién de convergencia absoluta. Dada una serie
del tipo (2.4) y x € H, las siguientes condiciones pueden o no cumplirse:

A.
o0
Z | Z Pay(z)]| < oo,
n=0 v=(ni,n2,n3)
ni+n2+nz=n
B.
o0
YooY Ra@l <,
n=0 v=(n1,n2,n3)
nit+n2+nz=n
C.

> 2 ”i”!”Z||<h---<in<a:>||<oo,

n=0 v=(n1,n2,n3)
ni+n2+nz=n

con (i1, ... ,%n) € A ngng)-

La convergencia de estas series se relaciona de la siguiente forma:
Si C = B = A = converge (2.4).

Ejemplo 2.3.6. Las siguientes series nos muestran que en general las im-
plicaciones no se pueden invertir:

1. Ejemplo donde converge la serie (2.4) pero no se cumple A :

. . . —1)"
La siguiente serie converge pero no absolutamente: %

2. Ejemplo de una serie que satisface A pero que no se tiene la condicion
B:

La serie Y o2 {n¢i"™ — n¢3"}. Al evaluar en el nimero uno el n-ésimo
sumando es:

n(xy — i20)1(1) — n(xy — jz0)"(1) =n —n =0, asi
Do {nG" = ngy"H(1) =0

mientras que

S {llnGi |l +n G (1) = 23250 0 la cual diverge.
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3. Ejemplo donde la propiedad B no implica que se cumpla C : Sea
[ = Z Propi1,1,00n". (2.5)
n=1

Sabemos que (1(1) = —i,(o(1) = —j, por eso al evaluarse en el nimero
uno, la serie tiene como coeficiente n-ésimo:

Z—T@Q(mmzw + GGG + - + G (1)21G(1)),

es decir

n" : : =™ .
W(] P2 g 2 = 7( 73' (Ji+ij+gi+ - +1ij)
= 0.

De aqui que esta serie satisfaga B, veamos que no satisface C, el término
n-ésimo correspondiente es:

nn
n!

UM + -+ GO M)

es decir

2(n—|— )n™ 2(n+ 1)n"

n!

121G (1)

Y

como el término n-ésimo no converge a cero (n™/n! > 1) la serie no
puede converger.

Recordemos que estamos estudiando series del tipo

Z Z P,(x)a,.

n=0 v=(n1,n2,n3)
ni+n2+nz=n

y que definimos:

P{nl,ng,ng} = Z Czl . Czna Z17 cee aln) S A(nl,ng,ng)-
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A una serie f de este tipo, le asociamos la serie NF' f (norma fina de f)
definida por:

e S S S S R T)

n=0 v=(n1,n2,n3) © (15eesi0) €Ay g ng)
ni+nz2+nz=n

o lo que es lo mismo

v =g Y Elgaag (1)

n=0 v=(ny,n2,n3)
ni+n2+nz=n

Definicién 2.3.7. Diremos que la serie f converge de manera fina en algun
cuaternio T Ssi:

NF f(z) < o0.

Como es de esperarse aquellas series que satisfacen esta condicién son las
mas sencillas de trabajar y varios de los teoremas de variable compleja que se
refieren a series de potencia admiten una generalizacion a este tipo de series,
para ver esto primero debemos cambiar de norma.

Norma || - ||/

Definimos la funcién || - || : H — R, dada por:

lwo + iy + jwa + kas|| := méx{||lwo + iz, [lzo + jwall, 0 + kas]}-

Lema 2.3.8. || - || es una norma.
Demostracion. Dado que || - || es una norma, [|z||" > 0 y toma el valor de
0= 2=0.

Ademds para todo A real se cumple que ||Az||" = |A|||z]|’. Veamos que se
satisface la desigualdad del tridngulo.
Sea n € {1,2,3} tal que

|z 4yl = llzo + yo + en(zn + yn)ll,
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entonces

lz+yl" = llzo+yo + en(zn +ua)
20 + ennll + [0 + enynll

Judx {[|zo + epwl|} + max {[lyo + evppl}

IA A

"+ Nyl
O

El Lema 2.2 nos dice que una funcién hiperholomorfa que admita una
expansion en serie se escribe en términos de las funciones (1, (o, (3. La norma
||-1|’, es mejor que la norma usual para medir la contribucién de un cuaternio
a la serie, sin embargo:

Ejemplo 2.3.9. La norma || - ||" toma valores distintos en cuaternios de la
forma a+ba,a,b € R, o € S%, que en cuaternios de la forma ac + b3, a,b €
R, o, 3 € S?%, dado que la multiplicacion cuaternionica cambia los roles de
estos elementos, ||z||'||y||" no necesariamente coincide con el valor de ||xyl|’,
mas aun, en general jEstos valores no se pueden comparar!

li(E+ 27" = lli+ 2&|
= 2
<l + 251
= /5.

i.e. existen cuaternios que cumplen ||xy||" < ||z|/'||y]|".

Vo= 1+ 24l
i~ + 2k)|
> [l + 2k
= 2

Luego también ezisten cuaternios que cumplen ||zyl|" > ||z||'||y]|".

Dado r € R, > 0, sean B(0,7) y B'(0,r) las bolas abiertas considerando
la norma usual y la norma || - ||" respectivamente, para todo cuaternio x

se cumple que [|z]" < ||z||, luego se tiene la siguiente contencién propia:
B(0,r) C B'(0,r).
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Por ejemplo el punto (0,7, 7,7) no pertenece a la bola usual de radio r,
aunque |[(0,7,r,7)||" = r.

Si nos restringimos a los cuaternios contenidos en el plano complejo, en-
tonces la accién de la norma |[|-||" es la misma que de la norma compleja usual.
Lo mismo sucede si nos restringimos a los planos C;, C;. Sin embargo el con-
junto de cuaternios de la forma aj + bk, con a,b € R, que satisfacen la condi-
cién |jaj +bk||" < r, es un cuadrado, la accién de la norma en este plano es la
accién de la llamada norma del taxista, es decir ||aj + bk||" = max {|al, |b] }.

Lema 2.3.10. Si una serie de funciones del tipo (2.4) converge de manera
fina en h entonces converge absoluta y uniformemente en

{z e H| [[Gu(@)]| < [ G2 (@)I < [P, [[¢s (@)l < s (R)][}-
Demostracion. Se sigue del criterio “M” de Weierstrass. O
Observacién 2.3.11. La Serie (2.5):

f= ZP{2n+1,1,0}nn7
n=1

muestra una de las diferencias importantes entre series asociadas a fun-
ciones analiticas y series asociadas a funciones hiperholomorfas:

s En el caso de las series complejas los polinomios 2™ solo se anulan en
el 0, asi las propiedades de convergencia dependen unicamente de los
coeficientes.

= Los polinomios Ppan11,1,0y se anulan en los reales.

De aqui que la Serie (2.5) que converge en todo R, no satisface el lema
previo.

Para series de la forma (2.4):

flo)y = > > Plx)a,

n=0 v=(ny,n2,n3)
ni+nz2+nz=n

sea p = mk_)oo(mébxnun:k ||a,,||)%.
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Definicién 2.3.12. Liamamos a % el radio de convergencia, donde % =0, st
p = 00, y%:oo, sip=0.

Observaciéon 2.3.13. En general la siguiente cota es vdlida:

=)™ n
HP{m,nz,ns}(I)H < .

n' ny,Na, N3

Esto es debido a que si m = ||z||’, entonces:

[Ptnsmomsy (@) =l > Gin (@) -+ G ()]

(il ----- in)eA(nl,nz,n_g)

S D D A RRNE]
" (i1500180) €A (ny g, ng)
< =Y IGEMIIGE @G

(il 7777 i7l)eA(n1,n2,n3)

Como Vi € {1,2,3}||¢,(2)] < ||z]| tenemos:

1
[Pns o msy ()| < — > G ()™ I Ga(@) ™2 I Ca ) ][

(1158n) €A(ny ng,ng)

1
n! Z m'

(#1500 in)eA(nl,ng,ng)

m" n
n! ni, N2, N3 .

Observacién 2.3.14. En particular tenemos:

IA
|

NFP{“L”Q,TLS}(I) < m—( " ) (26)

n! ni, N2, N3

Lema 2.3.15. Si p = 0, entonces la serie de funciones (2.4) converge de
manera fina para todo x € H.
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Demostracion. Notemos que para n € N se cumple:

n n
L+1+1)"= Y (nlnzns),

ni+n2+nz=n,

donde la suma estd indexada por todas las ternas de ntimeros mayores o
iguales a cero que suman n.
Sea x € H, dado que la serie converge en x = 0, supondremos z # 0.
Sea m = ||z|’, como Hmy,_. oo (max,(—x lay|)* = 0, existe N € N tal que

1

1
V k> N, (ma S
G )t < -
Sea n > N, entonces: ||a,| < wa

previa:

donde ||v|| = n, y de la observacién

o] m (o
> Y eaen < X g n )

= _ ny, N2, N3
v=(n1,n2,n3) (i1,..,in)EAL ni+n2+nzg=n

ni+n2+nz=n
1 Z n
3nn! ny,No, N3

nit+nz2+nz=n
37L
3nn!’

Tomando en cuenta que

N
= Y s @l <o

n=0 I/:(n17n2,n3) ’ (il,...,in)eAy
nit+n2+nz=n

entonces:

o

NFf(z) < k+ Y %

n=N+1
< k+e.

Por lo tanto si p = 0, la serie converge de manera fina para todo x € H. O
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Lema 2.3.16. Si 0 < p < oo, la Serie (2.4) converge de manera fina en
B/(0,1).
p

Demostracion. Sea x € H tal que m = ||z||" < %, y sea 0 € (0,1) tal que
m = %, entonces
P Evave ’ 1
— ==>p= lim (max ||a,||)*.
=B = T (i o)

Por lo cual existe Ny € N tal que V & > Ny,
oI <

Si consideramos n > Ny tenemos:

> NFR@al < Y %( " )9_"

ni, Mo, ng /) mn
ni+n2+nz=n ni+notng=n 1,762,763

<G ()
n! ey 11, 112, 13
en
= —3".
n!
Es decir:
No o0 R
NEf(r) < Y Y, NFR@lal+ )]
n=0 ni+n2+nz=n No+1
No

< > > NFR@lal|+e

n=0 ni1+nas+n3z=n

Por lo tanto la serie converge de manera fina para todo cuaternio tal que:
. 1
méx{||zo + zacal, @ € {1,2,3}} < >

0

Teorema 2.3.17. (Cauchy-Hadamard) La serie f converge de manera fina
y uniforme por compactos en {x € H| ||z||" < p}.
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Demostracion. Se sigue de los lemas previos y del Lema 2.3.10. O

El siguiente teorema es til para determinar la convergencia de una serie
sin calcular explicitamente el radio de convergencia:

Teorema 2.3.18. (Abel) Si existen ro, M € R, N € N tales que Yn > N y
Vv con ||v|| =n
lay|rg < M,

entonces la serie converge de manera fina y uniforme por compactos en

]B,(O, 7’0).

Demostracion. Sea x € H y r € R tales que ||z||" < r, r < ry. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que Vn, se cumple que ||a,||rj < M, con
|lv]| = n. Entonces de (2.6)

n r’
NP, @)l < ( )—Haull

ny,Ng, N3

n 1,
= —,—,ﬂ’o”au“
n1, N9, N3 n.ro

n 1. r.,
( )_,<_> M.
niy,No,M3/) Nt To

IN

Asi

1 r n
NF < — (="M
F() S RTIED DEN M
v=(n1,n2,n3)
ni+n2+nz=n

=<
o

r

M 1M

SR
=

(Z)" M3,

3
Il
o

Como = < 1, la serie Y L (35)" converge, siendo una cota €.
70 ) n!'\r,
Por el criterio M de Weierstrass, la serie converge de manera fina y uni-
formemente por compactos en B'(0, 7). O

De la Observaciéon 2.3.2 notemos que a diferencia del caso complejo, los
conjuntos donde la serie converge no necesariamente son bolas.



38 CAPITULO 2. EXPANSION EN SERIE

Observaciéon 2.3.19. Consideremos la serie de la Observacion 2.3.2 tiene
radio de convergencia 0, pero hay cuaternios cuya norma es tan grande como
se quiera, y tales que la serie converge en esos valores.

Sea . . .
2) =) an+ > Ghat+ Y (G
n=0 n=0 n=0

Y sean:
7 1 7 1 T 1

p1 = lmy—oo|lar |, p2 = lmg oo [bi|| %, p3 = lmp—oo|ci %

Lo pm’mero que notamos es que la serie converge en la bola {x € H|||z||" <
min{>, L L1}

p1’ p2’ p3 . . ,

Sin embargo esta serie converge en un dominio mds grande, a saber, el

conjunto:

1 1
{z = xo+iz1+jro+kas| || xo+iz;|| < — o Nzo+jz)|| < — P o+ kxy|| < —}

Observaciéon 2.3.20. La siguiente serie converge de manera absoluta uni-
camente en {z € H|||z|" < 1} :

=Y G+
n=0 n=0 n=0

Pues si h ¢ {x € H|||z|" < 1}, entonces falla al menos una de las tres
condiciones ||xo + ix;|| < 1, ||zo + jx;|| <1, ||z + kx| < 1, supongamos que
|xo + ix;|| > 1, entonces la serie Y oo (& diverge.

Observacién 2.3.21. Si ||z|| < 1, entonces :

(1—2)” Zx

Sea ||z|| < 1, la sucesion {||z||" }ren es decreczente y de términos positivos,
por lo tanto existe el lim,,_ ||z||".

Dado que el limite de un producto es el producto de los limites:

lim,, oo [|z]|™ = ||| im,, o |||, de donde se sigue que lim,, . ||z||" =

0.

1_mn+1
l—x 7

Consideremos la sucesion: a, = Y |_, &' = x # 1, entonces:

n—oo 07
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por lo tanto, si ||z| <1, = > 2, "

Sea la funcién g(z) = (z)7Y|(z)]| 72, 2 # 0, esta funcién es hiperholomorfa.
Si |||l < ||z|| podemos considerar

gz —h) = (1 —a )71 =27 B 2a 7 ] 72,

en la vecindad del cero {x,h € H |||z~ h| < 1}.
Por la observacién anterior g admite en una vecindad {z, h € H |||z h|| <

1} un desarrollo en serie de funciones, por el Lema 2.2.7 y dado que la ex-
pansion en serie de Taylor es tnica, se tiene:

G- NE-012 = S Y P () s

0x ) Oxy? 0wy® ‘m
n>0 {ni+na+nz=n} 1 2 3

= Z Z P{nl,ng,ng}(h)(a{”l7”27"3}f)}x

n2>0 {n1+n2t+nz=n}

- Z Z Py na sy (1) Qg naims} (7)), (2.7)

n>0 {n1+n2+nz=n}

-

an
donde Qi nans} (@) = gyt
Nota 2.3.22. Dado que:

0 0 0 J., ,0 0 0 0 "

La serie de Taylor de g(x — h)también admite la siguiente expresion:

(ZL’ - h)_IH(I - h)||_2 = Z Z Q{m,mmg}(z)P{N1,N27n3}(h)'

n>0 {ni+n2+n3=n}

Nota 2.3.23. Notemos que la serie (2.7) converge en {z,h € H| ||z~ 'h| <
1}, sin embargo no converge en todo el conjunto {x,h € H||z7 h|" < 1},
para ver esto consideremos el punto 91 + 9j, que satisface:

1.90 + .97 < 1, [1.9i + .95 > 1.
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Calcularemos la expresién de la serie (1 — q)/||1 — q||* para los puntos
q € V que satisfacen ||q|| < 1. Como ¢ = —q : y dado que la serie converge
uniformemente se tiene:

L=hmNA=-nI = A-nQ+h)~"
= > ng" Y (-1)°¢",

Como la serie Y ng"™, converge absolutamente en q € V,||q|| < 1, por el
teorema de Cauchy-Mertens:

A== = Y > ()" rg™ )

= D) () =g Y (=)
— Zq2nn o q2n—1n
= > ng™ g 1)

FEsta expresion es vdlida para los puntos q € V, ||q|| < 1, ademdas:
mit]
9i+.9j = 9v2e: V2 €V,
Pero
lim n(.9v/2)*"1 £ 0,

por lo que la serie diverge en .91 + .97.



Capitulo 3

Teorema de Cauchy

En la primera parte se introduce el lenguaje necesario de la homologia
singular, para entender la version homolégica del Teorema de Cauchy. Esta
seccion esta basada en la demostracion del Teorema de Cauchy del articulo
[BN96].

En [Sud79] el Dr. Sudbery demuestra el Teorema de Cauchy en su version
homolégica basandose en el Lema de Goursat, pero no prueba el lema. En la
Segunda Seccién se da una demostracion de este lema y con esto queda com-
pleta la demostracion. Recientemente los doctores Daniel Alpay y Michael
Shapiro [ASV05] han mostrado, de una forma diferente al resultado del Dr.
Fueter, que la condicion de hiperholomorfia en una vecindad da lugar a la
expansion en serie de Taylor, también se estudio este enfoque.

3.1. Invariancia Homoldégica

Decimos que una curva 7 : [0, 1] — C es rectificable si para toda parti-
cién P = {p;} del intervalo [0,1], se tiene que Y |v(piy1) — v(pi)| < M < o0,
para cierto M > 0. Cuando la curva es rectificable, y si f es continua se
cumple que

/f - \g{loz f(Tk)(Zk - Zk—l)

donde 1, = azp+bz,_1,a+b =1,a,b > 0, y lanorma de la particién P = {p;}

es |P| =3 [pi — pi-l-
Intuitivamente se pide que si inscribimos una poligonal en la traza de la
curva, la longitud de la poligonal esté acotada. Llamamos longitud de ~ al

41
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supremo de los valores Y |v(pi+1) — v(ps)|, sobre todas las particiones.
Dadas las curvas 7y, ..., 7, formalmente definimos una cadena como un
término de la forma ) a;v;,a; € Z, donde identificamos —v con la curva
v * (t) = v(a+ b —t) que geométricamente tiene la misma traza que y pero
la recorre en sentido contrario.
Para interpretar el caso 4-dimensional seran utiles las siguientes defini-
ciones:

Definicién 3.1.1. Sean {aq,...,a,} € R™, diremos que los puntos for-
man un subconjunto linealmente independiente si los vectores {a; — ag, ag —
ag, .. .,a, — ag} son linealmente independientes.

Esta condicién equivale pedir que los puntos no estén contenidos en un
subespacio de dimensién n — 1. Por ejemplo {(0,0),(1,0),(0,1)} € R? son
linealmente independientes.

Definicién 3.1.2. Sea {ay,...,a,} subconjunto de R"™ linealmente indepen-
diente, definimos como el n-simplice ordenado [ag, ..., a,| al conjunto:

{zeR"w=> ta; Yy t;=11>0Vi{0,1,...,n}}
i=0

con el orden de los puntos {ay, ...,a,} dado.

En esta definicién debemos poner atencién al orden, asi [0,1] # [1,0],
pero definimos [a, . . ., @] = [ay0), - - -, Guw)] Para toda v € S,, permutacién
par, y [ao, . .., Gy] = —[Gc), - - -, Ge(n)] Para toda € € S,y permutacién impar.

Ejemplos. Un 0-simplice estd formado por un punto y en este caso sélo
hay una orientacién a considerar, un 1-simplice sera una recta, un 2-simplice
serd un triangulo, y un 3 simplice un tetraedro.

Dado un n-simplice [ag, ..., a,] llamamos caras a los n — 1 simplices de
la forma [ag, . .., a;, - . ., a,| donde a; significa que hemos omitido este punto.

Denotaremos por A" al n-simplice

A" = {(to, ... )| Yt =1,t; > 0}

= [61, .. .,6n+1]

donde e; es el i-ésimo vector candnico en R"™.
S3 no contiene propiamente n-simplices, salvo por n = 0, pero trabajare-
mos con iméagenes de estos n-simplices.
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Definicién 3.1.3. Dado un espacio topologico X, un n-simplice singular es

una funcion continua
c: A" - X, neN

Ejemplos 3.1.4. Consideremos X = C, y el siguiente 1-simplice singular:

T(AY) = 7((0,1])

((1,0) + (1 = £)(0,1)) /1[((1,0) + (1 = £)(0, 1)]]

= ! (1,0) + Lt (0,1);
/e -2 -1z "

éste 1-simplice estd bien definido pues ||(t(1,0) + (1 —¢)(0,1))|| # 0 ya
que (1,0),(0,1) son linealmente independientes.

Pese a que nos estamos restringiendo a funciones continuas definidas en
A" aun tenemos demasiadas funciones a considerar, por ejemplo, a cada
punto en S* le podemos asignar un n-simplice singular constante, pues la
funcion que a todo el n-simplice lo asigna a un punto es continua.

En general el grupo de cadenas C,,(X) se define como el grupo abeliano
cuya base es el conjunto de m-simplices singulares donde identificamos al
simplice —c con el simplice de orientacion contraria a la de ¢ cuando esto tiene
sentido. Es decir las cadenas son sumas formales de simplices con coeficientes
enteros: » 104, 1; € Lyo; : A" — X

A los elementos del grupo C,(X) los llamaremos n-cadenas.

Asi los 0-simplices singulares son funciones que a un punto le asocian
puntos en X, los 1-simplices singulares son curvas en X mientras que las
1-cadenas son sumas formales de curvas en X.

Notemos que la suma -+ no es la suma puntual en funciones @ pues esta
ultima no es cerrada en nuestro grupo, como muestra consideremos los 0-
simplices:

0’01(A0) = 1650,

UOQ(AO) = —le€ SO,
001 ® 002(A%) = 001(A°) @ 092 (A?)
= 0¢ 9"

Un n-simplice esta formado por caras (que son (n — 1)-simplices), esto
nos permite relacionar las n-cadenas (definidas en n-simplices) con las n — 1



44 CAPITULO 3. TEOREMA DE CAUCHY

cadenas (definidas en (n — 1)- simplices) restringiendo nuestras funciones es
decir:
Si tengo el n-simplice singular og; : [ag, ..., a,] — S3, al restringirlo a
una cara:
001|[a0,...,an71] . [a'0> ey an—l] — 53
obtendremos un (n — 1)-simplice singular.

Debemos aclarar que estamos identificando a la cara [ag, ..., a;,. .., Gp_1]
con A" 1,

Ejemplo 3.1.5. Consideremos al 1-simplice singular:

A =[0,1] — S
(1,0)t+ (1 —t)(0,1)

13 ;
2+ (1 1)
entonces
7‘|[0] = (0, 1),
7‘|[1] = (1,0),

por lo que T|jg y T|py son 0-simplices.
Definicién 3.1.6. Definimos el n-ésimo homomorfismo frontera:
Op 1 Cn(S*) — C,_1(S?),
o = > (=10t
d({a}) =0,

Donde lag, . .., G, - .., a,] significa que omitimos al i-ésimo vector a;, y a es
una cero cadena.

La razén del signo es que las imagenes de las caras del n-simplice preserven
la orientacion de las caras del n-simplice, por ejemplo en el caso del intervalo
[a, b] se tiene Oa,b] := b — a.

Luego si tomamos la n-cadena ¢ = > n;0;, entonces 0,¢ serd la (n — 1)-
cadena ¢ = > n;0,0;. A partir de este momento denotaremos por 0 a 0,
debido a que estan definidos en diferentes grupos no hay riesgo de confusién.
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Ejemplo 3.1.7. Sea X = S*, si consideramos la 1-cadena T dada por

]__
(Al = L 10+ L (0.1),
2 (t—1)2 2 (t—1)2
07' = 7‘|[0]—7'|[1}.

2tmt

Sea ahora la curva y(t) = e cuya imagen en una copia de S, entonces

v = Y — 7y

_ 60 _ ez2t7r
= 0.
eV — '™ = 0 ya que como elementos del grupo C1(X), las funciones cons-

tantes i), v son el mismo elemento, a saber, la funcion que al 0-simplice
le asigna el valor (1,0).

El subconjunto de los n-simplices singulares que pertenecen al kernel de
0 es un subgrupo de C,,(X), cuyos elementos serdn llamados n-ciclos.

En el ejemplo anterior v es un 1-ciclo.

También hemos visto que si ¢ es un n + 1-simplice singular, do es un
n-simplice singular, el subgrupo formado por aquellos n-simplices singulares
que son imagenes bajo 0 de (n+ 1)-simplices singulares es llamado la imagen
de 0, y sus elementos son llamados n-fronteras. Una O-frontera es por ejemplo
la 0-cadena Ot del Ejemplo 3.1.5 dada por

or = 7|y —7lo

= (0,1) - (1,0).

Notemos que si ¢ es una I-cadena 9*c = 99(c) = 0 pues 9y(b) = 0V b 0-
cadena. Esta propiedad se cumple para las demas cadenas:

Teorema 3.1.8. 9% = 0, es decir toda frontera es un ciclo.

Demostracion. Sea o un n-simplice. podemos suponer n > 1, entonces
d(o) = Z(_l)la‘[ao7~~~7fbi7~~~7an]
i

y a(ahao,...,&i,...,an}) = Zj<i(_1)ja|[ao,...,&j,...,&i,...,an]+Zj>i(_1)j_10-|[ao,...,&i,...,&j,...,an}~
Luego
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aa(g) = Z Z(—l)z+]0'| [ag,...s Qj,..ns Qjyereyn] + Z Z(—l)H—j—thao ’’’’’ Aiyerey sy an]

i j<t i g>t

= ZZ((_l)H—]_I_( 1)Z+]_1)0|[a0 ..... Qiyeensiye..yGn)
i J<i

= 0.

O

En este momento tenemos una secuencia de grupos con homomorfismos
definidos entre ellos:

= O3(X) = Oy(X) = C1(X) = Co(X) =0 (3.1)

que satisfacen 9% = 0.
Como las fronteras son un subgrupo de los ciclos definimos:

Definicién 3.1.9. H,(X) denotara al n-esimo grupo de homologia dado por
H,(X) =kerd,/Imd,1.

Notemos que Hy(X) = Co(X)/Imo,.
Dada una 1-cadena rectificable C' = " a;7;, definimos

Lr=afr

Lema 3.1.10. Sea vy curva cerrada rectificable con v* € B(zg,7), B(20,7) =
{z € C||z — 20| < r}.y es homoldgicamente equivalente a una curva ' for-
mada por una cantidad finita de segmentos paralelos a los ejes coordenados.

Demostracion. Sea r la distancia entre la traza de v y B(zo,7)° Sea {U,}
cubierta finita por conjuntos abiertos de la traza de -, donde los abiertos
estdn contenidos en B(zg,7) y tienen radio menor que r/3. Elegimos puntos
zi = (x5, ;) € Ui N Uiy N*, v definimos

Loy (@ + t(@iv1 — 21), ¥i), t € [0,
’yj(t) o { (@it1, ¥ + (6= D) (Y1 —vi)), t €L,

Asf el camino buscado estd dado por 7' =7/ O

1
2.
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Notemos que el camino encontrado se obtiene a partir de la cubierta.

Lema 3.1.11. Sea f analitica en B(zy, 1), entonces

szu

para toda curva B cerrada rectificable con 3* € B(zg,r).

Demostracion. Del lema previo existe +/, formada por una cantidad finita de
segmentos paralelos a los ejes coordenados. Como ~ es homdloga a cero, v/
también lo es, por eso se puede descomponer como la suma de las fronteras
de rectangulos (2-cadenas), por el Teorema de Cauchy-Goursat la integral
sobre 7/ es nula.

Por otra parte dado €, podemos encontrar una cubierta U suficientemente
fina, tal que al estar contenida la traza de 7’ en U, entonces la integral sobre
~ y sobre v distan en menos que ¢, por lo cual f,y f=0. O

El teorema de Cauchy tiene su expresiéon mas general en terminos de la
teoria de homologia:

Teorema 3.1.12. Sea G un subconjunto abierto del plano complejo, f una
funcion analitica en C, si B es una 1-cadena en G homdloga a cero,

B =0Mmias + -+ ngay), da; rectificable Vi,
entonces fﬁ f=0.

Demostracion. Dada (3, homoldgicamente cero, sin perdida de generalidad
podemos suponer que es la frontera de un simplice singular, es decir existe
v:I* — G, con = 0.

Sea ¢ la distancia entre G¢ y ~(I?), notemos que por ser I? compacto
existe un zy € I? tal que § = d(v*,¢°) > 0. En el lema siguiente se prueba
que existe una particién de I?, {(a;, b;)}fo<i<n,0<j<m}, ¥ una cubierta {U,}
finita por bolas abiertas de (/?) tal que para cada 4, j existe k con

Y([ai, aiea] x [bj, bj41]) C Up C G.

Definimos:

_ {(tf(az) + (1 - t)f(ai+l)>bj)’t € [O> 1]} sij#0,m,
S([aiaai—i—l]x[bj]) = { v([ai, aisq] ¥ [bj]) S i —0,m.
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por simplicidad denotaremos S(; jy = S([a;, ai+1] X [b;]), ¥ sea

{(ai, tf(bj) + (L =) f(bjs1)), £ € [0,1]} sii#0,m,
Tas x by, byaal) = { (l] % [by. b)) sii=0n,

Denotaremos T'(a; x [b;, bj11]) = T(; j).-
Para cada rectangulo r(; jy = [a;, ai+1] X [bj, bj11] consideramos la funcion

Ulrapn) =Tz + S+ — Tav1,5) — Saig)-

Como 1 es rectificable, el camino I'[r(; ;)] lo és.

Ademés ), . I'lrq ] = 0y = 5.

Por la forma en que elegimos la particién cada I'[r(; ;)] estd contenido en
una bola contenida en G.

Por el teorema anterior fF[ri B fdz =0, luego

/ﬁfdz => /Fm’j] fdz=0.

0

Lema 3.1.13. (Numero de Lebesque) Si X es un espacio métrico compacto,
y {U} es una cubierta abierta, entonces existe 0 tal que todo subconjunto de
diametro menor esta contenido en algun elemento de la cubierta.

Demostracion. Al ser compacto X, existe una subcubierta finita {U; } {1<i<n}-
Sea la funcién f(z) = + > d(z, X — Uj;).

f(z) > 0, pues si x € U, existe una bola abierta B de radio r, para cierto
r,conz € B C U, luego d(z, X —U;) >ry f(x) > L.

Como f es continua existe 6 = min{ f(x),z € X}. Si un conjunto A tiene
didmetro menor a J, elegimos un punto = € A, y luego A C B(x,d). Sea j
tal que d(z, X — Uj) sea maxima.

Entonces 6 < f(z) < d(z,X —Uj). Asi A C B(z,d) C Uj. O

Lema 3.1.14. Sea G abierto, v : I? — G funcion continua. Existe una
particion {(a;, b;)} y una cubierta {U,} de~* tal que y([a;_1, a;] x[bj_1,b;]) C
U. CG.
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Demostracion. Sea & = d(v*,¢°), para cada x € I?% la bola B(v(z),2)
estd contenida en G. Sea U, = v~ '(B(v(z), 2)). Entonces I C {U,},er2.

Por el Lema del ntimero de Lebesgue, existe € > 0, tal que todo conjunto
M de radio menor que € esta contenido en algiin U,. Sea m > /2 /¢, entonces
dividimos I? en m? rectangulos de lado % Esta particién tiene diametro
menor a €. ]

3.2. Caso Cuaternionico

Observaciéon 3.2.1. Sea C' una 4-celda, entonces:

/ 03 = 0.
oC

Gios = 0.
ac

La sequnda identidad es vdlida pues o3 = d(y N d(s A d(s, luego

Cios = / 1/2d(C2Cy A dCy) = 0
oC oC

Lema 3.2.2. (Lema de Goursat) Si f es hiperholomorfa en el abierto U,
entonces
fo3 =0,
aC
para todo C' 4-simplice, C' € U.

Demostracion. Orientamos C'. Supongamos que fac fos # 0, entonces al unir
entre si los puntos medios de las aristas de C', obtenemos una particion de C'
en 16 4-stmplices, sea ' un subsfmplice tal que | [, fos| > |ff’C fos |.

Siempre podemos elegir un subsimplice con esta caracteristica pues de
lo contrario todos los subsimplices cumplirian que | faci fos| < |ff’c fa3| de
donde | [, fos| < 32| [e. fos| < | [ye fosl 1o cual es absurdo.

A su vez formamos nuevos subsimplices de C; y seleccionamos uno que
cumpla ‘fac fos| > |f8€1 f03| > |f3f6203
cada n € N.

Notemos que para cada n, el diametro del simplice C),,; es la mitad del
de C, v es igual al didmetro de C entre 2"+

|. De esta forma elegimos C), para
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Dado que cada C; es compacto, C;11 C C;, v el didmetro de C), tiende a

0 cuando n tiende a oo, existe un unico g € NpenCh.
Fijamos € > 0.

Como f es hiperholomorfa en C| por el Lema 2.2.3 existe una vecindad

V de z( tal que :

9f (o) Of(xo) 9f (o)
oy 0s 0x3
la(x — x0)| < €|z — x0|. cuando x — .

Sea U € V tal que |5(z)| < |z|e, Vo € U.
Entonces existe n € N tal que C,, € U.
Luego por el lema anterior:

f(x) = f(zo) + G + G2 +G3

Of (x0)

+ Oé(LU — .CL’(]),

Of (x0)

[ s@eil = 1 [ @)= g0 - 620

aC, aC, Oy

— (2 — (3

8252

= | ar — )os|
oC,

6/ | — ol|o3]
Cn

¢ didgmetro (C,,) / o3

aC,
e didmetro (C,,) vol(0C,,)

e didmetro (C')/2" vol(0C)/8".

IN

IA A

Entonces:

I%\ <| / f(x)os| < edidmetro(C)vol(9C) /16
aCh,

es decir, para todo € > 0
|/ fos| < e didmetro(C)vol(0C).
ac
Al ser e arbitrario y didmetro(C') vol(0C') constantes tenemos que

‘ fO'g‘ :0
oC

8253 3|
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Corolario 3.2.3. Si f es hiperholomorfa en cada punto del paralepipedo C,
y xo € C°, entonces

fwo) = = / @=20) 7 ).

272 aC \x—xoP

Demostracion. Sean f, g funciones, entonces se cumple que:

d(gosf) = dg/\0'3f gos Ndf

= ( e, f+g Z e, dtd:rdydz
Sea g(x) = (T;f;)gl;l, para x # xo esta funcién es diferenciable y satisface:
aa f e; = 0.

Como f es hiperholomorfa se tiene que
d(gosf) = Z 90+ gZeZ Jdidrdydz

para todo x # xg.

Como f es continua existe € > 0 que tal que |f(x) — f(zo)| < € para todo
x en una vecindad V' de xg, ademéds por el teorema de Stokes, si D es un
paralepipedo tal que zy ¢ D C C, entonces

/6 (0~ 20 5 osf(z) =

p |T— w02

asi para € > 0, existe un paralepipedo C. C B(z,), con xy € C2 C C, tal
que
-1
r—x
/ 7( 0)2 o3| + 1}
oc |T — ol

/a Mggf(l') — /ace M%ﬂxo)

o v — a0 |z — 202

(&) — Flao)] < e/{

Ve e C.y

< €.

A su vez al ser g(x)os continuamente diferenciable, cambiamos de coorde-
(x—10) " ?

o 03 € puede calcular sobre una 3-esfera usando

nadas y la integral [ c.
que
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r — T

das.

O3 =
|LU—.§L’0|

Obtenemos el valor de la integral:

as

— =271°%
s# [& = xof?

Como € es arbitrario se concluye que

flaw) = 5 [ = og0)

_ﬁ aC |$—36’0|2 ’

Dado = € 9C, la funcién

(x — x0)7 "

‘ZZI—LU()P

h(zo) = f(z): C°—H,

es una funcién real analitica, de aqui tenemos (ver [Her63], pag. 7.) que la
funcién f es real analitica, es decir, si f es hiperholomorfa en un abierto U,
f es real analitica en U.

En la secciéon anterior se demostro que si una funcion es hiperholomorfa y
admite una representacion en serie de Taylor esta serie se escribe en términos
de las funciones (i, (> y (3. Ahora veamos que si f es hiperholomorfa en una
vecindad, entonces f siempre se puede representar en una vecindad por la
serie de Taylor.

Corolario 3.2.4. Sea f : A — H, f hiperholomorfa en A, vecindad del cero,
entonces las funciones hy, : A — H dadas por:

1 af

son hiperholomorfas y en la vecindad se cumple que:

f(x) = £(0) + 32 Gil@)hi(x).

Demostracion. Sea la funcién F': [0,1] — A, dada por F(t) = f(tx), por la
regla de la cadena (aplicada a las funciones componentes) tenemos que:
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Como f es hiperholomorfa se cumple: Zk L €k agg:) = af (m , luego

3
, af(
F'(t) = ;:1 ; x0+E 8:@ :c
> Of (tx)
= ;Q‘(?C)iaxi :

Por otra parte, al integrar F” tenemos:

/0 Fld -

y al ser f real diferenciable:

3

S Gl) / P

/ CRydt = (1) - F(0)
= f(z) — f(0).
Es decir f(z) = £(0) + 33 G(x )fl 6f(m dt.

Por ser f real diferenciable:

3 1 3
0 B 0 Of(tx)
;elﬁ—xihk(x) = /Zelﬁxi o dt
- /8xkz 8:6Z tdt

Es decir las funciones hj son hiperholomorfas.

23
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Corolario 3.2.5. Si f es hiperholomorfa en V' wvecindad del cero, entonces
f admite una expansion en serie de Taylor

Demostracion. Del teorema anterior tenemos que las funciones hy, son reales
analiticas en la misma vecindad que lo es f, por lo que

hi(w) = hi(0) + 32, G () fy Pt
Sea hy, ;(x) = 01 9hylte) gy

896

Notemos que ’
o0 [(Of(tx)\ 0 f(tx)
8$k 8:@ N 8xka£€j

Por ser f real analitica, existen las parciales y son continuas, luego se

cumple que
i 4 ( / &rk / 01'] (trx)dtdr

= tra)tdtdr.
72 8:@ Tk f( )

t.

y tenemos: h;(0) = aa;i- (0).
Asi

flz) = f<0>+Zg<x>hi<0>+Zci<x>cj<x>hm<x>,
- +Z<; +Z Gi(x hij(z).  (3.2)

Por otra parte

02
hin(0) = N F(0)tdtdr
2 J
82
= 51O /ptdtah
1 0?
= = f(0).

2 8LL’jl’k

En general se define:
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hi ) : t X dt
----- n / 833@1 Dyeeny n 1 ) 1
" 1f (ta---tn(t1)) 2 2
taty -t dty - - - dt,dt
/ 093,1 In 1 Ox;, - - -&Ein 84 " 2 !

1) 1
— to -t N dty - - - dty,
n ax“ . &BM (t: n)dh

entonces
_ 8nf(0> n—1
hi....in(0) = m/n(tz ty)dty - dty
1 9'f(0)

n! Oz, - - Oz,

por el corolario anterior cada h;,
Luego

es hiperholomorfo en la vecindad V.

.......

> ) Pu(xo)an, (3.3)

Dado que f es real analitica, en una vecindad del origen existe una serie
de potencias real que converge absoluta y uniformemente por compactos a la
funciéon, digamos

Z Qapeatirizsad o € H, (3.4)

en esa vecindad, la funcién también admite la expansién en serie (3.3) que
acabamos de encontrar, en el Lema 2.2.7 vimos que esta és la expansion en
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serie de Taylor Cuaternidnica, y por unicidad se sigue que (3.4) y (3.3) son
la misma serie, es decir si desarrollamos los términos de (3.3) obtendremos
los coeficientes de (3.4).

Como (3.4) converge absoluta y uniformemente por compactos, (3.3) tam-
bién converge absolutamtente y uniformente. O

Para dimensiones superiores hay diversas nociones de la propiedad de rec-
tificabilidad, cada una sustentada por una teoria distinta que busca preservar
cierta propiedad de las curvas rectificables.

Inicialmente se creyd que bastaba aproximar por triangulaciones, de ma-
nera que los vértices de los triangulos pertenezcan a la superficie y la distancia
entre la superficie y la superficie formada por tridngulos tienda a cero, sin
embargo no necesariamente el area de la superficie triangulada tendera al
area de la superficie inicial.

H. A. Schwartz dié un ejemplo conocido como “La bota de Schwartz” de
como aproximar la superficie de un cilindro por poliedros, de forma que el
area de los poliedros tienda a cualquier niimero positivo o infinito, ver por
ejemplo [Lor99], y [Ram04].

En [Sud79] al tener el Lema de Goursat, se demuestra que si f es hiper-
holomorfa en un abierto U y C' es una 3-cadena rectificable homéloga (en
la homologfa singular) a cero, entonces | o 03f = 0. La demostracion es en
esencia las pruebas 3.1.11 y 3.1.12 adaptadas al caso cuaternionico.



Capitulo 4

Teorema de Laurent

Estudiamos el Teorema de Laurent en dos versiones: la usual y la matri-
cial. La seccién correspondiente a la versién usual estd basada en [BDS82].
Para la expresion en términos matriciales se estudio el trabajo de los doctores
Frenkel y Libine [FLOT7].

4.1. Base de Fueter

Todo polinomio hiperholomorfo admite una representacién en términos de
las funciones (1, (s, (3, esto es debido a que todo polinomio ya estd escrito en
su serie de Taylor, esto se puede interpretar como “los productos simétricos
de grado n de las funciones (i, (5, (3, forman una base para los polinomios
homogeneos de grado n”.

En general sabemos que si f es hiperholomorfa en un abierto, la funcién
admite una expansién en serie donde se involucran productos simétricos de
las funciones (1, (2, (3. En el caso de las funciones hiperholomorfas en anillos
se tiene una descomposicién analoga donde aparecen términos homogéneos
de grado negativo.

Supongamos que la funcion f es hiperholomorfa en el anillo

R{T1,T’2} = {Tl < ||SL’H < T2}7

sea ¥ € Ry, ) y s€an py, pg tales que r1 < p; < [|z]| < pa < 1o, entonces
por el teorema de Cauchy:

57
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CEE- IR = R =Y B e i)

2% Jop(p) llg — «|? pieny lla —[*

Para ver esto supongamos que Re(x) # 0, consideremos el casquete su-
perior: C'S = Ry, roy N {0 > 0} y el casquete inferior C1 = Ry, oy N {0 <
0}.

La unién de las fronteras de estos dos casquetes nos da dD(ps) — 0D (p1),
donde D(p;) es la bola de radio p; orientada positivamente, de aqui se sigue
que

(q—x)‘la B (q—a)t lg—z)" (q—x)! lg—2) "
Lo a—app o ‘/aD(m lg—ap 7@~ /D lg— gz 7 @)

Esto es independiente de los casquetes que elijamos, es decir si Re(z) =0
se sustituyen los casquetes por aquellos formados por < h,r >= 0 para
h € H.

Analicemos fBD(p = tz Usf( ).

Para todo ¢ € 0D(pa), ||z]| < ||lq||, es valida la expansién 2.7:

/ Z Z P{“l’”%"?’}(x>Q{n1m2,n3}(Q)U3f(Q)-
9D (p2)

n>0 {ni+no+nz=n}

Observacién 4.1.1. Sea la funcion continua f : S® — H, y g; : C — H,
donde C' es abierto contenido en H—{0}. Si la serie > g; converge absoluta y
uniformemente por compactos en C, entonces la serie giagf(ﬁ) C— H
converge uniformemente por compactos.

Esto se sigue de que ||gi(x)osf(;3p)|| < Mllgill Vo € C, para cierta M >
Supe ||f(ﬁ)]|vol(6’), la existencia del supremo esta garantizada pues f es
continua y S es compacto.

Sabemos que la serie (2.7) converge absouta y uniformemente por compac-
tos. Como f es continua y 9D(py) es un conjunto compacto, de la observacién

teri ' Lt ia uniforme, [, D0y (q)
anterior se sigue que a ener convergencla unirorme, 8D (p2) Tla— x”2 0’3

serd igual a
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Z Z P{nl,nzms}(x)/ Q{nl,nz,ng}(Q)Usf(Q).

n>0 {ni1+ngs+n3=n} 9D(p2)

En el caso de faD(pz) %agf(q), se tiene que ||¢|| < ||z, asi que de la

Nota 2.3.22 esta integral sera igual a:

> Y Q@ [ Pan@ofo)

n>0 {ni1+ngs+n3=n} 9D(p2)

De nuevo por el teorema de Cauchy estas expansiones no dependen de p,
ni de py.
Hemos demostrado que:

Teorema 4.1.2. (Laurent) Sea f hiperholomorfa en el anillo Ry, ,,y, enton-
ces:

1
Jx) = 272 Z Z Plnytna+ng} (2)04ny +ng4na} +

n>0 {ni+n2+nz=n}

1
+ﬁ Z Z Q{n1+”2+”3}(z)b{n1+n2+n3}7

n2>0 {n1+n2+nz=n}

donde
A{ni4+no+ng} = faD(pz) Q{nl,nz,ng}(Q)a3f(q>v

b{n1+n2+n3} - fé)D(pg) P{m,nz,ng}(Q)U?,f(Q),
y la serie converge absoluta y uniformemente por compactos.

4.2. Segunda Expansion

Recordemos la identificacion 1.3:

To — il’g —il’l — X9
—’i:(fl + 22 To + il’g '

xo +ixy + jro + krs — (

La razén de esta identificacion es que:
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Lema 4.2.1. El isomorfismo:

(1)) e

Y

es un isomorfismo de algebras, con esta identificacion se tiene que dado x =~

M, x € H, M € My(C), entonces

_ —T
T ~ M,
S? o~ SU(2).
Con respecto a las operaciones usuales se tiene la siguiente corresponden-
cla:

Q

det M,
Tr(M),

3 ls] o]
o _
Ox22 Ox2,1
i=0 0x1,2 0x1,1

Sea S el anillo de matrices complejas de tamano 2 x 1y sea S’ su dual, el
anillo de matrices de tamano 1 x 2 con coeficientes complejos. Los cuaternios
vistos como matrices actuan en S y en S’ via la multiplicacién de matrices:

||*

O

=

20

=
L

]
©
)
2

SxH — 5,
(s,z) +— s,

SxH — 9,
(s',x) — s

Los cuaternios, S y S’ tienen en comun la subestructura de espacio vec-
torial cuatrodimensional real, asi las propiedades puramente analiticas de los
cuaternios se preservan para estos espacios, en particular podemos identificar
bases de polinomios con valores en H con aquellos que toman valores en S.

Sea P"[S’] el espacio de polinomios homogeneos de grado n en S’; el grupo

SU(2) actua en P [S'], siz = ( CCL Z ) , entonces la accion esta dada por:

xP(s1,89) — P((s1,82)x)
= P(asy + ¢s9,bsy + dss).
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Para ver que es una accién basta observar que x(yP) = (zy)P, pero
esto se sigue de la definicién. Ademéds si P € P"[S'], x € SU(2) entonces
zP € P"[S'] pues la accion de H en S, (z,22) — (az + 22¢,bz + dz3) es
homogenea.

Sean P, (21, 29) := 27" 258%"™ |m| < n. Estos polinomios forman una base
para los polinomios homogeneos de grado n definidos en 5.

x P, se puede escribir en términos de la base:

zP,, = Z Conr (T) P

Donde c;,, ,. es un polinomio en las entradas de x € SU(2), de aqui se sigue
que la funcién

7 SU(2) x P"[S"] — P"[9,
(x,P) — xP,

es una funcién continua, en este caso se acostumbra decir que 7 es una
representacién del grupo SU(2) en P"[S].

Lema 4.2.2. Si {P,,} es la base de los polinomio homogéneos de grado n,

PS, yo = ( CCL Z ) € SU(2), se tiene

1 d
() = 5 /51 (za + )" ™(2b + d)”+mzr_”7z.

Demostracion. Notemos que las funciones P,, pueden considerarse como fun-
ciones con valores complejos al restringirlas al subespacio de {(z,1)|z € C} C
S/

Asi

1Pn(2,1) = (za+c)" "(zb+d)"™

n
= D @)

r=—m

Luego el polinomio zP,,(z,1)z'""/z tiene como singularidad el coeficiente
o (x). O

m,t
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Del lema anterior se sigue:

n
o m+ir+1

825‘11 2 2
n

% — (n + m)cn 1 1

82[‘12 mtg,r—y’
n

—acm’r = (n—m)c"

Orgr m—gr+3’
n

0cm77,

Dros (n+m)ey, 1, 1.
T22 272

Lema 4.2.3. Las siguientes funciones son hiperholomorfas y homogeneas de
grado 2n,n € {0,1,1,..} :

)92
(n—m+ )r,m+%
(n+m+ ) 1
2

Demostracion. Se sigue de las identidades enunciadas. O

0<m<r<n.

Estas funciones nos permitiran obtener otra expresion para el £ iz |2 > tal como
lo hicimos en términos de productos simétricos de las funciones (;,7 = 1, 2, 3.

Proposicién 4.2.4. En la region {|y| < |z|,z,y € H*} la siguiente serie
converge absolutamente

1 n -1\ n
W Z Cr,m(I 1)Cm,r(y)

n,m,r

*
y converge a - ‘2, mientras que en la region {|z| <|y|,z,y € H'} = y|2,
se representa por Za siguiente serie absolutamente convergente:

|x|2 ’f‘ m m 7‘
Demostracion. Consideremos la siguiente suma:

> e (),

n,m,r
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fijando [, r, estamos multiplicando el renglén r de la matriz de coeficientes
M (z~') por la columna r de la matriz de coeficientes M (y), y sabemos que

M(z7Y)YM(y) = M(x~ty), asf:

D Ca Teu
m,r

y) =

> e (aly)

= Tr(m.(z7y)).

Como (x~'y) € H*, 21y es diagonalizable, luego

Tr(ru(a™ly)) =

= Tr(

TT(T( Al N ))

AT
A0y

2n+1 2n+1
AT A
AL — Az

Esto es vélido si |y| < ||, sumando sobre n tenemos:

Y Al Nen,(y) =

n,m,r

1
A1 — Ao

2n+1 2n+1
§ )\1 - )‘2

1
(1= A1) (1= A)

det( )

1—ax 1y
r—y

Aplicando el operador ) e?% a ambos lados tenemos:

Corolario 4.2.5. En la region {|y| < |z|,z,y € H*} se tiene la igualdad

1

(e -y~ "
|z =yl .

(n+m+3)c

—m+ )

1Y)

(y) n4+i n+i
Az (a7 |a?

@l )

)

1
2
1
2
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donde la serie converge absolutamente, ademds en la region {|z| < |y|,z,y €
H*} tenemos:

(x—y)! > (n=r+3e )yl ( 3 ) o

T 2 c xr) ¢
|z — y|? (n+r+%)chr%’m(y—l)HyH—? r+im —

De aqui se sigue la expresion en serie de Laurent en términos matriciales

de la funcién f, la serie converge absolutamente (por las mismas razones que
en el caso de la base de Fueter).

(-

[SIEr T

)

Corolario 4.2.6. Si f es hiperholomorfa en la cdscara Ry, ,,, se tiene la
tqualdad

n—m+3)c

1 L) I

- 2—7r22< (n+m+1 )Tm_i(y)>a’”m+
S b, Y
*Z< (414 s (o >r|yr|-2>br’m

Donde las matrices a b estdn dadas por:

r,m?’ Ur,m

n n+i _ n+3 .
= [ (P T (X el ) s (o),
dB(p2) 2

= [ (@) d0 ) ourla)
s BB(pz) r+§,m r—35,m

la serie converge absolutamente'.

'Por abuso de notacién denotamos como o3 f(r) a las matrices correspondientes bajo
el isomorfismo del Lema 4.2.1.



Apéndice A
Nota sobre la restriccién a R>

La base de los cuaternios esta formada por dos tipos distintos de ntimeros,
{1} y {i,7,k}, es por tal diferencia que en ocasiones parece que ciertos sub-
conjuntos estan dotados de propiedades “mejores” que otros, asi por ejemplo
al trabajar por primera vez en“V.” el espacio formado por cuaternios pura-
mente vectoriales, es siempre un placer observar como las férmulas que en el
analisis vectorial se obtienen de manera un poco forzada, aparecen de manera
natural y muestran propiedades dificilmente obtenibles por otros métodos.

Sin embargo si identificamos a R? con algiin otro subconjunto de H, por
ejemplo {h € H| hr =0} := R x iR X jR, es de esperarse que se encuentren
formulas locales andlogas a aquellas que aparecen al trabajar con V pues la
estructura analitica es la misma.

En el Ejemplo definimos las siguientes formas diferenciales:

oy = dt+idx+ jdy + kdz,

09 = 01 /\0'1
= idy Ndz+ jdz N\ dz + kdx N dy,
d¢, = dz —dt,

dGe = dy—jdt,
d¢s = dz— kdt.
o3 = dC ANdC Nd(3
= dex NdyNdz—idt Ndy Ndz — jdt Ndz N\ de — kdt N\ dx N\ dy

Las formas d(y, d(,, d(3, anticonmutan, su accion es casi la de la variable
compleja salvo por una rotacion pues idz = d(.
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Dado que
d¢y NdCy = dx N dy — idt A dy + jdt A dx,

si consideramos un cubo C' en R? identificado con R x iR x jR, el valor
de fc d¢y N dCy = (1C(o — (2(1 es un cuaternio con tres coordenadas, en cada
una el escalar representa el area de la proyecciéon del cubo sobre las otras
dos coordenadas. La norma de este cuaternio es el cuadrado del volumen del
cubo.

o3 =dr Ndy Ndz —idt Ndy Ndz — jdt ANdz N\ dx — kdt N\ dx A dy, tiene
propiedades analogas pero en R* pues si tomamos un hipercubo C, fc 03 €s
un cuaternio cuya j-ésima coordenada representa el volumen de la proyeccién
del cubo en las tres coordenadas restantes.

Observacién A.0.7. Sea f € C', y recordemos que

3
Df = Zei%,

1=0

se cumplen las siguientes identidades:

= d(02f) = (03(28% — D) + (03 — 2dudydz)Df )
x d(d¢, A dGf) = (ng‘l(Q% — Df) + (03 — 2kdtdady)D f) ,

= d(dGy A dGf) = L <agz—1(2% — Df) + (03 — 2idtdydz)D f) ,

| =

o d(dGs AdCf) = L (agj—1(2% —Df) + (05— 2jdtdzd9:)Df> .

Definicién A.0.8. Diremos que f € C1 es hiperderivable si existe | € H tal
que

d(O’gf) = O'3l.
Lema A.0.9. f € C', es hiperderivable < Df = 0 < existe s, € H tal que
d(dCs NdGif) = oslss,
para 1 < s,;t < 3,5 #t.

Demostracion. Se sigue de la observacién A.0.7. O



Apéndice B

Nota sobre los Polinomios
Hiperholomorfos

Los polinomios hiperholomorfos forman un grupo con la adicién, pero
como es de esperar no forman un anillo con el producto usual, mas aun si f
es hiperholomorfo af, a € H no necesariamente lo es, por ejemplo:

Diic) - %Ha—xlm

= 2k.

xry — ’LZL’Q))

Ademas por ser funciones de dos variables reales, encontrar soluciones
a sistemas de primer orden se vuelve complicado. Asi tenemos ecuaciones
lineales que no tienen solucién ( ¢; = j).

Veamos el caso de la funcién f;, = (3 + (h.

fn(Ae3) = 0V € R, asi que el espacio solucién tiene al menos dimensién
uno.

Teorema B.0.10. La funcion f;, se anula en un espacio vectorial de dimen-
sion 1 o 2. El conjunto de parametros h tal que fj, se anula en un plano es
una banda de Mobius cuya banda tiene longitud infinita.

Demostracion. La ecuacion f, = 0 es equivalente al sistema:

o 1 hy O To 0
—(1 + hg) 0 hl 0 T - 0
—ho 0 hg 0 ) a 0

hl 0 hg 0 T3 0
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Esta matriz tiene rango > 2 pues no es posible que los demas vectores
sean multiplos del primero y tdmpoco pueden ser todos nulos.

Analizando la matriz obtenida al quitar el primer renglén y la ultima
columna, se obtiene que el conjunto de pardmetros esta determinado por el
sistema siguiente:

hohs + hihe = 0,
hi+hi+hs = 0,
hohl - hg(l + hg) = 0.

El conjunto que es caracterizado es la imagen de la siguiente funciéon
(continua):

11
3’3
(u,0) — (0, — cos@sin 6,0, — cos® ) + %(—sin@,O,cos@,O).

9

C:( ) x [0,7] — R*

Como vimos en el Capitulo 1, este es un homeomorfismo entre la banda de
Mobius y la imagen de la funcién, a saber el conjunto de cuaternios h tales
que fj se anula en un plano. O

El tener una banda de Mobius como lugar geométrico asociado a una
ecuacién de primer orden es una muestra de lo interesante que se ha vuelto
la situacién.

Sea f =" ,Cihi,h; € HVi € 0,n definimos

fi= ZCfCi,ci e CVie{0,n}

i=0
y
f2= (idi,d; € CVi € {0,n},
i=0
tales que

[=h+ [
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Teorema B.0.11. Si f1, fo # 0, f tiene raices en el plano complejo si y
sélo si (f1, f2) # 1. Para cada raiz compleja w, f se anula en el plano w +
Rey 4+ Regs, la union de estos planos contiene a todos los cuaternios donde f
se anula.

Si fo = 0 (0 viceversa) f = fi se anula en n planos no necesariamente
distintos.

Demostracion. Dado que sélo consideramos polinomios en la funcion (q, si el
polinomio se anula en w también lo hara en w 4+ Res + Rey. Asi a cada raiz
le asociamos un plano.

Si el polinomio se anula en algin cuaternio, h € H, entonces se anula en
h+Resz+Res. A este plano le asociamos hc, la proyeccién de h sobre el plano
complejo, y fi(hc) + f2(he)j = f(he) = 0.

Asi he sera raiz de f; y de fs, pues de lo contrario:

j = —filhc)/ falhe) € C.

lo cual es absurdo. O

Corolario B.0.12. Si f = """  (la;,a; € H,a, # 0, entonces f tiene n
planos solucion (no necesariamente distintos) si y sélo si a;,a; # 0 implica
que aia;l e C.

Demostracion. Sea f =Y " (la;,a; € Hya, # 0. Si f = a,(], el resultado
es inmediato. Supongamos que hay mas de un coeficiente no nulo.
=)Si se tiene la condicién: a;,a; # 0 implica que aiaj_l € C, elegimos el
primer coeficiente no nulo: a; # 0, con a; = 0,7 < t.
Luego para cada a, # 0,7 > t, existe ¢, € C tal que a, = c,a;. Asi f =
noosio (NP i
Zi:o Clai = (Zi:o Gice)as.
n i . . . . .
> o Gie) tiene n raices complejas por ser un polinomio de grado n con
coeficientes complejos, entonces f se anula en n planos.
«<)Cada plano solucién se asocia con una raiz tanto de f; como de fs,
luego si estos polinomios tienen las mismas n raices:{z1, ..., z,}, entonces

f=p(z)(a+bj)abeC
donde p(z) = [[;(z — 2), luego se tiene el resultado. O

Para el caso con mas de una funcién involucrada se conocen pocos crite-
rios.
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Lema B.0.13. Para todo n,m, Pp, mon(z) € R x R; x R;.
Demostracion. Se demuestra usando induccion y la Observacion 2.2.9. O

Cabe mencionar que es posible formar un anillo de polinomios hiperholo-
morfos, con el siguiente producto:

(P{a,b,c}h'a P{ag,bg,cz}hZ) = P{a+a2,b+b2,c+cg}hh2a

(extendemos el producto por linealidad.)

Sin embargo no es claro como introducir una nocién de divisibilidad que
preserve ceros, es decir:

Existen f, g tales que f(x) =0 = g(x), pero fg(x) # 0, a saber

f= P{LO,O} —1,9= P{0,1,0} -1
y existen 7, s tales que r(x) # 0, s(x) # 0 pero rs(z) = 0. a saber
r = Ppoo,s = P

En el anillo formal de polinomios hiperholomorfos no hay divisores de
cero, pero los cuaternios con el producto simétrico si admiten divisores de
cero, por eso las propiedades usuales de divisibilidad en general ya no son
invariantes bajo la evaluacion cuando se trabaja con polinomios generados
por mas de una funcién ¢ de Fueter.



Conclusiones

Usando la expansion en Serie de Taylor y la condicién de hiperholomorfia
obtuvimos la base de Fueter y condiciones sobre la regiéon de convergencia
que mejoran los criterios conocidos.

Otras bases pueden ser obtenidas por el mismo método:

Al momento de elegir una representacién local de f donde no se involucre
el término 8%0 los coeficientes obtenidos caracterizan una region de conver-
gencia dada por polidiscos de la forma

{lzo +iz1| < a, |xo + jao| < v, |xo + k3| < a}.

Si ahora elegimos una representacion donde no se involucre ai’ usando

la condicién de hiperholomorfia:—i 2L = 2L 4 j 0L 4 |21 tenemos:
hoaio +h18i + hzaa +h3£3 = hoa%o +ihy (— 88 )+ h2882 + hsa%?)
= hog- (ot + 2l kL)
o+ o
De donde
hoaa +hlaal+h2822+h3£3 = 830 (h0+zh1)+£2(h2+kh1) aag(hg—jhl).

Aprobechando que tenemos esta base, tendremos que la serie converge de
manera fina en un polidisco de la forma

{|[L’0+’il'1| < Oz2,|k‘1’1 +ZL’2| < Oég,| —j!L’l +ZL’3| < Oég},

donde a5 dependera de los coeficientes de la expansion en serie de Taylor,
mismos que dependen de la base elegida.
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Obtendremos otras dos bases y otros dos “radios” ag, ay del mismo modo
al evitar que el término 8%2 o el término 8%3 aparezcan respectivamente.
Asi tenemos en total cuatro polidiscos, que son conjuntos distintos (y puede
que alguno este contenido propiamente en otro), donde la serie converge de
manera absoluta y por compactos.

Como preguntas abiertas quedan:

1.- ;Los radios a, ag, a3 y a4 son el mismo?

2.-;La unién de los polidiscos es el dominio mas grande donde la serie
converge de manera absoluta y uniforme por compactos?

Requerimos que sean dominios pues por ejemplo la serie »_ ('n" tiene
radio de convergencia 0 pero existen cuaternios con norma tan grande como
se quiera donde la serie converge.

3.-{Se puede asegurar que en la frontera de la unién de los polidiscos existe
puntos singulares?, con esto quiero decir tales que no exista una vecindad de
estos puntos donde la funcién admita una expansion en serie de Taylor.

De las descomposiciones de R* dadas en el primer Capitulo, surge el
problema inverso: si en cada copia de R? se introduce la estructura de campo,
Jhay alguna manera de recuperar el producto en los cuaternios?
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