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Glosario 
 
 
Condición local. Característica temporal o de respuesta que el FDATR (o FDMTR) 
debe cumplir dentro del intervalo definido por los plazos mínimo y máximo relativos. 
 
Condición global. Característica temporal o de respuesta que el FDATR (o FDMTR) 
debe cumplir dentro del intervalo definido por los plazos mínimo y máximo 
absolutos. 
 
Diferencias finitas. Aproximación de la derivada. Tangente a una curva, aproximada 
mediante valores de x muy pequeños donde la diferencia entre x0 y x1 (incremento 
∆x) no tiende a cero, sino a un valor significante [Oga80], ¡Error! No se encuentra 
el origen de la referencia.. 
 
Estimación. Es el área que se encarga de describir la dinámica de los parámetros del 
sistema a través de sus señales observables  [Kai80], [Med02]. 
 
FDATR. Filtro Digital Adaptivo en Tiempo Real. 
 
Filtrado. Es la operación de extracción de información de interés del sistema en el 
intervalo k, a través de los datos adquiridos en el intervalo k por parte del receptor  
[Hay91]. 
 
Filtro. El término filtro se usa para describir un dispositivo que en forma de hardware 
o software se aplica para: a) Eliminar el ruido de los datos de un sistema, b) Extraer 
información de acuerdo a alguna característica del sistema, c) Predecir el 
comportamiento del sistema a analizar y d) Reconstruir el comportamiento del 
sistema a analizar  [Hay91]. 
 
Firm. Se refiere al Sistema de Tiempo Real en el que los procesos no satisfacen sus 
restricciones de tiempo, y ya no importa que el proceso se ejecute después; y aún es 
aceptable [But97]. 
 
Hard. Se refiere al sistema de Tiempo Real en el que sus procesos deben satisfacer 
sus requerimientos de tiempo siempre [But97]. 
 
Identificación. Es el área que se encarga de describir la dinámica de los estados del 
sistema a través de sus señales observables  [Kai80], [Med02], [Cai86]. 
 
Instancia. Es una unidad de trabajo j(k) de una tarea Ji, que  queda definida con 
j(k)=f(l(k),c(k),d(k)) para i, k ∈ Z+ donde l(k) es el tiempo de arribo de cada instancia, 



c(k) es el tiempo de ejecución de cada instancia y d(k) es el plazo de cada instancia; 
todo eso dentro de un intervalo de evolución con índice k. 
 
Kernel. Es el núcleo del sistema operativo y es un programa que siempre está 
residente en memoria. Brinda recursos como: control de recursos del hardware, 
control de los periféricos, control de usuarios y manejo del sistema de archivos 
[Liu00]. 
 
Medida. Se llama medida a una función µ, definida en una σ-álgebra ℑ con valores 
reales en [0,∞] y que es numerablemente aditiva [Rud88]. 
 
Perturbación: Es una señal que entra y afecta al sistema de manera negativa 
alterando la señal de salida o respuesta del sistema adversamente ¡Error! No se 
encuentra el origen de la referencia.. 
 
Planificador. Es un criterio predefinido que asigna procesos a los recursos en forma 
ordenada, tal que cada tarea es ejecutada hasta completarse. Un planificador puede 
hacer que un proceso pase del estado listo al estado ejecutándose y viceversa, dándole 
un lugar específico dentro de la cola de listos [But97], [BW97]. 
 
Plazo de convergencia. Se define como el tiempo máximo en que el FDATR debe 
converger a un ∆>0. Está determinado por la dinámica del mundo real. 
 
Plazo relativo mínimo. Es el tiempo mínimo en el que se puede obtener una 
respuesta local por parte del FDATR, sin alterar negativamente la dinámica o 
comportamiento del sistema físico. 
 
Plazo relativo máximo. Es el tiempo máximo en el que se puede obtener una 
respuesta local por parte del FDATR, sin alterar negativamente la dinámica del 
proceso. 
 
Predicción. Es la operación de descripción del comportamiento del sistema en un 
intervalo (k+n), para todo n∈R+; considerando la información recibida hasta el 
intervalo k. 
 
Prioridad. La prioridad es el nivel de preferencia de ejecución que tiene una tarea en 
un STR [BW97]. 
 
Proceso estocástico. El proceso estocástico X se define como una colección de 
variables aleatorias {x1, x2, ... , xn} que obedecen a una ley de distribución F(X), tal 
que {xn: n∈N} ordenados por un conjunto de parámetros n [Med98]. 
 



Reconstrucción. Es la operación de extracción de información de interés del sistema 
en un intervalo (k-n) para todo n∈R+; considerando la información recibida hasta el 
intervalo k. 
 
Restricción de precedencia. Es la relación de orden que guardan un conjunto de 
tareas concurrentes para su ejecución, puede implantarse por el uso de prioridades o 
mensajes con espera de respuesta, [GM03], [But97]. 
 
Sincronía. Coordinación de varias causas en el mismo intervalo temporal ¡Error! No 
se encuentra el origen de la referencia.. 
 
Sistema en Línea. Es aquel sistema que siempre debe estar encendido, disponible y 
generalmente conectado a una red de computadoras y depende de la capacidad del 
hardware para atender peticiones de servicio [MGB02]. 
 
Sistema en Tiempo Real (STR). Es aquel sistema digital que obedece tres 
condiciones: a) Interacción con el mundo físico, b) Emisión de una respuesta correcta 
de acuerdo a algún criterio preestablecido, c) Cumplimiento de las restricciones de 
tiempo del proceso físico con que interactúa. 
 
Sistema Lineal (SL). Es aquel sistema que tiene una relación de entrada/salida y 
cumple las condiciones de causalidad y homogeneidad [Oga80], [Cai86]. 
 
Soft. Se refiere al sistema de Tiempo Real en el que sus procesos pueden satisfacer 
sus restricciones de tiempo sólo en un cierto porcentaje de veces [But97] 
 
Tarea en Tiempo Real (TTR). Es una entidad ejecutable de trabajo Ji que al menos 
es caracterizada por un tiempo de arribo y una restricción temporal. Está formada por 
un conjunto de instancias j(k), tal que Ji={j(k)} con i, k ∈ Z+. 
 
Tarea en Tiempo Real Periódica (TTRP). Es aquella tarea donde todas sus 
instancias tienen tiempos de arribo relativo próximos a un período T y los tiempos de 
arribo absolutos crecen en forma monotónica respecto a la aparición de las instancias. 
 
Tareas Concurrentes (TC).  Son un conjunto de tareas que se ejecutan en un plazo 
máximo y en forma no secuencial en una computadora tomando recursos en instantes 
diferentes. No pueden existir tareas concurrentes sin un planificador predefinido. 
¡Error! No se encuentra el origen de la referencia., [Liu00]. 
 
Tiempo de arribo o llegada. También llamado tiempo de arribo absoluto, es el 
tiempo con respecto al inicio del proceso en que la instancia de una tarea pasa a 
formar parte de la cola de listos. Es decir, es un tiempo absoluto en que la instancia 
queda formada hasta ser atendida 
 



Tiempo de ejecución. Es el tiempo que el procesador se encarga de ejecutar una 
instancia de una tarea (o conjunto de instancias sin interrupción) [Liu00] 
 
Tiempo de inicio o tiempo de liberación. Es el tiempo en que la instancia de una 
tarea inicia su ejecución [Liu00].  
 
Tiempo de arribo relativo de una TTR. El tiempo de arribo relativo o tiempo de 
arribo relativo de una instancia k está definido como el tiempo en que la instancia 
pide atención al procesador en relación al arribo absoluto de la instancia k-1.  
 
Tiempo de finalizado. Es el tiempo en que la instancia de una tarea termina su 
ejecución dentro del intervalo k. 
 
Tiempo prematuro. Es el tiempo que ocurre cuando la instancia de una tarea finaliza 
antes de su plazo mínimo. 
 
Tiempo de retardo. Es el tiempo en que la instancia de una tarea fue terminada 
dentro de su plazo absoluto máximo, en caso contrario, la tarea terminó después del 
intervalo k, y cuenta con un retardo. 
 
Variable aleatoria. Se llama variable aleatoria a toda variable que, como resultado 
de un experimento, no toma más que un valor cualquiera, y como resultado de varios 
experimentos, puede tomar valores diferentes [Pug73]. 
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Resumen 
 
La aplicación de los Filtros Digitales Adaptivos en procesos físicos require cumplir 
con una serie de restricciones de las cuales su calidad de respuesta y sus restricciones 
temporales son sus principales propiedades a cubrir; nace así la necesidad de 
desarrollar los conceptos de Filtrado Digital Adaptivo en Tiempo Real para 
estimación de parámetros conforme a su funcional de error. Estos conceptos expresan 
que la clase de Filtros Digitales que interactúa con procesos dinámicos físicos, y que 
emite respuestas de alta calidad, con restricciones de tiempo y de sincronía en forma 
crítica, se le conoce como FDATR (Filtros Digitales Adaptivos en Tiempo Real). 
Los FDATR tienen como característica común: a) extracción y emisión de 
información sincronizada con el tiempo de evolución del proceso considerando los 
criterios de [Kot33], [Nyq28], [Whi15], [Sha48], b) emisión de respuestas correctas 
(por ejemplo, los criterios usados en  [Hay91] entre otros), c) respuestas acotadas en 
tiempo a través de intervalos semi-abiertos en forma local y global de acuerdo a las 
restricciones temporales del proceso dinámico y a algún criterio de convergencia y 
d) capacidad de expresarse en forma recursiva y en diferencias finitas de acuerdo a 
los artículos de [MG03] y [MGF03]. 
 
En este trabajo se describe el Filtrado Digital Adaptivo en Tiempo Real 
particularmente para la estimación de parámetros en sistemas estocásticos de primer 
orden del tipo estacionario; se exponen sus características temporales y de respuesta 
en forma local y global. Finalmente se presenta un ejemplo de simulación usando al 
método de mínimos cuadrados con realimetación para formar el filtro adaptivo con 
observando sus funcional de error y sus gráficas que dan como resultado que a la 
vista resulta ser eficiente, pero que en la ilustración tiene un error considerablemente 
pequeño. 
 
Los aportes principales de esta tesis son: 

- Formalización de los conceptos de  Filtrado Digital Adaptivo en Tiempo Real 
para estimación de parámetros en sistemas estocásticos de primer orden 
estacionarios a través de los conceptos de FDATR, 

- Definición de las características locales y globales en calidad de respuesta y 
tiempo de los FDATR: 

o Características de las tareas, 
o Sincronía, 
o Periodo de muestreo, 
o Tiempo de convergencia, 

- Desarrollo del filtro adaptivo de manera recursiva.  
 
 
Palabras clave: Filtro Digital Adaptivo, estimación,  convergencia, restricción,  
     Tiempo Real. 
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Introducción 
 
 
A través de su historia el hombre ha tratado de describir de manera precisa la mayor 
cantidad de características intrínsecas de los sistemas, con el objetivo de predecir, 
regular y, controlar su comportamiento bajo diferentes condiciones de 
funcionamiento. Con el propósito de establecer un criterio bien fundamentado para 
extraer o dicho de otro modo discriminar algunas de las características de un sistema 
en cuestión se le conoce como filtrado (ver diccionario Larousse y Haykin 91). 
 
Haykin (1991), comenta: “El termino filtro es a menudo usado para describir alguna 
característica intrínseca  de un sistema a través de la información emitida por su 
estado o estados observables”. 
 
Todo sistema emite una señal como respuesta, que en otras palabras quiere decir que 
el estado del sistema interactúa con un todo un conjunto de perturbaciones que 
provienen del entorno e incluso del mismo sistema que alteran por completo el 
funcionamiento que es esperado. Estas características y comportamientos de un 
sistema dado condujo a elaborar toda una teoría del filtrado, y para realizar un estudio 
mas sistematizado y clasificado de los filtros se dividieron en dos áreas básicas 
(según, Haykin en 1991), que siempre y cuando el sistema a analizar pudiera ser 
descrito en un lenguaje matemático por ecuaciones diferenciales o en diferencias 
(ambas formadas por parámetros o estados); y de acuerdo a su naturaleza, estas áreas 
son: 
 

Estimación: dentro de la teoría del filtrado se dice que es la parte que se encarga 
de analizar y describir el comportamiento de los parámetros del sistema. 
 
Identificación: dentro de la teoría de filtrado se dice que es la parte que se 
encarga de analizar y describir el comportamiento de los estados del sistema. 

 
 
 
El filtrado, aplicado en diferentes áreas de la ingeniería (todas las ingenierías)  por 
algunos investigadores (Amstrm y Witenmark, 1990a, Sodestrom y Estoica, 1998a, 
Ljung, 1987, Ljung y Sodestrom, 1983), al usar algunas técnicas matemáticas para la 
estimación de los sistemas, coinciden en sus respectivos libros y artículos en 
comentar:” La técnica de estimación es una aproximación experimental de los 
parámetros del modelo a los parámetros del sistema”. Los investigadores 
recomiendan para realizar el filtrado los siguientes pasos: 
El proceso de filtrado como se ha visto, no solo tiene aplicaciones en la ingeniería 
electrónica y computacional sus alcances han invadido otras áreas como las ciencias 
sociales, económicas y administrativas como lo han estudiado algunos investigadores 
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(Amstrom y Witenmark, 1990a, Sodestrom y Estoica, 1998a, Ljung, 1987, Ljung y 
Sodestrom, 1983). Esto lo lograron gracias a que pudieron aplicar las herramientas 
matemáticas adecuadas para estimar un sistema, y en sus trabajos finales llegan 
concluir ideas semejantes sobre lo que es la técnica de estimación como: una 
aproximación experimental de los parámetros del modelo a los parámetros del 
sistema; también recomendando una serie de pasos para realizar el proceso del 
filtrado que se enuncian a continuación: 
 

a) Plantación experimental 
b) Selección de la estructura del modelo 
c) Estimación 
d) Identificación 
e) Validación del modelo 

 
 
La estimación dentro del proceso de filtrado tiene una gran importancia pues de ello 
depende mucho la respuesta que tenga nuestro sistema, claro que también debido a 
otros factores que son importantes. Esta estimación consiste en establecer ciertas 
condiciones de inicio para nuestro modelo que influirán en su comportamiento de 
salida que a su vez ira retroalimentando a  nuestro sistema para modificar de nuevo el 
estado de salida, en un proceso continuo donde habrá una depuración de la señal de 
salida, es decir se ha discriminado la señal para tomar solo lo que nos es de interés. 
Por otro lado los estados del sistema contienen perturbaciones que pueden ser 
originadas por factores externos e internos: desde errores propiciados por el emisor 
(el sistema), hasta errores de lectura provocados por el receptor (tarjetas de 
adquisición de datos, convertidores AD y DA entre otros); otra causa de perturbación 
puede deberse al mismo sistema como por ejemplo el ruido que genera el mismo 
circuito y que entra al sistema. 
 
Un filtro puede quedar definido por la tarea final que desempeña y que por lo general 
también se define por la operación que realiza y la estimación de ciertos parámetros 
como son: ε y δ. 

I. Filtrado. Es la operación de extracción de información y descripción del 
sistema (emisor) durante el intervalo [t, t+ε], a través de la información 
adquirida por parte del receptor, en el intervalo [t, t+δ]. Con  δ<< ε y ε ,δ є 
R+ . Una vez que el receptor ha adquirido información del emisor en el 
intervalo [t, t+δ], el tiempo restante dentro del intervalo [t, t+ ε ] (descrito 
por la diferencia ε  y δ) lo dedica el receptor al análisis de la información y 
la emisión de resultados que describen el comportamiento interno y/o 
externo del sistema analizado. 

II. Reconstrucción. Es la operación de extracción de información de interés 
del sistema en el intervalo [t, t+ ε], cumpliendo las condiciones de la 
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operación del filtrado, pero ahora se describirá el comportamiento del 
sistema en un intervalo de tiempo anterior [t- ε, t], con ε є R+. 

III. Predicción. Es la operación de descripción del comportamiento para un 
intervalo posterior (t+ ε, t+ 2ε) al intervalo en que recibe, analiza la 
información y predice el comportamiento futuro del mismo en el intervalo 
[t, t+ ε]. 

 

Con el propósito de comprobar el funcionamiento del modelo y la aplicación del 
estimador se desarrolla un estimador de grado y orden uno, respecto a la variable a 
observar (ver por ejemplo Chen, 1997), al considerar que un sistema real da una 
respuesta casual (ver por ejemplo Kailath, 1980; Chen 1997, etc.). También 
estocásticos, al considerar que la señal observable contiene un conjunto de 
perturbaciones del tipo aditivo, de las cuales podemos conocer sus primeros 
momentos de probabilidad. En base a los que se construye un estimador estocástico, 
lineal, minimizando los efectos del ruido a su salida de acuerdo a algún criterio. 

Para cualificar la eficiencia de un estimador se propone utilizar un funcional 
(conocido como funcional del error), Este criterio para el caso presente queda descrito 
por el segundo momento de probabilidad a través de la diferencia entre la señal 
estimada y la señal original. 

Alguna propiedades que tiene el sistema es su estacionareidad: Propiedad que tienen 
los sistemas de naturaleza estocástica (ver, Cramer y Leadbetter, 1968). 

Una señal es de naturales estacionaria si sus momentos de probabilidad son finitos y 
en espacio especifico, y en especifico si sus dos primeros momentos están acotados 
para cualquier intervalo de tiempo [t, t+ ε]. 

La teoría de procesos estocásticos ha sido utilizada por diversos investigadores (ver: 
Lewis, 1986; Kalman, 1960; Haikyn , 1991 y las referencias contenidas en su libro; 
Posnyak y Medel, 1999a y 1999b). 

Otras de las propiedades probabilísticas de esta clase de sistemas esta definida por su 
varianza (ver: Cramer y Leadbetter, 1968b), por ejemplo que el parámetro del sistema 
permanezca constante en el tiempo en probabilidad uno. 

Es así como Henuis (1993) utilizo la teoría de probabilidad invariante, y comenta 
que la suma del funcionamiento de una secuencia idénticamente distribuida con 
media cero y variables aleatorias acotadas en su segundo momento (σ2), es 
aproximadamente en casi todos los puntos (c. t. p) a una muestra generada utilizando 
la teoría del Movimiento Browniano, permitiéndole obtener con mucho detalle las 
características del comportamiento asintótico de la suma de las variables aleatorias. 
Motivado por el principio de invarianza, su objetivo fue obtener una aproximación de 
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estos procesos continuos a través de procesos en diferencias por algunos procesos 
estándares cuyas propiedades de muestreo son expuestas por Isermann (1989). 
Finalizo Henius con un trabajo ilustrativo, y comenta: Se observa la aplicabilidad de 
estos resultados, ya que con un algoritmo iterativo y utilizando el Teorema del Limite 
Central, se obtiene un funcional donde la convergencia del proceso en donde la 
convergencia del proceso es muy buena, en el sentido antes mencionado. 

Sodestrom y Estoica (1998a) presentan tres métodos para realizar la estimación: 

a) Método de Steiglitz – McBride (MSM) conocido como método de cuadrados 
recursivo. 

b) Método del gradiente recursivo. 

c) Método de variable insrumental (MVI). 

 

Estos métodos son comparados en la convergencia local y global, concluyendo en su 
trabajo de 1988b: la mejor alternativa para a estimación de parámetros en los sistemas 
estocásticos con perturbaciones correlacionadas, es usar el método de mínimos 
cuadrados (MC). 

Fan y Nayeri (1989), aplicaron los algoritmos utilizados por Sodestorm y Estoica en 
(1988b) a un filtro en forma recursiva y de orden reducido; y llegaron a la conclusión 
de que cada método tiene algunas ventajas con respecto a los otros dos. 

Retomando sus resultados obtenidos en 1989, Fan y Nayeri (1990) utilizaron un filtro 
de orden reducido y concluyeron que los métodos MSM y MGR dan una buena 
convergencia local y global; pero para filtros de orden pleno, la mejor solución es el 
uso de del MVI, aunque este es una variación del método de mínimos cuadrados. 

Wie y Kumar (1994) utilizaron las técnicas de los esquemas del método Indirecto y 
desacoplado en conjunto con los métodos de los mínimos cuadrados y gradiente 
expuesto por Sodestorm, y Estoica (1988b) para estimar a los parámetros de un 
sistema, concluyendo que con ambas técnicas se puede obtener una buena 
convergencia paramétrica. 

 

Pozniak y Medel (1999a -1999b) utilizaron la variable instrumental y el factor de 
olvido para la estimación de parámetros variantes en el tiempo. Sus resultados fueron 
novedosos, ya que los compararon con respecto a los modos deslizantes, y el 
gradiente estocástico, en sistemas MIMO (Multi Input - Mult Output), con una 
convergencia a los parámetros reales de un 99.99%. 
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Ogata (1990), recomienda que al medir y estimar continuamente las características 
dinámicas de un sistema, no se debe afectar el funcionamiento normal del mismo, ya 
que se alterarían muchas de sus características. 

Podemos observar que existen muchos estudios sobre la estimación de parámetros. 
Pero no se precisa en forma clara cual es el método a utilizar de acuerdo a la 
información que recibe el filtro estimador. Por tal motivo se sugiere realizar un 
análisis teórico comparativo entre dos métodos de estimación. 

En la siguiente sección se presenta un análisis comparativo entre dos métodos de 
estimación para sistemas lineales con las siguientes características: Discretos con 
perturbaciones internas y externas correlacionadas con la señal observable, del tipo 
estacionario e invariante en el tiempo: Mínimos Cuadrados (MC) y el de Variable 
Instrumental. 
 
Por otra parte la clase de Filtros Digitales que interactúa con procesos dinámicos 
físicos, y que emite respuestas de alta calidad, con restricciones de tiempo y de 
sincronía en forma crítica se le conocerá como FDATR (Filtros Digitales en Tiempo 
Real). Los FDATR tienen como características comunes: a) extracción y emisión de 
información sincronizada con el tiempo de evolución del proceso considerando los 
criterios de [Kot33], [Nyq28], [Whi15], [Sha48]), b) emisión de respuestas correctas 
(por ejemplo, los criterios usados por  [Hay91] entre otros), c) respuestas acotadas en 
tiempo a través de intervalos semi-abiertos en forma local y global de acuerdo a las 
restricciones temporales del proceso dinámico y a algún criterio de convergencia y d) 
capacidad de expresarse en forma recursiva y en diferencias finitas de acuerdo a los 
artículos de Medel y Guevara en 2003 (ver: [MG03], [MGF03]). 
 
  
La presente tesis está estructurada en cuatro capítulos. En el primer capítulo “Filtrado 
Digital y Sistemas en Tiempo Real” se expone en forma básica el panorama que 
antecede a ambas teorías y sirve de base para acotar el área donde se va a trabajar. El 
en segundo capítulo “El Problema del Filtrado Digital en Tiempo Real” se hace un 
análisis de los FDATR desde el punto de vista de varios autores, que tienen en común 
la confusión de que un FDATR es un filtro en un poderoso DSP y con respuestas muy 
rápidas o instantáneas; además en este capítulo se expone el problema, los objetivos, 
alcances y justificación de la tesis. En el capítulo 3 se presentan las bases de este 
trabajo, se dan los conceptos formales de FDATR, FDMTR y se plantean todas sus 
características de calidad de respuesta y tiempo. En el capítulo 4 se demuestra que la 
caracterización de FDATR y su variante FDMTR tienen una aplicación directa y 
pueden implantarse en dispositivos DSP o computadoras digitales con plataformas de 
SOTR como QNX en cualquiera de sus tipos. Finalmente, se dan las conclusiones de 
este trabajo y se propones metas próximas. 
 
La teoría presentada en esta tesis es general y aplicable a todos los filtros digitales 
lineales que interactúen con procesos físicos reales, que impongan restricciones 
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temporales y requieran ser reconstruidos a través de los procedimientos de estimación 
o identificación en Tiempo Real. 
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CAPÍTULO 1 Filtrado Digital y Sistemas en 
Tiempo Real 

 
 

1.1 Introducción 
 
Los Filtros Digitales en general tienen aplicaciones en los procesos industriales, en 
sistemas de control y de monitoreo de acuerdo a [But97] y [CC99]; por ejemplo, se 
encuentran en: Plantas químicas y nucleares, procesos de producción, bolsas de aire 
de seguridad para automóviles, sistemas de inyección de combustible, análisis de voz, 
sistemas de control de vuelo, adquisición de datos, aplicaciones médicas, sistemas de 
telecomunicación, análisis de trayectorias de mísiles y cohetes espaciales, entre otras 
muchas aplicaciones. La relación de los filtros con los STR (Sistemas en Tiempo 
Real) es grande, ya que estos últimos son sistemas digitales que interactúan con el 
mundo real y cumplen restricciones temporales en aplicaciones muy cercanas con los 
filtros digitales. 
 
 

1.2 Filtros Digitales (FD) 
 
El término filtro se usa de acuerdo a  [Hay91] y [GA93] para describir un dispositivo 
que en forma de hardware o software se aplica para: 
 
a. Eliminar el ruido de los datos de un sistema,  
b. Extraer información de acuerdo a alguna característica del sistema, 
c. Predecir el comportamiento del sistema a analizar, 
d. Reconstruir el comportamiento del sistema a analizar. 
 
El proceso de filtrado se basa en: 
 
a Monitorear los estados que emite el sistema a analizar: ( ){ } +∈Zikky i ,, , 
b Predecir o identificar los ruidos que pueden ser originados por causas como:  

b.1. Errores propiciados por el emisor (el sistema),  
b.2. Errores de lectura provocados en el receptor,  
b.3. Influencia del medio ambiente que rodea tanto al emisor como al receptor.  
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Sistema 
u(k)i y(k)i 

Entrada Señal 
Observable

Ruido 
interno 

Ruido 
externo

 
Figura 1.1   Sistema con ruidos internos y externos. 

 
  
El error del filtrado o funcional ( )kJ  (error de estimación y/o error de identificación) 
es desarrollado bajo algún criterio para minimizar su valor medio  [Hay91] de tal 
manera que la convergencia a un valor se dé en un tiempo finito y conocido, esta 
etapa está descrita por la adaptación del funcional del error a el estimador o 
identificador. Este criterio en general queda definido por la diferencia entre la señal 
filtrada y la señal original, aplicando a este resultado el segundo momento de 
probabilidad de acuerdo a  [Hay91], [Med02]. Como ejemplo de filtros digitales se 
tienen: los filtros de Wiener y Kalman en  [Hay91], [GA93] y el filtro de Medel y 
Poznyak en [MP01].  
 

 
Figura 1.2   Esquema general de un Filtro Digital  Adaptivo funcionando como estimador de 
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parámetros. 

 
 
De acuerdo a su entrada y su construcción, los FD pueden clasificarse de la siguiente 
manera ([Med99], [PM96]): 
 

a. Un FD es lineal sí el éste utiliza una señal lineal a su entrada. Es decir, debe 
cumplir con las siguientes condiciones:  

( ) )u(kF)ku(F),w(f)u(FwuF =+=+ , 1.1 
( ) ( ) ( )wFcuFcwcuc(F 2121 +=+ . 1.2 

b. Un FD es estacionario si la señal que recibe es estacionaria, es decir, si ésta 
obedece a una función de distribución, en la cual su primer momento de 
probabilidad es igual en cualquier intervalo τ  . 

c. Un FD es invariante en el tiempo sí las características de su señal de entrada y 
de salida no cambian con el tiempo. Si se tiene un sistema F  y una señal )n(x  
se tiene lo siguiente [PM96]:  

)()(),()( knyknxnynx
FF

−→−→ . 1.3 
 
Básicamente los FD se dividen en dos clases. Ambos tipos de FD en forma pueden 
ser representados por secuencias de respuesta al impulso ( ) +∈Zkkh , : 
 

a. Respuesta de Impulso Finito (RIF):  

∑
−

=

−=
1

0

)()()(
N

k

knxkhny . 1.4 

b. Respuesta de Impulso Infinito (RII):  

∑∑∑
==

∞

=

−−−=−=
M

k

k

N

k

k

k

knybknxaknxkhny
100

)()()()()( . 1.5 

 
En la práctica no es realizable calcular las salidas del filtro RII porque la respuesta al 
impulso será en el infinito, por lo tanto debe ser expresado en forma recursiva, donde 

kk ba y  son los coeficientes del FD. 
 
Los FD juegan un papel importante dentro del Procesamiento Digital de Señales 
(PDS), tienen muchas ventajas respecto a los FA (Filtros Analógicos) por ejemplo en 
compresión de datos, procesamiento de señales biomédicas, procesamiento de voz, 
procesamiento de imágenes, transmisión de datos, audio digital, cancelación de eco 
telefónico, etc. Algunas de las características más importantes de los FD respecto a 
¡Error! No se encuentra el origen de la referencia. son: 
 
a. FD no experimentan cambios con las variaciones del ambiente, como por 

ejemplo variaciones térmicas. Esto elimina la necesidad de calibrarlos 
periódicamente. 
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b. La respuesta de un FD puede ser ajustada automáticamente si se implementa en 
un procesador programable o en una computadora. 

c. Un FD puede tratar muchas señales o canales sin necesidad de duplicar el 
hardware. 

d. Los datos filtrados y los no filtrados pueden guardarse para su posterior 
utilización. 

e. Gracias a la tecnología de  la electrónica es posible tener FD en hardware muy 
pequeño, poderoso y a bajo costo. 

f. La implantación en Tiempo Real depende en gran parte de la construcción del 
FD y el hardware. 

g. Su precisión depende del número de bits que maneje el hardware y software. 
 
 

1.3 Sistemas en Tiempo Real (STR) 
 
Diversos autores ([Mar80], [But97], [BW97], ¡Error! No se encuentra el origen de 
la referencia., [Gar99], [Sta92], ¡Error! No se encuentra el origen de la 
referencia. entre otros), que utilizan a los sistemas digitales y en específico a los 
sistemas computacionales como una subclase de estos últimos, para observar y/o 
controlar a un proceso dinámico definen a un STR, de la siguiente manera: 
 
Un STR es aquel sistema digital que obedece tres condiciones: a) Interacción con el 
mundo físico, b) Emisión de una respuesta correcta de acuerdo a algún criterio 
preestablecido (por ejemplo  [Hay91] entre otros), c) Cumplimiento de las 
restricciones de tiempo del proceso dinámico, conforme a los criterios de [Kot33], 
[Nyq28], [Whi15], [Sha48]. 
 
A pesar de estas características, se tiende a confundir muy a menudo a los sistemas 
rápidos con los STR o a los lentos como sistemas excluidos de esta clasificación. Pero 
un STR, es aquel sistema digital que se ajusta a las restricciones de tiempo impuestas 
por el sistema o proceso dinámico, de acuerdo a los criterios de [Kot33], [Nyq28], 
[Whi15], [Sha48] y [But97], y que se sincroniza con las dinámicas del sistema o 
proceso dinámico. 
 
A menudo tiende a confundirse el concepto de STR con Sistema en Línea. De 
acuerdo a [MGB02] se expone que un “Sistema en Línea es aquel sistema que 
siempre debe estar encendido, disponible y generalmente conectados a una red de 
computadoras y depende de la capacidad del hardware para atender peticiones de 
servicio” y en ningún momento está en sincronía con el mundo real ni tiene 
restricciones temporales. En adición a esto, un Sistema Fuera de Línea es aquel que 
no siempre está disponible para recibir y enviar información y que depende de una 
base de datos previamente establecida para ejecutar su cometido. Como ejemplos de 
sistema en línea se tienen las aplicaciones de Internet como los navegadores de 
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páginas Web o la adquisición de datos a través de una tarjeta especializada en un 
ambiente de tiempo compartido como Windows. 
 

Sistema en 
Tiempo Real 

Mundo 
Real 

Interacción

Respuestas de alta calidad

Restricciones de tiempo

 
Figura 1.3   Características de un Sistema en Tiempo Real. 

 
 
Una computadora digital con soporte para Tiempo Real interactúa con el mundo 
físico a través de acondicionamientos (sensores, actuadores convertidores 
Analógico/Digital (A/D) y Digital/Analógico (D/A), [Vic01], [MGV02], [LMGF02], 
[Sta92].) y procesa sus peticiones mediante tareas, en este caso tareas de Tiempo Real 
según [Liu00], [BW97], [SSRB98]. En general cada una de las variables del proceso 
dinámico (entradas, salidas y estados) es relacionada con una tarea específica. Si se 
trata de un sistema multivariable, entonces se tendrá un conjunto de tareas por cada 
arreglo de variables y tendrán que dar respuesta con restricciones de tiempo. Los STR 
son sistemas compactos con recursos mínimos de hardware (por ejemplo: un solo 
procesador), y sus tareas se realizan en forma concurrente [BW97]. 
 
Un STR de acuerdo a [GM03] se puede clasificar conforme al cumplimiento de las 
restricciones de tiempo generadas por el proceso dinámico, en:  
 
a. Críticos o Hard. En estos, es absolutamente imperativo que las respuestas ocurran 

estrictamente dentro de los períodos de tiempo especificados, a riesgo de causar un 
desastre [But97], [LL73]. Como ejemplo se tienen los sistemas de control de vuelo 
donde se requiere mucha precisión en el manejo de las diferentes superficies de 
control de vuelo en la aeronave; donde el mínimo retardo en el tiempo de entrega 
de la información por los sistemas de control a las superficies de control es causa 
de accidentes e incluso la pérdida de vidas.  

b. Sistemas no críticos o Soft. Sus requerimientos temporales son importantes, pero 
funcionan correctamente si ocasionalmente alguna restricción se pierde: el 
desempeño es degradado pero no se destruye el sistema por el hecho de fracasar en 
el tiempo de entrega de la información [BW97], [LL73]. Como ejemplo está el 
control en tiempo real sobre un motor eléctrico del tipo derivado, en donde el 
algoritmo de control implantado para regular su velocidad de arranque tiene 
pequeños retardos de tiempo respecto a la velocidad nominal de su flecha; y se ha 
observado que estas variaciones en tiempo de la entrega de la información no 
afectan el funcionamiento del motor en su desempeño global [Lop00], ¡Error! No 
se encuentra el origen de la referencia., [Ric02]. 
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c. Sistemas inflexibles o Firm. Son sistemas no críticos, pero su diferencia consiste 
que en caso de no respetar las restricciones de tiempo no sirve de nada el servicio 
que prestan. Como ejemplo se tiene un sistema de adquisición de datos que esté 
tomando lecturas de sonido con cierto tiempo de muestreo; si algunas lecturas 
importantes no son obtenidas, el sistema sigue funcionando, no se corre ningún 
riesgo pero el sistema prácticamente no sirve debido a que se perdió información 
[BW97], ¡Error! No se encuentra el origen de la referencia.. 

 
Los STR deben tener ciertas cualidades por encima de otro tipo de sistemas; a 
continuación se resumen éstas [But97], [BW97]: 
 
a. Puntualidad. Deben acatarse las restricciones de tiempo que dicta el mundo 

físico, de no ser así, pueden presentarse alteraciones no deseables. 
b. Soporte para carga pico. No deben colapsarse bajo condiciones de carga pico. 

De otra manera, sería peligroso (¡en un avión por ejemplo!). 
c. Predecibilidad. El sistema debe ser predecible a consecuencias ante cualquier 

contingencia del mundo físico. 
d. Tolerancia a fallos. Las fallas en el software o hardware no deben ocasionar una 

caída del sistema, pérdida de su relación con el mundo físico así como pérdida de 
los procesos de monitoreo y control implantados en el sistema. 

e. Accesibles para mantenimiento. La arquitectura de un STR debe tener una 
estructura modular para posibles modificaciones. 

f. Mapeo de números reales a enteros y viceversa. Los procesos reales utilizan 
señales de entrada y salida continuas y los STR manejas información en tiempo 
discreto, a la entrada y salida del STR se requiere un mapeo de los reales a los 
enteros y de los enteros a los reales [BW97], [Lop00]. 

g. Soporte de concurrencia. El sistema físico puede ser generador de múltiples 
entradas de información (MI- Multi Inputs) para el STR con un solo sistema de 
monitoreo y / o control, por lo cual el STR debe de atender en forma concurrente 
(multitarea) a ellas. Para obtener ésta característica, muchas veces se hace uso de 
computadoras [BW97]. 

h. Manejo de prioridades. No todas las actividades que atiende un STR tienen la 
misma importancia para el mundo real, algunas tienen mayor prioridad para ser 
atendidas (por que son críticas) mientras que otras pueden esperar hasta que los 
recursos estén libres. Debido a esto, los STR deben ser capaces de discriminar la 
importancia de las actividades a través del uso de prioridades. 

i. Interacción con interfaces de hardware. La naturaleza de los STR requiere que 
haya interacción con el ambiente. Por ello son necesarios dispositivos (sensores y 
actuadores) para tal fin, algunas veces es necesario construir los manejadores o 
administradores de dispositivos para este fin, [Vic01]. 

 
 
1.3.1 STR en Sistemas de Cómputo 
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Un STR puede integrarse por una computadora personal (PC) y un Sistema Operativo 
de Tiempo Real (SOTR) que cumpla con las restricciones que imponga el proceso 
dinámico. Para éste fin pueden emplearse sistemas operativos como QNX®, Lynx®, 
RT-Linux®, etc. (ver [QNX03], [QNX97]), capaces de dar el soporte adecuado 
debido a su capacidad de multitareas, sincronización, paso de mensajes entre otras 
características de los Sistemas de Tiempo Real ¡Error! No se encuentra el origen de 
la referencia.. 
 

Mundo 
Real STR en un 

SOTR 

Restricciones del mundo real (plazos) 

Respuestas de la 
computadora 
digital 

Interacción

Cálculos

 
Figura 1.4   Un STR en una computadora Digital. 

 
 
Las principales características de los STR utilizadas en este trabajo son: 
 

a. Tarea en Tiempo Real (TTR). Una tarea en Tiempo Real es una entidad 
ejecutable de trabajo iJ   que al menos es caracterizada por un tiempo de arribo 
y una restricción temporal. Está formada por un conjunto de instancias i,kj , tal 
que { } .,,)( +∈= ZkikjJ ii   Una instancia ikj )(  es una unidad de trabajo de una 
tarea iJ , queda definida con ( ) +∈= Zkikdkcklfkj iiii ,,)(,)(,)()(  donde ikl )(  es el 
tiempo de arribo de cada instancia, ikc )(  es el tiempo de ejecución de cada 
instancia y ikd )(  es el plazo de cada instancia.  

b. Tareas concurrentes. Las tareas concurrentes ({ } +∈ZiJ i , ) son un conjunto de 
tareas que se ejecutan en un plazo máximo y en forma no secuencial tomando 
recursos en instantes diferentes. No pueden existir tareas concurrentes sin un 
planificador predefinido, [GM03], [Liu00], [Mar93]. 

c. Restricción de precedencia. En ciertas aplicaciones, las actividades 
computacionales no pueden ser ejecutadas en un orden arbitrario y tiene que 
respetar ciertas relaciones de precedencia de acuerdo al marco de diseño, es 
decir, deben tener un orden de ejecución. Estas relaciones de precedencia se 
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describen usualmente por grafos dirigidos ( G ) donde las tareas son 
representadas por nodos y las relaciones de precedencia por flechas tal que: 

a. La notación ba JJ p especifica que la tarea aJ  es predecesora de la 
tarea bJ , por lo tanto, el grafo G  tiene una trayectoria de los nodos 

aJ  a bJ . 
b. La notación ba JJ →  especifica que la tarea aJ  es predecesora 

inmediata de bJ , entonces existe una arista dirigida en G  tal que va 
de aJ  a bJ . 

El manejo de las restricciones de precedencia puede darse por mensajes, 
señales, tuberías o prioridades en un SOTR del tipo POSIX, ¡Error! No se 
encuentra el origen de la referencia.. 

d. Plazos. Los plazos ( )(kd ) de las instancias de las tareas son las restricciones 
temporales que dicta  el proceso con que se interactúa, deben ser cumplidos 
por la computadora y en función de esto se califica la calidad del STR. 

 

J1 

J2 J3 

J4 J5

J1p J2 
J1→ J2 
J1p J4 

J2→ J5 
J3→ J5 

J1p J5 
J2→ J4 

 
Figura 1.5   Ejemplo de restricciones de precedencia en tareas concurrentes. 

 
 
 
1.3.2 Implantación de un STR 
 
La implantación de un Sistema en Tiempo Real depende principalmente del tipo de 
aplicación a desarrollar. En [Eck00] se proponen algunos casos de estudio donde, en 
forma general, el proceso de implantación es el siguiente: 
 
a. Descomposición del sistema en varios procedimientos o tareas. Aquí se dividen 

los controladores, actuadores, convertidores y se decide si el sistema será lineal, 
concurrente o paralelo, 
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b. Identificación de fases. Una fase representa el comportamiento de un proceso en 
un intervalo de tiempo, 

c. Formulación de los requerimientos de interacción. Aquí se describe la 
comunicación entre tareas y su esquema de interacción, 

d. Especificación de la funcionalidad del proceso. En este punto se sincronizan las 
fases y se empieza a probar el proceso, 

e. Implementación en forma iterativa. Los algoritmos de los procedimientos deben 
implantarse en forma iterativa para hacer el proceso eficiente. 

 
 

1.4 Conclusiones 
 
Los Filtros Digitales Adaptivos en tiempo real (FDATR) tienen un gran campo de 
aplicación ya que las funciones que puede cumplir son muy variadas, de acuerdo al 
algoritmo que se le implante a dicho filtro pues este tiene que representar de la 
manera más cercana al mundo real a través de un modelo. La importancia de los 
FDART consiste en su capacidad para eliminar ruidos, predecir, reconstruir y seguir 
el comportamiento de sistemas reales a través de sus modalidades como estimador de 
parámetros y/o identificador de estados. 
 
Un Sistema en Tiempo Real de modo general es un sistema que obedece tres 
condiciones fundamentales: a) Interacción con el mundo real, b) Respuesta del 
sistema de acuerdo con los factores internos y externos que son los que afectan su 
salida, c) Cumplimiento de las restricciones de tiempo del proceso dinámico. Un 
Sistema en Línea es aquel sistema que siempre debe estar encendido, disponible y 
generalmente conectados a una red de computadoras y depende de la capacidad del 
hardware para atender peticiones de servicio” y en ningún momento está en sincronía 
con el mundo real ni tiene restricciones temporales. La definición de los sistemas en 
tiempo real es muy importante por que da pauta a que se estudie más cautelosamente 
como se implementan los filtros y de ese modo dar un panorama general del potencial 
que puede tener un FDATR. 
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CAPÍTULO 2 El Problema del Filtrado Digital 
en Tiempo Real 

 
 

2.1 Introducción 
 
Existe una clase de filtros que interactúan con el mundo físico y no deben fallar ni en 
calidad de respuesta ni en tiempo de respuesta, ya que de otra manera, podrían 
ocasionar graves daños al proceso con que interactúan. Por este motivo a esta clase de 
filtros se les denominará como Filtros Digitales en Tiempo Real (FDATR). Los 
Filtros Digitales en Tiempo Real pueden implementarse como sistemas dedicados 
(sistemas empotrado) de acuerdo a lo escrito por [BW97] a través de 
microcontroladores, DSP´s, etc.; o en computadoras con Sistemas Operativos de 
Tiempo Real (SOTR) siempre respetando un conjunto de lineamientos teóricos.  
 
 

2.2 Estado del Arte del Filtrado Digital en Tiempo Real 
 
En esta sección se expone el punto de vista de diferentes autores sobre el Filtrado 
Digital en Tiempo Real. Estas ideas sirvieron de punto de partida para el desarrollo de 
los conceptos de FDATR y FDMTR expuestas en los capítulos 3 y 4.  
 
En [Bar99] se realiza un estudio sobre procesamiento de señales en Tiempo Real, 
expone algunas técnicas de filtrado (incluso usando redes neuronales) y justifica que 
éstas son en Tiempo Real solo si son capaces de expresarse en ecuaciones recursivas 
de acuerdo a [CC99]. 
 
En [CC99] se dice los filtros digitales como el de Kalman se implementan en 
aplicaciones de Tiempo Real gracias al reciente desarrollo de computadoras de alta 
velocidad: Expresan al Tiempo Real como sinónimo de rápido sin hacer un estudio 
completo del STR en el que se encuentra el filtro. Plantean problemas de seguimiento 
de trayectorias en 2D para aeronaves a través de radares, y las únicas consideraciones 
que toman son la velocidad del sistema de cómputo y la capacidad del filtro para 
expresarse en forma recursiva. 
 
En ¡Error! No se encuentra el origen de la referencia. se describe a los filtros 
digitales RIF como “aplicaciones para procesamiento de señales estándares en 
Tiempo Real”, sin dar ningún argumento que valide sus afirmaciones. 
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En ¡Error! No se encuentra el origen de la referencia. se dan algunos ejemplos 
sencillos de sistemas (aplicables a filtrado) con restricciones de tiempo impuestas por 
el mundo físico y coincide con lo que se comenta en [But97]. 
 
En ¡Error! No se encuentra el origen de la referencia. se hace una revisión del 
procesamiento de señales en Tiempo Real; se explica que el Filtrado Digital en 
Tiempo Real se logra a través de un DSP cómo el Motorola MC68000 o el Texas 
Instruments TMS320C25. Además se describe al procesamiento digital en Tiempo 
Real como una secuencia: filtro de entrada, convertidor AD con retenedor, 
procesamiento digital, convertidor DA y filtro de salida. En ningún momento se hace 
el análisis temporal y se explica que todo depende de la potencia del hardware. 
 
En [Liu00] se trata de establecer un lazo entre la teoría de filtrado y la de los STR, 
pero solo menciona al Filtro de Kalman dentro de su introducción sin explicar si lo 
implementó o no y cuál fue le proceso de implementación. 
 
En [PB89] se hace una cuantificación de los tiempos de ejecución de cada etapa en el 
procedimiento de filtrado digital para el manejo de señales desde un punto de vista 
práctico, donde consideran: tiempos de ejecución del algoritmo de filtrado, el 
procesador, tiempos de conversión A/D y D/A, diagramas de tiempos y restricciones 
de precedencia.  
 
En [SP04] se presenta la estimación de parámetros por el método de modos 
deslizantes, para las formas canónicas. Los resultados son novedosos, pero por su 
propia naturaleza este tipo de estimador  es desarrollado para dinámicas no lineales.  
[SB94] se presenta la estimación de parámetros “en tiempo real” y flujos de un motor 
de inducción por el método Mínimos Cuadrados Recursivo. La justificación de la 
estimación en tiempo real viene de la implantación del algoritmo en un DSP Motorota 
56001, un convertidor A/D y una computadora compatible con IBM. No se realiza un 
estudio temporal de los tiempos de ejecución ni de sus plazos, Tiempo Real es 
considerado sinónimo de En Línea. 
 
En [TSO99] se  presenta un artículo acerca de la estimación en Tiempo Real de 
posturas de cuerpo humano usando el filtro de Kalman. Estos investigadores toman 
fotografías de posturas del cuerpo humano con una cámara CCD y analizan las 
siluetas reconstruyéndolas con un modelo autoregresivo AR donde estiman sus 
parámetros con el filtro de Kalman. Su implantación fue en una PC con Windows NT 
y en C++; se trata de un filtro en línea sobre una plataforma de ambiente compartido 
(Windows) y no de Tiempo Real como QNX o RT-Linux. 
 
De igual manera, se manejan cursos de Procesamiento Digital de Señales con 
módulos de Filtrado Digital en Tiempo Real; por ejemplo el Departamento de 
Ingeniería Electrónica del Kings’s College London (ver: ¡Error! No se encuentra el 
origen de la referencia.) donde existe un módulo llamado “Real-time DSP” que 
explica la Teoría de Procesamiento Digital de Señales en Tiempo Real que incluye el 



Capítulo 2. El Problema del Filtrado Digital en Tiempo Real 

manejo de DSP’s de Texas Instruments e incluye un software de desarrollo llamado 
Real-Time DSP lab. Sin embargo estos cursos son prácticos y no tienen una 
formalización seria los FDATR. 
 
 

2.3 Descripción del problema 
 
En forma generalizada existe un abuso del concepto Filtro Digital  Adaptivo en 
Tiempo Real, la confusión principal consiste en afirmar que un FDA es de Tiempo 
Real si éste está implantado en un dispositivo electrónico como un DSP o su 
respuesta es “instantánea” considerando en ello a la realimentación del propio filtro. 
Por otra parte las simulaciones de FDA en sistemas operativos como Microsoft 
Windows y simuladores como AVR Studio de Atmel [Lop00] y paquetes como 
LabView (exceptuando RT-LAbView) [Ric02] son en línea pero no en Tiempo Real. 
De acuerdo a esto se aprecia que no existe una verdadera formalidad del Filtrado  
Adaptivo en Tiempo Real donde se establezcan las definiciones básicas de ésta y 
todas las características de un verdadero FDATR y sus condiciones de 
implementación en una computadora digital. 
 
 

2.4 Objetivos 
 
En base al planteamiento del problema se proponen los siguientes objetivos: 
 
 
2.4.1 Objetivo principal 
 
Desarrollar los conceptos básicos para la caracterización del Filtrado Digital 
Adaptivo  en Tiempo Real (FDATR) monovariable utilizado como estimador de 
parámetros para sistemas estocásticos de primer orden estacionarios.  
 
 
2.4.2 Objetivos específicos 
 

a. Desarrollar los conceptos de Filtro Digital  Adaptivo en Tiempo Real 
(FDATR). 

b. Establecer las condiciones locales y globales de calidad de respuesta y tiempo 
para el FDATR. 

c. Definir el procedimiento de implantación del FDATR en una computadora 
digital. 

d. Implementar un ejemplo de FDATR en un Simulador para observar su calidad 
de respuesta. 
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2.5 Justificación 

 
Los FDATR en general tienen aplicaciones en los procesos industriales, en sistemas 
de control y de monitoreo de acuerdo (ver: [But97] y [CC99]); por ejemplo, se 
encuentran en: Plantas químicas y nucleares, procesos de producción, bolsas de aire 
de seguridad para automóviles, sistemas de inyección de combustible, análisis de voz, 
sistemas de control de vuelo, adquisición de datos, aplicaciones médicas, sistemas de 
telecomunicación, análisis de trayectorias de mísiles y cohetes espaciales, entre otras 
muchas aplicaciones. Estos filtros interactúan con el mundo físico y no deben fallar ni 
en calidad de respuesta ni en tiempo de respuesta, ya que de otra manera, podrían 
ocasionar graves daños al proceso con que interactúan. Debido a esta importancia es 
necesario caracterizar al FDATR y definir sus conceptos básicos para evitar el uso 
indiscriminado del concepto hasta ahora solo planteado de la frase “Filtro Adoptivo 
en Tiempo Real” y diferenciarlo de los filtros con respuesta rápida, de esta manera se 
complementa una nueva área con en la cual ya se tiene resultados al respecto que 
hasta ahora no son considerados en los desarrollos actuales de una manera formal. 
 
Los autores de Filtrado Digital Adaptivo en Tiempo Real manejan como sinónimos 
los conceptos de “Sistema en Tiempo Real Realimentado” y “Sistema en Línea 
Realimentado”.  
Se puede describir a través [MGB02] que un “Sistema en Línea es aquel sistema que 
siempre debe estar encendido, disponible y generalmente conectado a una red de 
computadoras y depende de la capacidad del hardware para atender peticiones de 
servicio” pero en ningún momento está en sincronía con el mundo real ni tiene 
restricciones temporales. Por lo tanto un Filtro Digital que es rápido y depende del 
hardware sin importar sus restricciones temporales no es de Tiempo Real; por otra 
parte, un FDATR no puede estar fuera de línea  ya que debe tener interacción con el 
medio físico. 
 
Una motivación muy fuerte para el desarrollo de los FDATR es el seguimiento en 
línea de los STR a través de su comportamiento. Como base para esto se tienen un 
gran número de referencias, por ejemplo: en desempeño de STR están [AB99], 
[GL99], [GM99], [GL94], [GM03], ¡Error! No se encuentra el origen de la 
referencia., ¡Error! No se encuentra el origen de la referencia., [LMGF02], 
[Mar80], [MGV02], [MMT97], [Ric02]; en modelado de STR y tareas están [CA97], 
[MC97], [RK94], [SK92]; en planificación [AB98], [BG97], [Gar99], ¡Error! No se 
encuentra el origen de la referencia., [LRT92], [MB98], [SB99], [SSL89].  
 
 

2.6 Límites y alcances 
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a. Este trabajo solo se centra en el desarrollo teórico básico del FDATR 
monovariable para estimación de parámetros en sistemas estocásticos, de 
primer orden, estacionarios e invariantes. 

b. Se desarrolla un ejemplo ilustrativo para observar su nivel de desempeño. 
c. Se presenta el desarrollo del  filtro adaptable usando la técnica de 

mínimos cuadrados,  
d. Se propone la caracterización de filtros digitales adaptivos  en Tiempo Real en 

su fase de estimadores de parámetros.  
 
 

2.7 Conclusiones 
 
Los FDATR en general se orienta hacia las aplicaciones industriales, como por 
ejemplo en sistemas de control automático, control en tiempo real  y de monitoreo de 
acuerdo (ver: [But97] y [CC99]). De modo que interactuando con el mundo real se 
exige o se le requiere que su calidad de respuesta debe ser los eficientemente posible 
la esperada ya que de otro modo el sistema sería de un funcionamiento óptimo no 
adecuado.  
 
Por otra parte generalmente existe una cierta confusión hacer de como definir el 
tiempo real y más para un filtro adaptivo en tiempo real pues no necesariamente 
instantáneo significa que sea en tiempo real y a pesar de su retroalimentación, pues 
tiempo real significa que trabaje en sincronía con el entorno y que la velocidad de los 
sistemas digitales tengan una velocidad aceptable para cumplir dicho propósito. El 
objetivo principal de la tesis es desarrollar los conceptos básicos para la 
caracterización del Filtrado Digital en Tiempo Real (FDATR) monovariable 
utilizados como estimadores de parámetros para sistemas estocásticos de primer 
orden. 
 



 

 

CAPÍTULO 3 Filtrado Digital Adaptivo en 
Tiempo Real: Estimación de 
Parámetros en Sistemas 
Estocásticos de Primer Orden 
Estacionarios 

 
 

3.1 Introducción 
 
Los FDATR no son Filtros Digitales en Línea, ya que de acuerdo a [MGB02] se expone 
que un “Sistema en Línea es aquel sistema que siempre debe estar encendido, disponible 
y generalmente conectados a una red de computadoras y depende de la capacidad del 
hardware para atender peticiones de servicio” y en ningún momento está en sincronía 
con el mundo real ni tiene restricciones temporales. 
 
Los FDATR son construidos  como sistemas recursivos de acuerdo a las necesidades del 
ambiente con que interactúan, las cotas de las restricciones de tiempo sin diferentes para 
cada filtro y el conjunto de filtros que pueda expresarse en Tiempo Real es variado. En 
este trabajo se describen formalmente los conceptos de Filtrado Digital Adaptivo en 
Tiempo Real particularmente como estimadores de parámetros en sistemas lineales 
estacionarios; se exponen sus características temporales y de respuesta en forma local y 
global. 
 
La teoría presentada en esta tesis es general y aplicable a todos los filtros digitales 
adaptivos que interactúen con procesos físicos reales con restricciones temporales y que  
requieran ser reconstruidos a través de los procedimientos de estimación recursiva. 
 
 

3.2 Concepto de FDATR  
 
Aquella clase de filtros digitales que tengan un contacto con procesos dinámicos, 
requieran proporcionar resultados correctos acotados en el tiempo.  Estos filtros serán 
llamados de ahora en adelante Filtros Digitales en Tiempo Real (FDATR).  
 
 
 
Definición 3.1.  (Filtro Digital  Adaptivo en Tiempo Real FDATR). 
Todo FDATR es un Filtro Digital Adaptivo que debe cumplir: 
 

a. Extracción y emisión de información observable y sincronizada con el tiempo de 
evolución del proceso con que interactúa considerando los criterios de [Kot33], 
[Nyq28], [Whi15], [Sha48], [Eck00]. 

b. Emisión de respuestas correctas después de realizada la realimentación  [Hay91] 
entre otros,  

c. Respuestas acotadas localmente  en tiempo considerando la realimentación a 
través de    intervalos semi-abiertos en forma local,   



 

d. Respuestas acotadas globalmente de acuerdo a las restricciones temporales del 
proceso dinámico con que interactúa, conforme al los criterios de [Kot33], 
[Nyq28], [Whi15], [Sha48] y el criterio de convergencia seleccionado para el 
caso, 

e. Capacidad de expresarse en forma recursiva en diferencias finitas ¡Error! No se 
encuentra el origen de la referencia. de a cuerdo a los conceptos de [Bar99], 
[CC99] y [Eck00]. 

 
 

3.3 Características temporales de los FDATR como parte de un 
sistema computacional del tipo soft. 

 
Al implementar un FDATR a través de un modelo discreto y recursivo en un sistema 
digital en una computadora en un simulador tal como el MatLab, el algoritmo del Filtro 
Digital Adaptivo se ejecuta simbólicamente por medio de tareas (concurrentes al 
considerar un solo procesador) acotadas por plazos semi-abiertos de tiempo (ver 
también [Eck00]):  
 
a. La estructura de la aplicación para conocer el número de tareas concurrentes 

relacionadas con la realización del Filtro Digital realimentado en una computadora 
con un solo procesador y su entorno de trabajo para interactuar con el proceso 
dinámico por medio de sus acoplamientos, 

b. La asignación de las restricciones de tiempo a cada tarea e instancia de tarea del tipo 
soft, 

c. El uso de operaciones predecibles que permitan garantizar las restricciones de 
tiempo definidas en el punto a) de esta sección. 

d. El FDATR evoluciona dentro de intervalos con índices nkk ,0, =∋ ; de acuerdo al 
período de muestreo T  del proceso dinámico (de aquí en adelante se usará en vez 
de τ a la letra k, ya que es la forma que tradicional en que se maneja la simbología 
de índice en la literatura de procesamiento digital de señales (ver por ejemplo:  
[Hay91], [Oga80], [CC99], [MGF03]). 

 
Los FDATR implantados en computadoras digitales están formados por un conjunto de 
Tareas en Tiempo Real del tipo soft con restricciones temporales descritas por los 
siguientes elementos: 
Tiempo de arribo o llegada ( ( )il τ ). Es el tiempo absoluto con respecto al inicio del 
proceso en que una tarea pasa a formar parte de la cola de listos. Es decir, es un tiempo 
absoluto en que la tarea queda formada hasta ser atendida. Cumpliendo: 
( ) +∈∀≥ Zl i ττ ,0 . 

 
Tiempo de ejecución ( ( )iC τ ). Es el tiempo que el procesador se encarga de ejecutar una 

tarea (o conjunto de tareas sin interrupción), donde:  ( ) 0≥iC τ . 
 
Plazo relativo mínimo ( min_)( iD τ ). Es el tiempo mínimo en el que se puede obtener una 
respuesta por parte del FDATR, sin alterar negativamente la dinámica o 
comportamiento del sistema físico de acuerdo a [Kuo96] y [Liu00]. El plazo relativo 
mínimo cumple 0)( min_ ≥iD τ . El plazo absoluto mínimo está dado por:  



 

min_min_ )()()( iii Dlld τττ +=  3.1 
 
Plazo relativo máximo ( max_)( iD τ ). Es el tiempo máximo en el que se puede obtener 
una respuesta por parte del FDATR, sin alterar negativamente la dinámica del proceso. 
El plazo relativo máximo cumple max_min_ )()( ii DD ττ ≤ . El plazo absoluto máximo es: 

max_max_ )()()( iii DlLD τττ +=  3.2 
 
Tiempo de inicio o tiempo de liberación ( is )(τ ). Es el tiempo en que una tarea inicia su 
ejecución y consume recursos. Cumple: 

))()(()()( max_iiii Dlsl ττττ +<≤ . 3.3 
 
Tiempo de finalizado ( if )(τ ). Es el tiempo en que una tarea termina su ejecución dentro 
del intervalo τ . La condición principal es: 
f(τ )i∈ [ld(τ )i_min, LD(τ )i_max), 3.4 
 
Tiempo de retardo ( iL )(τ ). Es el tiempo definido por: 
L(τ )i := LD(τ )i_max - f(τ )i, 3.5 
Si LD(τ )i_max > f(τ )i, la tarea fue terminada dentro de su plazo absoluto máximo, en 
caso contrario, la tarea terminó después del intervalo τ , y cuenta con un retardo. 
 
Tiempo prematuro ( iP )(τ ). Es el tiempo de respuesta dado antes del plazo mínimo 
relativo. Es descrito por la siguiente expresión: 
P(τ )i :=⏐ld(τ )i_min -f(τ i⏐.  Si  f(τ )i ≥ ld(τ )i_min. 3.6 
 
Plazo de convergencia ( id ). Se define como el tiempo máximo en que el FDATR debe 
converger a un ε>0. Está determinada por la dinámica del mundo real. 
 
Desempeño. Es la evaluación matemática del FDATR de acuerdo a sus condiciones 
locales y globales está definido en función de su razón de convergencia, de los 
requerimientos computacionales del filtro adaptivo, de su estructura, de las propiedades 
numéricas del procesador de la PC y del simulador a usar, de los requerimientos 
computacionales, de la sincronía, del tiempo de convergencia, del tipo de intervalo en el 
que se encuentran los tiempos de finalizados del filtro. 
 

D(τ )i_maxD(τ )i min f(τ )is(τ )i l(τ )i 

C(τ )i

T(τ )i

L(τ )i

P(τ )i Ji 

 
Figura 3.1   Tarea de Tiempo Real que compone a un FDATR. 



 

 
 
 
Comentario 3.1. Se llama procesador a un recurso activo de acuerdo a [Liu00]. 
 
Comentario 3.2. Los tiempos absolutos pueden referenciarse a las 0:00 del 1/1/70 del 
meridiano de Greenwich como lo hacen algunos relojes de Tiempo Real. 
 
Comentario 3.3. Los plazos D(τ )i_min , D(τ )i_max son relativos a l(τ )i . Si la respuesta 
del FDATR es emitida antes de D(τ )i_min existe un tiempo prematuro P(τ )i y ésta debe 
de esperar para ser liberada. Si la respuesta del FDATR es emitida después de 
D(τ )i_max, entonces no sirve y se presenta un retrazo L(τ )i. 
 
Comentario 3.4. El tiempo de inicio s(τ )i es una variable aleatoria, con función de 
distribución conocida. Se encuentra en función de: a) La disponibilidad de recursos, b) 
Los tiempos de latencia, c) Del cambio de contexto, d) Del tamaño de la cola de listos, 
entre otros. No se conoce la relación entre el conjunto de variables que forman a s(k)i y 
no permiten describirlo en forma predecible (ver por ejemplo: [Gne68]). 
Proposición 3.1. Período de muestreo ( iT )(τ ). 
El período de muestreo en todo FDATR, se relaciona con los plazos relativos mínimos y 
máximos  cumple la siguiente condición: 
µ([D(τ )i_min , D(τ )i_max))≤ T(τ )i.  3.7 
El intervalo de tiempo en que la computadora interactúa con el mundo real es: 
µ( [D(τ )i_min , D(τ )i_max)) +γi = T(τ )i. 3.8 
Donde  γi es un tiempo de tolerancia, que puede tener las siguientes condiciones: 
a. Si γi <0 implica que µ([D(τ )i_min , D(τ )i_max))>T(τ )i y considerando a T(τ )i como 

un plazo máximo se pierde la sincronía y no es un FDATR. 
b. Si γi  ≥0, entonces el comportamiento temporal cumple:  

µ([D(τ )i_min , D(τ )i_max))< T(τ )i. 3.9 
c.  Si  γi  =0, entonces la respuesta local del FDATR se realiza dentro del intervalo T(τ )i 

y siempre será una respuesta temporal satisfactoria ya que a lo  más se tendría: 

 
 
Comentario 3.5. Si el período de muestreo T(τ )i= 0 y se cumple que  D(τ )i_min= 
D(τ )i_max, entonces se tendría: 

µ([D(τ )i_min , D(τ )i_max))= 0, 3.11 
Ya que en caso contrario dejaría de ser de TR, y esto implica que no existe tarea alguna 
en ejecución para este tipo de muestreo. 
 
Todo FDATR proporciona una respuesta correcta global de acuerdo a la convergencia 
del filtro asociada a un intervalo m y a un error de estimación ∆ de acuerdo a la 
siguiente definición. 
 
 
 

µ([D(τ )i_min , D(τ )i_max))= T(τ )i.  3.10 



 

 
 
Convergencia de todo FDATR como estimador de parámetros en sistemas lineales 
invariantes en el tiempo. Todo FDATR como estimador de parámetros tiene un 
funcional de error acotado (ver:  [Hay91]), tal que en el sentido de probabilidad, se 
tiene: 
 

1}|a)(â{|Pinfarg*m
m

=≤−=
≥

∆τ
τ

, 3.12 
donde ∆ es la cota del error definida por la varianza de las perturbaciones del sistema. 
 
El tiempo en que el FDATR converge está expresado por: 
ti_c:= fi(τ =m), 3.13 
con m el número del intervalo de convergencia del FDATR y m* el conjunto de valores 
mayores a m donde la respuesta del FDATR esta dentro de ∆. 
 
La condición que debe cumplir es: di_c_min ≤ ti_c < di. Para garantizar una respuesta a 
tiempo y sincronizada con el sistema físico. El plazo mínimo de convergencia del filtro 
está descrito por:  
di_c_min:= µ(ld(1)i_min), tal que ti_c ∈ [di_c_min, di), 3.14 

de acuerdo al concepto de medida expresado en  [Ash72]. 
 
 
Comentario 3.6. De acuerdo a [Kan79], la convergencia en probabilidad para la 
estimación de parámetros se define como: 

0}|)(ˆ{|lim =∆>−∞→ aaP ττ  3.15 
Donde ∆ es la vecindad del parámetro a (ver: [Der87]), descrita por la varianza del error 
de estimación  [Hay91], al expresar 3.15 a través de su complemento, se tiene: 

1}|)(ˆ|0{lim =∆≤−≤∞→ aaP ττ , 3.16 
 
 
Comentario 3.7. Si el tiempo de convergencia del filtro ti_c queda fuera del intervalo, la 
respuesta de este no es correcta en tiempo de acuerdo a [But97] y [LL73], ya que un 
tiempo de finalizado debe estar acotado para que el comportamiento sea de Tiempo 
Real. 
 

di_c_min 

[[ ) )[ )[ )[ )[ )) [
0 1 2 m m+1 m+2

Ti 2Ti mTi (m+1)Ti (m+2)Ti

D(1)i_max D(m)i_min D(m)i_max

- El  análisis  local  se  realiza  por  intervalos  de  plazos  relativos  por  cada  instante  k.
- El  análisis  global  se  realiza  para  un  instante  m   con  múltiplos  de  Ti.  

D(1)i_min 

di 

 
Figura 3.2   Restricciones temporales y locales de una tarea en un FDATR. 



 

 
 
 

3.4 Análisis del comportamiento local del FDATR para sistemas 
lineales e invariantes en el tiempo (SLIT) 

 
De acuerdo a ¡Error! No se encuentra el origen de la referencia., [Rud88] y [Cai86], 
todo FDATR dará una respuesta local estable si al estimar el conjunto de parámetros del 
SLIT (Sistema Lineal Invariante en el Tiempo) a filtrar, caen todos ellos dentro del 
círculo unitario para todo intervalo k. Esto es: 
{ } na

ie ,0,1)( =< ττ  3.17 
 
El conjunto de parámetros estimados { }iea )(τ  representa los valores propios del sistema 
modelado  [Kai80], tal que para sistemas discretos estables, esos valores deben estar 
dentro de un círculo de radio unitario. Fuera de ese círculo la respuesta es no estable, en 
consecuencia, el filtro no podrá describir alguna característica del sistema a filtrar  
[Hay91]. 
 
El cumplimiento de las restricciones de tiempo por parte del FDATR está acotado por el  
Plazo relativo máximo ( max_i)k(D ). Todo FDATR debe satisfacer la siguiente 
condición:   

[ ) ,1))(,)(()(2 max_min_max_ <Φ iii DD ττµτ  3.18 
respecto a la frecuencia máxima  de respuesta del sistema físico 

{ }.)(max)( max_ ii ττ Φ=Φ  
 
Considerando los criterios de [Kot33], [Nyq28], [Whi15], [Sha48], se obtiene la 
siguiente relación:  

( ) ( ) 1
_

1
max_ )()(2 −− Φ≥Φ muestreoii ττ , 3.19 

donde: 
( ) ii T )()(2 1

max_ ττ ≥Φ − . 3.20 
con: 

[ )))(,)(()( max_min_ iii DDT ττµτ >  3.21 
 
De donde de las desigualdades 3.20 y 3.21 se obtiene la desigualdad 3.19. 
 
 

3.5 Tiempos de ejecución del FDATR 
 
El algoritmo de un FDATR puede estar compuesto por el siguiente conjunto de sub-
tareas de acuerdo a [Eck00]: 
 
a. :)( xC τ Tiempo de ejecución del algoritmo de la ecuación de estado  propuesta. 
b. :)( yC τ Tiempo de ejecución del algoritmo de la ecuación de la señal  

 observable. 
c. :)( aC τ Tiempo de ejecución del algoritmo del estimador. 
d. :)( JC τ Tiempo de ejecución del algoritmo del error de convergencia. 



 

e. :)( rtC τ Tiempo de ejecución del algoritmo de realimentación. 
f.  
g. :)( auC τ Tiempo de ejecución del acondicionamiento de la entrada )(tu  del 

 sistema físico. 
h. :)( ayC τ Tiempo de ejecución del acondicionamiento de la salida )(ty  del 

 sistema físico. 
i. :)( ayeC τ Tiempo de ejecución del acondicionamiento de la salida estimada 

 )(ˆ ty del sistema físico. 
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Figura 3.3   Diagrama de implementación a bloques de un FDATR utilizado como estimador. 

 
Como se considera que es un sistema concurrente, todos estos tiempos de ejecución 
deben ser sumados para obtener un tiempo de ejecución iC )(τ . Tal que:  

ayeayauJayxi CCCCCCCC )()()()()()()()( ττττττττ ++++++=  3.22 
 
 
Proposición 3.3. Tiempo de ejecución y plazo.  
En todo FDATR, el tiempo de ejecución C(τ )i cumple con la siguiente condición (ver 
[LL73] y [But97]):  

max_)()( ii DC ττ <  . 3.23 
Donde max_)( iD τ , es el plazo relativo máximo.  
 



 

t
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Figura 3.4   Tarea de Tiempo Real con restricciones de tiempo extremas. 

 
 
Comentario 3.9. De acuerdo a [LL73] y a [But97] todo FDATR Crítico es aquel donde 
todas las tareas se terminan antes de su correspondiente plazo max_)( iD τ .  
 
Comentario 3.10. De acuerdo a [LL73], en todo FDATR crítico todas sus tareas 
cumplen sus respectivos plazos máximos: 

.)()( max_ iDC ii ∀> ττ  3.24 
Suponiendo que:  

.)()( max_ii DCi ττ >∋∃  3.25 
Pero de acuerdo a  [LL73]: 

,)(DC max_ii)( ττ ≤  3.26 
El uso del procesador es mayor a 1, el procesador no puede usarse a mas del 100% en al 
menos una instancia de una tarea.  
 
 
Proposición 3.4. Sincronización. 
Si el conjunto de respuestas {f(τ )i} de todo FDATR no tiene  demoras o adelantos 
acumulativos (ver [Raj91]), respecto a sus tiempos de muestreo correspondientes 
{T(τ )i}, entonces se cumple la condición de sincronización. 
 
 
Comentario 3.9. En el caso de que τ≠h , entonces las respuestas y los plazos del 
FDATR no tendrían una relación biyectiva de acuerdo a la Definición 3.1.  (Filtro 
Digital  Adaptivo en Tiempo Real FDATR)., obteniendo retardos acumulativos por 
parte del FDATR o del mundo real que ocasionarían tiempos de ejecución no 
sincronizados con sus plazos, esto ocasionaría una pérdida de sincronía.  
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Figura 3.5   Tarea de Tiempo Real no sincronizada con su intervalo (las franjas indican los 

retardos de las tareas). En este caso la instancia IV debe terminar antes del plazo 4 
y termina en el 6. La correspondencia debe ser tarea IV – plazo 4 y no se cumple, 
por lo tanto hay un retardo acumulativo y la sincronía se pierde. 

 
Conclusiones 
 
Los FDATR son construidos de acuerdo a las necesidades del ambiente con que 
interactúan. En este trabajo se describieron formalmente los conceptos de Filtrado 
Digital Adaptivo en Tiempo Real particularmente como estimadores de parámetros en 
sistemas de primer orden estacionarios y lineales. El filtro digital adaptivo en tiempo 
real en que se implanten los FDATR, éstos deben cumplir con: la interacción con 
procesos reales, emisión de repuestas correctas, sincronía con los procesos, un error de 
convergencia acotado por un valor predefinido, realimentación y la expresión en forma 
recursiva para seguir la dinámica del proceso de manera recursiva. 
 
Las restricciones temporales mínimas en el FDATR son: tiempo de muestreo, tiempo de 
ejecución, plazo mínimo, plazo máximo, tiempo de convergencia y plazo de 
convergencia.   
 
La teoría presentada en esta sección es general y aplicable a todos los filtros digitales de 
primer orden que interactúen con procesos físicos reales con restricciones temporales y 
requieran ser descritos a través de los procedimientos de estimación realimentados. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

CAPÍTULO 4 Simulación del FDATR. 
 



 

 
 
Los FDATR no son Filtros Digitales que se encuentran expresados en forma recursiva y 
que están realimentados de acuerdo a una ley que permita minimizar el error de 
respuesta hasta los límites que se consideran aceptables por el sistema con que se 
interactúa y el sistema que monitorea u observa. Para ello se selecciona un sistema de 
referencia que como en los anteriores capítulos se describió como un sistema estocástico 
de primer orden con la condición de invarianza.  
El modelo de estimación seleccionado fue el del mínimos cuadrados obtenido por dos 
métodos que son el de producto punto y el de la esperanza matemática para llegar a un 
estimador de parámetros. 
Considerando que en el modelo seleccionado se puede ahora incluir la estimación  en 
vez del valor predeterminado se obtiene un error que se le llamará de identificación ya 
que el modelo tendrá una condición de filtro. 
El error obtenido se le encuentra su segundo momento de probabilidad e influirá de una 
manera dinámica a través de una condición impuesta al filtro para ajustar sus niveles de 
ganancia en la estimación. Y que por cada ciclo se tenga una minimización del error. Lo 
que da por resultado un nivel de convergencia global acotado y que en términos 
generales  se logra que el filtro estimador tenga una convergencia en promedio 
adecuada para el sistema seleccionada con respuestas acotadas desde un sentido de 
tiempo real del tipo soft, ya que esta no altera en nada al sistema con el que interactúa 
solo lo describe en tiempo y forma, con sus pequeñas oscilaciones temporales. 
 
En este capítulo se describirá el sistema seleccionado, así como los modelos de 
simulación por ambas técnicas, y se presentará la propuesta de realimentación y con la 
simulación realizada en Matlab se describirá el proceso del sistema. El conjunto de 
tareas se presentó en el anterior capítulo solo concretándonos a la realización de la 
simulación. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Filtro Adaptivo como estimador de parámetros. 
 
El desarrollo del filtro adaptivo, requiere de un modelo de referencia, que tenga un 
comportamiento en respuesta lo más parecido a la respuesta del sistema real. Para ello 
se considero un modelo de primer orden del tipo estocástico, monovariable y con 
perturbaciones estacionarias respecto a sus primeros momentos de probabilidad. 
 
La técnica a utilizar es la de mínimos cuadrados con realimentación al estimador 
considerando para al funcional del error que afecta a la realimentación y así al estimador 
en su conjunto.  
 



 

La demostración matemática que se presenta queda expresada en términos recursivos 
para que pueda implementarse en forma de software y estudiar su comportamiento de 
manera virtual. 
El identificador requiere que se cuente con una función en la que se conozca 

),,,(ˆ 1−= kkkkk xaywfx . 
 
El problema principal es que no se conoce la dinámica del sistema en su parte interna y 
menos aún el valor de su parámetro. Requiriendo en primer término de la estimación del 
parámetro y posteriormente realizar la identificación para describir el comportamiento 
del sistema considerado. Los pasos a realizar por el filtrado son: 
 

1. Estimar el parámetro del sistema ka por el método de los mínimos cuadrados. 
2. Utilizar el estimador en el identificador en el modelo recursivo.  

)ˆ,,,(ˆ 1−= kkkkk xaywfx  
3. Encontrar el funcional del error  respecto a la señal de salida, 
4. Realimentar al filtro estimador por medio del funcional del error  y así 

nuevamente  en el modelo recursivo y dar una respuesta lo más parecida a la del 
sistema real. 

 
 
El sistema considerado puede ser representado por medio del modelo siguiente: 

 (4.1) 

 
Y que en forma recursiva a través de su salida tiene la forma: 

kkk wayy += −1  (4.2) 
                                                   

El estimador es descrito por medio de la esperanza matemática y por medio del 
producto punto. Obteniendo su forma recursiva para ser implantado en un sistema 
digital y así en un sistema de tiempo real. 
 
Teorema 1. Considerando que el sistema es representado por el modelo (1),  y 
cumpliendo las condiciones de invarianza y estacionariedad, se tiene que el estimador 
de parámetros por el método de mínimos cuadrados es descrito en forma recursiva a 
través de la siguiente expresión: 
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Prueba (Teorema 1).  Si consideramos el modelo representado por (4.2), se tiene que al 
multiplicar por la misma salida  y al usar la esperanza matemática sobre cada uno de 
los términos de la expresión resultante: 
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Y que al considerar que no existe correlación entre los ruidos y la respuesta del sistema 
se tiene la condición:  
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De tal forma que podemos obtener el estimador  
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Al considerar las condiciones de ergodicidad, la expresión anterior a través de 
sumatorias se tiene: 
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La cual se reduce a  
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Al desarrollar el denominador del estimador y considerando la estacionariedad del 
sistema 
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La expresión del denominador queda descrita de la forma por la función kB ,  
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Que es igual a la expresión descrita como la forma recursiva del estimador.■ 
 
Teorema 2.  Dada la expresión recursiva del sistema por la expresión (4.2), usando el 
concepto de producto punto se obtiene la expresión (4.). 
 
Prueba (Teorema 2). Consideremos el modelo descrito en (4.2)  y las condiciones de 
estacionariedad así como T

kk yw ⊥ , el estimador es descrito de la forma  
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Al expresarlo por medio de sumatorias 
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Que es la expresión del estimador de forma recursiva. ■ 
 
 
El error de estimación es descrito por la expresión 



 

kkk yye ˆ−=  (4.) 
 
Y el funcional del error  por medio del producto punto 

>=< T
kkk eeJ  (4.) 

 
En forma recursiva se tiene   

T
kkkk eeJJ += −1  (4.) 

Por medio de la esperanza matemática el funcional de error tiene la expresión de forma 
recursiva 
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La expresión para kB  en forma recursiva considerando al funcional del error tiene la 
forma 

kkkkk JByyB 11 −− +=  (4.) 
 
Que dentro del identificador en su forma más simple se considera al modelo expresado 
en (4.2) y se considera en él al parámetro estimado del tipo adaptivo, teniendo la forma: 
 

kkk wyay += −1ˆˆ . (4.2) 
 
 
Resultados obtenidos con la implementación del algoritmo recursivo para obtener 
un filtro en tiempo real. 
 
En el modelo matemático de lo que es un filtro adaptivo en tiempo real, se pretendió 
realizar un sistema de características mínimas donde la finalidad es estudiar y demostrar 
como se comporta el algoritmo recursivo de un modelo propuesto que de manera ideal 
pretende simular algún proceso ideal que puede existir de manera fortuita en la realidad 
y como este actúa de acuerdo a cierta señal de salida que el sistema computacional 
simula a través de la asignación de una dicha señal de entrada.  
 
El proceso de experimentación se dividió en varias etapas donde primero se consideró 
simular el algoritmo del filtro digital sin considerar la parte adaptiva por que de ese 
modo podremos ver a modo experimental como se comporta la respuesta del sistema y 
comparada con una supuesta señal deseada. Pues la diferencia de las magnitudes de las 
señales de salida nos determina el error que existe. En la figura de abajo podemos 
observar que existe también un funcional del error.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Figura1.Respuestas de los estados del sistema. La parte superior muestra los parámetros, en medio se muestra el identificador y 
hasta abajo el funcional del error. 

 
 
La finalidad de criticar el error que la señal produce a la salida es determinar que tanto 
se apega nuestro modelo a un estado ideal fortuito, es decir como se ve este afectado 
nuestro sistema tanto por los estados internos como los externos  la capacidad de este 
para aproximar la señal que deseamos, y el error es precisamente quien nos da la idea. 
 
 
El filtro adaptivo en tiempo real. 
 
En esta fase experimentación nos muestra como el comportamiento de un filtro digital 
adaptivo FDATR cambia totalmente, en cuanto a la aproximación de su capacidad de 
respuesta a un estado ideal que puede o no existir en la realidad, el sistema 
computacional se encarga de dar estos parámetros para poder simular dicho sistema. 
Ahora nuestro algoritmo cambia en esencia considerando una retroalimentación que 
afectará continuamente nuestro estado de salida. Pero que en calidad de respuesta será 
superior al filtro adaptivo pues el error será minimizado todavía más, y aún ahora 
consideramos un funcional del error, cuyo objetivo es realimentar al estimador para 
cambiar nuestro estado de salida. 
 
En las transformaciones matemáticas vistas anteriormente quedó demostrado como 
puede cambiar un filtro adaptivo a un filtro adaptivo en tiempo real con las 
adecuaciones necesarias. Pues la transformación de las ecuaciones nos condujo a un 
algoritmo de naturaleza recursiva  que considera ahora una retroalimentación al 
estimador y que por ende nos cambiará los coeficientes del filtro conforme este itera 
contínuamente aproximando la respuesta deseada aún más hasta hacer que la diferencia 
de los errores sea cero idealmente, pero que en la realidad nunca va a ocurrir debido a 
las limitaciones de capacidad (velocidad de procesamiento) de nuestro sistema de 



 

cómputo y así como también la característica inevitable del ruido que entra al sistema y 
que perturba el comportamiento en cierta medida. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura2 La figura nos muestra los estados de salida del sistema para un filtro adaptivo en tiempo real. 
 
 
 
Descripción de la gráfica anterior. 
 
Ahora se explicará de la grafica anterior cada parte que en su conjunto nos da una idea 
de cómo se comporta nuestro filtro y si realmente la respuesta es la que esperábamos de 
acuerdo a las transformaciones hechas a nuestro modelo inicial, es decir, el filtro digital 
adaptivo.  
 
Observaciones: 
 
La parte superior de la gráfica muestra como la recursividad del algoritmo acerca la 
señal de salida a la señal deseada pero con un margen de error que no satisface en 
mucho, pues algunos sistema en la realidad dependen mucho de la precisión y velocidad 
de respuesta del filtro adaptivo en tiempo real, y más aún si las restricciones de tiempo 
se encuentran en un margen muy cerrado. 
 
La parte media de la gráfica nos habla claramente del estado interno del sistema esta 
parte es importante pues podemos apreciar como cambia este internamente conforme 
evoluciona el sistema. 
 



 

En la parte inferior de la gráfica se puede apreciar el histograma del proceso, pero de 
manera más precisa refleja la frecuencia con que ocurre la información del sistema en 
cada estado de la iteración 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Figura3 La grafica superior muestra como es la salida de nuestro filtro, muy próxima a la salida deseada. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 

CAPÍTULO 5 Conclusiones Generales. 
 

 
 
 

5.1 Conclusiones 
 
Un FDATR se diseña de acuerdo a ciertos criterios que son los que definen bien la tarea 
final del filtro, un primer criterio es el tipo de medio ambiente con el que se va a 
desenvolver o interactuar para ser más precisos, otro segundo criterio de relevancia son 
las restricciones de tiempo que le son exigidos a nuestro sistema, pues varia en cada tipo 
de filtro pero manteniendo la restricción necesaria de que debe ser Tiempo Real. En el 
presente trabajo se describió formalmente los conceptos estimadores y Filtrado Digital 
en Tiempo Real aplicado a un sistema monovariable, lineal y estacionario. 
  
También la finalidad del algoritmo de nuestro filtro es demostrar la eficiencia de su 
comportamiento que primeramente es la minimización del error en la respuesta deseada 
con la respuesta del sistema, pues nuestro sistema  
Independientemente de la plataforma en Tiempo Real en que se implanten los FDTR y 
FDMTR, éstos deben cumplir con: la interacción con procesos reales, emisión de 
repuestas correctas, sincronía con los procesos, un error de convergencia acotado por un 
valor predefinido y la expresión en forma recursiva para seguir la dinámica del proceso. 
 
Las restricciones temporales mínimas en los FDATR son: tiempo de muestreo, tiempo 
de ejecución, plazo mínimo, plazo máximo, tiempo de convergencia y plazo de 
convergencia.   
 
La teoría presentada en esta tesis es general y aplicable a todos los filtros digitales 
lineales que interactúen con procesos físicos reales que impongan restricciones 
temporales y requieran ser descritos a través de los procedimientos de estimación o 
identificación. 
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