Instituto Politécnico Nacional

Centro de Investigacion en Ciencia

Aplicada y Tecnologia Avanzada del @
IPN

Procesos de resignificacion del valor numérico de la funcion
derivada segunda: Un estudio en el sistema escolar
Uruguayo

Tesis que para obtener el grado de
Maestra Ciencias en Matematica Educativa
presenta:

Zenia Yacir Testa Rodriguez

Director de la tesis;

Dr. Ricardo Cantoral Uriza

Co - director de la tesis:

Dr. Francisco Javier Lezama Andalén

México, D.F., diciembre de 2004



CGPI-14
INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
COORDINACION GENERAL DE POSGRADO E INVESTIGACION

ACTA DE REVISION DE TESIS

En la Ciudad de México siendolas 12:00 horasdeldia 10 del mesde

noviembre del 2004 se reunieron los miembros de la Comisién Revisora de Tesis designada

por el Colegio de Profesores de Estudios de Posgrado e Investigaciéon de  CICATA LEGARIA
para examinar la tesis de grado titulada:

“Procesos de resignificacién del valor numérico de la funcién derivada segunda. Un estudio en el
sistema escolar uruguayo.”

Presentada por la alumna:
Testa Rodriguez Zenia Yacir

'Apellido paterno materno nombre(s)

Con registro: |[A0 |1 0 6 8 8

aspirante al grado de:
Maestra en Ciencias en Matematica Educativa

Después de intercambiar opiniones los miembros de la Comisidén manifestaron SU
APROBACION DE LA TESIS, en virtud de que satisface los requisitos sefialados por las
disposiciones reglamentarias vigentes.

LA COMISION REVISORA

irector de tesis

Dr. Ricardo Cantoral Uriza

Dr. Apolo Castafieda Alonsc e Dr. Fra(u}:isco Javier Lezama Andalén
CICATA - IPN ) Vs
Centro de Investigacidn en Clencic 7
gpwcadc y Tecnologia Avanzadic /»" ? i
el Instituto Politéenico Naelona 4 J
Mo det focore <
Dra. Maria del Socorro Valero Cazarez Dr. Gustave Martinez Sierra

EL PRESIDENTE REL COLEGIO

7 =

Dr. José Antonio Iran Diaz Gongora




INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
COORDINACION GENERAL DE POSGRADO E INVESTIGACION

CARTA DE CESION DE DERECHOS

En la ciudad de México D. F.el dia 15 del mes de diciembre del afio 2003, la

que suscribe  Zenia Yacir Testa Rodriguez, alumna del Programa de Maestria

en Ciencias en Matematica Educativa con ntimero de registro: 010688 Adscrito al

Centro de Investigacion en Ciencia Aplicada v Tecnologia Avanzada del IPN,

manifiesta que es autora intelectual del presente trabajo de Tesis bajo la direcciéon

del Dr. Ricardo Cantoral Uriza y como Co-director al Dr. Francisco Javier Lezama

Andalon.

Y cede los derechos del trabajo intitulado Procesos de resignificacién del valor

numérico de la segunda derivada: Un estudio en el sistema escolar Uruguayo

al Instituto Politécnico Nacional para su difusién, con fines académicos y de
Investigacion. Los usuarios de la informacién no deben reproducir el contenido textual
graficas o datos del trabajo sin permiso expreso del autor y/o director del trabajo. Este

puede ser obtenido escribiendo a la siguiente direccion: milefede@adinet.com.uy

Si el permiso se otorga, el usuario debera dar el agradecimiento correspondiente y

citar la fuente del mismo.

Zenia Yacir Testa Rodriguez



indice

INDICE

GlOSANIO......ovic s 1

Relacién de graficos, esquemas, imagenes y tablas.............c.cc.c.......... 5

THEULO. ... 10

RESUMIBN ..o 12

INErOAUCCION........cooiici s 17

Capitulo |

Presentacion del problema de investigacion.............ccocvoeieiiiencicieieieee 25
> Problema de iNVEStIGaCioN...........cocceiiiiiineieee e 27
> Preguntas de iNVEStIgaCiON..........cceiieieieeieci et 35
> Sistema educativo UrUQUAYO. ........ccevueeeerieeieireeieseesreeeesreesresreeeesre e 38

Capitulo 11

COoNSIAEracioNEs tEOFICAS. ......cveverieieieeeeee ettt ens 41
> ConSideraciones tEOIICAS. .......ucveerrerieeesesesese e e sae e sae e ese e eneens 43
» Matematica EQUCALIVA..........ccceeveiiicii e 50
> SOCI0ESPISEMOIOQIA. .. ..eeveieciieiicieriee s 53
> Pensamiento y Lenguaje Variacional............c.ccocvvniiiiiiicieicienen, 58

Capitulo 111

COMPONENTE COGNITIVA......iiuieiiiiieiieciieie sttt nee s 65
> Imagen del CONCEPLO......eoui e 67
» Pensamiento y lenguaje variacional............ccccoocvvvveveiieiienesiese e 75
P VISUALIZACION.....c.veieiceciee et e 80
> REQIAS SIN FAZONES.......ciiieieiieieieee e 93

Capitulo IV

Elementos para la componente didactica............cccccovvveveiieieiicieieeeceee 99



indice

» Revision de textos: de aula'y de consulta...........c.ccorerreincieincnnene 101
0 Balparday Lois, (1993)......cccccevivrvinnnne. 102
o0 Giovannini, E. (1998)........ccccccevvvnvinnnn. 104
0 Belcredi, L. et all (2001)................... 107
0 Douffur, (1998).......cccceovreriiniiiiiiiens 109
0 Rey Pastor, J. etall (1969)................ 111
0 Sipvak, M. (1992).........ccocvvviiieee. 114
> Analisis de programas UrUQUAYOS.........ccererrerrereresiesesessesseseessessensenes 118

Relaciones estudiadas entre, las funciones derivadas
primera y segunda, de una funcion:

O DIferenCias....ccooeeeeeeeeeiieeeeeeeeeeeeeeeeeeen, 119
O SIMIlItUES. ..o 120
> Evidencias del tratamiento 8SCOIAr.........covvvviivceiee it 123
0 Observacion de clases........cccccveevvvernnne. 123
B Primer Visita......ccoveevvvev e 124
= Segunda Visita.........cccceeeeveiienns 139
= COmMENtarios.......ccoevveveeeeeeeeeeennne, 147
0 Encuestay entrevista a docentes............ 148
Capitulo V
Elementos para la componente epistemoldgica...........cccevreivreinenccnienenn 137
3 AN I CAMENTE. ...t e e 163
P VISUAIMENTE. ..ottt 164
Capitulo VI
P AN ] (=ToT=T0 [T (=TT 167
P AN Q] C=T=To (101 (=L PRRRTRR 169
Capitulo VII
Disefio y aplicacion de la SECUBNCIA. ..........ccevveiiiriiire s 181
> Justificacion de 18 SECUBNCIA........vvevee ittt e ee e 183
> Poblacion y aplicacidn de la SECUENCIA..........cceeveveiierieiicce e 197
Capitulo VIII
ANALISIS 0B FESUITATOS. ... .eeeeee ettt e e e e e e e e 199
> Andlisis inicial de la actividad individual escrita..........cccccoeeeeveeveene.. 201
O ACHVIAT L. 201
O ACHVIAD ..ot 202
O ACHVIAT Tt 204
(o I Ao £ V4 To =T B A 2T 206
Lo I Ao £ V4 [0 =T IV 2T 212
> Analisis de resultados a la luz de las consideraciones tedricas............. 214

-2-



indice

0 Primer pregunta de investigacion...........cc.ccooverreieiineienenene,
o  EN primer inStanCia.........ccoeeveeruenieienieie e
e Ensegunda inStanCia..........ccoceoeiverenieieeieiciseseees
0 Segunda pregunta de iNVeStIgacion..........cccceereercereieneneneens
0 Tercer pregunta de iNVeStigacion...........ccoueeeereiinienenesieesienns

Capitulo IX
Conclusiones y recomendaciones didActicas............cccoceveivieieiicveieenennen,

3> CONCIUSIONES. .....cooiieeteeeee ettt e e e et e e e e e e e e ettt e e e e e e eenrreeeeas
> Recomendaciones didACtICAS. .......uvveeeeeeee e e

Referencias BibliografiCas...........ccccoornininnninneceeecseeenn,

Referencias bibliografiCas. ...

Anexo |
Programas uruguayos oficiales vigentes de sexto afio de secundaria..........

> OPCION INQENIEITA .. v
P OPCION ATQUITECTUIEL ....cvvevieeieieeeie e
> Opcion Medicina y AgroNOMIa. ........cccceurirererereireese s esee e
> OPCION ECONOMI. .....eiiiiiiiiiiiiiiiciesieeese e

Anexo Il

SecueNCIa “CONCAVIAAT ........oooeeee ettt re e s et e e et e e s rere e e e naanes

D Yo 11 V7 o = To I TR
D Yo 11/ o = Lo R
D Yo 11V o = To 1 TR
D Yo 11/ o = Lo 1 TR TRRRRTTR

Anexo 111

Presentacion de la actividad escrita individual.............oooeoeoeeiiiieeeeeee

P EQUIPO Lo
P EQUIPO 2.
P EQUIPO 3. s

214
214
221
237
253

257

259
275

279

281

285

287
288
289
290



Relacion de gréaficos, esquemas e imagenes

RELACION DE GRAFICAS, ESQUEMAS, IMAGENES Y
TABLAS

Gréficos

GAFICO Lot e e e e e et e e e et e e e e e e e saereneens 28

Representacién grafica de una funcién f conociendo f(to).

GlATICO 2 et e e e 29

Representacion grafica de una funcion f conociendo f(tp) y f “(to)=0.

GIAFICO 3. . 29
Representacion grafica de funciones f; conociendo fi(ty) y

signo de f;i “(to) positivo.

(C] U 010 1 S USSP 30
Representacion grafica de funciones f; conociendo fi(tp) y

signo de f; "(tp) negativo.

GRATICO B e et e e e et e e e e e e e e e e e e ereeeens 31

Representacion gréfica de una funcion f conociendo f(to) y " (to).

GATICO B et e e e e e e e e e e eeeaeeaneneans 31

Representacion gréfica de funciones f; conociendo fi(to) y fi " (to).

(C] - Tolo I TR 32
Representacion grafica de funciones f; conociendo fi(to), fi “(to)

y signo de fi"" (to) positivo.

GIAFICO 8.t 33
Representacion grafica de funciones f; conociendo fi(to), fi “(to)

y signo de f; ”"(to) negativo.



Relacion de gréaficos, esquemas e imagenes

GAFICO Ottt e et e e e et e s et e e s st reesarreeenns 52

Interpretacion grafica de la tangente a una curva.

GIAFICO L0, oot e e e e e e et e e eeeeeaeaeneeeeans 54

Concavidad negativa en un intervalo.

GIAFICO L. oottt re e 85
Visualizacion del valor numérico de la funcion derivada primera

en casos particulares.

GIAFICO L2, oottt e e e e e e et e e eeeeeeeaereeeeean 86

Gréficos de funciones con concavidad negativa.

GATICO L3 e e e e e e e e e e eeaeeaneneens 87

Gréficos de funcion con concavidad positiva.

LT oo T SRR 87

Gréfico de la funcién f:R— R/ f(x)=|x-3.

GFATICO 15, ettt e e e e e e e e e e e e e 89
GRATICO 1Bttt e e e et e e e e e e e e e 90
GAFICO L7 ettt ettt r e e e e e et e s ettt e s retbeeeesarreeenas 90

Secuencia de graficos con “zoom”

GIAFICO 18....c.eiiiieii e 125
GIAFICO 19 .t 127
GIAFICO 20.... e bbb 128
GIATICO 21 129
GIAFICO 22......eiieiee e 131
GIAFICO 23.. . 131
GIAFICO 24 133
GIAFICO 25, 136
GIAFICO 26......einieiceee e e 140



Relacion de gréaficos, esquemas e imagenes

GIATICO 27 ..t 141
GIAFICO 28......eoiiiiceeee s 142
GIAFICO 29, s 143
GIAFICO 30, . s 145
GIAFICO 3L 146

Gréficos realizados en la segunda visita a clase.

GlATICO B2 e e et e e e e e e e e e s 154

Gréfico de la funcion f :R™ — R/ f(x) =Ln(x+1).

LT (o102 TR 156

Representacion de f(a)=a.

LT oL T 7 SRR 157

Representacion de f continua en x=a.

T (o101 TR T TR 158
GRATICO 30, .ot e e e e ee e e e e e e e e e e e e e enees 158

Relacion entre y = mx y f'(a)=m.

GIATICO 37 et 160
Representacion grafica de una funcién y de su polinomio

de aproximacioén de grado 2 en un real.

GIAFICO 3. 160
Representacion de funciones f/ f(x)= k (x-& )+ 3,

con a y S parametrosy k constante.

LT L ToTo T L TR 161

Representacion de la funcion real f/ f(x)= k x2.

GIAFICO 40 ..ttt e e et e e e et e e e e e e e e e aneens 161

Representacion gréfica del polinomio de aproximacion de grado 2,



Relacion de gréaficos, esquemas e imagenes

en x=a de una funcion real.

LT oo 1 TR

Representacion grafica del polinomio de aproximacion de grado 2,

en x=a de una funcion real y el de vértice (0,0) de la familia generada.

GATICO 42ttt e e et e e e et e e e e e e e eaeeeaas

Relacion gréafica entre el polinomio de aproximacion de grado 2,

en x=a de una funcidn real y el de veértice (0,0) de la familia generada.

LT U 1o 1 TR
GIAFICO A4ttt e e e et e et e e rb et e s seb e e e sarreees
GRAFICO 4. .ottt e e e e e et e e et e e e e eeseteenes

Interpretacion visual de la relacion grafica entre el polinomio
de aproximacion de grado 2, en x=a de una funcion real

y el de vértice (0,0) de la familia generada.

GIAFICO 4B ..ottt et e e et e e s ettt e eeb et eesab e e e sarreees

Gréfico de funciones reales fy g/ f ""(a)>0>g ""(a).

T L (oo I AT TRTRRR PR

Graéfico de funciones realesfy g /f"(a)>0,g "(@)>0y f"(a) =g "(a).

Esquemas

ESQUEBMA L. ..ot

Vinculacionesentre “f > f'> 7 "y “f"— f'> f

comUnmente trabajadas

ESQUEME 2 ...

Lineas de investigacion del programa de PLV



Relacion de gréaficos, esquemas e imagenes

ESQUEME 3 ... e 70
Deduccién puramente formal. (Caso 1).
S0 [T 0 < T PRTR 71

Deduccidn siguiendo el pensamiento intuitivo. (Caso 2).

ESQUEMIA 5.ttt bbb 71

Interaccion entre definicion e imagen. (Caso 3).

ESQUEME 6. 72

Respuesta intuitiva. (Caso 4).

Esquema 7

S0 ...t s 74
Iméagenes

IMAGEN L.ttt b nrbe e 111

Extraida de Rey Pastor, J. (1969) Analisis Matematico. Pagina 484.

T T Vo =] o 1 OSSPSR 114
Extraida de Sipvak, M. (1992). Calculus. Pagina 200.

IMAGEN 3 ettt ettt et sae e e 172
Extraida de Vinner, Sh (1991).
The role of definitions in teaching and learning.

IMAGEN ...ttt ettt ettt nee s 209
IMEGEN 5. s 234
IMAGEN Bt 234
0T Vo =] o 1 A PSSR 234
IMAGEN 8. 267
IMAGEN O..ii e 267
IMAGEN L0, 268
IMAGEN L1, ettt 269
IMAGEN L2, ettt et et sne e 316
IMAGEN L3, ettt 319
IMAGEN L4 ettt ettt et e sne e e e 319
IMAGEN L5, . 319
IMAGEN 16, 320



Relacion de gréaficos, esquemas e imagenes

IMEGEN L7 ne e 325
IMAGEN L8 . e 325
IMAGEN 19, i 325
IMAGEN 20 e 326
IMAGEN 2L, 326
IMAGEN 22 sttt 331
IMAGEN 23 s 331
IMAGEN 24 332
IMAGEN 25, s 332

Realizadas por los estudiantes en la aplicacion de la secuencia.

Tablas
JLIEE] o) £ TR 321
TADIA 2 oo et ——— 327
TADIA 3 oo —— 333

Respuesta escrita individual de la Actividad V.

-10 -



Resumen

RESUMEN

La presente investigacion se enmarca en la linea de investigacion Pensamiento y
Lenguaje Variacional. La misma fue realizada en Uruguay con estudiantes de sexto afio

de Educacion Secundaria y de tercer afio del Instituto de Profesores Artigas.

A partir de nuestra experiencia y del analisis profundo tanto del curriculo como de la
forma en que se trabaja el concepto matematico “derivada” en los cursos y en los libros
de textos, pensamos que los estudiantes son guiados a trabajar con dicho concepto, a
conocer su definicion, pero Unicamente con el enfoque que indica el curriculo, sin poner
en primer lugar una ensefianza, en el sentido de Cantoral (2000), que favorezca las
distintas miradas del concepto, sus relaciones con conceptos o imagenes de estos ya

adquiridas, lo que favoreceria la formacion de una fuerte estructura conceptual.

Destacamos dos aspectos que generaron nuestra investigacion:

+ Este tipo de trabajo no implica, por un lado, que el estudiante ponga en juego su
pensamiento y lenguaje variacional, por lo tanto no posibilita el desarrollo de este tipo
de pensamiento fundamental en el entendimiento relacional del tema “derivada”, y por
otro lado, que el estudiante deba recurrir a las definiciones de los conceptos
involucrados, dado que puede ser suficiente para resolver cierta problemética consultar
la imagen asociada al concepto.

4 El valor numérico de la funcion derivada primera es significado graficamente,
relacionéndolo con el coeficiente angular de la recta tangente el grafico en el punto en
cuestion, mientras que el valor numérico de la funcion derivada segunda no entra en
juego, si es distinto de cero, y sélo se significa graficamente a su signo, relacionandolo

a la concavidad de la funcion.

Al comienzo de esta investigacion creiamos que en la estructura asociada al concepto
“derivada” que los estudiantes habian generado, no estarian presentes significados
graficos del valor numérico de la funcion derivada segunda. Es en este contexto que nos

planteamos las siguientes preguntas de investigacion:
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Resumen

4 (Cual es el significado gréafico que dan los estudiantes al valor numérico de la
funcién derivada segunda?

4 (Cual es el papel que juegan las definiciones del concepto, y/o la imagen del
concepto, cuando los estudiantes se enfrentan a actividades que ponen en juego
el significado gréafico del valor numérico de la funcion derivada segunda?

4 ;Como influye el Pensamiento y Lenguaje Variacional de los estudiantes al
enfrentarse a actividades que los ponen en juego el significado gréfico del valor

numérico de la funcion derivada segunda?

En base a todo lo anterior se elabora una secuencia que esperdbamos que en las
primeras actividades evidenciara que los estudiantes no significan gréficamente al valor
numérico de la funcién derivada segunda, pero que en su desarrollo fomentara la
reflexion de los estudiantes sobre este topico, lo que implicaria primero que llevaran a
un nivel conciente las limitaciones de su estructura conceptual asociada al concepto en
juego (construida en el transcurso de su escolarizacion), y luego generaran significados

gréaficos del valor numérico de la funcion derivada segunda.

El analisis de los resultados ha confirmado nuestras creencias iniciales y pensamos que
han surgido ricos elementos a partir de los cuales pudimos responder nuestras preguntas
de investigacion construyendo explicaciones tedricas del desempefio de los estudiantes

con base en el las cuestiones del pensamiento y lenguaje variacional.

SUMMARY

The present investigation is framed in the line of investigation Thought and Variational
Language. The same one was carried out in Uruguay with sixth grade students of High

School and of third year of the Institute of Professors Artigas.
Starting from our experience and on a analysis of the curriculum and how the

mathematical concept of “derivate” is introduced in the courses and in the text books,

we think that the students are guided to work with this concept, to know its definition,

-13-
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but only in the way that indicates the curriculum, without focusing on a teaching in the
first place, in the sense of Cantoral (2000), that favors the different looks of the concept,
their relationships with concepts or images of these already acquired, what would favor

the formation of a strong conceptual structure.

We pointed two important aspects that generated our investigation:

+ Important type of work doesn't imply, on one hand, that the student have to use their
thought and variacional language, therefore it doesn't facilitate the development of this
type of fundamental thought in the understanding relational of the topic “derivate”, and
on the other hand, that the student should appeal to the definitions of the involved
concepts, since it can be enough to solve certain problem to consult the image
associated to the concept.

+ The numeric value of the first derivate function is meant graphically, relating it to the
angular coefficient of the tangent straight line the graph in the point in question, while
the numeric value of the second derivate function is not taken in account, when it is
different from zero, and it is only meant graphically to its sign, relating it to the

concavity of the function.

At the beginning of this investigation we believed that in the structure associated to the
concept “derivate” that the students had generated, they would not be present graphics
meanings of the numeric value of the second derivate function. It is in this context that

we thought about the following investigation questions:

4 Which is the graphic meaning that the students give to the numeric value of
the second derivate function?

4 Which is it the role of that the definitions of the concept play, and/or the
concept image, when the students face activities related the graphic meaning
of the numeric value of the second derivate function?

+ How does the Thought and Variacional Language of the students influence
when facing activities focus on the graphic meaning of the numeric value of

the second derivate function?

Based on all the above a sequence was elaborated expecting that in the first activities it

evidenced that the students don't mean graphically the numeric value of the second

-14 -
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derivate function, but that in its development are encouraged to think about this topic
the students on this topic, what would imply this that they make aware of
the limitations of their conceptual structure associated to this concept (built in previous
courses), and then they generated graphics meanings of the numeric value of the second

derivate function.

The analysis of the results has confirmed our initial thoughts and istrong facts have
arisen starting from which we could respond our investigation questions building
theoretical explanations of the acting of the students based on aspects of the thought and

variacional language.
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GLOSARIO

Bachillerato o Segundo Ciclo:
Se refiere a los tres Gltimos afios de la ensefianza secundaria en Uruguay. Abarca la

franja de edades que va de los 16 a los 18 afios aproximadamente.

Ciclo Basico o Primer Ciclo:
Se refiere a los tres primeros afios de ensefianza secundaria en Uruguay. Abarca la

franja de edades que va de los 13 a los 15 afios aproximadamente.

Curso tedrico y Curso practico:

En los ultimos dos afios de Educacion Secundaria (quinto y sexto) los cursos de
matematica se dividen en curso tedrico y curso practico los cuales pueden o no ser
dictados por el mismo docente. En el curso tedrico se trabaja la teoria (axiomas,
definiciones, teoremas, etc.) que permiten las generalizaciones necesarias para realizar

luego los problemas y/o ejercicios en el curso préctico.

Ensefianza secundaria:

Se refiere a la ensefianza posterior a la primaria. Abarca un total de seis afios que se
dividen en tres de Ciclo Basico, o Primer Ciclo (1°,2°, 3°) y tres de Bachillerato o
Segundo Ciclo (4°, 5°, 6°). La ensefianza secundaria completa habilita al ingreso a la

Universidad.

Entendimiento Relacional:
“... i1s meant what | have always meant by understanding, and probably most readers

of this article: knowing both what to do and why.”” (Skemp, 1976).

Entendimiento Instrumental:

“... 1 would until recently not have regarded as understanding at all. It is what | have in
the past described as “rules without reasons”, without realizing that for many pupils and
their teachers the possession of such a rule, and the ability to use it, was what they

meant by understanding.” (Skemp, 1976).
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Imagen del Concepto:

“The concept image is something non-verbal associated in our mind with the concept
name. It can be a visual representation of the concept in case the concept has visual
representation; it also can be a collection of impressions or experiences. The visual
representation, the mental pictures, the impressions and he experiences associated with
the concept name can be translated into verbal forms. But it is important to remember
that these verbal forms were not the first thinking evoked in our memory. They come

into being only at later stage”. (Vinner, 1991).

Instituto de Profesores Artigas (1.P.A.):
Instituto Nacional de nivel terciario donde se forman los futuros docentes de Educacion

Secundaria.

Liceos:

Institutos estatales y privados donde se imparten los cursos de Educacion Secuandaria.

Pensamiento y Lenguaje Variacional (PLV):

Con PLV hacemos referencia tanto a una linea de investigaciobn como a un proceso
cognitivo. Por un lado “El pensamiento y lenguaje variacional estudia los fenbmenos de
ensefianza, aprendizaje y comunicacion de saberes matematicos propios de la variacion
y el cambio en el sistema educativo y en el medio social que le da cabida. Pone
particular atencién en el estudio de los diferentes procesos cognitivos y culturales con
que las personas asignan y comparten sentidos y significados utilizando diferentes
estructuras y lenguajes variacionales.” (Cantoral, 2000). Y ademéas “Como parte del
pensamiento matematico avanzado, el pensamiento y lenguaje variacional trata sobre las
relaciones entre la matematica de la variacién y el cambio por una lado y con los
procesos complejos del pensamiento por otro. Exploramos los procesos y los
mecanismos funcionales del pensamiento de los que aprenden en una de especie de
cognicion situada, para enriquecer, a posteriori, las situaciones de ensefianza de la

escuela contemporanea.” (Cantoral, 2000).

Valor numérico de la funcion derivada segunda

Dadas la funcion f, el conjunto AcR, f : A— Ry ae R, llamaremos valor numérico de

la funcion derivada segunda de fen x=a af "' (a).
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Visualizacion:

“En un sentido méas amplio, entendemos por visualizacion a la habilidad para
representar, transformar, generar, comunicar, documentar y reflejar informacion visual
en el pensamiento y el lenguaje de quien aprende. Ahora bien, realizar la actividad de
visualizacién requiere de la utilizacion de nociones matematicas asociadas a lo
numérico, grafico o algebraico, pero exige también del uso de un lenguaje comun para
explicar ciertos fendmenos e incluso para describir experiencias vivenciales. La
visualizacidn entonces, trata con el funcionamiento de las estructuras cognitivas que se
emplean para resolver problemas, con las relaciones abstractas que formulamos entre las
diversas representaciones de un objeto matematico a fin de operar con ellas y obtener un
resultado y, sobre todo, de la participacién en una cultura particular al compartir

simbolos y significados” (Cantoral y Montiel, 2003)



Introduccién

Introduccidn

Dieciseis afios de practica docente directa, sumados a ciertos estudios académicos, me
han llevado a considerar que el sistema educativo en el cual me encuentro inserta es un
sistema cerrado; en el sentido que la tarea educativa comienza y termina a partir de los
objetivos explicitos del curriculo a cumplir, en forma totalmente independiente del
grupo humano con el cual se esti trabajando. Si a lo anterior le sumamos que en
Uruguay los programas de la Educacién Secundaria son unicos, y ademas, como
podemos ver en el anexo |, muy extensos para las horas de clase de los cursos, podemos
observar que, por un lado, los docentes “dictan” los cursos con poca participacion real
de los estudiantes, y por otro lado se cree que los estudiantes ingresan a cierto curso con
conocimientos muy similares y se espera que todos ellos alcancen los mismos
conocimientos, determinados por el curriculo, para aprobarlo. No parece tenerse en
cuenta ni los conocimientos “fuera del curriculo” con los que los estudiantes ingresan al
aula, ni las posibles construcciones por ellos realizadas que no sean las que indica el
curriculo; o sea estamos frente a una concepcion clasica de la ensefianza-aprendizaje: el
profesor ensefia y el alumno aprende, a lo cual podemos agregar que lo “ensefiado” y
“aprendido” parecen ser independientes del grupo humano que lo esta trabajando. “[...]
a este [al educando] le cabe ddcilmente recibir agradecido el paquete y memorizarlo”.
(Freire, 1994)

Evidentemente lo anterior viene de la mano de una cierta concepcion de los temas a
ensefiar y de la propia disciplina. Si el estudiante es un ser pasivo en el proceso
ensefianza-aprendizaje y el docente es el encargado de transferir los conocimientos a sus
estudiantes, parece ser que €l es el Unico que puede considerar cuales son los
conocimientos validos en el aula y la forma de acceder a ellos. Ademés, como ya hemos
mencionado, en el sistema educativo uruguayo todos los docentes deben cumplir con el
mismo curriculo, entonces se convierten en una herramienta que parece intentar
asegurar cierta “igualdad” en la educacion matematica de los estudiantes y en la

concepcién de los items matematicos presentes en el curriculo.

Creemos que éstas son algunas de las causas que, en este sistema educativo, el

conocimiento matematico sea visto como algo ya acabado, perdurable en el tiempo e
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incambiable. Ademéas de las muestras de esta situacion que presentaremos en el
Capitulo 1V, la experiencia laboral en distintos liceos nos ha dado evidencia de la
similitud en los mecanismos de ensefianza de los distintos conceptos matematicos, y en

particular el que nos interesa, desde unas cuantas decenas de afios atras.

Las clases centradas en el discurso del profesor parecen brindarle a éste cierta seguridad
sobre la transmision a los estudiantes de los conocimientos matematicos y el
cumplimiento del curriculo, pero no brinda la posibilidad que los estudiantes hagan
suyo el problema, lo exploren, argumenten, discutan, descubran, creen, en otras palabras
que desarrollen su pensamiento matematico. Otra consecuencia negativa de este tipo de
practica educativa es que no posibilita que los estudiantes reconstruyan los conceptos
matematicos, de donde se limitan los significados de éste a los previstos en el curriculo,
empobreciendo, sin lugar a dudas, al propio concepto. En este sentido, esta
investigacion pondrd de manifiesto que los estudiantes, en un principio, no pueden
asignar significados no establecidos en los curriculos escolares, asociados al concepto
valor numérico de la funcion derivada segunda, sino hasta enfrentar problematicas de

naturaleza distinta a las escolares.

Los aspectos mencionados anteriormente llevan a que el conjunto formado por cierto
concepto y sus caracteristicas asociadas, parezca Unico e inmutable, de donde es
transmitido, tanto por los textos como por los docentes, en forma muy similar a los
estudiantes afio tras afio sin brindar la posibilidad de enriquecerlo, por ejemplo
generando un espacio para descubrir caracteristicas de él que no estaban establecidas en
el curriculo, por ejemplo como la que pone en juego esta investigacion. Esta situacion
no parece ser exclusiva de Uruguay, nuestro grupo de investigacion ha detectado esta
misma situacion en otros paises: en este momentos, quiza la vision méas extendida entre
los profesores sea aquella que asume que los conceptos matematicos son entidades ya
elaboradas y que solo deben comunicarse a sus alumnos, en una ensefianza pulcra y
libres de dificultades, olvidando que esos conceptos deben ser construidos por sus
estudiantes como herramientas capaces de tratar con varias clases de situaciones
(Cantoral, 2000). En este sentido asumimos a la matemética como algo vivo y
cambiante, con posibilidades de reorganizarse y resignificarse a partir de estudios como
éste que investigan sobre como piensan los estudiantes ante ciertas situaciones ya sea

correcta 0 no su respuesta. No consideramos que cierto concepto matematico esté
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determinado por el curriculo en el cual se encuentra, ni que el “método” para
“ensefiarlo” sea guiar a los estudiantes por los items de dicho curriculo, sino que en este
aspecto coincidimos con las concepciones de Freire (1994) cuando afirma que “ensefiar
no es un acto mecénico de transferir a los educandos el perfil del concepto del objeto.
Ensefiar es sobre todo hacer posible que los educandos, epistemoldgicamente curiosos,
se vayan apropiando del significado profundo del objeto, a que solo aprehendiéndolo

pueden aprenderlo”.

A partir de todo lo anterior, del analisis profundo tanto del curriculo como de la forma
en que se trabaja el concepto matematico “derivada” en los cursos y en los libros de
textos, pensamos que los estudiantes son guiados a trabajar con dicho concepto, a
conocer su definicion, pero tnicamente con el enfoque que indica el curriculo, sin poner
en primer lugar una ensefianza, en el sentido de Cantoral (2000), que favorezca las
distintas miradas del concepto, sus relaciones con conceptos o iméagenes de éstos ya

adquiridas, lo que favoreceria la formacién de una fuerte estructura conceptual.

Dada la importancia que tiene en los curriculos el tema “derivadas” y sus indiscutidas
aplicaciones dentro y fuera de las matematicas, es que creemos que su ensefianza no
puede descansar en que los estudiantes puedan “repetir” su definicion o que apliquen
correctamente ciertas reglas. A partir del anlisis de los curriculos parece que el objetivo
de la ensefianza de este tema es realizar correctamente el estudio analitico y la
representacion grafica de una funcion (EARG) donde, en forma mecénica, utilizando
tablas o reglas sin razones, se determinan las funciones derivada primera y segunda. En
este sentido observamos dos aspectos que generaron nuestra investigacion, por un lado
que este tipo de trabajo no implica ni que el estudiante ponga en juego su pensamiento y
lenguaje variacional, por lo tanto no posibilita el desarrollo de este tipo de pensamiento
fundamental en el entendimiento relacional del tema, ni que el estudiante deba recurrir a
las definiciones de los conceptos involucrados, dado que puede ser suficiente para
resolver cierta problemaética consultar la imagen asociada a ellos; y por otro lado que el
valor numérico de la funcién derivada primera es significado graficamente,
relacionandolo con el coeficiente angular de la recta tangente al grafico en el punto en
cuestion, pero el valor numérico de la funcién derivada segunda no entra en juego, si es
distinto de cero, y solo se significa graficamente a su signo, relacionandolo a la

concavidad de la funcion.
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Es por ello que, tanto esta investigacion, como otras que también forman parte de la
linea de investigacion Pensamiento y Lenguaje Variacional, intenta determinar
elementos, que no estan presentes en el curriculo, que permitan enriquecer el concepto
“derivada” asi como comprender este concepto desde el punto de vista del estudiante.
Nuestro grupo considera imprescindible el desarrollo del pensamiento y lenguaje
variacional de los estudiantes para trabajar ricamente los temas de calculo; y ademas, en
cuanto a este tema especifico, distintas investigaciones han mostrado que la nocion de
derivada se estabiliza en el pensamiento de los estudiantes solo hasta que la nocion de
derivada sucesiva aparece y se establece un tratamiento articulado entre la funcion y sus
derivadas. A partir de esta base creemos que se favorecera este proceso si el estudiante
enriquece el concepto de valor numérico de la funcion derivada segunda con aspectos
graficos y variacionales; es por ello que en este trabajo investigamos cuél es el
significado gréafico que asignan los estudiantes al valor numérico de la funcion derivada
segunda, cudl es el papel que juegan las definiciones del concepto, y/o la imagen del
concepto, al enfrentarse a actividades que ponen en juego el valor numérico de la
funcion derivada segunda y cémo influye su Pensamiento y Lenguaje Variacional al

trabajar en dichas actividades.

Al comienzo de esta investigacion creiamos que en la estructura asociada al concepto
“derivada” que los estudiantes habian generado, no estarian presentes significados
graficos del valor numérico de la funcion derivada segunda, y que el trabajar en una
secuencia adecuada posibilitaria que los estudiantes reflexionaran sobre este topico, que
Ilevaran a un nivel conciente las limitaciones de la estructura conceptual construida en
el transcurso de su escolarizacion y generaran significados graficos del valor numérico
de la funcién derivada segunda. Creemos que la secuencia, especialmente desarrollada
para esta investigacion, enfrentara a los estudiantes a aspectos del concepto nunca antes
tenidos en cuenta, tal vez por no estar presentes en forma especifica en los curriculos, y
permitird que ellos descubran y propongan formas de solucionar la problematica
planteada. A partir del analisis que hemos realizado de distintos elementos creemos que
los estudiantes nunca se han visto enfrentados a actividades que pongan en juego el
significado grafico de la funcion derivada segunda, de donde las actividades propuestas

seran para ello realmente situaciones problemas.
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En una primer instancia se podria creer que, como esta investigacion es realizada con
estudiantes de Uruguay, y el analisis de los distintos elementos tiene en cuenta esta
situacion, las conclusiones y recomendaciones didacticas son para este circulo, pero,
con base en el analisis de textos utilizados en varios paises, y al intercambio de
informacion, tanto con los integrantes del grupo de investigacion al cual pertenezco,
como con colegas de distintos paises, es que creemos que la problematica que aqui
evidenciamos es comun a distintos paises, de donde confiamos en que esta investigacion

brinde elementos que pueden ser tenidos en cuenta fuera de estas fronteras.

El anélisis de las actividades desarrolladas por los estudiantes brindard elementos que
permitan generar actividades tendientes a significar graficamente el valor numérico de
la funcidn derivada segunda, y asi reformular la forma tradicional de trabajar el tema
“derivadas” en el aula permitiendo, por un lado, enriquecer la accion didactica, y por

otro lado que los estudiantes reconstruyan significativamente el concepto en juego.
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PROBLEMA DE INVESTIGACION

Se realiza el analisis de la interpretacion gréafica de una funcién real para los
siguientes casos: se conoce su valor numérico, se conoce su valor numérico y el signo
del valor numérico de su derivada primera, se conoce su valor numérico y el valor
numérico de su derivada primera, se conoce su valor numérico, el valor numérico de
su derivada primera y el signo del valor numérico de su derivada segunda, y por
Gltimo, se conoce su valor numérico, el valor numérico de su derivada primera y el
valor numérico de su derivada segunda. A continuacion se presentan las tres preguntas

de investigacion asi como una pequefia presentacion del Sistema Educativo Uruguayo.

Vivimos en un mundo en el cual todo cambia a nuestro alrededor, inclusive nosotros
mismos. Conocer los fendmenos que nos pueden afectar, poder prever lo que ocurrira,

nos permite prepararnos para afrontar los efectos o “cambiar dichos cambios”.

El tiempo no puede avanzarse a deseo, si queremos saber qué ocurrira con los efectos de
un fendbmeno M trascurrido un tiempo t a partir de este instante, que llamamos to
podemos, por un lado, esperar que transcurra dicho lapso o, por otro lado, podemos
intentar predecir qué ocurrird. Si dejamos transcurrir el tiempo t y observamos el
fendmeno ya puede ser tarde para tomar decisiones e imposible modificar los efectos
del fendmeno. Si por el contrario buscamos predecir lo que ocurrira podemos modelizar
matematicamente con base en la informacién del instante to. Si ademas conocemos
como cambia, como cambian sus cambios, y asi sucesivamente, tendremos mas
informacion para construir el modelo matematico del fendmeno en cuestion. Es decir, se

torna importante conocer a detalle como varian los efectos de dicho fendmeno.

El Andlisis Matematico nos puede brindar herramientas para determinar las leyes que
describen cambios, predecirlos, medirlos y actuar en consecuencia. En muchos casos
podemos determinar una funcién (f) que aproxime los efectos del fenémeno, la
variacion de f esta relacionada con la funcion derivada primera de la funcion dada. Si de
la funcion modelizadora (f) conocemos lo que ocurre en el instante t; podemos

representar la situacion graficamente (Gréafico 1) de la siguiente manera:
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Graéfico 1

Representacion grafica de una funcion f conociendo f(to)
A
k ..............

Un ejemplo de lo anterior podria ser una tormenta que se estd desplazando y nos
interesa saber como evolucionard. EI fenébmeno seria la tormenta, el efecto que nos
podria interesar estudiar seria la distancia a la cual se encuentra la tormenta de un lugar
geografico dado en funcion del tiempo que transcurre, también podriamos estar
interesados en estudiar el efecto “intensidad de la tormenta”. El dato que tenemos es que
para t = to la tormenta se encuentra a una distancia k de cierto lugar geografico G. Por
un lado existe la funcién F que es la que se adecua perfectamente a los efectos del
fendmeno (funcién que desconocemos, y probablemente, no podamos determinar sino
solamente aproximar) y por otro lado estamos buscamos una funcion (f) que aproxime
el efecto del fendmeno en una cercania del instante ty, 0 sea en un entorno del real t.
Por lo tanto estamos intentando determinar una nueva funcion (f) que aproxime, en un

entorno del real ty, a la funcién F.

Si ademas del valor del efecto fendmeno (k) en t, conocemos cémo cambia el efecto
(variacion de la distancia de la tormenta al lugar G) en ese instante t, tendremos méas
datos sobre dicho efecto. Podemos conocer el signo de dicha variacion lo cual nos lleva

a plantearnos tres casos:

++ Si sabemos que la variacién es nuld, sabemos que en un entorno del real ty el -

efecto se mantiene constante, o sea que la funcién F sera aproximable por la

funcion f : R — R/ f(x) = k en un entorno de to.

-28 -

_ -1 Comentario [t1]: ;Cémo se
explica este caso en términos del
ejemplo de la tormenta?




Capitulo |

Gréfico 2

Representacion gréafica de una funcién f conociendo f(to) y f'(to)=0

A

} >

(.
l’ro

+»+ Si sabemos que la variacién es positiva, sabemos que en un entorno del real t; la

medida del efecto aumenta, o sea que la funcidn F sera aproximable a la funcién
de la forma f:R — R/ f(x)=ax—-at, +k en un entorno de t, con a eR". O

sea que la funcion es aproximable en un entorno de tp a una recta de coeficiente
angular positivo que pasa por el punto (o, k) cuya expresion analitica es la
anterior, pero, hay infinitas rectas que cumplen esa condicién y con los datos
gue poseemos no estariamos en condiciones de determinar cudl de ellas seria la

que mejor aproxima al efecto del fenémeno.

Grafico 3

Representacion grafica de funciones f; conociendo fi(to) y signo de fi’ (tp) positivo
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< En forma similar si la variacion de la medida del efecto del fendmeno es

negativa podemos encontrar una  funcién de la  forma
f:R—>R/f(x)=ax-aty+k, pero en este caso aeR. Nuevamente

tendriamos infinitas funciones que cumplen las condiciones dadas pero no

podriamos optar por la que aproxima mejor a los efectos del fendmeno.

Gréfico 4
Representacion grafica de funciones f; conociendo fi(to) y signo de fi" (to) negativo

Pero, si ademas de conocer el signo de la variacidn, conocemos también el valor de éste,
podriamos, de todas las anteriores familias de funciones (T), elegir la que se adecua a
esta nueva informacidon. Dado que la variacion de una funcién en un real ty se
corresponde con el valor numérico de la funcién derivada de la dada en t; sabemos que
la funcién buscada tiene por tangente en (to, f(to) ) a la recta (r) de ecuacién:

y = ax —a to + k siendo “a” el valor de su variacion instantanea, o sea el valor numérico

de la funcion derivada de la funcidn que nos interesa aproximar.
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Gréfico 5

Representacion grafica de una funcién f conociendo f(to) y ' (to)

r

Ahora, ¢cudntas funciones podemos determinar que cumplan las condiciones
anteriores?, la respuesta es: Infinitas. Tenemos una nueva familia de funciones (Y) que
aproxima los efectos del fendmeno en un entorno del real to , esta familia de funciones
verifica que Y(to) = k, Y'(to) = a. Tengamos en cuenta que cualquiera de las funciones de
esta nueva familia (Y) es una mejor' aproximacion de la funcién F en un entorno del
real to, por lo tanto también a los efectos del fendmeno, que cualquiera de las funciones

de la familia anterior (T).

Gréfico 6

Representacion gréafica de funciones f; conociendo fi(to) y i (to)

>

Y En el caso de la funcién de la familia T que tiene coeficiente principal: a =Y “( to) las funciones de la
nueva familia (Y) no brindan una mejor aproximacion sino la misma.
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Si ademés conocemos como cambian estos cambios en ty , Si su variacion es positiva o
negativa, tendremos nuevamente mas datos para aproximar la funcién F en un entorno
del real to. Dado que esta variacion (positiva o negativa) indica la concavidad (positiva o

negativa) de la funcion en el real to podemos diferenciar dos casos:

++ Si esta variacion es positiva podemos determinar una nueva familia de funciones
Z que aproxima mejor a la funcidn f en un entorno del real to y por lo tanto a los
efectos del fendmeno. De esta nueva familia de funciones sabemos que cumplen
que Z(to)) = K, Z'(to) = ay Z~ (to) > 0. De lo anterior podremos representar

graficamente algunas de las funciones de la familia Z:

Grafico 7

Representacion grafica de funciones f; conociendo fi(to), fi (to) y signo de fi”"(to) positivo

>

Las funciones de esta nueva familia son, en forma similar a la anterior y con la
excepcién antes mencionada, una mejor aproximacion de la funcion f en un entorno del

real to que las funciones de la familia anterior (Y).

«» En forma similar a la trabajada antes podriamos determinar una familia de
funciones que verifique las condiciones dadas en el caso que la variacion de los
cambios sea negativa, 0 sea que las funciones de esta familia tendran concavidad

negativa en el real tp.
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Gréfico 8
Representacion gréafica de funciones fi conociendo fi(to), fi'(to) y signo de fi""(to)

negativo

Hasta ahora hemos puesto en primer plano un significado del valor numérico de ciertas
funciones, del signo de la variacién de dichas funciones, pero hemos observado que si,
ademéas de conocer el signo de esta variacion conocemos su valor numérico, Si
podriamos cuantificar dicha variacion, obtenemos mas datos de la funcién. También
hemos mostrado que, cuantificar estas variaciones, nos da mas informacion sobre el
universo de familias que aproximan a una funcién dada. En forma similar al trabajar con
el cambio del cambio de la funciéon, hemos mostrado en qué nos puede favorecer
conocer el signo de esta nueva variacion en la aproximacion de funciones y en la

determinacion de ellas.

Los cursos de Analisis Matematico, basados en los programas oficiales, que han
recibido los estudiantes entrevistados trabajan en estos tdpicos matematicos: funcion;
valor numérico; funcion derivada primera; signo de la funcion derivada primera (para
relacionarla con el crecimiento-decrecimiento de la funcién); valor numérico de la
funcion derivada primera (para significarla como el coeficiente angular de la recta
tangente al gréafico en el punto en cuestion); funcion derivada segunda, signo de la
funcion derivada segunda (para relacionarla con la concavidad positiva-negativa de la
funcion). Pero no hemos encontrado, como se muestra en el Capitulo 1V, muestras de

trabajo con el valor numérico de la funcion derivada segunda.
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Estos cursos tienen como objetivo el estudio analitico y la representacion grafica de una
funcion dada (f), las funciones derivadas de ésta (funcion derivada primera y funcion
derivada segunda) solo son estudiadas como herramientas para poder graficar la funcién
dada, pero su vinculacion es solo mediante algoritmos matematicos en una de las vias,

(f > f—>f7), y mediante representaciones geométricas en la otra via

(f"— f'— f). (Muestras de esto se presentan en el Capitulo V).

La anterior situacion la podemos esquematizar en:

Esquema 1

AT

Vinculaciones entre “f — f'— f y“ f7"— f'— f comlinmente trabajadas

cion (f)

// 4 Representacion de un punto.

4 Crecimiento-Decrecimiento.

- Coeficiente angular de la recta
tangente al gréafico
& Concawdad

Valor numérico

Funcion derivada (f FWa segunda (f ")

Signo

Signo

Valor numérico

A partir del cuadro anterior podemos hacer varias observaciones, en este trabajo solo

recalcaremos las relacionadas a él:
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>

Las vinculaciones “de bajada” solamente son por algoritmos o técnicas de
derivacion y las “de subida” solo brindan informacion grafica: las flechas azules
muestran una relacion solo algoritmicaentre fy f“ yentre f "y f ", y las flechas
negras muestran una vinculacion entre aspectos de las funciones derivadas de la

inicial (f 'y f ) y aspectos graficos de la funcion inicial (f).

No se establecen relaciones de “subida” entre la funcidn derivada segunda y la

funcion derivada primera.

No esta presente el valor numérico de la funcién derivada segunda, por lo tanto
es imposible, en este marco, poder establecer relaciones entre este valor y la

funcion dada, o entre este valor y la funcion derivada primera.

No estan presentes ningunas de las funciones derivadas de orden mayor que

dos.
No se establecen relaciones “de bajada” entre aspectos de la funcidn, funcién

inicial o funcién derivada primera (f y f 7), con las funciones derivadas

sucesivas de ellas a no ser las de orden siguiente (f "y f ™).

Preguntas de investigacion

El presente estudio toma la hipotesis de trabajo de la linea de investigacion

“Pensamiento y Lenguaje Variacional” que considera que la nocion de derivada se

estabiliza en el pensamiento de los estudiantes solo hasta que la nocion de derivada

sucesiva aparezca y se tenga un tratamiento articulado entre la funcién y sus derivadas,

hip6tesis que surge de los trabajos de Cantoral y Farfan (1998).

Consideramos como requisito fundamental de lo anterior que el alumno desarrolle

estrategias variacionales al trabajar con funciones y que logre significar estas

variaciones. Dado que no creemos que el concepto de derivada sea construido por el

alumno solamente conociendo la definicion de derivada de una funcién en un real y la
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de funcion derivada, consideramos que a estos conceptos hay que impregnarlos con
significados de variacion.
Para significar la variacion de un elemento creemos necesario previamente significar el
elemento que varia:
Si existe la derivada de una funcion f en un real “a” ésta sera:

lim £(x)- f(a)
X—>a x-a

f'@= este limite nos brinda informacion de como y cuanto varia la

funcion f en un entorno del real “a”. Pero, ¢a qué tipo de variacion de la funcidn f nos
estamos refiriendo? A una variacidn relacionada con la diferencia f(x)-f(a), pero,

¢podemos significar esta variacion si no significamos previamente a f(x) y f(a)?

Consideramos que para que el alumno logre formar la nocién de derivada sucesiva y
establecer un tratamiento articulado entre la funcion y sus derivadas debe incorporar
elementos variacionales y significar los distintos elementos relacionados a la variacion

en estudio.

En el caso concreto de nuestro estudio consideramos que los programas oficiales
uruguayos pueden permitir, en el mejor de los casos, que el alumno signifique el valor
numérico de una funcion inicial, de la funcién derivada primera de la funcion inicial, lo
cual lleva a que solo pueda trabajar con las funciones derivada primera y derivada
segunda de la funcién inicial cercenando la posibilidad de significar funciones derivadas

de orden mayor que dos, por lo tanto la construccién de la nocién misma de derivada.

Esperamos que este estudio nos brinde herramientas que permitan generar secuencias
didacticas para que los alumnos puedan significar el valor numérico de la funcién
derivada segunda, lo que brindara mayores posibilidades de que signifiquen la funcién

derivada tercera y asi sucesivamente.
A partir de las observaciones anteriores, y considerando que es necesario que el

estudiante signifique el valor numérico de la funcion derivada segunda, nos planteamos

tres preguntas de investigacion:
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4 (Cual es el significado grafico que dan los alumnos al valor numérico de la
funcién derivada segunda?

+ (Cudl es el papel que juegan las definiciones del concepto, y/o la imagen del
concepto, cuando los alumnos se enfrentan a actividades que ponen en juego el

significado gréafico del valor numérico de la funcion derivada segunda?

4+ ¢Como influye el Pensamiento y Lenguaje Variacional de los alumnos al
enfrentarse a actividades que los ponen en juego el significado grafico del valor

numérico de la funcion derivada segunda?

Basandonos en algunos aspectos de la investigacion, como la revision bibliogréfica y la
visita a clase, creemos que, en una primera instancia, los alumnos no darén significado
grafico al valor numérico de la funcion derivada segunda ni se esforzaran a hacerlo.
Creemos que una de las causas de esta actitudes es que en los programas de estudio no
se establece trabajar, y menos significar, el valor numérico de la funcion derivada
segunda, y deviene l6gico que los entrevistados den, en primer instancia, respuestas del
tipo “esto no me lo ensefiaron” o “no se qué significa” y no intenten dar respuesta a las
actividades que los enfrentan a significar este concepto. “La enfermedad didactica
también consiste en creer que, para que alguien aprenda algo, tiene que recibir un curso,

o recibir clases sobre ese algo” (Chevallard, et al., 1997)

A pesar de lo planteado en el parrafo anterior, esperamos que, por la forma que fue
estructurada la secuencia, los alumnos se cuestionen a lo largo de toda la secuencia, tal
vez por primera vez, posibles significados graficos del valor numérico de la funcién

derivada segunda, que realicen conjeturas, las discutan y traten de validarlas.
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Sistema educativo uruguayo

Dado que la presente investigacion se realiza con alumnos uruguayos, consideramos
necesario brindar un panorama general del sistema educativo uruguayo, el cual se divide

en:

» Educacion Primaria (de 6 a 11 afios)
Obligatorio
> Educacion Secundaria (de 11 a 17 afios)
0 Primer Ciclo (de 12 a 14 afios)

0 Segundo Ciclo (de 15 a 17 afios)

> Educacion Terciaria o Universidad

El dltimo afio del Segundo Ciclo de Educacién Secundaria (sexto afio) se divide en
distintas orientaciones, dependiendo de los estudios terciarios que elegira el alumno,
estas orientaciones son: Ingenieria, Medicina, Economia, Arquitectura y Derecho. De
dichas orientaciones solo la orientacion Derecho no tiene cursos de matematicas, en las
demas opciones los curriculos respectivos contienen los temas funciones, limites,

derivadas, estudio y representacién grafica de funciones reales (ver Anexo I).

Los dos ultimos afios de secundaria se estructuran en base a un curso que se divide en
tedrico y préactico, que pueden o no ser dictados por el mismo docente. La carga horaria
de los cursos de matemaéticas se mide en periodos de 40 minutos y depende de cada

orientacion; en cada caso la carga horaria mencionada es semanal:

» Medicina y Agronomia: Curso de Andlisis con 3 periodos de teérico y 2 de
practico.

> Economia: Curso de Algebra y Geometria Analitica con 3 periodos de teérico y
2 de préctico y curso de Andlisis con 3 periodos de tedrico y 2 de préactico.

» Arquitectura: Curso de Analisis, Geometria Analitica y Geometria Descriptiva

con 4 periodos de tedrico y 2 de practico.

-38 -



Capitulo |

» Ingenieria: Un curso de Analisis con 4 periodos de tedrico y 2 de practico, un
curso de Geometria Analitica y Proyectiva con 4 periodos de tedrico y 2 de
practico y un curso de Geometria Descriptiva con 3 periodos de tedrico y 2 de

practico.

Los curriculos de todas las orientaciones son Unicos para todo el pais, tanto para la
educacidn privada (paga) como publica (gratuita). También se evalGa de acuerdo a una
reglamentacién comun: el alumno puede exonerar la prueba teérica, si ha alcanzado una
calificacion dada por su docente de 7 sobre 12 en el curso, y obligatoriamente debe
rendir una prueba préctica. Estas pruebas son realizadas en forma escrita por el alumno,
y tanto la diagramacién como la evaluacion de éstas estan a cargo de un tribunal que

debe estar conformado por 1o menos por tres docentes.

Si a la existencia de un programa Gnico por curso le sumamos que en cada institucion el
examen se efectla con una propuesta comun, realizada por todos los docentes que
forman el tribunal en cada caso, y se examina a todos los alumnos de una institucién a
la vez; esta implicita una necesidad de coordinacion entre los docentes. Esto lleva a que
los cursos sean bastante similares, por o menos en contenidos, a pesar de que sean

dictados por distintos docentes.

Una situacion similar se da en la educacion terciaria, en particular en el Instituto de
Profesores Artigas al que pertenecen algunos de los alumnos entrevistados. En esta
institucién los cursos son aprobados con examen obligatorio que consta de una prueba
practica que se realiza en forma escrita y si ésta es satisfactoria se debe rendir una
prueba tedrica oral. También en este caso todos los alumnos de cierto curso presentan su

examen el mismo dia y frente a un tribunal formado por tres profesores como minimo.

Todo lo anterior intenta dar una idea de que los estudiantes entrevistados han recibido
una formacién bastante similar, sobre todo en contenidos, méas alla del docente o la
institucion a la cual pertenezcan.

En el presente estudio se aplicé una secuencia a alumnos que recién habian concluido
sus cursos del ltimo afio del Segundo Ciclo pero que ain no habian rendido el examen

correspondiente, y a alumnos de segundo afio del Profesorado de Matematicas (IPA).
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CONSIDERACIONES TEORICAS

Presentamos brevemente distintas concepciones sobre la investigacion en la ensefianza
de las matematica haciendo énfasis en la cual se enmarca esta investigacion: la linea
de investigacion Pensamiento y Lenguaje Variacional. Para ello es necesario
previamente realizar ciertas referencias sobre la Matematica educativa y la

Socioepistemologia.

Un criterio muy comdn en la sociedad es que la ensefianza, sobre todo en el caso de las
matematicas, es unidireccional, pues el docente trasmite los conocimientos y el alumno
los recibe con ciertas variaciones que, en general, se las relaciona con la atencion que
éste presta al discurso de su docente o con ciertas facilidades innatas asociadas a la
materia. Se considera que el docente puede lograr que el alumno haga suyo el concepto
a ensefiar solo con su discurso, o0 sea el docente expone el concepto y los alumnos lo
incorporan en forma casi automatica. “Cuando un profesor se encuentra ante sus
alumnos en su saldn de clase, se espera que ensefie un conocimiento especifico y que los

estudiantes lo aprenderan” (Cantoral, 2000).

De lo anterior cabe concluir que se espera que todos los alumnos aprendan “casi lo
mismo”, ya que el discurso de su docente es el mismo para todos. Sobran los ejemplos
de clases muy similares, dictadas por un mismo docente en distintos grupos, inclusive
casi la misma clase afio tras afio, sin importar las caracteristicas del grupo en cuestion.
Presentamos en el Capitulo IV muestras de que en varios casos se expone el tema
derivadas de la misma forma a todos los grupos de cierto profesor, y ademas, la forma
de exponer el tema, se mantiene con cierta constancia a pesar de que pasen los afios.
Parece que se cree que el conocimiento a ensefiar es totalmente independiente del grupo

humano que lo esté trabajando y de las posibles construcciones que este pueda realizar.

Si los alumnos aprenden solamente a partir de la exposicidn en clase de los conceptos
por parte del docente, ¢por qué son tantas las muestras de fracaso en matematicas? La
concepcion clésica de la ensefianza de la matematica considera que “la ensefianza de las
matematicas era un arte, y como tal, dificilmente susceptible de ser analizada,

controlada y sometida a reglas. Se suponia que el aprendizaje de los alumnos dependia
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solo del grado en que el profesor dominase dicho arte y, en cierto sentido, de la
voluntad y la capacidad de los propios alumnos para dejarse moldear por el artista”
(Chevallard, et al., 1997). A pesar que esta cita estd escrita en pasado, son muchas las
muestras que esta concepcion de la ensefianza de la matematica esta presente aun en las

instituciones educativas.

Bajo esta concepcion clasica bastaria con un docente debidamente preparado en el area,
un alumno interesado en aprender, para que se establezca el proceso ensefianza-
aprendizaje buscado. Sobran ejemplos de que esto no sucede a pesar de que estén
presentes las dos condiciones antes mencionadas. Los resultados de los examenes
finales de los alumnos del curso de analisis de Uruguay muestran que aunque el docente
haya presentado la definicion de derivada, aunque se hayan demostrado teoremas

relativos, esto no es suficiente para que el alumno de signifique ricamente a la derivada.

En forma ingenua podriamos reconocer aspectos positivos de la postura “profesor
transmisor de conocimientos acabados”. En una clase tradicional el docente solo debe
aceptar el programa establecido, sintiéndose libre por poder cambiar el orden del
dictado de los temas, reproducir los conceptos matematicos que estan trabajando, sin
necesidad de preguntarse sobre estos conceptos, sobre como los alumnos los
construyen, ya que esta vision implica que el docente transmite los conocimientos al
alumno y este los asimilara en forma pasiva. Esta vision brinda una ingenua seguridad,
dado que el docente conoce el tema a ensefiar, le han indicado como secuenciarlo, por lo
tanto si se presentan “malos aprendizajes” estos no son su responsabilidad. Si el alumno
no logra transferir la definicion de derivada a un caso concreto sera porque “no ha

estudiado lo suficiente”, lo que libera de culpas al docente.

En cambio se percibe necesario que tanto docentes como estudiantes se comprometan, a
distintos niveles, con el proceso que se desarrolla en el aula. “El hombre radical,
comprometido con la liberacién de los hombres, no se deja prender en circulos de
seguridad en los cuales aprisiona también la realidad. Por el contrario, es tanto mas
radical, cuando mas se inserta en esta realidad para, a fin de conocerla mejor,
transformarla mejor. No teme enfrentar, no teme escuchar, no teme al desvelamiento del

mundo. No teme al encuentro con el pueblo. No teme al didlogo...” (Freire, 1970).
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Podemos observar que en la actualidad, en Uruguay, los programas provienen de visién
de las matematicas formales (ver Anexo I), los métodos de ensefianza se basan en la
memoria y en la adquisicion de ciertas técnicas algoritmicas, necesarias pero no
suficientes para construir ciertos conceptos. En la mayoria de los casos se encuentra
proximo al aprendizaje de “reglas sin razones”, aprendizaje instrumental en el sentido
de Skemp, (1976), y en los casos que se establezca un aprendizaje relacional las
relaciones, en general, son mostradas por los docente y no descubiertas, o generadas,
por los alumnos. Mostramos en la entrevista a docentes (Capitulo 1V) que estos exponen
a sus alumnos la definicion de derivada, que son los docentes los que muestran la
relacion entre ésta y el coeficiente angular de la recta tangente al grafico, y que la
participacién del alumno es solamente como espectador de dicha presentacién. El
alumno no descubre las relaciones sino que estas les son transmitidas, y no se da la
oportunidad de que pueda buscar nuevas relaciones aparte de las ya planificadas para

ser expuestas por el docente.

Lo que caracteriza a la didactica clasica es que considera que los saberes matematicos

son parte de la problematica de la didactica. “Se supone que dichos saberes pueden ser
utilizados para explicar hechos didacticos, pero no se acepta ningun tipo de
cuestionamiento de estos saberes en base a hechos didacticos” (Chevallard, et al., 1997)
La didactica clasica considera dos focos, el alumno y el profesor, las nociones de

ensefiar y/o aprender matematicas no forman parte de su estudio. Podemos esquematizar

esta situacion de la siguiente manera:

Profesor

Dentro de la didactica clasica podemos diferenciar dos enfoques, uno centrado en el

profesor y otro centrado en el pensamiento del alumno.

Estudios realizados por Cantoral, R. y Farfan, R. (2003) han mostrado que:
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El enfoque centrado en el profesor busca presentar los contenidos matematicos
de la forma mas accesible para los estudiantes y los profesores. Se considera
que se puede construir curriculos mejores, mas eficientes, solo con la reflexion
del profesional de la matemética. En este enfoque importa centralmente la
opinién del profesional, mientras que los factores cognitivos, afectivos y/o
socioculturales no son tenidos en cuenta. Se produce bajo esta vision lo que se
cree que la escuela debe consumir, sin estudiar en profundidad la cultura

escolar.

El enfoque centrado en el alumno lleva a que a partir de observar las
experiencias de aprendizaje de los estudiantes se busque obtener pautas que
orienten el disefio curricular. Este paradigma no tiene en cuenta que la relacion
gue se establece entre estudiantes y objetos matematicos también esta
condicionada por concepciones acerca de lo que es la actividad matematica para
el estudiante o de lo que signifique para él aprender matematicas o de su
historia personal con la materia hasta el momento. Tampoco tiene en cuenta que
las situaciones de ensefianza y sus producciones matematicas estan
condicionadas por las caracteristicas de la costumbre didactica. No se considera
que los distintos grupos sociales en los que se encuentra inmerso el alumno

matizan sus procesos de pensamiento.

La didactica fundamental amplia la problematica anterior cuando, al comienzo de la

década del 70, Guy Brousseau incluye, como tercer foco de estudio, al saber

matematico. De lo anterior las nociones como aprender y/o ensefiar matematicas,

concepto matematico, etc, dejan de ser nociones “transparentes” para convertirse en otro

de los objetos de estudio de esta didactica.

Podemos esquematizar este enfoque sistémico de la didactica fundamental de la

siguiente forma:
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y
0

Docente

Otra vision distinta al esquema clésico de la ensefianza, “profesor ensefia, alumno
aprende”, es la aproximacion sociocultural del aprendizaje. En ella no se cree que
aprender matematicas sea una mera copia del exterior, sino que“... los procesos
mentales humanos poseen una relacién esencial con los escenarios culturales, historicos
e institucionales. De modo que se presenta un marco segun el cual es posible hablar de
distintas formas de pensar matematicas al considerar que el escenario modifica dichos
pensamientos” (Cantoral, 2000). En este marco “ensefiar” es crear las condiciones que
permitan la apropiacién del conocimiento por parte del alumno y “aprender” es hacer
suya una situacién cuya consecuencia final es la disponibilidad de un conocimiento en

su doble estatus, objeto y proceso.

Esto lleva a considerar la aproximacion sistémica inserta en un medio que influye, y es
influido, por los tres polos. Los fendmenos didacticos, en la aproximacion sistémica de
la sociepistemologia, se estudian desde tres polos: el del saber, el de quien aprende, el

de quien ensefia, todos considerados en un medio determinado.

~

i
!
:

K Medio

“... nuestra forma de aprender matematicas no puede reducirse a una mera copia del

N

exterior, o digamos que, a su duplicado ... es posible hablar de distintas formas de

pensar matematicas al considerar que el escenario modifica dichos pensamientos.”
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(Cantoral, 2000). Es por ello que consideramos que el triangulo sistémico anterior no
puede ser estudiado separado del medio en el cual se encuentra inserto dado que este

influye sobre las tres componentes y sus relaciones.

“Aunque las preocupaciones por la ensefianza de la matemética y por su mejora
progresiva son tan antiguas como la ensefianza misma y ésta tan antigua como la vida
en sociedad, el estudio sistematico para localizar los fendmenos que la caracterizan,
tendré apenas, si acaso, unas décadas de existencia entre nosotros”(Cantoral y Farfan,
2003). Por lo tanto debemos tener presente que esta nueva vision de la didactica de las
matematicas (la Matematica Educativa) es muy actual y, a pesar de estar constituida

como una ciencia, continlia desarrollandose.

La aproximacién socioepistemolégica’ no considera que el tema a tratar, por sf solo,
determine la forma de trabajarlo, ni que esté predeterminado el significado de éste. El
saber estara presente, pero no un saber ya acabado, pronto para ser consumido por los
estudiantes, sino un saber que sera construido en el grupo de trabajo. Si pensamos en el
tema derivada, no podemos dejar de lado las vivencias de los alumnos relacionadas con
el tema, dado que ellas, los conocimientos previos (no solo curriculares), influiran en la
significacion que se le de al tema. También se deben tener en cuenta las interacciones
gue hara el estudiante con sus compafieros, con el docente, las que esperamos que le

ayuden a dar significado propio, del grupo, al tema en cuestion.

El medio, inmediato y mediato, influye transformando esta relaciones por lo tanto
también a sus actores. La institucion en la cual se encuentra inserto tendra su
concepcion pedagogica, la que influye en el sistema didactico. Luego podemos ubicar al
sistema de ensefianza, el que decide, por ejemplo, programas, nimero de alumnos por
grupo, pedagogias (en sugerencias de como organizar el curso) lo que también influird
en los actores. A este medio Chevallard (1997) le Ilama noosfera. Luego podemos

ubicar a la sociedad toda, los padres, la cultura propia de cada lugar en especial.

2 Este acercamiento fue presentado por el Dr. R. Cantoral en dos reuniones académicas como plética
inaugural del Seminario de Investigacién en Matematica Educativa de Area de Educacion Superior del
CINVESTAYV en México y como conferencia plenaria en la Conference on Research in Mathematics
Education en EUA, ambas en setiembre de 1997.
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Observemos que depende de las decisiones, o falta de ellas, de los individuos que
forman el medio en el cual se inserta el triAngulo sistémico que cierto saber sea

trabajado, 0 no, en la escuela asi como la forma de acceder, o tener contacto, a él.

Por ejemplo, en las recomendaciones de la Inspeccion de Matematicas de Educacion
Secundaria de Uruguay para el tema “derivada segunda” se plantea:

“Tema: Derivada segunda, concavidad puntual y puntos de inflexion.

Contenidos a desarrollar: “Definir derivada segunda, dar ejemplos. Ecuacién de la
tangente al grafico en un punto. Definir concavidad negativa y positiva en x = a. Definir
punto de inflexion, dar ejemplos. Demostrar que si f ""(a)>0, entonces f tiene
concavidad positiva en x=a (se dejara la demostracién del teorema analogo como
gjercicio). Condicion suficiente para la existencia de punto de inflexion.

Tema: Concavidad en un intervalo

Contenidos a desarrollar: Definir concavidad en intervalos, criterios relativos.”

Podemos observar claramente que se encuentra implicita una pedagogia, que se presenta
el tema como un paquete para ser transportado al saléon de clase, ser presentado al
alumno y que éste lo consuma. No se tienen para nada en cuenta las posibles
construcciones realizadas por el grupo, por la interaccion entre los alumnos, con el
docente, las posibles preconcepciones, acercamientos previos, que los alumnos tengan
de los conceptos en cuestion. O sea la noosfera estd determinando no solo el saber a

ensefiar sino también la forma de trabajarlo.

Pero, a pesar de reconocer y afirmar que la matemaética tiene valor en si misma, no
debemos olvidar que la matematica escolar, en el sistema didactico de la ensefianza
superior, esta al servicio de otros dominios cientificos y de otras practicas, de donde
adquiere sentido y significacion como ya lo ha indicado Cantoral (2000). De las
recomendaciones de la Inspeccién de Matematicas de Educacion Secundaria de
Uruguay para el tema “derivada segunda” antes presentadas podemos deducir que el
estudio de este tema esta enfocado a un dominio formal de los elementos y las técnicas

que lo componen dejando de lado razones que hacen necesario el estudio de este tema.

La socioepistemologia hace énfasis también en el estudio de qué ensefiar, y no solo en el

cémo ensefiar, incluye ademas las intuiciones primarias del alumno con el objetivo de
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redisefiar el discurso matematico escolar. Este acercamiento puede permitir que el
estudiante encuentre las razones, que hacen que sea relevante estudiar cierto tema, lo
gue loégicamente, llevard a que pueda ver el tema en cuestién, y por qué no la
matematica, no como algo que debe ser estudiada solo porque es “impuesta”, sino por

las propias razones que le dan significado.

El problema de estudio presentado en este trabajo no se reduce a secuenciar contenidos
matematicos para que sean mas accesibles a alumnos y profesores, ni se centra solo en
los aspectos cognitivos que involucra. Por ello encuadramos esta investigacion en una
aproximacion socioepistemologica, y en particular en el Pensamiento y Lenguaje
Variacional (PLV), la que nos permitira construir una explicacion sistémica de los
fendmenos didacticos en el campo de las matematicas, fenémenos de produccion y de

difusion del conocimiento matematico desde una perspectiva multiple.

Matematica Educativa

La matematica educativa es una disciplina joven que surge en México hace
aproximadamente 30 afios. Es una disciplina que se relaciona con otras y cuyo objeto de
estudio pertenece tanto al ambito educativo como al matematico. Segin Cordero (2001),
ésta debe luchar contra una inercia, que consiste en mirarla como una actividad de
servicio para el sistema educativo en contraste a una actividad de estudio que genera
conocimiento propio para desarrollarse y responder (ofrecer alternativas) al sistema

educativo.

Segln Moreno (1995) la Matematica Educativa tiene en su origen la necesidad de
caracterizar, con el mayor grado de rigor posible, la actividad, tedrica y practica, que
aparece vinculada a los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Pero,
destaca, que el conocimiento matematico es necesario, pero no suficiente, para la
caracterizacion de esta disciplina. La forma de conocimiento que se espera generar se
construye mediante una relacién continua con un sistema educativo. En este sentido
Cantoral y Farfan (2000) consideran que una de las principales y mas recientes

contribuciones de esta disciplina es el doble proceso de desarrollo que se nutre de la
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reflexion matematica al seno de lo didactico, por una parte el apoyo, por otra, la

explicacion didactica con base en la construccion social e individual del conocimiento.

La Matemaética Educativa introduce aspectos sociales en las investigaciones didacticas,
reconoce que la ensefianza y el aprendizaje constituyen tanto una préactica humana como
social. “No mirar los conceptos y sus diferentes estructuraciones conceptuales en forma
aislada, sino tratar con las practicas que producen o favorecen la necesidad de tales
conceptos” (Cantoral y Farfan, 2003). No se busca ensefiar un conocimiento
matematico, como lo dice Moreno, ya establecido, inmodificable, sino poner énfasis en
cébmo se acercan, cémo construyen, cémo interactian con los conocimientos
matematicos los que aprenden, lo que permitira comprender mejor a la matematica. Se
busca “mejorar los métodos y los contenidos de la ensefianza y proponer las condiciones
para un funcionamiento estable de los sistemas didacticos, asegurando entre los
alumnos la construccion de un saber viviente, susceptible de evolucion, y funcional, que
permita resolver problemas y plantear verdaderas preguntas” (Cantoral, 2000). Se
desprende claramente que no se considera a la matematicas como algo estatico, ya
construido, que solo debe ser “transmitido”, sino como algo dinamico que nace, vive,

cambia, a partir de su construccién en distintos escenarios sociales.

“La problematica fundamental de la ensefianza de la matemética que atiende la
disciplina matematica educativa, consiste en haber identificado una confrontacion entre
la obra matematica y la matematica escolar. Cada una es de naturaleza y funcion
distintas.” (Cordero, 2001).

Obra matematica Confrontacion Matematica escolar

»
<« »

Muchas veces la confrontacion entre la obra matematica y la matematica escolar no es
tenida en cuenta; como ya hemos descrito en la didactica clasica no se acepta ningln
tipo de cuestionamiento a los saberes matematicos en base a los hechos didacticos. En
esta postura “se ignora la distancia entre las obras matematicas y su adaptacion a las
instituciones didacticas, suponiendo implicitamente que dicha adaptacién solo puede

consistir en una imitacion mas o menos fiel de las obras matematicas tal y como fueron
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producidas” (Chevallard, et al., 1997) Se cree que solamente secuenciando
adecuadamente los contenidos de los curriculos el conocimiento puede ser “llevado” al
aula. No se tienen en cuenta los posibles mecanismos de construccion de tales

conocimientos que puedan producirse dentro de un aula, de un grupo social, en especial.

En cambio la socioepistemologia reconoce esta diferencia no solo como una forma de
optar como secuenciar, organizar los elementos en el curriculo escolar sino como una
confrontacion de caracter matematico. Reconocer esta confrontacién puede permitir,

como nos extenderemos en el tema siguiente, reorganizar la obra matematica.

Dado que consideramos a la obra matemaética profundamente distinta a la obra escolar
debemos reflexionar sobre el proceso que lleva una a la otra. El saber sabio sufre varias
transformaciones hasta que es introducido como un saber escolar, se produce una
transposicion didactica (en el sentido de Chevallard). El saber estd intimamente
relacionado con su productor, es un saber personal. Cierta persona produce un saber a
partir de un proceso interno, luego, para comunicar, compartir, este saber con la
comunidad cientifica debe despersonalizarlo, darle una légica necesaria y linealizarlo

para transformarlo en un saber comunicable.

En este punto el matematico, el sabio, borra todos lo errores que ha cometido, no
aparecen las distintas tentativas infructuosas, en general no incluye todas las reflexiones
gue ha realizado, desaparecen las razones que le llevaron a realizar ciertas acciones.
Todos estos aspectos tampoco estdn presentes en la matematica escolar. En las
investigaciones de clases en este estudio presentadas y en el analisis de libros de texto
se puede observar que el tema “derivadas” es expuesto al alumno en forma abstracta,
fuera del contexto en el cual surgieron estas ideas, no relacionandolo a ninguna
problemética, no permitiendo que el alumno le de un significado propio, sino que este

tema es presentado solo como un eslabén en la cadena del programa vigente.

“El saber que produce la transposicion didactica sera por lo tanto un saber exiliado de
sus origenes y separado de la produccion histérica en la esfera del saber sabio,
legitimandose, en tanto saber ensefiado, como algo que no es de ningln tiempo ni de
ningdn lugar y no legitimandose mediante el recurso de la autoridad de un productor,

cualquiera que fuere.” (Chevallard, 2000). La funcién principal de cierta obra
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matematica no tiene como fin ser llevada a la escuela. La obra de Newton, de Leibniz
no tenia como fin que se ensefara en la escuela derivadas para estudiar y graficar una

funcion.

No debemos dejar de lado el grupo donde “se piensa” el funcionamiento del sistema
didactico, noosfera para Chevallard, aqui se eligen los temas que formaran el curriculo y
se secuenciaran, se decide el “saber a ensefiar”. El saber a ensefiar a su vez sufre ciertas
deformaciones para convertirse en un saber ensefiado, este es llevado a libros de textos,

es adaptado para ser comunicable, transmitido, a los alumnos.

La Matematica Educativa tiene en cuenta los hechos antes mencionados y entre sus
objetivos se encuentra la formulacion de explicaciones acerca de la construccion del
conocimiento matematico, y teorizar acerca de cdmo reorganizar la obra matematica a

la luz de las investigaciones.

Socioepistemologia

Dado que reconocemos la confrontacion entre la obra matematica y la matematica
escolar, consideramos que las construcciones que se realizan en el aula permitiran

interpretar y reorganizar la obra matematica.

Obra matematica Qonfrontacién Matematica escolar

\ Interpretar y reorganizar /

Encontramos epistemologias modelizadas por la actividad matemaética, el foco de
interés de sus respectivos marcos tedricos esta en la actividad matematica que desarrolla
el individuo y en la cognicién individual respecto a la adquisicion del objeto

matematico, soslayan al propio humano como tal y a la actividad que realiza dentro del
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contexto social del salon de clase. En estas epistemologias se “minimiza el papel de la
interaccion humana en la préactica matematica, se esta separando al pensamiento
matematico de sus origenes en contextos sociales y se obscurece el papel que juega el
desarrollo y uso de las herramientas para construir el objeto matematico” (Buendia,
Cordero, 2002)

Este tipo de epistemologias se presentan muy frecuentemente en clases donde el docente
transmite conocimientos ya acabados, sin importar los conocimientos previos de sus
estudiantes, sus construcciones, las construcciones del grupo. En este tipo de practicas
docentes los estudiantes solo son actores pasivos en la asimilacion del conocimiento que

les es transmitido.

Dentro de estas epistemologias podemos encontrar que el tema “derivadas” es
presentado, en algunos casos, a partir del grafico de una funcion, relacionando a la
derivada con el coeficiente angular de la recta tangente al grafico en un punto A(a, f(a)).
Se observa (grafico 9) que esta tangente (t) es el limite de las secantes que determinan
los puntos A(a, f(a)) y B(x, f(x)) cuando x—a. Luego se pasa a definir derivada de una
funcion en x=a. Ejemplos de estos casos presentamos en el Capitulo 1V, donde se

presenta una encuesta a docentes, y el analisis de libros de texto.

Grafico 9

/ ,

En este tipo de presentacion al tema derivadas no se muestran, o se generan, dentro de

lo posible, el tipo de problemas que llevaron a la necesidad de “crear” la derivada, ni
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problemas proximos a los alumnos que permitan significar a la derivada. Podrian ser, en
el contexto de los alumnos de Uruguay, la necesidad de predecir, la relacién con
actividades de materias paralelas (por ejemplo fisica), retomando actividades que

vinculen recorrido-velocidad.

En oposicion a este tipo de epistemologias el enfoque socioepistemoldgico plantea que
se deben ampliar los esquemas explicativos, teniendo en cuenta también la actividad
humana, la interaccion del individuo con su medio, el origen del conocimiento
matematico, las herramientas producidas y usadas para la construccion del
conocimiento. “...reconocer categorias de conocimientos matematicos que a priori no
estan en el curriculo, romper el cardcter universal de la construcciéon a partir de
reconocer otras, formular nuevas acciones didacticas en las que el disefio de situaciones

esta sustentado por la actividad humana” (Cordero, 2001).

Dado que para llevar las matematicas a la escuela debemos reconstruir la obra
matematica la socioepistemologia propone estudiar los fenémenos didacticos asociados
a tales obras que deben ser tenidos en cuenta en dicha reconstruccion. También se debe
tener en cuenta los conocimientos previos de los estudiantes y que dicha reconstruccion,
de ser posible, no se oponga a ellos; y en caso de ser inevitable esta oposicién, por
ejemplo obstaculos epistemoldgicos ampliamente estudiados, preverla proponiendo

actividades que ayuden al estudiante a superar dicha oposicion.

Con un enfoque socioepistemoldgico de “aprender y ensefiar” matematicas, y en
especial el tema derivadas, encontramos la propuesta “Una introduccion a la derivada a
través de la variacion”, Dolores (1999). En ella se plantea el abordaje de la funcién
derivada a partir de, entre otros puntos, estudiar variacién de funciones, respuesta a una
necesidad de predecir, estudiar velocidades instantaneas, donde, en forma natural, el
alumno tendria un contacto con derivadas, estaria derivando si aun institucionalizar el
concepto y a partir de una necesidad y no de una imposicion del concepto por parte del

docente.

El tradicional tratamiento que se da a la derivada segunda y a la concavidad de una
funcion, por ejemplo, en los cursos de analisis de sexto afio de secundaria en Uruguay,

es definir concavidad positiva (0 negativa) en un real y en un intervalo, luego se
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demuestran teoremas que vinculan el signo de la derivada segunda de una funcion en un
intervalo con su concavidad. Se “muestra” al alumno cuando una funcién presenta
concavidad positiva en un intervalo, para luego pasar a definir este nuevo concepto y
demostrar teoremas relativos. El trabajo en general se realiza comparando el gréafico de

la funcion con las rectas tangentes a él en dicho intervalo (grafico 10).

Grafico 10

Podemos observar que, por ejemplo en el intervalo (-6,0) cualquier recta tangente al
grafico deja a dicho grafico “por debajo” de ella.

Se define concavidad negativa de una funcién f en un intervalo abierto I: f presenta
concavidad negativa en | si y solo si Vael 3E"a/VxeEa, f(X) <t(x)siendo t la

recta tangente al grafico de f en (a,f(a)).

(t)=1"(a) (x-a) + f(a))

Las epistemologias que sustentan este tipo de practicas consideran a las matematicas
como algo ya construido y estudian el acercamiento del individuo a este conocimiento.
En este ejemplo podemos observar que se “impone” la definicién de concavidad. En
cambio la socioepistemologia reconoce al hombre haciendo matematicas, a la actividad
humana como una organizacion social y una fuente donde se construye conocimiento.
Por lo tanto, a diferencia de las anteriores, el conocimiento no esta preestablecido, sino
gue surge de la interaccion del individuo, como un ser social, cultural, histérico, con su

entorno. Esto lleva a que en un saldén de clase no se copien realidades, nociones
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cognitivas ya existentes fuera de ella, sino que éstas son creadas por y para el grupo, es

éste quien asigna el significado, quien crea y desarrolla el conocimiento.

La definicion de concavidad (positiva o negativa) puede ser impuesta, como en el
ejemplo anterior, o puede surgir del grupo a partir de secuencias didacticas. En el Anexo
Il se presenta una secuencia, trabajada por las Prof. Ochoviet y Testa (2002), tendiente a
dar significado al concepto “concavidad” y en una etapa posterior, en la confrontacion,
negociacion de ideas entre el grupo, llegar a institucionalizar el concepto. Se puede
observar que pueden generarse distintas definiciones de concavidad y posteriormente
demostrar que son equivalentes. Por ejemplo la definicién antes dada, o definir
concavidad a partir de comparar el grafico de la funcién con rectas secantes, u otras

concepciones gue surjan del grupo de trabajo.

Por lo tanto, el enfoque socioepistemoldgico, no considera al conocimiento como algo
externo, acabado, que solo debe ser transmitido al alumno, sino que el conocimiento se
va construyendo, y reconstruyendo, en las situaciones de interaccion que se dan en el
aula, se producen resignificaciones de significados en un proceso de negociacion. Las
explicaciones que se brindan estaran en funcidon de las caracteristicas propias del
humano al hacer matematicas en contextos socialmente organizados. “... en la actividad
humana el conocimiento tiene significados propios, contextos, historia e intencion. Ahi,
se construyen versiones diversas respecto a su contenido. Estas versiones se comparan,
negocian y reconstruyen en el proceso mismo de la actividad y definen de manera

gradual los diversos significados para los humanos” (Cordero, 2001).

La matemaética es considerada como una herramienta para modelar, se debe tener en
cuenta en qué actividades estan interesados los alumnos, cuales les son familiares, para
que, a partir de alli, generar situaciones que permitan hacer construcciones, hacer
distinciones entre ellas para seleccionar una clase de actividades y acciones hechas con
herramientas. En este uso, en su entendimiento, el individuo reconstruye significados.
De esta forma se realiza una reorganizacion de la obra matematica, que implica el
redisefio del discurso matematico escolar, se deben determinar los elementos teéricos
gue permitan esta reconstruccion de significados en los diferentes niveles escolares, y la

actividad humana sera la que nos brindara elementos para esta reorganizacion.
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Dentro de esta perspectiva nos interesa el pensamiento matematico y la actividad
matematica como una forma de actividad humana. “Nos interesa entender, aun en el
caso que sSu respuesta a una pregunta no corresponda con nuestro conocimiento, las
razones por las que su pensamiento matematico opera como lo hace. ... nos interesa
analizar las ejecuciones de los alumnos ante tareas matematicas, tanto simples como
complejas, como formas de entender el proceso de construccién de los conceptos y
procesos matematicos; al mismo tiempo sabemos que, en esa labor, su propio
pensamiento matematico esta, también, en pleno curso de constitucion” (Cantoral,
2000). Entender el pensamiento matematico de los estudiantes nos brindara elementos
para reconstruir la obra matematica incorporando actividades que fomenten el desarrollo
del pensamiento matematico de los alumnos, y como ya hemos indicado, actividades

gue los enfrenten a posibles obstaculos y les faciliten su superacion.

Pensamiento y Lenguaje Variacional (PLV)

En los curriculos de ensefianza secundaria de Uruguay se realiza un pequefio
acercamiento al trabajo en algebra en primer afio que luego es profundizado en segundo
afio. A la vez se estudia, en segundo afio, funciones elementales introduciéndoles al
trabajo con variables. O sea que el alumno se enfrenta, casi simultdneamente, al algebra
y al trabajo con variables. Luego, en los afios sucesivos, se profundiza en ambos campos
llegando en el Gltimo afio de Educacidon Secundaria (sexto), al estudio formal de las

matematicas de las variables.

Que el alumno desarrolle un lenguaje y un pensamiento variacional no esta asegurado
por la sola inclusién en los curriculos de la matematicas de las variaciones, ademas
consideramos que para gque se desarrolle este tipo de pensamiento se precisa de procesos
temporalmente prolongados. Como ya lo ha indicado Cantoral (2000), el PLV requiere
mas que el dominio de la matemética basica y de los procesos del pensamiento
asociados, también se deben realizar cambios en los estilos de pensamiento
prevariacional (por ejemplo el pensamiento algebraico), los cuales deben ayudar a la

matematizacién de la prediccion de los fenémenos de cambio.

- 58 -



Capitulo 11

El alumno deberia poder reconocer en las funciones un doble estatus, objeto y proceso.
Es muy comin que el alumno mantenga la vision de la funcion como proceso, dado que
asi fue como les fue transmitida. Pero, ¢qué significa aplicarle un proceso a un proceso?
¢Coémo podemos derivar una funcion si ésta es aceptada solo como proceso?
Consideramos que el alumno, al iniciar cursos superiores debe reconocer a la funcion
como objeto ademas de cémo proceso, y poder transitar entre funcién-proceso y
funcion-objeto. En investigaciones realizadas por el equipo de PLV (Cantoral, 2000) se
ha detectado que si el estudiante posee un dominio del registro grafico, serd mas facil

reconocer, y trabajar, con la funcion en su doble estatus (objeto, proceso).

En general el trabajo con gréficos es dejado de lado, o relegado a Gltimo momento, en
los cursos de andlisis. En Uruguay, en el ultimo curso de bachillerato, hasta que no se
ensefia a calcular limites, derivadas, no se grafica la funcion, lo que lleva a poner solo el
acento en lo analitico y presentar unas escasas graficas al finalizar los cursos. En
cambio es necesario que el estudiante desarrolle un dominio grafico, que pueda

transferir informacion de este registro al analitico (u otros) y viceversa.

Un buen manejo del registro grafico, poder transferir informacion de este registro a otro,
y de otros al gréfico, facilitard que el estudiante establezca un isomorfismo entre el
lenguaje algebraico y el lenguaje grafico lo que favorecera el desarrollo del PLV (como

ejemplos, véase Dolores, 1999; Farfan, et al., 2001; Cantoral y Montiel, 2003).

Si a un alumno le preguntaramos cudl es el polinomio de segundo grado a cuyo gréafico

pertenecen 10s puntos (X1,¥1), (X2,¥2), (X3,¥3), €s posible que intente resolver el sistema:

ax, +by, +c=0
ax, +by,+c=0
ax; +by, +c=0

Tal vez con un buen manejo algebraico rapidamente puede escalerizar y resolver el
sistema anterior. Si ahora preguntamos cuél seria el polinomio de tercer grado a cuyo
grafico pertenecen los puntos (x1,¥1), (X2,¥2), (X3,¥3), (Xa,y4) €l sistema a plantear seria de
4 por 4. En general si se intenta determinar un polinomio de grado n al cual pertenecen

n-1 puntos distintos debemos resolver un sistema de n incognitas por n ecuaciones. En
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la resolucion de este tipo de sistema, ¢esta presente el problema a resolver? ¢El alumno
en su resolucion estd dando significado al nuevo concepto (polinomio de
aproximacion)? ¢ O solo se esta aprendiendo, reforzando, un proceso algoritmico el cual

no genera significacion al problema inicial?

También se podria “mostrar” que se busca una combinacion lineal de yj,..., yn. Por
ejemplo en el caso del polinomio de tercer grado: se buscan las expresiones analiticas
m(x), t(x) y r(x) tal que:
P(X)=y1m(x) +y2 t(x) + y3 r(x)
Si X = Xy = m(X1)=1, t(x1)=r(x)=0
Si X = Xo = t(X2)=1, m(x2)= r(x2)=0
Si X = X3 = r(X3)=1, m(x3)= t(x3)=0
@) sea que f estard definida por
fg =y, CTXX) L X=X)(mk) (X x)(x=x,)

(X, = X,)(X, — X3) (X, =x)(X, —X%3) (X3 = X)(X3 = X,)

Trabajando luego con mas puntos se podria llegar a generalizar obteniendo de esta

X—x,
forma el polinomio de aproximacion de Lagrange: f(x) Z% H ( )
i=0 j=0, j=i (xi xj)

Cabria realizar un estudio sobre si el alumno puede llegar a determinar sin mas
aproximaciones estos coeficientes, o si solo logra entender este planteo luego que éste
es presentado por su docente. En este Gltimo caso el alumno podria llegar a entender el
procedimiento pero tal vez no de una forma relacional sino solamente de una forma

instrumental, pasando en el futuro a ser otra “regla sin razén”.

La propuesta presentada por Cantoral y Montiel (2003) brindan una construccién visual
del polinomio de interpolacion de Lagrange. Para los autores visualizar es la habilidad
para representar, transformar, generar, comunicar, documentar y reflejar informacién
visual en el pensamiento y el lenguaje de quien aprende. Por ello consideran que
“realizar la actividad de visualizacion requiere de la utilizacion de nociones

matematicas asociadas a lo numérico, grafico o algebraico, pero exige también del uso
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de un lenguaje comdn para explicar ciertos fendmenos e incluso para describir

experiencias vivenciales” (Cantoral y Montiel, 2003).

En dicha investigacion se propone un método explicativo que parte de un problema
concreto: construir un polinomio para que su grafico pase por un conjunto dado de
puntos en el plano, apoyandose principalmente en las posibilidades que ofrece la
visualizacién. La utilizacion de este método permitira al estudiante visualizar, en el
sentido de los autores, la construccion que ha realizado y el por qué de ésta, realizando

un aprendizaje relacional del tema y no uno instrumental.

“... podemos generalizar el método para expresiones de mayor grado, de tal forma que
podamos llegar a una generalizacion y asi construir el polinomio de interpolacion de
Lagrange. En este caso, conviene centrar la atencion en la regularidad que muestran las
respectivas expresiones analiticas en los casos que hemos tratado hasta ahora, la recta y

la parabola.” (Cantoral y Montiel, 2003)

Cabe destacar ademas que, con este tipo de trabajo, el estudiante establece un
isomorfismo operativo entre el algebra béasica y el estudio de curvas, entre el lenguaje
algebraico y el lenguaje grafico, lo que favorecera la transicion entre los diferentes

registros y la conversion de informacion de uno a otro. (Farfan, 2001).

Pero, para que el alumno desarrolle un PLV también consideramos necesario un
desarrollo de la nocion de prediccién. Opinamos que esta nocion de prediccién se
construye socialmente a partir de las vivencias cotidianas de los individuos. El hombre
no tiene la facultad de adelantar el tiempo y observar qué sucederé con cierto fenémeno.
Si conocemos las condiciones actuales del fenémeno, la forma que estas cambiaran, la
forma que cambiaran sus cambios, etc, estamos proximos a conocer su futura condicién
antes que pase el tiempo deseado. “La nocion de prediccién desde el punto de vista
didactico, es usada como argumento para el estudio de la variacion. En ella entran en
juego la variacion del fenémeno, la variacion de dicha variacion, y asi sucesivamente.
Esto implica hacer surgir, utilizar, la nocién de derivada, de derivadas sucesivas y la

relacion entre ellas.” (Cantoral, 2002)
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Dentro del curriculo de sexto afio de secundaria de Uruguay, en todas las orientaciones,
se encuentra el tema derivadas, pero solo en la opcién ingenieria se encuentra también
el tema desarrollo de Taylor. En este caso el enfoque dado es que dicho polinomio es
equivalente a la funcién dada en un entorno de un real. Su relacién con los temas
anteriores es mostrar que los coeficientes de dicho polinomio son valores numéricos de
derivadas sucesivas de la funcion dada, y su aplicacion, en general, es la utilizacion de
éste en el calculo de limites, dado que, en ciertas condiciones, es posible sustituir la

funcion por un polinomio equivalente a ella 'y “levantar” indeterminaciones.

La serie de Taylor nos permite aproximar el estado futuro de un fenémeno del cual
conocemos su estado inicial, su cambio, el cambio de su cambio y asi sucesivamente, o
sea nos permite predecir. En cambio esta herramienta no es utilizada en estos cursos.
Cuando estudiamos la derivada de una funcion usamos este estudio en el trazado de
tangentes al gréfico, t(x)=f "(a) (x-a) — f(a) serd la ecuacion de la recta tangente al
grafico de f en (af(a)); o nos sirve para indicar si f es creciente (si f "(a)>0) o
decreciente (f “(a)<0) en x=a. Pero no nos planteamos ejercicios de tipo “de una funcién
f se sabe que su imagen en x=a es b, su derivada en x=a es ¢, podrias aproximar el valor
de f(a+ Ax) ? No se ve a la funciéon t / t(x) = f "(a) (x-a) — f(a) como una aproximacion

gue permite predecir, con cierto error, valores numéricos.

Coherente a esta forma de trabajo no se trabaja al polinomio de Taylor como una
herramienta que permite mejores aproximaciones polinémicas de una funcién, lo que
implicaria mejores formas de predecir imagenes cada vez con menor error. No se
plantean ejercicios del tipo: de una funcidn se conoce su imagen, el valor numérico de la
derivada primera, de la segunda, de la tercera, en x=a, ¢qué podrias decir de la imagen

de la funciéon en un entorno de a?

Esperamos que el problema de estudio de esta investigacién nos brinde herramientas,
producidas por los estudiantes, al investigar el significado grafico que le otorgan al
valor numérico de la derivada segunda. “Hemos concluido, en este sentido, que el
manejo simultaneo y coordinado de las derivadas sucesivas parece ser una condicion sin
la cual la formacion de la idea de derivada y en consecuencia de la nocidn de prediccion

deviene inevitablemente fragil.”(Cantoral, 2000). En este sentido, dado que:
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lim - £°(x) - f"(a) y ()= lim = £7() - £~ ()

X—>a X—a X—>a X—a

f (a)=

, ¢cémo podremos dar

significado a la derivada si no damos significado a su valor funcional?

“Como parte del pensamiento matemético avanzado, el pensamiento y lenguaje
variacional trata sobre las relaciones entre la matematica de la variacion y el cambio por
una lado y con los procesos complejos del pensamiento por otro. Exploramos los
procesos y los mecanismos funcionales del pensamiento de los que aprenden en una de
especie de cognicion situada, para enriquecer, a posteriori, las situaciones de ensefianza
de la escuela contemporanea.” (Cantoral, 2000). En el presente trabajo nos interesa
estudiar las construcciones realizadas por estudiantes, de distintos niveles, para utilizar
las herramientas por ellos generadas como base para el redisefio del discurso

matematico escolar.

“El pensamiento y lenguaje variacional estudia los fendmenos de ensefianza,
aprendizaje y comunicacion de saberes matematicos propios de la variacion y el cambio
en el sistema educativo y en el medio social que le da cabida. Pone particular atencién
en el estudio de los diferentes procesos cognitivos y culturales con que las personas
asignan y comparten sentidos y significados utilizando diferentes estructuras vy
lenguajes variacionales.” (Cantoral, 2000). Es en este sentido que la presente

investigacion se encuadra en esta linea.

Por un lado realizamos un estudio matematico y epistemolégico del tema derivada
segunda y entrevistas a docentes de distintos niveles en los cuales se trata el tema

matematico de estudio.

Por otro lado nos interesa estudiar el significado que en forma individual se asigna al
valor numérico de la derivada segunda, luego como este es generado, significado o
resignificado, compartido y negociado a partir de la interaccién, primero entre los
propios entrevistados y luego también con la entrevistadora. Nos interesa observar los
diferentes procesos cognitivos y culturales que se hacen presentes cuando las personas
asignan y comparten sentidos y significados utilizando diferentes estructuras y
lenguajes variacionales. Todo esto intentando analizar el punto de vista del que aprende,

del que ensefia, para, en una segunda instancia, a la luz de los resultados obtenidos,
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disefiar situaciones didacticas que permitan resignificar el valor numérico de la derivada

segunda.

El siguiente esquema nos muestra las lineas de investigacion desarrolladas dentro del

programa PLV indicando en las que se encuadra el presente estudio.

Esquema 2
Sobre el disefio de
situaciones didacticas
Sobre situaciones Sobre representacion y
didacticas cognicion de las ideas
de resignificacion variacionales

Sobre /

epistemologia
critica

N

Sobre la didactica
de antafno

7

PENSAMIENTO

Y LENGUAJE

™

Sobre variacion
contextual

VARIACIONAL

Sobre el redisefio del
discurso matematico / \
escolar

Sobre el envejecimiento
de situaciones de
ensefianza

Sobre la naturaleza del
aprendizaje en un ambiente
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COMPONENTE COGNITIVA

Como ya hemos sefialado en el Capitulo I, la componente cognitiva se refiere a los
procesos mentales de organizacion del pensamiento. En este sentido desarrollaremos
en este capitulo cuatro elementos que lo componen: la imagen del concepto, el
pensamiento y lenguaje variacional, la visualizacion y la aplicacion de reglas sin
razones. Como ya hemos mostrado el PLV es mas que un acercamiento cognitivo,
presentaremos los aspectos de él que nos daran base para analizar los resultados

obtenidos.

Imagen del concepto

Consideramos que conocer la definicion de derivada en un real y de funcién derivada,
asi como poder realizar célculos de derivadas, no es suficiente para que un estudiante
haya construido el concepto de derivada. Como se ha evidenciado en estudios
anteriores, por ejemplo (Valero, 2000) “una nocion tiene diferentes sentidos y que no
podemos reducir una nocion matematica a su definicion” para construir la nocion de
derivada no podemos limitarnos a su definicién, dado que ella alude exclusivamente a la
primera derivada y bajo esta perspectiva la naturaleza variacional del concepto no

alcanza a percibirse.

Con base en lo anterior aceptamos dos hipotesis:

» Que el estudiante conozca la definicion de funcién derivada no es condicion

suficiente para que pueda construir el concepto en juego.

> Los estudiantes a pesar de conocer la definicion de un concepto no recurren a
ella, a no ser que sea imprescindible, por ejemplo que se obtengan
contradicciones o que expresamente el problema solicite su utilizacion, o que
hayan sido “entrenados” por un largo periodo de tiempo para que su sistema

cognitivo actle en contra de lo natural.
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Estas hipotesis se basan en estudios realizados por Vinner (1991), él retoma un estudio
realizado por Fodor y otros (1980) reportado en el articulo “Against definitions”, en el
cual plantea que las personas, en los contextos cotidianos, para entender una palabra no
necesariamente recurren a su definicion. Con base en algunas evidencias experimentales
refutan la afirmacion: “Understanding a sentence token involves recovering (i.e.
displaying in working memory) the definition of such lexical items as the sentence
contains”. Ellos consideran que para comprender una oracion dada, generalmente la

gente no consulta las definiciones de los términos que aparecen en la misma.

Vinner considera que Fodor no responde qué es lo que se consulta, e investiga como
funciona esta situacion en los contextos técnico tratando de dar una respuesta. Al
trabajar en contextos técnicos se espera que se consulten las definiciones, pero los
estudios indican que esto no siempre ocurre. En el ambito técnico pareceria ser mas
importante coémo deberian comportarse las personas que como lo hacen en realidad.
Dado que nuestro estudio se basa en como los estudiantes “en realidad” conciben al
valor numérico de la derivada segunda y no como “deberian” concebirla es que nos
interesa basarnos en los estudios de Vinner en este sentido. A esto deberiamos sumarle
que los contextos técnicos, por ejemplo los establecidos en el aula, son también
actividades humanas que forzosamente se ven influenciadas por las actividades que
realizan en los contextos cotidianos.

“Definitions creates a serious problem in mathematics learning. Its represents, perhaps,
more than anything else the conflict between the structure of mathematics, as conceived
by professional mathematicians, and the cognitive processes of concept acquisition.”
(Vinner, 1991).

Con base en estudios realizados se ha planteado que el nombre de un concepto
constituye un estimulo para nuestra memoria, algo se evoca en nuestra memoria, pero
usualmente no es la definicién del concepto, aunque éste tenga definitivamente una
definicién. A esto que es evocado es lo que Vinner llama “Concept Image” y nosotros

Ilamaremos “Imagen del Concepto”.

“The concept image is something non-verbal associated in our mind with the concept

name. It can be a visual representation of the concept in case the concept has visual
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representation; it also can be a collection of impressions or experiences. The visual
representation, the mental pictures, the impressions and he experiences associated with
the concept name can be translated into verbal forms. But it is important to remember
that these verbal forms were not the first thinking evoked in our memory. They come

into being only at later stage”. (Vinner, 1991).

En nuestro estudio aceptamos la existencia de dos “celdas” diferentes en la estructura
cognitiva: Una celda para la(s) definicion(es) del concepto y otra para la Imagen del
Concepto. En base al nivel en el cual se encuentran los entrevistados es de esperar que
la celda de las definiciones no se encuentre vacia, deberian conocer la definicion de
funcion derivada, de valor numérico, de funcion derivada segunda. También esperamos
que la celda de la Imagen del Concepto, asociada a estos conceptos, no se encuentre
vacia. En el analisis de datos detallaremos qué aspectos surgen en ella frente a las
distintas preguntas y si esta celda se va modificando sustancialmente, incorporando

nuevos elementos al desarrollarse la secuencia.

Cabe destacar que cuando nos referimos a la Imagen del Concepto nos estamos
refiriendo a la Imagen del Concepto de una persona en particular, y que esta Imagen
puede variar, una persona en particular puede reaccionar en forma diferente frente a la

evocacion del concepto, en diferentes situaciones.

De lo anterior consideramos para nuestro estudio dos aspectos fundamentales a tener en

cuenta:

Por un lado, como planteamos anteriormente, no es suficiente que el estudiante “sepa”
la definicidn de funcion derivada para que pueda adquirir dicho concepto, debe formar
una rica Imagen del Concepto asociada a €l, la que creemos que necesariamente debe
incluir aspectos variacionales, por ejemplo vincular la derivada de una funcién en un

real con la aproximacion de su variacion, entre otros.

Por otro lado también encontramos en nuestro estudio, como afirma Vinner (1991), que
cuando el estudiante, de los niveles en los cuales hemos realizado nuestra investigacion,
ha incorporado elementos a la celda de la Imagen del Concepto, la definicién pasa a ser

prescindible para él, permanece inactiva o inclusive olvidada, cuando trabaja en
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contextos acerca del concepto en cuestion. O sea, los estudiantes no consultan la
definicion del concepto, aunque la conozcan, en forma natural. En nuestro estudio a
pesar que todos los estudiantes entrevistados conocian la definicion de derivada, podian

reproducirla, no fue utilizada directamente en sus respuestas en la mayoria de los casos.

En general los profesores esperan que en el alumno se establezca una relacion de
dependencia entre la celda que contiene la Imagen del Concepto y la que contiene la
definicion, se espera ademas que la Imagen del Concepto se forme a partir de la
definicion del concepto, o sea a partir de que se forme la celda de la definicién, y la
celda de la Imagen del Concepto estaria siempre controlada por la de la definicion. En
cambio la formacion de un concepto es un largo proceso que requiere de la interrelacion

de ambas celdas.

Tomamos de Vinner la esquematizacion del proceso intelectual que esperan los
docentes que realicen los estudiante frente a situaciones problema. Los siguientes tres

casos presentan los diferentes caminos que el sistema cognitivo podria generar:

Esquema 3
Caso 1

Deduccion puramente formal

Salida

A

Definicion del Imagen del
Concepto Concepto

Fntrada
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Esquema 4
Caso 2

Deduccidn siguiendo el pensamiento intuitivo

Salida

A

Definicién del Imagen del
Concepto F: Concepto

Fntrada

Esquema 5
Caso 3

Interaccion entre definicion e imagen.

Qalida

A

Definicion del | Imagen del
Concepto Concepto

\ 4

Fntrada
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Estos tres casos esperados por el docente implican que se consulte la definicion del
concepto para dar una solucion a la situacion planteada y que ésta se surja desde la celda
de la definicion del concepto. En cambio, con base en los estudios realizados, Vinner
afirma que en realidad lo que ocurre es que los habitos de pensamiento de la vida
cotidiana prevaleceran sobre los habitos de pensamiento impuestos por los contextos
técnicos, por lo cual para muchos estudiantes esta serd una forma permanente de
pensamiento y solo algunos estudiantes, luego de ser entrenados para ello, aprenderan a
razonar en el "modo técnico". No se puede esperar que por estar frente a probleméticas
planteadas en un sistema didactico las formas de pensamiento cambien radicalmente,
por lo tanto los estudiantes mantendran formas de pensamientos que aplican, y tienen
buenos resultados, en contextos cotidianos. Para que se presentaran los procesos
anteriores habria que haber entrenado suficientemente al sistema cognitivo para que

actde contra lo que es normal.

Dado que el tipo de preguntas que hemos realizado en las secuencias no expresan,
explicitamente, ni estadn enfocadas a que los estudiantes repitan las definiciones de los
conceptos en juego, creemos a priori que los modelos més apropiados para recrear los
procesos que podrian ocurrir en la realizacion de nuestra secuencia son: el que Vinner
considera que es el modelo que realmente ocurre en la practica (caso 4) y un modelo

gue agregamos por considerar posible gue se presente (caso 5).

Esquema 6
Caso 4.

Respuesta intuitiva
Salida

A

Definicién del Imagen del
concepto concepto

Fntrada
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En este modelo la celda de definicion del concepto no es consultada al intentar dar
respuesta a una situacion. Muestras de esto se encuentran en las pruebas que se aplican a
los estudiantes para aprobar los cursos de sexto afio de secundaria en Uruguay. Por
ejemplo, cuando se pregunta si la continuidad de una funcién en un real implica la

derivabilidad de esa funcion en dicho real los alumnos responden con contraejemplos

trabajados en clase, por ejemplo f:R—>R/f(x):|x| en x=0 funcién que

habitualmente presentan los docentes como contraejemplo del tema a estudio, y no

directamente aplicando las definiciones involucradas.

Un ejemplo del tipo de preguntas planteadas en nuestro estudio que creemos, a priori,
que motivaran el modelo cognitivo anterior, son las de la actividad I. En esta actividad
se solicita “Marca sobre la gréafica de la funcion f los puntos (x,f(x)) que consideres
cumplen con la condicidn f “(x) > 0” y “Marca sobre la grafica de la funcion f los puntos
(x,f(x)) que consideres cumplen con la condicion f “~"(x) > 0”. Esperamos que los
alumnos no consulten las definiciones de los conceptos involucrados, sino la imagen
conceptual asociada a ellos, la cual puede contener “fotos” que se vinculan a “si la
funcion es creciente su derivada es positiva”, aunque sabemos que esto no siempre se

cumple®.

En las secuencias planteadas en este estudio, esperamos encontrarnos tanto con casos en
los que el estudiante recurre solo a la celda de la Imagen del Concepto (caso 4), como
otras situaciones en los que el estudiante al no poder dar respuesta al problema solo
consultando su Imagen del Concepto recurre a la definicion del concepto buscando la
respuesta en ella, luego modifica la Imagen del Concepto asociada lo que posibilitaria

dar respuesta a la situacion problematica.

Lo expuesto anteriormente nos brinda argumentos para agregar un nuevo modelo el cual
supone que frente a una situacion problematica se evoca la imagen asociada al concepto
en juego, al ser ésta insuficiente se recurre a la definicion, la cual modifica la Imagen
del Concepto y se da una respuesta al problema. Esta teoria tiene cabida dentro de

nuestro enfogue socioepistemolégico dado que reconoce la influencia del medio en los

* f :R— R/ f(x) = x’es creciente en x=0 pero f "(0) no es positiva.
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procesos didacticos. Los modos habitos cotidianos llevan a que el estudiante consulte en
primer instancia la Imagen de Concepto; al no poder dar la respuesta desde alli, se hacen
presentes ciertos codigos de trabajo en aula, dentro de los cuales se encuentra el trabajo
con definiciones. Tomar contacto con la definicion de concepto puede ayudar al
estudiante a ampliar, o cambiar, la imagen asociada a él y en esta nueva condicion la
celda de la Imagen del Concepto puede permitirle dar una respuesta. A pesar de que
creemos que es posible que se presente este caso en nuestra investigacion, compartimos
con Vinner (1991) la creencia de que el caso 4 es el que refleja lo que ocurre en la
mayoria de los procesos intelectuales que realizan los estudiantes porque ese es el
esquema que se activa en los contextos cotidianos, de donde es el caso que esperamos

gue se presente con mayor frecuencia.

Esquema 7
Caso 5

Salida

A

Definicion del Imagen del
Concepto - Concepto

A

Fntrada

En estos dos ultimos casos el estudiante consulta en primer instancia la celda de la
Imagen del Concepto; si ésta es suficiente para dar una respuesta no se consulta la celda
de la definicidn, en el caso que la Imagen del Concepto sea insuficiente para enfrentar el
problema se acude a la celda de la definicion. En este ultimo caso, luego de consultada
la celda de la definicion se establece una interaccion con la celda de la Imagen del

Concepto, enriqueciéndola, para intentar dar una respuesta al problema.
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A pesar de que a priori creemos que se puede presentar el caso 5, por ello lo incluimos ,
compartimos con Vinner que los habitos de la vida cotidiana, muchas veces reforzados
por los discursos docentes, prevalecen y el estudiante no siente la necesidad de consultar

la definicion. Por lo anterior esperamos que se presente mas el caso 4 que el caso 5.

Pensamiento y lenguaje variacional

Como expusimos en el punto anterior, que el alumno sepa enunciar la definicion del
concepto no asegura su construccion; a esto debemos sumarle que los estudiantes no
consultan en forma natural la definicion, sino que consultan, por lo menos algunos en
principio y muchos en forma permanente, la Imagen del Concepto asociada a éste.
Ademas, para que esa imagen conceptual sea suficiente para enfrentar problemas de
célculo, y en especial problemas relacionados con las derivadas de distintos érdenes de

una funcién, debe contener aspectos variacionales.

El desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional en los estudiantes no esta
asegurado por la imposicion de la construccion de los numeros reales, supone, entre
otros aspectos, rupturas con el pensamiento algebraico, manejo significativo de un
amplio universo de formas gréaficas, incorporar nociones de prediccion. No podemos
esperar que por la sola imposicion del tema “reales” en los cursos el estudiante podra

cambiar sus formas de pensamiento que eran eficaces en el algebra.

Por ejemplo, en algebra para demostrar que A(x)=B(x) se pueden generar equivalencias
y demostrar que A(x)-B(x)=0 o que A(x)/B(x)=1 para probar la igualdad dada, en
cambio, al trabajar en analisis, como plantea (Artigue, 2000) “esta estrategia a menudo
sera fuera de alcance o, por lo menos, no la mas econémica [...]. Por eso tenemos que
desenvolver una vision de la igualdad asociada a la idea “proximidad local infinita”, es
decir asociada al hecho que, si para una distancia adecuada, V&>0, d(AB)< ¢,
entonces A=B. Para poder desarrollar esta forma de razonamiento el estudiante debe
realizar una ruptura con formas anteriores de razonamiento que en otros ambitos

resultaban exitosas. Encontramos en (Artigue, 2000) “... mas de 40% de los estudiantes
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ingresando la universidad de Francia consideran que, si los nimeros A y B satisfacen la
condicion: vn > O,|A— B| < =, no son necesariamente iguales, solamente muy préximos,
n

infinitamente proximos, de cierta manera sucesores”. Estos ejemplos muestran que no
se ha roto con ciertos esquemas de pensamiento algebraico, lo que dificultara el
desarrollo de su pensamiento y lenguaje variacional.

Ademas compartimos con Cantoral (2000) que “... el desarrollo del pensamiento y
lenguaje variacional entre los estudiantes precisa de procesos temporalmente
prolongados a juzgar por los tiempos didacticos habituales”. Entonces, ¢podriamos
esperar que el alumno pueda desarrollar instantdneamente este tipo de pensamiento al
enfrentarse a una situacion problematica que requiera de este tipo de enfoque, como por

ejemplo la siguiente situacion?

Marca sobre la grafica de la funcion f los puntos (x,f(x)) que consideres cumplen con la condicién

£7@>0

Creemos que no, las situaciones problematicas que necesitan de un tratamiento
variacional ayudaran a que el alumno, al enfrentarse a ellas desarrolle su pensamiento y
lenguaje variacional, pero, es necesario ir incorporando a lo largo de distintas etapas

actividades que lleven al alumno a desarrollar este tipo de pensamiento.

“Hemos encontrado que la ensefianza y el aprendizaje de situaciones variacionales
plantean un gran ndmero de problemas no triviales. Cada concepto avanzado que se
desea ensefiar, suele apoyarse en conceptos mas elementales y se resiste al aprendizaje
si no se antecede por un sélido entendimiento de los conceptos previos”(Cantoral y
Farfan, 2000). Creemos que los temas previos al trabajo con derivadas requieren de un
desarrollo variacional de los mismos, en cambio este aspecto no se encuentra presente

en los curriculos. Si el estudiante, y el docente, no ponen en juego los aspectos
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variacionales implicitos en temas previos al trabajo en derivadas, le serd mas dificil al
estudiante desarrollar su lenguaje y pensamiento variacional al tomar contacto con

dicho tema.

“En ciertas condiciones, el profesor, presenta un problema, pero no destina el suficiente
tiempo a sus estudiantes para que ellos propongan soluciones y exploren posibilidades y
en consecuencia no promueven el desarrollo del pensamiento matematico entre sus

alumnos” (Cantoral, 2000). Debemos agregar que a lo anterior se suma que los

[13 7

docentes, muchas veces, buscan en sus estudiantes “LA” respuesta y no “una
respuesta. Si el docente espera dar la definicién tradicional de derivada de una funcion
en un real dejard de lado las intervenciones de los alumnos que no estén dirigidas a
relacionarla con un limite, el del cociente incremental, aunque estas contengan aspectos

muy ricos como, tal vez, los de variacion.

De acuerdo a como estan secuenciados y enfocados los temas en los programas
uruguayos vigentes (Anexo 1), para manejar el concepto de funcidn derivada el
estudiante previamente debe haber incorporado, entre otros, los conceptos de funcion y
de limite. Al referirnos a incorporar el concepto no nos estamos refiriendo a que el
alumno solamente conozca su definicion, dado que, como ya hemos expuesto, conocer

la definicion no asegura la construccion del concepto.

En cuanto al concepto de funcidon nos sumamos a la vision de Cantoral y Farfan (2000)
“la naturaleza del concepto de funcién es en extremo compleja, su desarrollo se ha
hecho casi a la par del humano, es decir, encontramos vestigios del uso de
correspondencias en la antigiiedad, y actualmente se debate sobre la vigencia, en el
ambito de las matematicas, del paradigma de la funcion como objeto, analitico. Empero,
el concepto de funcion devino protagonico hasta que se le concibe como una formula, es

decir hasta que logré la integracion de dos dominios: el algebra y la geometria”.

Si el estudiante solamente acepta a la funcion como correspondencia solo vera en el
gréfico de ésta a un conjunto de puntos, donde cada uno de ellos indica la
correspondencia establecida entre dos reales, pero no puede concebir a éste grafico
como un todo, como un objeto, como el producto final de un proceso. Con esta

concepcion el estudiante no estd poniendo en juego su pensamiento y lenguaje
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variacional. En cambio, para trabajar en célculo, el estudiante debe reconocer los
infinitos valores que puede tomar la variable en un entorno de un real para investigar
cémo varia la funcién en dicho real, de esta forma si se esta poniendo en juego el tipo

de pensamiento antes mencionado.

La definicion de limite de una funcion en un real no brinda herramientas para calcular el
limite, por lo tanto los alumnos en el momento de intentar efectuar el calculo de limites
buscan estrategias como calcular valores funcionales’, o aplican ciertas reglas
aprendidas® que solucionan ciertas indeterminaciones. Este tipo de trabajos no favorece

que el estudiante incorpore el concepto variacional implicito en el limite de una funcion.

Reconocemos las dificultades asociadas al concepto de limite y al concepto de funcion
que han sido estudiadas por varios investigadores, pero no nos extenderemos en ellas
dado que nos interesa resaltar aca la carencia que presentan los cursos en promover en

los estudiantes su pensamiento y lenguaje variacional.

Al no hacerse hincapié en los aspectos variacionales de los temas “limites” y
“funciones”, se limita el desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional del
estudiante, esta carencia luego es trasladada al trabajar en otros temas, como por
ejemplo “la derivada”. El estudiante puede derivar correctamente una funcion, pero si
solamente entran en juego ciertas reglas de derivacién® no podra reconocer el aspecto

variacional subyacente en dicho concepto.

Como se presentara en el Capitulo 1V, en la observacion de clase, en la investigacién de
bibliografia y en el cuestionario aplicado a docentes, el aspecto variacional de la
derivada no juega un papel fundamental en los cursos. Al trabajarse el tema derivada se

tiene en cuenta:

> Su definicion.
Como la definicion de derivada de una funcién en un real se refiere al calculo de

un limite, caemos en las limitaciones antes mencionadas: se aplican reglas sin

* Lo cual conduce a errores en el caso que la funcién no sea continua en dicho real.
® Del tipo de reglas que Skemp (1976) llama reglas sin razones.
® Reglas sin razones en el sentido de Skemp (1976).
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razones en el sentido de Skemp (1976) para levantar indeterminaciones y se deja
de lado el papel fundamental que juega la variacion en la teoria de limites.
Encontramos que nuevamente se cercenan las posibilidades de que los

estudiantes desarrollen su pensamiento y lenguaje variacional.

A lo anterior debemos sumarle que la definicion de funcion derivada solo se refiere
a la funcion derivada primera, entonces tampoco se pone en primer plano como
cambia la funcién, cbmo cambian sus cambios, etc, y la relacion entre estos cambios
y la funcion. Es decir, que el alumno asocia “derivada” a la derivada primera de una
funcidn, establece una iteracion y no una relacion entre la sucesion de funciones

que se determina al considerar las derivadas de distintos 6rdenes.

» Su interpretacion geométrica

Esta apunta a relacionar al valor numérico de la derivada primera en cierto real con
el coeficiente angular de la recta tangente al grafico en dicho real. Nuevamente no
se encuentra presente el aspecto variacional. No se hace hincapié en que la derivada
brinda una herramienta poderosa para predecir el comportamiento de una funcién en

un entorno del real, al permitir realizar una aproximacion de la misma.

Al introducir el tema derivada de una funcion en un real, tanto en los libros de textos
escolares, como en los desarrollos de los cursos’, se trabaja observando la variacion
de la recta secante para determinar que el limite de la esta recta es la recta tangente
al grafico. Pero luego este tipo de razonamiento es dejado de lado y se pasan a
calcular analiticamente limites, no se realizan interpretaciones gréaficas que permitan

reforzar la idea de variacion.

» Tablas para derivar.

En este aspecto es dejado totalmente de lado el concepto de variacion para pasar a
aplicar reglas sin razones como ya antes lo hemos expuesto. En nuestras
experiencias de clase y al tomar examenes encontramos muy frecuentemente casos

que para calcular la derivada de funciones del tipo f :R — R/ f(x)=ax,acR", se

aplica la regla de la derivada de un producto. Esto muestra que prevalecen las reglas

" Evidencias de estos puntos se presentan en el capitulo IV
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sin razones sobre el concepto de derivada de una funcién, dado que la derivada de
esta funcién puede determinarse mentalmente si se tiene claro cual es la funcién en

juego y que la derivada esta relacionada con su variacion.

Ademaés, podemos agregar, que el trabajar solo con tablas de derivacion lleva a que
el estudiante establezca un fuerte vinculo entre el concepto de derivada y las
técnicas de derivacion, en detrimento de la relacion establecida entre ésta y la

variacion de la funcion.

De lo anterior no estamos abogando a que sean dejadas de lado las tablas de
derivacion, dado que reconocemos el ‘“ahorro” que ellas producen, pero
consideramos que el uso indiscriminado de ellas produce un alejamiento de posibles

valiosas significaciones de los conceptos en juego.

Este tipo de trabajo no motiva que el estudiante desarrolle su pensamiento y lenguaje
variacional, lo que jugara en su contra al concebir el concepto de funcién derivada como
organizacion de derivadas sucesivas. Ademas esta forma de trabajar el tema derivadas
disminuira las posibilidades de aplicaciones futuras de ella, dado que “En las practicas
humanas, en las disciplinas de referencia, la derivada no se entiende exclusivamente
como el limite del cociente incremental, sino como una forma de estudiar la evolucion

de un proceso de cambio, de crecimiento o de decrecimiento. (Cantoral, 2000).

Visualizacion

Dado que nos interesa estudiar, entre otros, cual es el significado grafico que dan los
estudiantes al valor numérico de la funciéon derivada segunda es que debemos
puntualizar qué entenderemos por visualizacion. Responder alguna de las preguntas que
se presentardn en la secuencia supone la visualizacion de los conceptos alli

comprendidos.

En nuestro trabajo, con relacién a la visualizacién, nos basaremos en las ideas de

visualizacion de Zimmermann y Cunningham (1991) y Cantoral y Montiel (2003).
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Tenemos particular interés por estudiar lo que sefialan Zimmermann y Cunningham
(1991) como “the student’s ability to draw an appropriate diagram (with pencil and
paper, or in some cases with a computer) to represent a mathematical concept or
problem and to use the diagram to achieve understanding, and as an aid in problem
solving. In mathematics visualization is not and end in itself but a means toward and
end, witch is understanding. Notice that typically, one does not speak about visualizing
a diagram but visualizing a concept or problem. To visualize a diagram means simply to
form a mental image of the diagram, but to visualize a problem means to understand the
problem in terms of a diagram or visual image. Mathematical visualization is the
process of forming images (mentally, or with pencil and paper, or with the aid of
technology) and using such images effectively of mathematical discovery and

understanding”.

También tendremos en cuenta que “En un sentido mas amplio, entendemos por
visualizaciéon a la habilidad para representar, transformar, generar, comunicar,
documentar y reflejar informacion visual en el pensamiento y el lenguaje de quien
aprende. Ahora bien, realizar la actividad de visualizacion requiere de la utilizacion de
nociones matematicas asociadas a lo numérico, gréfico o algebraico, pero exige también
del uso de un lenguaje comun para explicar ciertos fendmenos e incluso para describir
experiencias vivenciales. La visualizacion entonces, trata con el funcionamiento de las
estructuras cognitivas que se emplean para resolver problemas, con las relaciones
abstractas que formulamos entre las diversas representaciones de un objeto matematico
a fin de operar con ellas y obtener un resultado y, sobre todo, de la participacion en una

cultura particular al compartir simbolos y significados” (Cantoral y Montiel, 2003)

Deseamos explorar en nuestro estudio si los estudiantes visualizan por medio de
gréficos las situaciones problematicas que involucran valores numéricos de la funcion
derivada segunda, por ejemplo investigar como analizan el comportamiento de los
graficos de dos funciones que poseen igual valor numérico en un real, igual valor
numérico de sus funciones derivadas en un real, pero distinto valor numérico de la
funcion derivada segunda aunque el signo de estos sean iguales entre si:
f:R>R,90:R—>R, f(a)=g(a), f "(a)=g"(a), f ""(a)>g ""(a)>0. En nuestro estudio

esperamos que los estudiantes visualicen mediante un gréafico situaciones como estas,
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g (a)>f “(a) (f y g funciones reales) en el caso que g “"(a)>0 y f ""(a)<0, aunque

creemos que no sera asi si sig (f ""(a)) = sig (g " (a)).

Segun Barwise y Etchemendy (1991), por mucho tiempo los sicologistas se han
interesado por las relaciones entre visualizacion y los mecanismos del razonamiento
humano. A pesar que algunos matematicos o docentes reconocen el valor de los
diagramas como herramientas visuales, la representacion visual no tiene el lugar que
merece en esa comunidad. Se miran con desdén las pruebas que hacen un exagerado uso
de diagramas, en algunos casos ni son consideradas como pruebas, y lo que es peor,
hemos transmitido esta opinion a nuestros alumnos. “[The diagram] is only an heuristic
to prompt certain trains of inference; ... it is dispensable as a proof.-theoretic device;
indeed, ... it has no proper place in the proof as such. For the proof is a syntactic object
consisting only of sentences arranged in a finite and inspectable array.”. Tennant,

N. en (Barwise y Etchemendy, 1991).

En el sistema didactico que se encuentra esta investigacion, los enfoques usuales dados
a los cursos, coinciden con los reportados por Cantoral (2000): “Desde el punto de vista
del sistema de ensefianza, tradicionalmente el curso que antecede al andlisis es un
repertorio de procedimientos y algoritmos provenientes esencialmente del algebra y de
la geometria analitica, tocando con mayor o menor énfasis el estudio de funcion,
habitualmente sobre la definicion de Dirichlet-Bourbaki. La ensefianza tiende a
sobrevalorar los procedimientos analiticos y la algoritmizacion, dejando de lado a los
argumentos visuales, por no considerarlos como matematicos, entre otras causas.” Davis
y Hersh (citado en Dreyfus y Eisenberg, 1991), plantean que “...it seems as though the
influence of the Bourbaki school which emphasizes the analytic expression of
mathematical ideas, has been so ingrained into our psyche that we consider it as being
the only acceptable way of professional communication. To many in our profession, a

proof without words is not a proof!”

En esta sobrevaloracion de los procedimientos analiticos, y el correspondiente rechazo
de la visualizacion por parte de docentes y del sistema en su conjunto, en algun sentido
cercenan las estrategias propias del pensamiento visual de los estudiantes. No visualizar
un problema puede ir en detrimento de su resolucién, pues restringe la construccion de

conceptos, y por tanto repercute en el desarrollo de los procesos de pensamiento.
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Dreyfus y Eisenberg (1991) sefialan que en la ensefianza: “the visual characteristics of
the problem were not even considered. And that seems to be exactly the problem; visual
aspects of a concept are rated secondary to the concept itself” que “although the visual
interpretations are often know to students and their teachers, oftentimes they are not in

the core of this knowledge and are not exploited in thinking processes”

Hay docentes que para demostrar (analiticamente) un teorema en clase realizan un
diagrama para organizar su razonamiento, aunque dicho diagrama muchas veces se haga
“a escondidas”, sin que lo vean los estudiantes, como si estuvieran “saliéndose del
guion”. A pesar de que el discurso del docente transmite la importancia de los procesos
analiticos frente a los visuales encontramos que los docentes y matematicos también
recurren a ellos. Encontramos comentarios al respecto de Hilbert, en (Dreyfus y
Eisenberg,1991) “I have given a simplified proof. Of part (a) of Jordan’s theorem. Of
course, my proof is completely arithmetizable (otherwise it would be considered non-
existent); but, investigating it, | never ceased thinking of the diagram (only thinking of a

very twisted curve), and so do | still when remembering it.”

La causa de estas formas de proceder, entre otras, pueden ser las planteadas por De
Guzman (1996): “las tendencias formalistas imperantes durante una buena parte del
siglo 20 han relegado a segundo término la visualizacion, tratandola en algunos casos
con desconfianza y con sospecha.”. También apoyan estas opiniones lo planteado por
Dreyfus y Eisenberg, (1991) donde exponen la postura de colegas universitarios los
cuales, luego de asistir a un seminario por ellos dictado, plantearon que the diagrams
could be used to generate a proof, they certainly were not proofs in and of themselves”
y “there is one and only one way to communicate mathematics, and “prof without

words” are not acceptable”.

Que la comunidad matematica rechace, o no acepte como prueba matematica valida los
diagramas, puede ser una de las causas que lleva a que el docente “esconda” el aspecto
visual de su razonamiento mostrando a sus alumnos una demostracion puramente
formal y analitica no “viciada” de imagenes. Esta actitud de los docentes sera
transmitida a sus estudiantes por lo cual no deberia haber sorpresa en su actitud frente a

pruebas visuales como opinan Dreyfus y Eisenberg (1991). Méas adelante expondremos
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las posibles razones, planteadas por estos autores y otros, del rechazo de los estudiantes

a visualizar en matematicas.

Al principio de su formacién los estudiantes recurren a representaciones en forma
natural, por ejemplo para obtener la suma de dos naturales, luego al pasar a cursos
superiores van abandonando esta practica por no considerarla matematica, correcta,
parece que a medida que avanzan los curso de matematica solo es formalmente valido el

razonamiento analitico y el numérico.

Aparte de los casos en los que la visualizacion es rechazada por no considerarla
matematica encontramos otro tipo de casos en los cuales el docente no necesita recurrir
a ciertas visualizaciones del teorema en cuestion, pero no explota las interpretaciones
gréficas posibles limitando asi las posibilidades de que sus estudiantes visualicen la

situacion, como el ejemplo que presentamos en el siguiente parrafo.

“... students often have only a mechanical understanding of basic calculus concepts [...]
because students haven’t achieved a visual understanding of basic underlying notions”
Mundi referido en (Dreyfus y Eisenberg,1991). Una de las razones de esto puede ser
que los docentes no buscan dar interpretaciones visuales de los conceptos dados, de los
teoremas demostrados, 1o que puede llevar a que los estudiantes no desarrollen su
entendimiento visual. Un ejemplo en el cual los alumnos logran un entendimiento
mecanico y no se aprovecha la representacion grafica para lograr un entendimiento
visual de los conceptos involucrados es la determinacion de la funcion derivada de la
funcion polindmica de primer grado y de la funcion constante. En los libros de texto
consultados se determina en forma analitica la derivada de la funcion polindbmica de
primer grado y de la funcién constante.
» En el primer caso:

f:R>R/f(X)=mx+n,m=0 , para hallar la derivada de f en x=a se calcula

lim - lim -

mx+n-—(ma+n) MX=8) & f@)=mvxeR = f'(x)=m con
X—a X—a Xx—>a x-a
f"R—>R

» En el segundo caso:
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f:R>R/f(x)=k, k=0, para hallar la derivada de f en x=a se calcula

lim n-n i , .

X_)am=0:> f'@=0vxeR= f"(x)=0con f>"R—>R

No se presenta en ninguno de estos dos casos una interpretacion grafica de dichas
situaciones. No se estimula a que el estudiante visualice las situaciones en juego, que
encuentre una concordancia entre lo analitico y lo visual. En cambio, se podria presentar
la problemaética anterior con un apoyo grafico, como se presenta en el grafico 11, lo que
ayudaria al estudiante a visualizar los conceptos: si se presentaran los graficos de ambas
funciones se podria observar que en uno de los casos los triangulos AB;Ci, A(a, f(a)),
Bi(x, f(x)), Ci(x,f(a)) son semejantes, y en el otro se determinan tridngulos degenerados
dado que uno de sus catetos (BiCi) es un punto. Este tipo de trabajo permitiria, en
particular, visualizar la funcidn derivada de dichas funciones sin ser requisito previo
calcular los limites necesarios para su determinacion analitica, y en general favorecer el
desarrollo del pensamiento visual. “The work of Mundy, Dick, Monk, Swan y Vinner
supports the preliminary finding by the authors that students have a strong tendency to
think algebraically rather than visually. Moreover, this is so even if they are explicitly
and forcefully pushed towards visual processing. It has been claimed that many learning
difficulties, at least in the calculus, could be alleviated or even avoided if students were
brought to internalize the visual connotations of calculus concepts.” (Dreyfus y

Eisenberg, 1991).

Gréfico 11

A

Relacionamos la idea recién presentada con las investigaciones de Cantoral (2000)
“Esta revision detallada de la literatura contemporanea nos permite reconocer que han
sido explicadas, bajo diversos marcos teoricos, una gran cantidad de dislexias escolares.

Una de ellas, sefiala que la ensefianza habitual del analisis matematico logra que los
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estudiantes deriven, integren, calculen limites elementales sin que sean capaces de
asignar un sentido mas amplio a las nociones involucradas en su comprension. De modo
que aun siendo capaces de derivar una funcion, no puedan reconocer en un cierto
problema la necesidad de una derivacion. Asi también, pueden encontrar una derivada
sin asumir que el resultado obtenido mediante la derivacion sea a su vez una nueva
funcion susceptible de derivacion. De modo que podemos encontrar entre los
estudiantes consideraciones como las siguientes: Si f (2)=0, entonces f * (2)=0, pues f en
2 es constante. O bien, si f (x)=x?, entonces f * (x)=2x, f ’(x)=2 y por Gltimo, f **(x)=0,
pues "no existe" una cuarta derivada”. Si se estimula al estudiante a visualizar la
funcién, sus derivadas sucesivas, con trabajos como el presentado en el parrafo anterior,

pensamos que se podrian disminuir las dislexias antes presentadas.

Consideramos que un estudiante visualiza el concepto “concavidad negativa” si
imagina que en x=4 el gréfico de la funcion estara por debajo de la recta tangente a él en
dicho punto, si tiene en cuenta las posibles “formas” que tendra dicho gréafico en un

entorno de 4 (gréafico 12), asi como formas que no pueden tener (grafico 13).

Grafico 12

Graficos de funciones con concavidad negativa en x=4
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Grafico 13

Gréfico de funcién con concavidad positiva en x=a

A

7

t

De Guzman (1996) opina que “nuestra percepcion es muy prioritariamente visual y asi
no es de extrafar en absoluto que el apoyo continuo en lo visual esté tan presente en las
tareas de matematizacion, no solo en aquellas que, como la geometria, se refieren méas
directamente a la exploracion especifica de aspectos del espacio, sino también en otras,
como el analisis, que nacieron para explorar los cambios de los objetos materiales en si
mMISmOos Yy en sus aspectos espaciales”. Es muy probable que cualquier docente al pensar
en una funcion que no sea derivable en x=3 visualice inmediatamente un grafico similar
al de la figura 1, y, luego, piense en su expresion analitica. ¢Seran muchos los casos en
que ocurra la contrario? ¢Seran muchos los casos en los cuales nuestra primer idea es la
expresion analitica de una funcion que cumpla la condicion antes mencionada? ¢Seran

muchos los casos en que se piense primero, primero que nada, en expresiones analiticas,

por ejemplo en f :R — R/ f(x) =|x—3|? Nosotros consideramos que no.

Grafico 14

=2

-3

-4
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Segun De Guzmén (1996), “la visualizacion ha sido la tonica general en el trabajo
creativo de los matematicos de todos los tiempos. Uno u otro tipo de imagen acompafia
constantemente sus especulaciones, probablemente aun las mas abstractas, aunque la
naturaleza de esta imagen presenta una variedad de individuo a individuo mucho mayor
de lo que sospechamos. La visualizacion, como vemos por estas muestras, ha jugado un
importante papel en el desarrollo del pensamiento matematico. Como tenia que ser,
dada la naturaleza cognoscitiva del hombre, tan condicionada por los elementos
visuales, intuitivos, simbdlicos, representativos, y como corresponde a la naturaleza de

la matematica y a sus propositos.”

Entonces, ¢no deberiamos considerar como una de la condiciones necesarias para que el
alumno entienda el concepto de derivada es que pueda visualizar el concepto? Como,
por ejemplo, estando en condiciones de esbozar el gréafico de una funcion f /f(2)=-3y
f 7(2)=5. ¢O deberiamos creer que solamente conociendo la definicién del concepto

“derivada” es que ya lo ha incorporado?

En nuestra opinion, no debemos creer que visualizar es un sustituto superficial de
entender, sino que es un componente méas del entendimiento, relaciona cada concepto
matematico con la imagen conceptual asociada a él. Para De Guzméan (1996), “La
visualizacién no es una vision inmediata de las relaciones, sino una interpretacion de lo
que se presenta a nuestra contemplacion que solamente podremos realizar eficazmente
si hemos aprendido a leer adecuadamente el tipo de comunicacién que la sustenta.
Segun el reporte ViSC de la National Science Foundation, citado en Zimmermann y
Cunningham (1991), la visualizacion deberia ser *“knowledge obtained by
contemplation of ideas already in the mind...”. Por lo tanto consideramos que si el
alumno logra visualizar el concepto f ""(2)=5, si puede establecer relaciones entre el
aspecto grafico, numérico y analitico de dicho concepto, estard mas préximo a su

entendimiento.

Encontramos que muchos autores presentan una dicotomia entre lo analitico y lo visual,
en muchos casos se apoya la visualizacion, en otros se la deja de lado por no ser
“matematica”, también encontramos el modelo propuesto por Zazkis, Dubinsky y
Dautermann (1996) en el cual proponen que lo analitico y lo visual son mutuamente

dependientes: : “We propose an alternative model, the Visualizer/Analyzer or VA
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model, that assumes visualization and analysis to be mutually dependent in
mathematical problem solving, rather than unrelated opposites. Our model provides one
description of how this mutual dependence might function. We end by considering how
pedagogical approaches might be designed in consonance with this model to help
students coordinate visual and analytic thinking”. Nosotros compartimos esta opinion,
por un lado creemos que la visualizacidn es necesaria en matematica, en calculo, y en
especial en nuestro tema de estudio, pero debe establecerse una relacion entre los

aspectos visuales y los analiticos del problema, o concepto dado.

Como dijimos antes, creemos que al pensar en una funcién no derivable en x=3 viene a
la mente el gréfico de una funcion que lo cumpla antes que su expresion analitica. Pero
esto no significa que por imaginar un gréafico que aparentemente no es derivable en un
real se ha construido el concepto de derivabilidad. A esto le sumamos que debemos
estar prevenidos de los peligros involucrados en la visualizacion, estar conciente de
estos peligros debe llevarnos a analizar las figuras “mas alla de lo que los ojos ven”.
Este tipo de andlisis de las figuras ayudara a que se construyan los conceptos

involucrados.
Ejemplificaremos lo expuesto en el parrafo anterior:
Si observamos el grafico 15 de una funcion f podriamos creer que dicha funcién no es

derivable en x=0.

Grafico 15

-4 -3 -2 -1 1 2 3

Si hacemos un zoom veriamos el grafico 16
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Grafico 16

8.685

1.82 —@.815 —a.81 —@.885 a.605 a.e1 a.e15 a.a

—0.88%

-8.681

-8.815

-8.82

Si continuamos haciendo acercamientos veriamos que ya no podriamos confirmar que la

funcion f no sea derivable en x=0.

Grafico 17

a.8082
A.88815
8.8081

5 18*-5

apa2 —8.88815 —-8.0861 -5 18™-5 5 18"-5 8.6881 8.68815 8.68

-5 18"-5

—8.8a01

—0.88015

—0.8802

Creemos que para gue un estudiante pueda construir el concepto de derivada debe haber
incorporado a su imagen conceptual caracteristicas graficas de dicho concepto, pero
ademas debe ser consiente de los “malas interpretaciones” que pueden tener dichas
imagenes y poder reflexionar sobre ello. Al enfrentarse a situaciones donde las
estrategias visuales y analiticas son posibles, las personas pueden aprender combinando

estas dos maneras de pensamiento.

En este ejemplo en concreto se esperaria que frente a la observacion de los graficos
anteriores el estudiante, o el docente, considere que no son suficientes para asegurar o
negar la derivabilidad de la funcién en x=0, para ello necesita conocer su expresion

analitica:
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X six>10"

3

La expresion analitica de la funcion fes: f(x) = 12
P ) _10 x“+510“x2 six<10™

Por lo tanto creemos que lo analitico y lo visual deben estar relacionados apoyando un
aspecto al otro y permitiendo en esta interrelacion un mejor entendimiento de los
conceptos involucrados. A este respecto Zimmermann y Cunningham (1991) consideran
que “Visual thinking and graphical representations must be linked to other modes of
mathematical thinking and other forms of representation. One must learn how ideas can
be represented symbolically, numerically and graphically, and to move back and forth
among these modes. One must developed the ability to choose the approach most
appropriate for a particular problem, and to understand the limitations of these three

dialects of the language of mathematics.”

A manera de sintesis de lo que hemos expuesto seleccionamos algunos aspectos
positivos de la visualizacion y otros que merecen ser tenidos en cuenta para favorecer

los procesos de ensefianza-aprendizaje:

Algunos aspectos positivos de la visualizacion:

» Es mucho mas facil de recordar. Un diagrama es facilmente recordable. Cuando
un estudiante escucha el nombre de un concepto, como ya hemos expuesto,
recurre a la imagen conceptual asociado a él, y luego, quizas, la definicion.
“auxiliar potente para la retencion de forma unitaria y sintética de los contextos

que surgen recurrentemente en el trabajo” (De Guzman, 1996).

» Ahorra tiempo, en un grafico podemos dar toda la informacion en forma mas
rapida que con palabras. Por ejemplo, si graficamos el desplazamiento de una
persona en funcién del tiempo un dia dado, ser& mucho mas rapido que si
redactamos todos sus movimientos. Una imagen simple puede darnos mucha
informacion que llevaria demasiadas oraciones expresarla. “La imagen es, muy
frecuentemente, vehiculo eficaz de transmision rapida de las ideas” (De
Guzman, 1996).
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“La imagen es, muy frecuentemente, una ayuda poderosa en la actividad
subconsciente en torno a los problemas complicados de la teoria” (De Guzman,
1996).

Implica mayor nivel cognitivo que las pruebas linguisticas, permite la evolucion
del sistema perceptivo. No se dan los datos justos. Puede haber méas o menos
datos, el alumno debe buscar los que necesita para resolver el problema. Esto
implica que debe pensar, decidir, qué informacion es relevante y cuél no.

Aspecto que consideramos muy importante.

Permite ahorrar casos. En muchos casos las soluciones tienen un cierto
argumento simétrico. Se pueden reducir los casos a discutir mostrando la

simetria del grafico de una funcién.

Muchas veces no se puede evitar la representacion, ¢podriamos entender el
concepto de concavidad positiva (0 negativa) sin nunca haberlo visto
representado? “Individuals can profit greatly if they are given opportunities no
form meannings that assist them in making sense of their mathematics. Based on
our evidence we concluded that visualization is an important component of this

meaning-making” (Solano y Presmeg, 1995)

“Visualization offers a method of seeing the unseen. It enriches the process of
scientific discovery and fosters profound and unexpected insights”. (Informe
VICS, citado en Zimmermann y Cunningham, 1991). “La imagen es, muy
frecuentemente, ayuda poderosa en la actividad subconsciente en torno a los

problemas complicados de la teoria” (De Guzman, 1996).

Como muestra Gascon (2001) los docentes se ven influenciados por las perspectivas

epistemoldgicas de la institucion, de su medio, y estas se reflejan en su modelo docente.

Tal vez por ello, porque los diagramas no son muy bien vistos por sus colegas, por la

comunidad matematica, es que son dejados de lado sin que medie una seria reflexion

sobre pros y contras. Creemos que seria conveniente que se tuvieran en cuenta los

diagramas realizados al comienzo, durante, el desarrollo de una demostracion por parte

del matematico, asi como los que ayudan a construir los conceptos en juego, y no solo

-92-



Capitulo 111

que transmitamos a nuestros alumnos la situacion ya algoritmizada, sin mostrar estos
diagramas que fueron los que permitieron llegar a cierto conocimiento, generar en los

estudiantes un pensamiento visual y la posibilidad de generar nuevos conocimientos.

Reglas sin razones

Skemp (1976) observa que, muchas veces, una misma palabra es usada en el mismo
idioma, pais y contexto, con dos significados cuya diferencia no es trivial, de lo cual

deduce que se pueden esperar serias confusiones.

En el contexto de las matematicas una de las palabras que considera que es usada con
dos significados distintos es entendimiento. “It was brought to my attention some years
ago by Stieg Mellin-Olsen, of the Bergen University, that there are in current use two
meanings of this word. These he distinguished by calling them “relacional

understanding” and “instrumental understanding””. (Skemp, 1976).

Cabe destacar que, a partir de las observaciones de clase y de nuestra propia experiencia
como docentes, creemos que esta confusion se presenta en la actualidad de los cursos de
matematica. Cuando un docente o un estudiante consideran que “se ha entendido el
tema derivadas”, ¢significa que el estudiante puede derivar correctamente? ¢significa

que el estudiante ha comprendido el concepto?

Se intenta hacer una especie de clasificacion de estos dos tipos de entendimiento de la
cual podemos deducir sus notables diferencias: Por entendimiento relacional “is meant
what | have always meant by understanding, and probably most readers of this article:
knowing both what to do and why. Instrumental understanding | would until recently
not have regarded as understanding at all. It is what | have in the past described as
“rules without reasons”, without realizing that for many pupils and their teachers the
possession of such a rule, and the ability to use it, was what they meant by
understanding.” (Skemp, 1976).

Consideramos que el entendimiento instrumental del tema derivadas no favorece la

construccién del concepto de derivada, que el alumno pueda aplicar reglas de derivacion
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correctamente no implica que haya adquirido este concepto que es mucho mas profundo
que solamente “aplicar reglas”. Ademas agregamos que en muchos casos, ha pesar que
el estudiante haya aprobado el curso que tiene entre sus objetivos principales el estudio
analitico y representacion grafica de funciones reales, no ha hecho suyas nociones e

implicancias elementales asociadas a dicho concepto.

Otra palabra en el contexto de las matematicas que Skemp considera que es utilizada
con dos significados muy distintos es la palabra matematicas, “The second one is even
more serious: it is the word mathematics itself. For we are not talking about better and
worse teaching of the same kind of mathematics”. “I used to think that maths teachers
were all teaching the same subjet, some doing it better than others. | now believe that
there are two effectively different subjects being taught under the same name:
“mathematics.” (Skemp, 1976).

Las dos materias anteriores las llama: matematica relacional y matematica instrumental.
Es directa la deduccion de los distintos objetivos y métodos de cada una. Basandonos en

las investigaciones de Skemp (1976) enumeraremos ventajas de cada una de ellas.

Matematica instrumental:

> Es usualmente facil de entender, a veces mucho més fécil. Es facil memorizar
algunas reglas de derivacion y nos puede llevar a creer que “sabemos derivar”.
“If what is wanted is a page of right answers, instrumental mathematical can
provide this more quickly and easily.” (Skemp, 1976).

» Las recompensas son mas inmediatas y mas aparentes. Como en algunos casos
permite lograr el éxito méas facil y rapidamente puede llevar a aumentar la
autoconfianza del estudiante. “It is nice to get a page of right answers, and we
must not under — rate the importance of the feeling of success which pupil get
from this” (Skemp, 1976).

> Se puede obtener a menudo la respuesta correcta mas rapidamente que con el
entendimiento relacional, porque involucra menos conocimiento.“This
difference is so marked that even relational mathematicians often use

instrumental thinking” (Skemp, 1976).
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La matematica relacional:

» [Es més adaptable a pruebas nuevas. El entendimiento relacional, conociendo
no solo como funciona el método sino también el por qué, puede permitir
relacionar el método con el problema, y posiblemente adaptar el método a
nuevos problemas. Sabemos que si f(x)=4x entonces f “(x) = 4, si no sabemos
el porqué de esta regla, el cdmo se obtuvo, no podremos deducir la expresion
de f "(x) en el caso que f(x)=3e™. “Instrumental understanding necessitates
memorising which problems lems a method works for and which not, and
also learning a different method for each new class of problems”. (Skemp,
1976).

» Es més facil de recordar. En la matematica instrumental el estudiante debe
recordar una serie de reglas, aparentemente no relacionadas, y recordar
también cuél se utiliza en cada situacion. “But knowing also how they are
inter-related enables one to remember them as parts of a connected whole,
which is easier. There is more to learn — the connections as well as the
separate rules— but the result, once learned, is more lasting. So there is less
re-learning to do, and long — term the time taken may will be less altogether”
(Skemp, 1976). Si el estudiante debe recordar cada regla de derivacion de
cada funcion elemental, sin entender el por qué de ellas, sera mas dificil que
elija la adecuada y casi imposible que pueda deducir nuevas reglas. En
cambio, si el sabe que estas reglas son, por ejemplo, el producto del calculo

lim £ (x) - f(a)

X—>a x-a

de un limite, y el por qué de este limite, no necesita

memorizarlas todas y puede generar nuevas reglas para nuevas situaciones.

» “Teaching for relational understanding may also involve more actual
content. .... ldeas required for understand a particular topic turn out to be
basic for understanding many other topics too. ....Unfortunately the benefits
which might come from teaching them are often lost by teaching them as
separate topics, rather than as fundamental concepts by which whole areas of
mathematics can be inter-related”. (Skemp, 1976). Un ejemplo es la regla “si
f “(@)>0 entonces f creciente en x=a”. Se puede ensefiar esta “regla” v,
aunque el estudiante no comprenda el por qué puede aplicarla exitosamente

pero sin contenido real. En cambio, si se realizé un aprendizaje relacional del
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concepto derivada y su interpretacion geométrica esta “regla” esta
relacionada con estos items y es facilmente deducible de ellos.

El conocimiento relacional puede ser efectivo como una meta en si mismo.
Skemp (1976) opina que sus estudios han mostrado que en este tipo de
trabajo la necesidad de compensaciones y castigos externos es mayormente
reducido, haciendo mas facil lo que usualmente se llama lado motivacional
del trabajo del docente. Considera que los estudiantes se sienten mas
participes de la construccién del conocimiento, obtienen satisfaccion del
entendimiento relacional lo que les puede motivar a explorar nuevas areas, a
construir nuevo conocimiento, inclusive conocimientos no previstos por el

docente.

Veamos a continuacion un ejemplo que ocurre muy frecuentemente en las aulas y que

Ileva a que la matematica instrumental cercene a la matematica relacional llevando a un

empobrecimiento de la capacidad de desarrollo intelectual de los estudiantes:

En el estudio grafico y analitico de funciones reales, los estudiantes en general “siguen”

ciertos pasos:

Estudio del dominio de la funcién.

Calculo del limite en puntos de discontinuidad.

Determinar las asintotas.

Derivar la funcion, deducir intervalos de crecimiento, decrecimiento.

Estudio de los puntos de no derivabilidad.

Calculo de extremos relativos.

Derivada segunda, deducir intervalos de concavidad positiva, de concavidad
negativa.

Calculo de puntos de inflexion, tangente al grafico en dichos puntos.

Encontramos muchos docentes y libros de texto que indican que se deben seguir este

recetario, sino el estudio de una funcién esta incompleto. Aspecto que sabemos no es

real.
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Proponiendo ejercicios donde no es necesario “todo” este estudio podremos observar si
el alumno solo sigue mecanicamente los pasos a dar, o ha alcanzado un entendimiento
relacional de este estudio.
Al proponer el estudio de una funcion real del tipo:
X+4six<-3
flf(x)=<x*-8si-3<x<9
e’ si9<x

Los alumnos, si poseen un entendimiento relacional de este tema:

- No deberian estudiar asintotas infinitas, puesto que en la primer zona deberan
dibujar una recta y ella misma es la asintota. En la tercer zona la gréfica de la
exponencial es conocida para ellos, se puede graficar sin estudio previo, a no ser
en x=9.

- Tampoco deberian derivar. En la primer y segunda zona por las razones ya
expuestas, y la segunda zona corresponde a un sector del grafico de una pardbola
en la cual conocen otros métodos para encontrar su minimo y luego saber cuél

sera su comportamiento en este intervalo.

Por la forma que se ha planteado la secuencia de la investigacion que estamos
presentando, asi como por el estudio del marco didactico en el cual estan inmersos los
estudiantes entrevistados, podremos diferenciar los casos que el posible significado que
asignen los estudiantes al valor numérico de la derivada segunda sean producto de un

aprendizaje relacional de los que sean producto de un aprendizaje instrumental.
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ELEMENTOS DE LA COMPONENTE DIDACTICA

La componente didéctica en nuestro enfoque, hace referencia al medio en el que se
establecen las relaciones entre alumno, docente y saber. De este medio hicimos una
revision de textos, tanto de aula como de consulta de los estudiantes uruguayos; asi
como un analisis de los programas uruguayos del curso de andlisis de sexto afio de
Educacion Secundaria estudiando similitudes y diferencias en el tratamiento de la
funciones derivada primera y derivada segunda. A continuacién evidenciamos el
tratamiento escolar de la interpretacion grafica de los conceptos “valor numérico de la
funcion derivada primera” y “signo del valor numérico de la funcion derivada
segunda” (en un intervalo de reales y en un real). Los elementos que se expondran
surgen de dos visitas, en caracter de observador, realizadas a un grupo de sexto afio de
Educacion Secundaria. Por ultimo presentaremos las observaciones obtenidas a partir
de una encuesta realizada a docentes sobre sus consideraciones en la forma de tratar
el tema y el significado gréafico que otorgan al valor numérico de la funcién derivada

segunda.

Revision de textos

Dado que investigamos el significado que asignan los alumnos al valor numérico de la

funcion derivada segunda, buscaremos en los textos la forma en que se trabaja:

» Derivada

> Interpretacion grafica de la derivada primera y de un valor numérico en
particular.

» Valor numérico de la derivada primera

» Derivadas sucesivas. En particular derivada segunda.

> Interpretacion grafica de la derivada segunda y/o de un valor numérico en
particular.

» Valor numérico de la derivada segunda.
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Se expondrd la forma de trabajar los temas que forman parte de nuestro estudio en
algunos de los textos sugeridos por la Inspeccién Docente de Matematicas para
Uruguay incluyéndose otro que, a pesar de no ser recomendado por la Inspeccion

Docente de Matematica, utilizan muy frecuentemente los alumnos.

Las lista de los libros sugeridos por la Inspeccion Docente de Matematicas para el curso
de Anélisis del altimo afio de Educacion Secundaria acompafa los programas vigentes y
obligatorios para toda la ensefianza nacional es la siguiente:
» Matematica de sexto. Balparda y Lois.
Funciones Reales. Matematicas para sexto afio. Giovannini, E.
Analisis matematico. Luis Belcredi.
Calculus. Apostol
Calculus. Spivak
Matematica Il C.U.V. Miguel de Guzman
Problemas y Ejercicios de Andlisis Mateméatico. Demidovich
Elementos de célculo diferencial e Integral Tomo | y 1. Sadosky

Calculo diferencial e integral. Coleccion Schaum - Frank Ayres

YV V.V V V V V VYV V

Analisis Matematico. J. Rey Pastor, J. Pi Callejay A. Trejo (Volumen I)

A pesar de esta sugerencia, sabemos que la mayoria de los alumnos no consultan los
libros, sino que estudian en el material de clase dado por su profesor. En algunos pocos
casos encontramos que los alumnos consultan algunos de los tres primeros, todos de
autores nacionales, asi como “Matematicas de sexto. Funciones” (Duffour). Es por esto
que centraremos nuestra atencion en estos cuatro textos y en dos mas de los

recomendados.

Desarrollo del tema en los textos

% Balparda y Lois, (1993). Matematicas Sexto-Para el trabajo en clase. Ediciones

de la Plaza, Montevideo Uruguay.

Este libro es recomendado para las opciones Medicina-Agronomia y Economia.
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Se introduce el concepto de cociente incremental y de derivada de una funcion a partir
de un ejercicio que presenta la expresion analitica de una funcion que relaciona
recorrido con tiempo transcurrido, se calculan velocidades medias e instantaneas. Luego
se pide representar graficamente la funcion dada, calculando a partir del gréfico
velocidades medias, vinculandolas con el coeficiente angular de la cuerda determinada,
y velocidades instantaneas, vinculandolas con el coeficiente angular de la recta tangente

en cuestion.

Se deduce a partir de la interpretacion del gréafico de una funcién la pendiente de la recta
tangente a dicho grafico en un punto y se define tangente a la gréafica de una funcion f

f)=-1(@),

X—>a X—a

(su pendiente se define como

A continuacion se define derivada de una funcién en x=a pasando a redefinir la
ecuacion de la recta tangente al grafico al vincular el limite anterior con el valor

numérico de la derivada de la funcion en x=a..

Luego pasa a demostrar el teorema que relaciona derivabilidad con continuidad de una
funcion en un real. Define funcion derivada y determina la funcion derivada de

funciones elementales y algebra de derivadas.

En el ejercicio 17 (de 24) del capitulo se enuncia “Dada una funcion fy su derivada f *;
en cada punto en que f “ sea derivable existira la funcion (f 7). A esta funcién se le
[lama funcion derivada segunda de f y se anota f .” Luego se pide calcular algunos

valores numéricos de f ”*, para ciertas funciones dadas.

Se demuestran los teoremas que relacionan monotonias y extremos de una funcién con
la derivada de dicha funcion en un real. También se demuestran los teoremas de Fermat,
Rolle y Lagrange, sus aplicaciones, y condiciones suficientes de existencia de extremos
relativos. Se define concavidad positiva (y negativa) de una funcion en x=a a partir de

comparar la funcién con la tangente:

“f presenta concavidad positiva en a si y solo si:

)] f es derivable en a.
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i) Existe un E, incluido en D(f) tal que si xe E ", entonces f(x)>f(a)+f "(a) (x-a)”

Se define punto de inflexion, se recuerda que f “"(a) es la derivada de f “ en “a” y se
enuncian los siguientes teoremas, demostrandose solo el primero:
Teorema 1: (H) f ""(a)>0 (T) f presenta concavidad positiva en a
Teorema 2: (H) f ""(a)<0 (T) f presenta concavidad negativa en a
Teorema 3: (H) f ~ es continua en a, f *~ cambia de signo en un E's (T) f presenta un

punto de inflexion en a.

Se puede observar que aunque la visualizacion del valor numérico de la derivada
primera juega un papel principal en su conceptualizacion, cuando se trabaja con la
derivada segunda no se realiza una interpretacion equivalente del valor numérico de
ésta. Ademas solo se hace mencion al signo del valor numérico de la derivada segunda

de una funcidn para vincularlo a la concavidad de dicha funcién en un real.

Tampoco encontramos que se haga referencia a 6rdenes superiores de derivadas, ni que

se asigne un significado al valor numérico de la derivada segunda.

% Giovannini, E. (1998) Funciones Reales. Uruguay

Este libro es recomendado por la Inspeccion Docente de Matematicas para las opciones

Ingenieria y Economia.

Comienza recordando la ecuacion analitica de la recta y dando significado al coeficiente
angular de ésta. A partir de gréaficos de funciones se presenta una nocion intuitiva de
recta tangente a un grafico. “Una aproximacion a la definicién es considerarla como el
limite de una recta secante que pase por el punto. No tiene sentido hablar de limite de

una recta pero si del limite de sus coeficientes angulares”

Luego realiza unas consideraciones que denomina intuitivas interpretando a partir del

gréfico el limite de las rectas secantes y la relacién entre sus coeficientes y el
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s

f(x)-f(a) _
x—>a x-a

coeficiente de la recta tangente al grafico dado. Observa que tga ,

siendo « el &ngulo formado por la recta tangente y el eje de las abscisas.

Realiza una nocion intuitiva de velocidad instantanea observando que el cociente
anterior ha sido trabajado en fisica usando la variable “t” que representa tiempo y f(t) la

abscisa de una particula en movimiento a lo largo del eje, en el instante de tiempo t.

Entonces M es la velocidad media en el intervalo de tiempo[a,t]. Observa que
-a

si t tiende a “a” se obtiene la velocidad instantanea en “a”. También se observa que si
f(t) representa cualquier otra magnitud variable con el tiempo el limite cuando t tiende a

“a” puede escribirse como la velocidad instantanea de la variacién de f(t).

Nombra cociente incremental de una funcion y define derivada de una funcién en un
real. Luego define recta tangente al grafico de una funcién. Define a continuacion

funcién derivada

Se define “derivadas sucesivas o de orden superior” haciendo mencion especial a la

derivada segunda. Se presenta la definicion formal por recurrencia.

Presenta las derivadas de algunas funciones elementales y operaciones con funciones

derivables.

Se demuestran los teoremas que relacionan monotonias y extremos de una funcién con
la derivada de dicha funcion en un real. También se demuestran los teoremas de Fermat,
Rolle, Lagrange y Cauchy, sus aplicaciones, y condiciones suficientes de existencia de

extremos relativos.

Demuestra teoremas que vinculan monotonias en intervalos con la derivada, asi como
condiciones suficientes para la existencia de extremos relativos. La segunda de estas
condiciones es “El criterio de la derivada segunda”

Hipdtesis: f (@)=0yf " (a)>0

Tesis: f presenta en “a” un minimo relativo en sentido estricto con tangente

horizontal.
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Podemos observar que lo que importa de la imagen de la derivada segunda es el signo

de su valor numérico, pero no su valor numérico en si.

Para definir concavidad comienza comparando el grafico de una funcion en un intervalo
con las rectas tangentes a ella en distintos puntos en los casos que, la funcién es
creciente con concavidad positiva, luego negativa, y decreciente con concavidad
positiva, luego negativa. Pero luego considera los casos en que la funcion sea continua y
no derivable en uno de sus puntos y observa que no podria trazar la recta tangente al
grafico en dichos puntos. Por esto compara ahora el grafico de la funcion con las

cuerdas definidas por dos puntos cualquiera de él.

Llama r(x) al segundo miembro de la ecuacion de la recta
f(x)— f(x .
y = f(xl)+M(x— x,)  determinada por los puntos P(x, f(x,)) vy
17 A2
Q(x,, f(x,)) del grafico. A partir de comparar las imagenes en dicha recta y en la
funcion define “La funcion f se dice que es concava o tiene concavidad positiva estricta
en el intervalo | si para todo par de puntos x; y x, del intervalo, con x;<x, se verifica la
desigualdad r(x) — f(x) > 0 si x e (x,,x,)” En forma similar define concavidad negativa

en un intervalo.

Demuestra la condicion suficiente de concavidad estricta en un intervalo: Si f “"(x)>0
para todo elemento de un intervalo abierto I, entonces la funcion f tiene concavidad

positiva estricta en I.

Demuestra también los siguientes teoremas relativos a la derivada segunda:
» H)f7(x)>0sixel, | intervalo abierto.
T)fX)-[f(c)+f (c)(x-c)] =0six el, siendo c un punto cualquiera de I.
» H)f" escontinua en a, ftiene en a un punto de inflexion.
T)f"(a)=0
f"(x)>0sia-0d<x<a

> H)f continuaena. 30 >0/ < _ . .
f"(x)<Osia<x<a+0

T) f tiene en a un punto de inflexion.
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Se observa nuevamente que al valor numérico de la derivada segunda no se le asigna
ningun significado especial, sino que solo se tiene en cuenta su signo. Ademas es este
caso encontramos que si se realiza una introduccion visual al tema concavidad, similar
al trabajo introductorio a derivadas, pero no se hace una interpretacion geométrica del

valor numérico de la derivada segunda.

« Belcredi, L. Zambra, M. y Deferrari, D. (2001). Analisis Matematico.

Coleccion Mosaicos. Montevideo, Uruguay.
Este texto es recomendado para las opciones Ingenieria y Economia.

Realiza una introduccién a la derivada de una funcion en un punto determinando la
velocidad media de un movil siendo f(x) la posicion del movil en el instante x. Entonces

la velocidad media es el cociente entre el espacio recorrido y el tiempo transcurrido:

— lim -
M. Luego indica que la velocidad instantanea es M
X—X, X — X X=X,

A continuacion considera la representacion grafica de una funcion f, dos puntos

A(Xo, f(xo0) ) y B(x, f(x) ) de la curva y la ecuacién de la recta que ellos determinan.
Observa que cuando x tiende a Xo, B se aproxima a A y la recta AB se aproxima a la
tangente al grafico en A e indica: “La tangente que pasa por el punto A(Xo, f(Xo) ) tiene
entonces como coeficiente director el limite de los coeficientes directores de las rectas
AB anteriores. Es decir la tangente tendrd por ecuacion y- f(xo) = m (X-Xo), siendo

o lim  f(x)-f(xg),

= . A partir de esta observacion define derivada de una
X—>Xp X=X

funcién en un punto.

Muestra un ejemplo de célculo de derivada en un punto y de la relacién de este valor, el
valor numérico de la derivada en un real, con el coeficiente angular de la recta tangente

al grafico en el punto en cuestion.

Define funcién derivada, determina la funcion derivada de ciertas funciones elementales

y pasa a trabajar en el algebra de derivadas.
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Demuestra los teoremas que vinculan el signo del valor numérico de la derivada primera
con las monotonias y los extremos relativos de la funcion, asi como los teoremas de

Rolle, Lagrange, sus consecuencias y el teorema de Cauchy.

Define derivadas de orden superior de una funcién dando dicha definicion por
recurrencia haciendo mencion especial a la derivada segunda.

Bajo el titulo “Interpretacion geométrica de la derivada segunda” encontramos la
interpretacion geométrica del signo de la derivada segunda en el caso que sea distinto de
cero. Estudia la posicion relativa del grafico de una funcion respecto a las rectas
tangentes a él en un intervalo y antes de definir concavidad positiva y negativa

demuestra el siguiente teorema:

Sea f una funcién que admite derivada segunda en un intervalo I, C su representacion
graficay (t) la tangente a C en un punto cualquiera de abscisa xo de |.
Entonces:

a) Sif " (x)>0 sobre I, entonces C esta por encima de (t) en I.

b) Sif " (x)<0 sobre I, entonces C esta por debajo de (t) en I.

Muestra como ejemplo a la funcién f definida por f(x) = x* que tiene por funcién

derivada segundaaf”” (x) = 6x.

A continuacion define concavidad positiva y negativa y punto de inflexion: “Se dice que
una funcion definida sobre | tiene concavidad positiva (o hacia las y positivas) si su
representacion grafica esta por encima de sus tangentes en cada punto de dicho

intervalo”

Demuestra el teorema que indica que si xo €s un punto de inflexion de una funcion f que
admite derivada segunda en un entorno de X, entonces f “(Xxo) = 0. A continuacién
muestra que el reciproco no es valido considerando la funcion cuya expresion analitica

es f(x) = x*.

A pesar de que en este libro encontramos el titulo “Interpretacion geométrica de la
derivada segunda” no se presenta una interpretacion gréfica, ni de otro tipo, del valor

numeérico de la derivada segunda a no ser del signo de este.

- 108 -



Capitulo IV

% Duffour, (1998). Funciones, funciones. Matematica de sexto todas las

orientaciones. Ediciones Matematica 2000. Uruguay

Este texto no es recomendado por la Inspeccion Docente de Matematicas, pero es

utilizado por los alumnos, por eso se incluye en este estudio.

Se introduce el tema “Derivada de una funcion” trabajando incremento y cociente

incremental de una funcion.

“Una caracteristica de la curva que no depende de que grande o pequefio sea el Ax, es
considerar el COCIENTE INCREMENTAL (la division entre el Ayy el Ax)

Ay _ f(x+Ax)—f(x) ,,
AX AX

COCIENTE INCREMENTAL

Se observa la importancia de que cuanto mas pequefio sea el incremento en la x mas
exactitud se tendra de la forma en que varia la funcion. A partir de esta observacién se

define derivada de una funcion en un punto.

“Se define a la derivada de una funcion, en un punto x, como el limite del cociente
incremental cuando el incremento de las x, tiende a cero. Se anota f “(x):

lim Ay
AX — 0 AX

()=
Si existe el limite del cociente incremental, o sea que la funcion f(x) tiene derivada finita
en cada punto x, queda definida una correspondencia, entre cada punto x, y la derivada
de la funcion en ese punto. Por lo cual el valor de la derivada depende de x, de modo

que la derivada es a su vez una funcion.”

No se define formalmente funcién derivada, sino que se plantea:
“Si el incremento de las x, se toma a partir de un punto variable x, el limite del cociente
incremental se expresa como:

li -
£ = Im  f(x+Ax)—f(x) ,,
AX — 0 AX
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Luego calcula las derivadas de las funciones exponencial, raiz cuadrada y seno.

Nombra la derivada de una funcién en un punto recalcando la diferencia entre ésta y la
derivada de la funcion: “El estudiante debe diferenciar perfectamente a la funcion

derivada f "(x) y al valor numérico f “(a).”

Se realiza a continuacion la interpretacion geométrica de la derivada. Se observa
“Cuando el incremento de las x tiende a cero o sea AXx—>0 0 x— ael punto B se
aproxima al punto A, la recta AB secante a la curva se convierte en la tangente a la curva
en el punto A. El coeficiente angular de la secante se transforma en el coeficiente
angular de la tangente.

lim f0-f@ _,.
X—>a X—a

(@)

mi=

Es decir que el valor numérico de la derivada en un punto mide el coeficiente angular de

la recta tangente a la cuerda en el punto a.”

Podemos observar que se le asigna una interpretacién geométrica y gréfica al valor

numérico de la funcién derivada.

Se continda dando la ecuacion de la recta tangente al grafico de una funcién, pasando
luego a demostrar los teoremas de algebra de derivadas. También se demuestran los
teoremas que relacionan monotonias, puntuales y en intervalos, y extremos de una

funcion con la derivada de dicha funcion en un real o en un intervalo.

Indica que se define concavidad positiva y negativa en un punto, comparando el valor

numeérico de la funcién y de la tangente para los elementos de un entorno del punto:

“J6>0/Vxe E*(a, 5), f (x) >t ”, aunque solo escribe una condicion suficiente.

Se enuncian y demuestran los teoremas de condicién suficiente para que se presente
concavidad positiva 0 negativa:
“Si una funcién tiene derivada segunda finita; es condicion suficiente para que presente

concavidad positiva en un punto, que dicha derivada sea positiva en el punto.”
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“Hipotesis: Existe f “"(a) y es positiva. Tesis: f(x) presenta concavidad positiva en un

entorno de a.”

Es muy llamativo que se use la expresién “derivada segunda” y el icono f ©° sin
haberlos mencionado antes, sin una definicion o un comentario previo sobre estos
nuevos conceptos. Ademas podemos observar que en el enunciado del teorema se
presenta una ambigiiedad sobre la funcion derivada segunda y el valor numérico de la

derivada segunda en un real.

Luego de definir punto de inflexion se enuncian y demuestran los teoremas de
condicion necesaria y condicion necesaria y suficiente para la existencia de punto de

inflexién:

> Siexiste f () y la funcion presenta un P.1. en x=a entonces f “"(a) =0
> Es condicion necesaria y suficiente para que existaun P.l.enaquef (@) =0y
que la derivada segunda cambie de signo a la derecha y a la izquierda del punto

a.

Podemos observar que solo se refiere al valor numérico de la derivada segunda en el
caso de que éste sea cero, en los teoremas relativos a puntos de inflexion, o el signo de
dicho valor numérico. No se encuentra un estudio, ni un comentario, sobre el valor

numeérico de la derivada segunda ni una interpretacion gréafica de éste.

« Rey Pastor, J. Pi Calleja, J. y Trejo, A. (Volumen 1)(1969). Analisis

Matematico. Editorial Kapelusz. Buenos Aires. Argentina.

484 VI, FUNCLOMES DRERIYARLES § 80 -1

(pag 433-469, 515) Ein lo que sigue indicaremos también con b y & los incre-
mentos de la variable independiente ¥ de la funeidén, vespecti-
vamcente:

Imagen 1 sm=h ay=k.

Define incremento y razdn incremental

Ay _ f(x+Ax) - f(x)
AX AX

e indica que

“este cociente representa la rapidez media

Esgrcicur; Toxpresar -] ineromenty v lx razon meremental en la
(ur!‘cwn S=f{r}—7+ que da la superlicic de un circulo en funcifn dei
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de crecimiento en el intervalo (x, x+4x). Indica a continuacion: “su interpretacion

geométrica es muy sencilla: nos da el coeficiente angular de la secante PP™" pues en el

triangulo PHP” se tiene % =tgw”
X

Bajo el titulo “nocién de derivada” observa que se tendrd una idea mas precisa de la
rapidez de crecimiento de f(x) en P cuanto menor sea “h”, que por esto se considerara el

limite del cociente anterior cuando h tiende a cero.

“Dicho limite se llama derivada de la funcion y = f(x), y se indica y’:

k f(x+h)— f(x)

y'=Ilim—=Ilim . , para h—0~

Luego de calcular la derivada de algunas funciones se realiza la interpretacion gréafica
del limite anterior observando que cundo el punto P” se aproxima al P la secante PP”

tiende a la recta tangente en P de donde:

lim Ay t osea:y =tgw.”
— =tgo, (Y =tgo.
AX — 0 AX g y=4

Determina la ecuacién de la tangente a una curva igualando el coeficiente angular de
esta recta al “valor de la derivada en x;”

Estudia el movimiento rectilineo de un movil, llegando a obtener una relacion entre la
velocidad del movil y la derivada de la funcion que define el movimiento del punto

sobre la recta en funcion del tiempo transcurrido, s = f(t).

“Llamaremos velocidad en el instante t, al limite de la velocidad media en el intervalo
(t, x+At) cuando At —» 0:

e lim = lim As _ lim  f(t+At)- f(t)
A0 ™ At—>0At At—0 At

, pero este limite es, por

definicidn, la derivada: v =s"= f'(t)”
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Luego de estudiar linealidad de la derivacion, la derivada de una funcién de funcion
(funcién compuesta) y la derivada de algunas funciones en particular pasa a establecer

los criterios de crecimiento y decrecimiento.

Trabaja en los teoremas:
> Sif (x0)>0, la funcion f(x) es estrictamente creciente en Xo.
» Sif’(x)<0, la funcion f(x) es estrictamente decreciente en Xo.
> Si la funcion f “(x) es derivable, es decir, admite derivada finita, en el punto Xo,
es condicion necesaria para que en €l tenga un maximo o un minimo, que sea
f(x0)=0.

Al presentar tres criterios para la determinacion de maximos y minimos de una funcion
expone:
1. Estudiar directamente la variacion de la funcion en el entorno del punto critico.
2. Estudiar la variacion de la derivada.
3. Formar la derivada de la derivada, o derivada segunda f “"(x) = Df "(x); cuando
esta existe y no se anula, entonces el problema queda resuelto como veremos.

Observemos que por primera vez se menciona la derivada segunda.

Define concavidad “diremos que la curva es concava hacia las y positivas en M, si todos
los puntos de la curva, suficientemente proximos a M, estan situados por arriba de la
tangente t” y puntos de inflexion para luego resumir:
a) f""(xo) >0, concavidad hacia arriba.
b) f ""(xo) < 0, concavidad hacia abajo.
cq) cambia de signo; punto de inf lexion

c) f7(xo) =0:5cy) pasa de + a +; concavidad hacia arriba
C3) pasa de — a —; concavidad hacia abajo

Luego, cincuenta paginas mas adelante, al trabajar formula de Taylor define derivada
sucesiva haciendo mencion a la derivada segunda, tercera y luego definiendo por
recurrencia:

lim  f(x+h)— f(x)

-0 h

£ (1) (x) = Df "(x)

F(9=Df(x=
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Observamos que nuevamente solo se hace consideracién al valor numérico de la
derivada segunda en el caso de que éste sea cero, en los teoremas relativos a puntos de
inflexion, o el signo de dicho valor numérico. Tampoco, en este texto, se realiza un
estudio, ni un comentario, sobre el valor numérico de la derivada segunda ni una

interpretacion gréfica de éste.

También podemos destacar que al darse la definicion de derivadas de orden mayor que

uno por recurrencia no se establecen relaciones entre la derivada de orden p (p>1) y la

funcion inicial, u otra de las derivadas de orden distinto a p-1 o p+1.

¢ Sipvak, M. (1992). Calculus. Editorial Reverté S. A. Barcelona, Espafia.

Recomendado para las opciones ingenieria y economia.

Imagen 2 2K Daerivadas e imegrales 4
(Pag 197- 283; 302-313)

Hace una introduccion al tema discutiendo

posibles definiciones de recta tangente a

un gréafico para concluir “una manera
mé-s prometedora de abordar Ia defInICIOn dientes: La pendiente de la tangente (o, f{o)) deberia ser

de tangente podria ser empezando con secantes fla + & — fla)

limn

=0 h

y utilizando la notacién de limites. Si h = 0,
entonces los dos puntos distintos (a, f(a))

y (a+h, f(a+h)) determinan,como muestra
la figura 6, una recta cuya pendiente es

f(a+h)— f(a)
h

la tangente en (a, f(a)) parece ser el limite, en

. Como muestra la figura 7,

FIGLRA 7

algun Sent|d0, de eStaS Secantes CuandO h Con esto estamos preparados para una definicidn y algunos coms

se aproxima a cero”
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A partir de estas observaciones define que una funcién es derivable en “a” si existe el
limite del cociente anterior cuando h—0, utiliza la notacién f “(a), determina la ecuacion

de la recta tangente al grafico en un punto y define funcion derivada.

Realiza una interpretacion fisica de la derivada asociandola con la velocidad instantanea
de una particula en movimiento. A partir de un ejercicio muestra la notacién de Leibniz

aungue luego continua trabajando en general con la primer notacion.

Al final de este capitulo observa que a partir de una funcion f podemos obtener su
funcion derivada, f *, y dado que también es una funcion, puede aplicarse el concepto de
derivabilidad y obtenerse una nueva funcion (f )" o f ©° que recibe el nombre de

derivada segunda de f.

“La derivada segunda es un concepto particularmente importante en fisica. Si s(t) es la
posicion en el tiempo t de una particula que se mueve a lo largo de una recta, entonces

s”’(t) recibe el nombre de aceleracion en el tiempo t.”

Luego define por recurrencia:
fO=f-

f &= (£®)" llamando derivas de orden superior a f® para k > 2.

En el capitulo siguiente (10) se trabajan las derivadas de algunas funciones elementales

y el algebra de derivadas.

El capitulo 11 tiene el nombre de “Significado de la derivada”, se definen puntos

maximos, y minimos, de una funcion, asi como puntos maximos, y minimos, locales.
Se demuestran los siguientes teoremas que dan significado grafico a f "(x):
> Sea f una funcién definida sobre (a,b). Si x es un méximo (0 un minimo) para f
sobre (a,b), y f es derivable en x, entonces f *"(x)=0.

Para demostrar el teorema se trabaja con el limite del coeficiente angular de las secantes
AB, y BC siendo B(x,f(x)), A(x+h,f(x+h)) con h<0 y C(x+h,f(x+h)) con h>0.
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> Si f esté definida sobre (a,b) y tiene un maximo (o un minimo) local en x, y f es

derivable en x, entonces f “"(x)=0.

» (Teorema de Rolle). Si f es continua sobre [a,b] y derivable sobre (a,b) y

f(a) = f(b) entonces existe un nimero x en (a,b) tal que f "(x) = 0.

» (Teorema del valor medio). Si f es continua en [a,b] y derivable en (a,b),

f(a) - f(b)
a-b

Es llamativo que al demostrar este teorema no se realice una interpretacion grafica de él.

entonces existe un nimero x en (a,b) tal que f"(x) =

> Sify g estan definidas en el mismo intervalo y f “(x)=g"(x) para todo x del

intervalo, entonces existe algiin nimero c tal que f + c = c.

» Sif’(x)>0 para todo x del intervalo, entonces f es creciente en el intervalo; si

f “(x)<0 para todo x del intervalo, entonces f es decreciente en el intervalo.

» Supongamos f “(a)=0. Si f ""(a)>0, entonces f tiene un minimo local en a; si

f " (a)<0, entonces f tiene un méaximo local en a.

» Supongamos que existe f “"(a). Si f tiene un minimo local en a, entonces

f " (a)=0; si f tiene un méaximo local en a, entonces f " (a)<0.

Bajo el titulo “Apéndice. Convexidad y Concavidad” encontramos:

“Aunque la grafica de una funcion puede trazarse con bastante exactitud sobre la base
de la informacion suministrada por la derivada, hay algunos aspectos sutiles de la
misma para cuya aclaracion hace falta examinar la derivada segunda. Hemos sometido
estos detalles hasta aqui de intento porque, aun sin tomarlos en consideracion, el trazado
de graficas es por si suficientemente complicado y la informacién adicional que con
ellos se obtendria no justifica el esfuerzo. (..) A pesar de estas observaciones
desalentadoras, vale bien la pena asimilar la informacion que aqui presentaremos, ya
que las nociones de convexidad y concavidad tienen mucha mayor importancia que la

que deriva de ser meros auxiliares en el trazado de graficas. Ademas, las
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demostraciones tienen un agradable sabor geométrico poco frecuente en los teoremas de

calculo infinitesimal. De hecho, la definicion basica es de naturaleza geométrica”.

Del parrafo anterior podriamos deducir que el autor, en principio, no considera
necesario el estudio de la funcién derivada segunda para realizar el gréafico de la funcion
inicial, y que la informacion que ella puede brindar no justifica el esfuerzo. Luego
otorga un valor a dicho estudio, sobre todo basado en que las demostraciones tienen un

enfoque geométrico.

Nuevamente encontramos signos de que el estatus de la funcion derivada segunda no

parece alcanzar al de la funcion derivada primera.

En este apéndice se define:

Una funcion f es convexa en un intervalo, si para todo a y b de este intervalo, el
segmento rectilineo que une (a,f(a)) con (b,f(b)) queda por encima de la gréafica de f.
Una funcion f es convexa en un intervalo, si para a, X y b del intervalo con a<x<b se

f(x)—f(a)> f(b)— f(a)
X—a b-a

tiene

En forma similar se define funcién concava.

Se realizan observaciones intuitivas a partir de interpretar el grafico de una funcién

convexa y luego se formalizan al demostrar los siguientes teoremas:

Teorema 1
Sea f convexa. Si f es derivable en a, entonces la gréfica de f queda por encima de la
tangente por (a,f(a)) excepto en (a,f(a)) mismo. Si a<b y f es derivable en a y en b,

entonces f “(a)<f "(b).

Lema
Supdngase que f es derivable y f“ creciente. Si a<b y f(a)=f(b), entonces f(x)<f(a)=f(b)

Teorema 2

Si f es derivable y f* es creciente, entonces f es convexa.
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Teorema 3
Si f es derivable y la grafica de f queda por encima de cada tangente excepto en el punto

de contacto, entonces f es convexa.

Teorema 4
Si f es derivable en un intervalo y sus tangentes la cortan una sola vez, entonces f es

céncava o convexa en ese intervalo.

Nuevamente observamos que no se presenta una interpretacion del valor numérico de la

funcion derivada segunda, ni un significado de él.

Analisis de programas uruguayos

El tema estudio analitico y representacion grafica de una funcién es estudiado en el
sistema educativo de Uruguay en los cursos de tercer afio de bachillerato diversificado.
Es tratado en todas las orientaciones (Medicina, Arquitectura, Ingenieria) que llevan
curso de matematicas. A pesar de que en cursos anteriores pueden haber graficado
funciones, interpretado gréaficos de funciones, es en este curso cuando por primera vez

estudiaran limites, derivadas, de una funcioén.

Este curso se divide en curso tedrico y curso practico en distintos horarios. El curso
practico tiene un blogue semanal de 80 minutos, el curso tedrico dos horas semanales en
las orientaciones medicina y economia, y cuatro en las opciones arquitectura e
ingenieria. Los alumnos que cursan sexto afio tienen aproximadamente 17 afios y luego

pasarian a estudios terciarios.
Se puede observar que en todas las opciones se trata el tema funciones, derivadas
primera y segunda, relaciones de éstas con la funcion y representacion grafica de

funciones.

Podemos establecer ciertas diferencias y similitudes en el tipo de relaciones estudiadas

entre, las funciones derivadas primera y segunda, de una funcion.
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Diferencias

> En la definicion.

e Se define en forma particular la derivada primera a partir de la funcion,

estableciendo una relaciéon entre ambas.

Sea f una funcién real y existe un entorno de a incluido en su dominio. Se llama

m f(x)-f(a)

X—>a X—a

derivada de f en x=a al limite si este existe y es finito.

Sea AR, A={xeAlf esderivableenx}, si A={} definiremos una nueva

’

funcion f (funcion derivada de f) tal que f:A—R y su grafo es

G={xy)e A*R/y=t'(x)}

e Se define a la funcién derivada segunda como la derivada de la funcién

derivada primera sin establecer una relacion directa con la funcién inicial.

“Supongamos que la funcion y = f(x) es derivable en un segmento [a,b]. Los valores de
la derivada f “(x) dependen de X, es decir, la derivada f “(x) también es funcién de x.
Derivando esta ultima funcién obtenemos la llamada segunda derivada de la funcion
f(x). La derivada de la primera derivada se denomina derivada de segundo orden o
segunda derivada de la funcién primitiva y se designa por el simbolo y" o f ""(x).”
(Piskunov, 1986)

» Interpretacion gréafica

e Se realiza una introduccion grafica del tema derivada primera de una

funcion:

Como se ha mostrado en el estudio de los libros de texto, y se mostrara en la visita a

clase, se realiza una introduccion gréfica al tema. Se relaciona, a partir de la
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observacion del grafico de una funcion f, que la imagen por medio de la funcion g cuya

f(x) -

f(a - -
(a) de un real x coincide con el coeficiente angular de la
X—a

expresion analitica es

recta secante al grafico de la funcién f en los puntos A(a,f(a)) y B(x,f(x)). Luego se
muestra que el limite de la funcién g cuando x tiende a “a” es el coeficiente angular de
la recta tangente al grafico de f en A.
e No se realiza una introduccion gréfica de la derivada segunda de una
funcion.

> Relacion entre la funcion y el valor numérico de las derivadas.

e Se establece una relacion entre la funcion y el valor numérico de la derivada

primera.

Se muestra que la recta tangente al grafico de la funcion f en A(a, f(a)) tiene ecuacion
y-f(a) =f"(a) (x-a).

En los cursos se enfatiza que la derivada primera de una funcion en x=a coincide con el

coeficiente angular de la tangente a su grafico en x=a.

e No se establece una relacion directa entre la funcion y el valor numérico de

la derivada segunda.

Similitudes

» Relacién entre la funcién y el signo de las derivadas.

e Si una funcién tiene derivada positiva (negativa) en x=a entonces sera

estrictamente creciente (decreciente) en x=a.

f“(a)>0 = f creciente en x=a.
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fO)-f(a) _

L dim i L, .
Por hipotesis ————~==1"(a) >0, por teorema de conservacion del signo 3
X—>a x-a

f0)-f(a)

E./sig w:sigf’(a):we E,, —

Sixe E; y x<a = x-a<0, como -1 >0 = f(x) — f(a) <0 = f(x)<f(a) ()

Six e E, y x>a = x-a>0, como T0=1@) 5, f(x) — f(a) >0 = f(x)>f(a) (I1)

De (1) y (1) f es estrictamente creciente en x=a.

e Si una funcién tiene derivada segunda positiva (negativa) en x=a entonces

tendra concavidad positiva (negativa) en x=a.
f"(a)>0 = f presenta concavidad positiva en x=a.

Debemos probar que 3 E./ Wxe E ', f(x) > f(a) + f "(a)(x-a)
Como3f " (a) =3 f (x)yf(x) en Ea

Consideramos la funcién auxiliar d / d(x)= f(x) —( f(a) + f "(a)(x-a))
d@@ =0

dx)=f"(x)-f"(a)

d@=0

d’(@=f"(@)>0

Como d”"(a)>0 = 3 d” es estrictamente creciente en E,.

Resumiendo 3 E,/ Vxe E 2 se cumple:

a
Sigd” - - | - >
Sigd’ - i >
Sigd i ? ha b

De donde 3 E,/ Vxe E'2 d(X)>0 =3 E./ Vxe E, f(x) —( f(a) + f "(a)(x-a))>0 =
3 E./ Vxe E, f(x) > f(a) + f"(a)(x-a)
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También podemos encontrar teoremas similares a los anteriores relacionando el signo
de las derivadas en un intervalo [a,b] con el crecimiento (o la concavidad) de la funcion

en dicho intervalo.

e Si una funcion tiene derivada positiva (negativa) en el intervalo (a,b)
entonces seré estrictamente creciente (decreciente) en (a,b).
e Si una funcidn tiene derivada segunda positiva (negativa) en el intervalo

(a,b) entonces tendra concavidad positiva (negativa) en (a,b).

» Relacion entre puntos criticos

e Si f(a) es extremo relativo de f en x=a y f es derivable en x=a, entonces
f'(a)=0

Como f es derivable en x=a =3 f "(a)eR. Por propiedad de tricotomia de reales se
cumple una y solo una de estas tres condiciones: f "(a)>0 o f "(a)<0 o f "(a)=0.

Si f"(a)>0 = f estrictamente creciente en x=a, absurdo por hipotesis

Si f "(a)<0 = f estrictamente decreciente en x=a, absurdo por hipétes} f’(@)=0

e Sien x=a la funcion presenta un punto de inflexion y existe f ““(a) entonces
f”(@)=0.

La demostracion de este teorema es muy similar a la anterior:
Por hipotesis 3 f “"(a)eR. Por propiedad de tricotomia de reales se cumple una y
solo una de estas tres condiciones: f “"(a)>0 o f ""(a)<0 o f ""(a)=0.
Sif""(a)>0 = f presenta concavidad positiva en x=a, absurdo por hipdtesi
Si f "(a)<0 = f presenta concavidad negativa en x=a, absurdo por hip()tesiss:F

=f""(a)=0
A lo anterior debemos agregar que, en muchos grupos, no se trabaja en el curso teérico

el tema derivada segunda y, ademas en el curso practico, si se llega a trabajarlo, solo se

la utiliza para determinar la concavidad (positiva o negativa) del grafico de una funcion.
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Esto es causa, segun los docentes, de lo extenso que son los programas vigentes
haciendo imposible tanto la demostracién de todos los teoremas y aplicaciones de cada

tema, asi como el trabajo en todos los temas que indica el programa.

Evidencias del tratamiento escolar

Observacion de clases

Ubicandonos en el grupo

Las dos visitas realizadas se llevaron a cabo en un grupo de sexto afio de medicina de un
liceo publico en el curso de matematica tedrico. La primer visita corresponde al
momento que se introduce el tema derivadas, y la segunda se realiza al momento de

trabajarse el concepto de concavidad y su relacion con la derivada segunda.

El curso tedrico del grupo visitado tuvo en total 69 horas-clases (cada una de 40

minutos) y el curso practico 44.

De los 42 alumnos inscriptos en el curso, algunos pocos de ellos, a pesar de estar
inscriptos, no han concurrido al curso y otros lo han ido abandonando. Al momento de
la visita aproximadamente 28 alumnos concurren en forma regular al curso, de estos
solo 5 tienen calificacion que les permite exonerar el curso teérico (calificacion 7 o mas
sobre 12).

Dado que la investigacion se realizé con alumnos de Uruguay nos interesa estudiar la
forma que es abordado el tema por los docentes uruguayos, pero hay muestras que es
abordado en forma similar por docentes de otros paises: “Por lo que respecta a la
derivada, diremos que ésta se introduce al seno escolar como una medida de la
inclinacion de la recta tangente a una curva. Es decir, el concepto de derivada se
presenta en clase mediante una explicacion que utiliza a la pendiente de la recta
tangente a los estudiantes de entre 16 y 18 afios de edad. Ello presupone que la nocion

de pendiente, que fue introducida a estudiantes de entre 12 y 14 afios de edad, haya
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adquirido una cierta estabilidad funcional. Una vez definida la derivada como la
operacionalizacién de la estrategia visual anterior, se suele iniciar su tratamiento mas
bien algoritmico y tedrico que consiste en ensefiar a derivar diversas funciones y a
demostrar algunos teoremas” (Cantoral 2000). Como podremos observar la forma de
trabajar el tema derivadas en los cursos de bachillerato de Uruguay y México es similar,

pero diferente.
Primer visita

La visita se realiza en un modulo, que corresponde a 80 minutos. La clase corresponde a
la nimero 48-49 del curso tedrico de sexto afio de medicina. En el momento de la visita

hay 25 alumnos.

La profesora me indica que en la clase anterior se trabajo ecuacion de la recta. Se vieron

los casos: ecuacion de la recta que pasa por dos  puntos

(y —Y, = u(x — X, )j ,ecuacion de la recta conociendo su coeficiente angular y el
—X
1 0

punto de corte con el eje de las ordenadas (y = mx +n), y ecuacion de la recta que pasa

por un punto dado con coeficiente angular dado (y — y, = m(x - x, ).

La profesora comienza la clase dibujando en el pizarron el grafico de una funcion
continua, de concavidad negativa, en el cuadrante I, estas caracteristicas no son
indicadas a los alumnos. Al realizar el grafico indica “supongamos que esta gréfica
corresponde a la de una funcion f que relaciona el tiempo transcurrido con la posicion
de un movil, si llamamos “x” a la variable tiempo, f(x) indica la posicion del movil en el

instante x”.

Profesora: Consideremos dos puntos A y B de la gréfica, si sus coordenadas son

A(a,f(a)) y B(xa,f(x1)), ¢qué significa?
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Grafico 18
(X, )

f(a)

Alumnos: Quedan en silencio.

P: ¢Que significa que el punto A pertenezca al grafico de f, ;qué relacion hay entre las

coordenadas, qué significan esas coordenadas en esta funcion?

A: Que a “a” le corresponde f(a).

P: Si, ¢y qué significan esas variables?

A: x es tiempo y f(X) la posicion.

P: Si, pero, ¢qué relacion hay entre ellas en el caso que A pertenece al grafico?

A: ... que para el instante “a” el movil esté en f(a)

P: Muy bien, en el instante “a” el mavil se encuentra en f(a), y ¢qué relacion indica B?

A: Lo mismo.

P: ;Qué?

A: ...que en el instante x; el mévil se encuentra en f(xy).
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P: Bien. Asi que tenemos un movil del cual sabemos que en el instante “a” su posicion
es f(a) y en el instante “x;,” su posicion es f(xi1). (Como calculan en fisica la velocidad
media del movil entre los instantes “a” y “x;”?

A: Dividiendo las diferencias.

P: ¢Qué significa eso?

A: Restamos las “f” y las “x” y las dividimos.

A: Calculamos los deltas y los dividimos.

P: Pase uno al pizarrén a hacerlo.
A
Pasa un alumno llamado Jorge, escribe: ™
X

P: ¢ Qué significa eso?
A: La resta.
A: La diferencia.

P: Por favor escribi como calculas esos deltas.

f(x)-f(a)
X, —a

Jorge escribe:

P: Muy bien. ;Do6nde estaria representado en el grafico esta diferencia? (La profesora
indica con el dedo f(x;)-f(a))

El alumno toca con el dedo el segmento determinado por los puntos (0,f(a)) y (0,f(x1)).
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P: Observa que ese segmento es igual a este (toca el segmento determinado por By la

proyeccion ortogonal de (0,f(x1)) sobre la recta determinada por B y (x1,0) ).

J: Si... es lo mismo...

P: Marcalo con rojo por favor.

El alumno marca:

Grafico 19

(%)

f@)

P: ¢ Y la otra diferencia?

A: Abajo.

J: Acé (toca el segmento determinado por (a,0) y (x1,0) ).

P: Si, pero ese segmento es igual a...

El alumno mira al pizarrén. Otro alumno le dice “arriba, el que est4 arriba”.

J: Ah, si, éste.
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P: Marcalo con azul.

Jorge marca el segmento buscado:

Grafico 20

f(%)

f(Q)

P: Bien, gracias.

Jorge se sienta.

P: ¢ Qué relacidn hay entre este cociente y el grafico?

A: Es la velocidad media.

P: Si, del movil, ¢pero donde, en el grafico, vemos representado este cociente?

A: Silencio.

P: Tracemos la recta que determinan los puntos Ay B....LIlamémosle C a este punto.
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Gréfico 21 A

f(%)

fa)

A: Queda un triangulo rectangulo

P: Muy bien. Observemos ese triangulo ABC, ¢qué indica el cociente? (marca el

cociente incremental)

A: Son los catetos.

P: Si... Observen el triangulo y la recta, ¢qué relacion indica este cociente?

A: Si, eso.

P: Muy bien, ¢y qué significa el coeficiente angular? ;Qué relacion hay entre este
coeficiente y la recta?

P: Si, la tangente trigonométrica del &ngulo que forma la recta con el eje de las abscisas,
[lamémosle axg (lo anota en el dibujo) . Pase uno a escribir la ecuacion de esta recta.

Laura: ¢Puedo usar el cuaderno?
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P: Claro
Pasa Laura y escribe: y = mx+n.

P: ¢Cuél seria el coeficiente angular de esta recta?

f(x)-f(a)

Laura toca el cociente ya escrito por Jorge en el pizarron , la profesora lo

X

recuadra.

P: ¢Como le podemos llamar?

L: Coeficiente.

P: Muy bien, pero, ¢con qué letra lo podemos indicar?

A:m.

P: Bien, llamémosle mag porque es el coeficiente angular de la recta AB (escribe m en el

recuadro) Entonces, ¢qué representa este cociente?

N~

MaB

A: Al coeficiente angular.

P: ¢;De que?

A: De la recta.

P: Muy bien, entonces el cociente (toca el C.1.) corresponde al coeficiente angular de la

recta AB e indica la velocidad media del mdvil en el intervalo [a, x;]. Recordemos que

mag = tg o (agrega esta igualdad al recuadro).
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Grafico 22
f(X;)

f(a)
\?nAB—tg OLAB

P: Si queremos ahora calcular la velocidad media en otro intervalo [a, Xz], ¢cOmo

B

hariamos?

A: Lo mismo.

P: Pase uno a hacerlo.

Pasa una alumna llamada Claudia. Ella considera un punto sobre el eje a la derecha de
X1, la profesora le indica que desea calcular la velocidad media en un intervalo menor,

gue considere el nuevo punto entre a 'y X;.

Claudia considera x; entre a y xi, el punto del grafico que le corresponde esa abscisa y

la ordenada de este ultimo. Luego realiza el mismo razonamiento y escribe:

A

Gréfico 23 B
,\
: C
: f(x,)—f(a)

X, —a
'

X
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P: Bien, gracias. Ahora quiero seguir calculando velocidades medias de intervalos

[a, xi] a medida que xi se aproxima a “a”. No haremos todas las rectas porque

rayariamos mucho el grafico y no podriamos ver que esta ocurriendo. Pase uno con una

regla y la vamos ubicando como si fueran las distintas rectas.

Pasa Diego al pizarrén regla en mano.

P: ¢Que haras ahora?

D: Tomo otro punto.

P: Bien, ¢donde?

D: Acé (marca un punto entre a'y xy).

P: Bien, ¢cual seria la recta ahora que debes considerar?

Diego coloca la regla sobre A y un supuesto B; de abscisa Xs.

P: Bien. Si ahora consideramos otro...

Diego marca un supuesto X4 y pone la regla sobre Ay un supuesto Bj.

P: ¢ Qué ocurre con esos puntos del grafico?

A: Se acercan a A.

P: Muy bien. ¢Estan todos de acuerdo?

A: Si.

P: ¢Y que pueden decir de las distintas rectas AB;?

A: Silencio.
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P: Andéa colocando la regla de las formas que irian variando las rectas secantes. ;A qué

se van acercando?

A Pasan por A.

D: A la tangente.

P: Muy bien. Observen que todas las rectas AB; pasan por A, pero se van aproximando a

la recta tangente al grafico en A.

La profesora toma la regla y hace el movimiento que irian haciendo las distintas

secantes.

P: ¢Ven que se van aproximando a la tangente en A?

A: Si.

B: Bien, tracémosla entonces. Llamémosle o al angulo que forma con el eje de las

abscisas.

La profesora traza con rojo la recta tangente al grafico en A.

Gréfico 24

fa

P: Resumiendo, x se aproxima a “a” (escribe x —a) entonces B se aproxima a ...
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A:A.

P: Bien (escribe. B— A), la recta AB se aproxima a...

A Latangente.

P: Bien, llamémosle t a la recta tangente al gréafico en A (escribe AB —t). El angulo que

forma la recta con el eje de las abscisas, a, ¢a qué se aproxima?

A: Silencio.

P: Observen, la rectas AB; se aproximan a la recta t, los angulos que forman esas rectas
se van a aproximar... (con la regla va mostrando el supuesto movimiento de las rectas e
indica con el dedo el angulo en cuestion).

A: Al de la tangente.

P: Claro. El angulo que forman las distintas secantes con el eje de las abscisas tiende al
angulo que forma la recta tangente con el eje, le habiamos llamado . (Escribe aag —,a.).
Y el coeficiente angular de las rectas ABi ¢a qué se aproxima?

A: ... al de la tangente.

P: Bien, llamémosle m (escribe magij— m).

P: En este ejercicio en concreto, ¢qué indicaba este cociente?

A: El coeficiente angular.

P: Si, muy bien, pero... ¢qué estdbamos intentando calcular?

A: La velocidad.
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P: La velocidad media del intervalo [a,x|]. Entonces, si x; se aproxima a “a”, ¢la

velocidad media a qué se aproxima?

A: Silencio.

P: Si estamos calculando la velocidad media de un intervalo [a,xj] cada vez mas

chiquito, x; se esta acercando a “a”, ¢la velocidad media se esta pareciendo a qué?

A: Silencio.

P: ¢No recuerdan de fisica la velocidad instantanea?

A: Si.

P: Bien, entonces, si el intervalo de tiempo considerado cada vez es menor, es “a” y un

poquito mas, es casi como estar calculando la velocidad en “a”. ;Entienden?

A: Si.

P: Bien, entonces, la velocidad media de los intervalos [a,xj] cuando x; se aproxima a

“a” se aproxima a...

A: La velocidad en “a”.

P: Muy bien, a la velocidad instantanea del maovil en el instante “a”. Recordemos que el

cociente se aproxima al coeficiente angular de la recta tangente.

Borra el pizarron.

P: Ahora imaginemos una funcion f cualquiera y consideremos dos puntos A 'y B de su

grafico.

La profesora dibuja nuevamente una funcion en el cuadrante | pero ahora con

concavidad positiva y considera dos puntos A 'y B del grafico.
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Grafico 25

P: Sea una funcion f real y un punto A fijo de su grafico y un punto B genérico de su

grafico de coordenadas A(a, f(a)) y B(x, f(x)) (Escribe f funcidn real, ae D(f))

P: Llamaremos funcién cociente incremental de f a la funcion q / q(x) = M.
X

—a

Observemos que D(q)=D(f)-{a}

P: Observemos qué nos indica esta funcion (traza la recta AB, el angulo que forma con

el eje de las abscisas y marca el triangulo ABC).
A: Es lo mismo que antes.

P: Si, solo que ahora es una funcion cualquiera, no tiene porque estar relacionando

tiempo con posicidn... La funcidn cociente incremental nos indica....
A: Silencio.
P: Observen la recta, es igual que antes...

A: El angulo.

- 136 -



Capitulo IV

P: Bien, no es el angulo sino el coeficiente angular de la recta, la tangente

trigonométrica del angulo que forma la recta con el eje de las abscisas...

P: Si calculamos el limite de esta funcion cuando x tiende a “a”, la recta AB tiende...
A: A la tangente.

P: Bien, y el limite de esta funcion da...

A: Indeterminado!! Cero sobre cero.

P: Muy bien, pero indeterminado no es un resultado. Como no tenemos la expresion

analitica de la funcion tratemos de buscar ese limite interpretando el grafico.
A: Silencio.

P: Si esta funcion indicaba el coeficiente angular de la recta AB su limite cuando x

tiende a “a” va a ser el coeficiente angular de...
A: Latangente.

P: Muy bien!! Entonces, si existe este limite serd el coeficiente angular de la recta
tangente al grafico en x=a, o sea la tangente trigonométrica del d&ngulo que forma con el

eje de las abscisas.

P: Con esta idea vamos a definir un nuevo concepto.... Dada una funcion real f y un
entorno de un real “a” incluido en su dominio, diremos que f es derivable en x=a si y

solo si el limite del cociente incremental de f existe y es finito.

Escribe: f es una funcion real, 3 Eac D(f).

lim  f(x)- f(a)
X—>a x-a

f es derivable en x=a < existe y es finito.
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lim £(x)- f(a)
X—>a X—a

Observacion:  Si existe y es finito f es derivable en x=a vy

lim £ (x)- f (a)
x—>a x-a

€ R. Notaremos este limite con f “(a) y le llamaremos derivada de f

en X=a.

P: De acuerdo a esta definicion, ¢cuando no seria derivable una funcion?

A: Silencio.

P: ¢Cuéando dijimos que era derivable una funcion en un real? Lean la definicion.

A: Cuando el limite del cociente incremental es finito.

P: ...y algo mas, se exige algo mas...

A Existe.

P: Muy bien, entonces, ¢cudndo no seria derivable?

A: Si ese limite no existe.

A: O es infinito.

P: Muy bien. Anoten: Una funcién no es derivable en un real a cuando el limite de

cociente incremental para x tendiendo a “a” no existe o es infinito.

P: ¢Como haremos para calcular la derivada de una funcion en un punto entonces?

A: Silencio.

P: Por ejemplo, sea f:R — R/ f(x) =4x—2 (la escribe en el pizarron) quiero saber si

es derivable en x=3, y de ser asi calcular la derivada en ese valor. ;Qué debo hacer?
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A: Calcular el limite.
P: Muy bien, pasé a escribirlo.

lim f(x)-f(a)_ lim f(g-f(3)_ lim 4x-2-10

Pasa Daniela y escribe:
—>a Xx-a X—>3 x-3 X—>3 x-3

_ lim 4x-12 _ lim 4(x—3)_4
X—>3 x-3 Xx—>3 x-3

P: O sea, 4 es...

D: La derivada.

P: Escribiremos f "(3)= 4.

La profesora dicta ejercicios similares para que los alumnos los realicen de tarea.

La profesora me indica que en la clase siguiente calcularan derivadas puntuales de

algunas funciones y luego definira funcion derivada para determinar las derivadas de

funciones elementales y tabular.

Segunda visita

La visita corresponde a un médulo (80 minutos) de teérico al mismo grupo de sexto de
medicina que se hizo la primer visita. Corresponde a la clase nimero 66-67, la
pendltima del curso. La profesora me indica que debido al atraso en el programa no se
definiria formalmente derivada segunda ni se demostraran los teoremas

correspondientes.
La profesora dibuja en el pizarron cuatro graficas correspondientes a dos funciones

crecientes, una con concavidad positiva y otra con concavidad negativa, y de dos

funciones decrecientes, nuevamente una con concavidad positiva y otra con concavidad
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negativa. Las cuatro funciones estan definidas en un intervalo cerrado de reales, y sus

graficos estan comprendidos en el primer cuadrante.

Graéficos 26

v

v

I v

v
v

Profesora: Observando estos gréaficos, ¢qué pueden decir de las funciones?

Alumnos: Son continuas.

A: No estan definidas para todos los reales.

A: Son derivables.

P: Muy bien. ;Qué pueden decir del crecimiento?

A: Las |y Il son crecientes y las 111 y IV son decrecientes.

A: Unas tienen derivadas positivas y otras negativas.
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P: De a uno, levantando la mano, ¢cuéales tienen derivada positiva y cuales negativas?

Luis: Las crecientes tienen derivada positiva y las decrecientes negativa.

Nadia: La I y Il tiene derivada positiva y las 11 y IV negativa.

P: Si, a partir del gréafico parece ser que estas funciones definidas en un intervalo son
derivables, sus derivadas no son cero, no hay tangentes horizontales en ese intervalo.
Asi que parece que la derivada de las funciones correspondientes a los gréaficos | y 1l
son positivas, porque ademas de todo eso las funciones son crecientes. En los casos I11'y
IV corresponden a funciones decrecientes, derivables y sin tangentes horizontales, asi

que la derivada de cada una sera negativa en estos intervalos. ¢Estan todos de acuerdo?

A: Si.

P: Pase uno al pizarron y trace distintas rectas tangentes al grafico 1.

Pasa Alejandra.

P: ¢Qué observan de la posicion entre el grafico y algunas de las rectas tangentes que

traz6 la compariera?

Grafico 27 |

A: Tocan en un solo punto.

A: No pasan para el otro lado.

A: Estan del mismo lado.

A: La gréfica esta arriba de las rectas.
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A: Las rectas quedan debajo.

P: Muy bien. Ahora hagamos lo mismo con el gréfico I1.

Pasa Julio al pizarron:

Grafico 28

P: Que observan ahora?

A: Lo mismo al revés.

A: Estén las rectas arriba.

A: .. la grafica abajo.

P: Podemos observar que estos dos graficos corresponden a gréaficos de funciones
crecientes, pero en un caso si trazamos las rectas tangentes a estos graficos las rectas
quedan por arriba del gréafico y en el otro caso por debajo. Hagan lo mismo con los otros

graficos en sus cuadernos.

Los dlumnos copian las graficas y trabajan algunos en forma individual, otros discuten

con compafieros comprobando resultados.

P: ¢Qué han observado?

A: Lo mismo.

A: Latercera queda arriba y la cuarta abajo.
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A: Es lo mismo que antes.

P: Pase uno al pizarron a hacerlo.

Pasa Julio nuevamente y traza distintas rectas tangentes a los dltimos gréficos.

P: Observen que en los dos primeros casos las gréficas corresponden a funciones
crecientes, pero si trazamos las rectas tangente a ellas en el primer caso quedan por
debajo de la gréfica, o la grafica por arriba, es lo mismo, ;no?, y en el segundo caso las
rectas quedan por arriba. En los dos ultimos casos las graficas corresponden a funciones
decrecientes y nuevamente si trazamos las rectas tangentes a ellas en un caso quedan
por arriba y en otro por debajo. Digan en cada caso cémo les parece que quedaran las

rectas tangentes a estos graficos en el intervalo [m,n].

Dibuja en el pizarrén:

Graficos 29

v

v

VI

v

P: Enlal, las rectas tangentes al grafico en el intervalo dado quedan por...

- 143 -



Capitulo IV

A: Arriba.

P: Del gréfico. ¢En la 11?

A: Por arriba también.

P: ¢Enla lll?

A: Por debajo.

P: ¢EnlalVv?

A: Por arriba.

P: ¢EnlaVv?

A: Primero por abajo y después por arriba.

P: Muy bien. Observemos que hay un punto del grafico que separa la zona donde las

rectas tangentes al grafico quedan por debajo de éste y luego quedan por arriba. Pase

uno a marcar ese punto del grafico.

Pasa un alumno y luego de discusiones con el grupo de tipo “un poco mas a la derecha”,

“un poco mas a la izquierda” ubica el punto de inflexion.

P: .Y en la tltima?

A: Lo mismo al revés.

A: Primero por abajo y después por arriba.

P: Pase uno a marcar el punto de cambio.

Un alumno marca el punto de inflexion.
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P: No definiremos formalmente este nuevo concepto ni demostraremos los teoremas
correspondientes. En forma intuitiva trabajaremos este concepto. Escriban: en los casos
que las rectas tangentes al grafico de una funcién en un intervalo queden por debajo de
éste, diremos que la funcion presenta concavidad positiva en dicho intervalo. Se puede
demostrar un teorema que indica que si la derivada segunda de una funcién es positiva
en un intervalo 1, la funcién presenta concavidad positiva en dicho intervalo, o sea que

si trazamos las rectas tangentes al grafico en | estas quedaran...

A: Por abajo.

P: Muy bien. En forma similar, en los casos que las rectas tangentes al grafico de una
funcion en cierto intervalo queden por arriba de éste, diremos que la funcién presenta

concavidad negativa en ese intervalo. ;Qué dira el teorema correspondiente?

Los alumnos leen lo que habian escrito antes y responden: “si la derivada segunda de
una funcién es negativa en un intervalo I, la funcion presenta concavidad negativa en
dicho intervalo, o sea que si trazamos las rectas tangentes al grafico en el intervalo estas

quedaran por arriba”.

P: Del gréfico. (La profesora dicta lo que los alumnos dijeron para que lo escriban en el

cuaderno).

P: También podemos hablar de concavidad puntual, o sea trabajar en un entorno de un
punto. Diremos que una funcién presenta concavidad positiva en x=a si y solo si existe
un entorno del punto en el cual la grafica se encuentra por arriba de la tangente al

gréfico en el punto (a, f(a)). Esto no es la definicion formal... (Hace un dibujo)

Grafico 30
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P: Lo mismo si tiene concavidad negativa en un punto...

Grafico 31

P: Se puede demostrar un teorema, escriban “Si la derivada segunda de la funcion en
x=a es positiva la funcion presenta concavidad positiva en x=a, 0 sea que si trazamos la
recta tangente al grafico en x=a esta quedara por abajo del grafico”. ;Como sera el
teorema para el caso que la concavidad sea negativa en x=a?

Los alumnos leen el cuaderno y dicen “Si la derivada segunda de la funcion en x=a es
negativa la funcién presenta concavidad negativa en x=a, 0 sea que si trazamos la recta
tangente al grafico en x=a ésta quedara por arriba”

P: Del grafico.

La profesora dicta lo que los alumnos dijeron para que lo escriban en el cuaderno.

P: Observemos los dos altimos casos. En el V la funcion presenta primero concavidad...
A: Positiva.

P: Bien, y luego...

A: Negativa.

P: Si. Al punto donde cambia la concavidad le llamaremos punto de inflexion. Se puede
demostrar un teorema que indica que si una funcién admite derivada segunda en un
punto de inflexion ésta serd cero. Hay otro teorema, que tampoco demostraremos, que

indica que si en un semientorno derecho de un real “a”, el signo de la derivada segunda
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es opuesto al signo de la derivada segunda en el semientorno izquierdo, la funcion

presenta un punto de inflexion en x=a.

P: Aunque no demostraremos los teoremas de los que estuvimos charlando los

enunciaremos y pueden buscar la demostracién en los libros.

Teorema
Sea f una funcion que admite derivada segunda en un intervalo I,
- Sif7(x)>0 V xe |, entonces f presenta concavidad positiva en I.

- Sif7(x)<0 V xe |, entonces f presenta concavidad negativa en I.

Teorema
Dada una funcion f continua en x=a, si existe un entorno de a contenido en el dominio

f"X)>0vxeE* a

» entonces f tiene un punto de inflexion en
f"(X)<0VxeE* a

de la funcion tal que {

X=a.

Teorema
Dada una funcion f continua en x=a, si existe un entorno de a contenido en el dominio

f7(x) <OVxe E* a

() > 0Vx € E* entonces f tiene un punto de inflexion en
X) >0VXxe a

de la funcidn tal que {

X=a.

La profesora deja de tarea graficos para que indiquen intervalos de concavidad positiva,
negativa, puntos de inflexion y otros en los cuales les indica crecimiento, concavidad de

la funcién y los alumnos deben realizar el esbozo de ésta.

Comentarios
4+ Al comenzar a trabajar con la funcion derivada primera se interpreta
gréficamente f “(a), mientras que al trabajar con la funcion derivada segunda se

interpreta el signode f " (x) con x € I.
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+ En instancias posteriores se trabaja el significado gréfico del signo de f “(a)*,
pero no se trabaja el significado grafico de f ”~ (a).

4+ Nuevamente encontramos muestras de asignar significado grafico al valor
numerico y al signo de f “(a), pero en el caso de trabajar con f " (a) solo se le

significa graficamente su signo y no su valor numérico.

Encuesta y entrevista a los docentes

Se realiza una encuesta, y en los casos necesarios una posterior entrevista, a docentes
que dictan el curso de Anélisis de sexto afio liceal. Con ella se espera descartar, o
apoyar, nuestra hipétesis de que éste tema es trabajado en forma muy similar, por

razones ya antes expuestas, por la mayoria de los docentes.

La encuesta es realizada en forma oral para que los docentes no leyeran las siguientes
preguntas antes de haber respondido la correspondiente. De esta forma sus repuestas no
estarian influenciadas por las proximas preguntas. Sus respuestas son registradas en
forma escrita y al terminar la encuesta, si cabia alguna aclaracion extra u otra pregunta,

se realizaba la entrevista.

A partir de la encuesta podemos deducir que:

0 Todos los docentes entrevistados introducen el tema “derivadas” a partir de su
interpretacion gréfica.

o Otorgan un significado al signo del valor numérico de la funcion derivada
primera y a dicho valor numérico en si (el coeficiente angular de la recta
tangente al grafico en el punto en cuestion).

o Otorgan un significado al signo del valor numérico de la funcion derivada
segunda, pero no asi a dicho valor numérico.

0 Realizan ejercicios donde se pone en juego el signo del valor numérico de la
funcién derivada primera y de dicho valor numérico, ejercicios utilizando el
signo del valor numérico de la funcion derivada segunda, pero no ejercicios con

valores numéricos distintos de cero de la funcion derivada segunda.

! Se demuestran teoremas relativos.
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o0 Al preguntar qué significado tiene para el docente el valor numérico de la

funcion derivada segunda lo asociaban a aceleracion, desarrollo de Taylor.

La encuesta confirmd nuestra hipoétesis, la totalidad de los profesores encuestados no
trabaja el valor numérico de la funcién derivada segunda en sus cursos. Ademas, la
celda correspondiente a la imagen del concepto, evocada en el momento de la

entrevista, 0 es muy pobre 0 Se encuentra vacia.
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ELEMENTOS PARA LA COMPONENTE
EPISTEMOLOGICA

A partir de nuestra creencia inicial, que se ha fortalecido con las evidencias
presentadas, de que tanto estudiantes, como la mayoria de los docentes, no
significarian graficamente el valor numérico de la funcion derivada segunda, sino solo
el signo de este, presentamos nuestro analisis del significado grafico del valor
numérico de la funcién derivada segunda.

Consideramos que los estudiantes, y algunos docentes, no otorgan un significado al
valor numérico de la funcién derivada segunda méas alla de la nocion que se tiene
comunmente de funcion derivada segunda, como derivada de otra funcién dada en un
real. Normalmente no se le asigna un valor numérico a esta representacion grafica de la

derivada, menos aun se le asigna a dicho valor numérico una interpretacion gréafica.

La informacion que nos proporciona la derivada segunda en relacion a una funcion es el
“signo de la concavidad; (positiva o negativa)”, este argumento “nos permite determinar
puntos de inflexién”, y en algunos casos se asume como “la derivada de la derivada
primera de una funcién”. Encontramos que ante la pregunta ¢qué informacion nos
proporciona el valor numérico de la segunda derivada de una funcion?, los docentes
entrevistados (Capitulo 1V), lo relacionan con la concavidad (positiva 0 negativa) pero
no se tiene en cuenta que esta relacion se establece entre el signo de dicho valor

numerico pero no con el valor numérico en si de la derivada segunda.

Entonces, ¢qué significado tiene el valor numérico de esta funcién para alumnos y
docentes? ;Qué diferencias podemos encontrar entre una funcién f y otra g un entorno
deunreal “a”sif "(a) =5y g " (a) = 8? ;(Qué diferencias podemos encontrar en los
graficos de dichas funciones al cumplirse estas condiciones? ;Qué significado asignan
los alumnos y docentes a estas dos expresiones? ¢Como construyen este significado los

estudiantes?
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Cantoral, (2000) sefiala que “la ensefianza habitual del analisis matematico logra que los
estudiantes deriven, integren, calculen limites elementales sin que sean capaces de
asignar un sentido méas amplio a las nociones involucradas en su comprension”. De
modo que aun siendo capaces de derivar una funcién, no puedan reconocer en un cierto
problema la necesidad de una derivacion. Asi también, pueden determinar la funcién
derivada de una funcién dada sin asumir que el resultado obtenido mediante la

derivacion sea a su vez una nueva funcion susceptible de derivacion.”

Pero, ¢como podremos derivar una funcion, en este caso la funcion derivada segunda, si
no hemos dado significado a su valor numérico? Puede tener significado
lim f7(x)-f"(@)

si no le hemos otorgado un significado propio af “"(a) ?
X—a X—a

Ademaés, basandonos en experiencia de aula, hemos podido observar que, en muchos
casos, aunque los estudiantes asignen un significado al valor numérico de la derivada
primera de una funcion dada, e incluso logren visualizar el concepto, esto no ocurre asi

con la derivada segunda.

Los estudiantes pueden determinar analiticamente, sin grandes dificultades, las
derivadas sucesivas de una funcién dada. En general pueden relacionar el valor
numeérico de la derivada primera con el coeficiente angular de la tangente al gréafico en

dicho punto.

Grafico 32

f:R" >R/ f(X)=Ln(x+1)
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Entonces:
. . 1
f"R" >R/ f'(X)=——
X+1
Aplicando la “formula” de la recta tangente en (a, f(a)):

t(x)=f "(a) (x-a)+f(a) obtienen

t) t(x)=% (x-2)+Ln 3 que es la recta tangente al grafico de f en (2,Ln3)

En cambio, cuando se trabaja con la derivada segunda, se desliga la interpretacion
geométrica de esta, no se propicia la visualizacion del concepto, solo se asigna una
interpretacién al signo del valor numérico de la derivada segunda y no asi al valor
numeérico en si. Muestras de esto las encontramos en el Capitulo 1V donde se realiza el

analisis de libros de texto y se presentan los resultados de la encuesta a docentes.

Los alumnos aplican las “reglas” de derivar sin conciencia ni razon clara, (Skemp,
1976), lo que imposibilita que le asigne significado, valor, a las derivadas sucesivas y a
la interpretacion geométrica de estas. Para determinar el crecimiento de una funcion, sus
extremos, su concavidad, sus puntos de inflexion, basta con derivar; para derivar, basta
con conocer las técnicas de derivacion, basta conocer ciertas reglas aunque carezcan de
sentido. Pero, cual es el significado que asocian los alumnos a la derivada de una
funcion? Creemos que preguntas del tipo “observando los graficos de las funciones fy
g, es f "(3)<g”"(3)”, enfrentardn al alumno no a célculos analiticos sino a favorecer la

generacion de significados a dichos conceptos.

Compartimos la tesis de las investigaciones que forman parte de los antecedentes de
ésta, en las cuales se considera que la nocion de derivada se llega a estabilizar en el
pensamiento de los alumnos cuando se adquiere la comprension de las derivadas
sucesivas. Para ello no es suficiente que solo se conozcan, y se aplique exitosamente, las
reglas de derivacion. Creemos que se debe construir un significado al valor numérico de
la funcion derivada segunda, lo que luego permitira poder estudiar su variacion. Lo cual
tendra varios aspectos positivos, por un lado puede ayudar a estudiar la variacion de la
funcion derivada segunda, y por otro, lograr visualizar este concepto permitird que éste

sea resignificado de una forma mas rica.
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“En nuestras experiencias con profesores en servicio en la educacion media y superior y
con sus estudiantes hemos constatado que en caso de que logren incorporar elementos
visuales como parte de su actividad matemética al enfrentar problemas, entonces
manejan a la funcién no solo como objeto sino que ademas pueden transitar entre los
contextos algebraico, geométrico, numérico, iconico y verbal con cierta versatilidad, en
otras palabras, en caso de tener un dominio del contexto geométrico/visual tanto en la
algoritmia, la intuicion, asi como en la argumentacion sera posible el transito entre las

diversas representaciones.” (Cantoral, 2000).

Como dijimos antes a los estudiantes no se les presentaran problemas al comparar las
imagenes de la funcion derivada segunda de una funcién f y de otra g en los casos que
sus argumentaciones se encuentren en un contexto analitico, pero creiamos, y lo
comprobamos en las actividades que se presentan en este trabajo, que no seria asi en el
contexto grafico. “El problema didactico en consecuencia, estriba fundamentalmente en
la dificultad cognitiva para adquirir maestria en el contexto geométrico, por ejemplo, en
el plano de la argumentacion es mucho mas facil mostrar la existencia de una raiz doble
algebraicamente que geométricamente, razon por lo que en la ensefianza se acude al
refugio algoritmico con facilidad.” (Cantoral, 2000). Muestras de esto las encontramos
en la investigacion presentada por Garcia y Testa (2002) donde se observa que algunos
alumnos recurren a procesos analiticos para contestar preguntas que requieren una

respuesta en un contexto gréfico.
Analizaremos ahora algunos de los aspectos matematicos del problema:

Si de una funcion real f sabemos que f(a)=b, podemos asociar esta informacion analitica

a una imagen visual. Sabemos que el punto A(a, f(a)) pertenece al gréfico de f.
Gréfico 33 t

f(O] ...............................

v
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Si ademas sabemos que f “(a)= ¢, podemos asegurar que:
1) f es continua en x=a, entonces podemos afirmar que existe un entorno de a en el cual
existe f(x), por existir el limite de f(x) cuando “x” tiende a “a”. Podemos visualizar estos

datos en un gréfico:

Grafico 34

f@)

2) el gréfico de f (Ilamémosle G) sera tangente en x=a a una recta de coeficiente angular

¢, llamémosle r.

Una posible imagen que acude a nuestra mente al pensar en una recta de coeficiente
angular “c” es una que pase por el origen y cumpla dicha condicién. A esta recta le

llamaremos s.

Ay
AX

v

Como ademas sabemos que la recta buscada ( r ) es tangente a G en el punto A(a,f(a))
debemos trasladar la recta s hasta el punto A. Para ello debemos determinar la traslacion

que hace corresponder s con r.
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Observemos que una traslacion, tal vez la mas natural a elegir, es la traslacion de vector
BA (Tga). Se cumple que Tga (S) =y Tga (B) = A.

Gréfico 35

fQ) | :

Pero, debemos prestar atencion a que si elegimos cualquier punto (C) de la recta s se
cumple que Teca (S) = ry Tea (C) = A, siendo r la recta tangente al grafico G en A
buscada. Tal vez por eso no se hace tanto hincapié en la posibilidad de elegir distintos

puntos de la recta s, dado que el mas facil de elegir es el que tiene igual ordenada que A.

Gréfico 36

f(a)

C

Como la condicion de tangencia es una condicion local, se cumplen las condiciones en
un entorno de x=a. Seria algo asi como preguntarnos qué “parte” de la recta s debemos

“llevar” hasta el punto A. Ademas, es seguro, que no importa la “parte” de la recta
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elegida para que en una traslacion quede tangente a G dado que en cualquier traslacion

la imagen de una recta es otra recta paralela a ella.

Hasta el momento sabemos de la funcion f que:
» f(a)=b
» f’(a)=c

Ahora agregamos el dato que f " (a)=d.

Como reportamos en esta investigacion se asocia f ““(a)=d con la curvatura de la
funcion en el punto en cuestion, o sea, se considera que a mayor valor numérico de la
derivada segunda seré la funcidn “mas abierta”, o “mas cerrada”, sin tener en cuenta que

esta condicion depende también del valor numérico de la funcion f ~ en ese punto.

En una curva plana (correspondiente al grafico de una funcion f con derivada segunda

continua), la curvatura en el punto (x,f(x)) estd determinada por la funciéon k /
9

3

L+ (002

k(x) = y el radio de curvatura por la funcion r / r(x)=1/k(x)

Sif (a)>g ""(a), puede ocurrir que la curvatura de f sea mayor, menor, o igual que la de
g en (a,f(a)) y (a,g(a)) respectivamente, dado que, como hemos dicho, también influye
enellasf’(a) y g "(a). Es por esta razén que incluimos casos de este tipo en la secuencia

de nuestra investigacion.

En cambio lo que si podemos asegurar es que la funcion f sera aproximable en un

entorno de a por una funcion polindmica de segundo grado de coeficiente principal

% . Dicha funcién polinébmica tendra su expresion analitica de la forma:
909 =& (x-a)’ + " @(x-2a)+ { (a)

2
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Podemos visualizarlo graficamente:

Grafico 37

Para incorporar esto debemos:

1) Aceptar que hay una Unica funcion polindmica de segundo grado que aproxima
mejor a la funcion en x=a.
2) Reconocer que hay una familia de pardbolas cuya expresion analitica tiene

(@)

coeficiente principal 5

que son congruentes por medio de una traslacion. A

esta familia de parabolas de llamaremos FPy, siendo kz#

Existe una familia de parabolas, cuyos graficos son congruentes por medio de una
traslacion, donde cada parabola tiene asociada una funcion cuya expresion analitica es

f(x)= k (x-a)’+ 8, con a y B parémetros y k constante:

Grafico 38

A

gl
\J

- 160 -



Capitulo V

Diremos que todas estas parabolas tienen “abertura” k, este término es tomado de las
respuestas de los estudiantes a la actividad planteada. Observemos que el coeficiente

principal de cada expresion analitica asociada es k.

Este es otro concepto que consideramos que debe incorporarse, se debe reconocer una

constante (k) en esta familia de parabolas.
Cuando pensamos en esta familia de pardbolas es natural que elijamos como
representante de ellas a la que tiene vértice en el origen. Su expresion analitica sera de

la forma g(x)=k x* (e = g = 0).

Grafico 39

O sea que si sabemos que una funcion f cumple que f * (a)=d sabemos que tendra
asociada una parabola de la familia d/2 (PFgs), 0 sea que la funcion f sera aproximable
en un entorno del real “a” por una funcién polindmica de segundo grado de coeficiente

principal d/2 y que los gréaficos de ambas funciones seran “parecidos” en dicho entorno.

Graéfico 40 A
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La parabola buscada es de la familia de las generadas por f(x):% x%, 0 sea que hay una

traslacion que hace corresponder la parabola P1, de expresion analitica f(x)= 5 X%, con

la buscada (P2).

Gréfico 41

F1

/

El problema ahora se diferencia del de la recta tangente dado que no podemos elegir

cualquier punto C de la parabola P1 para que Tca (P1) = P2

¢Cdémo elegimos el punto C?

Sea T, la traslacion tal que T, (P1)=P2.

Sabemos que si trazamos la tangente a P, en A (tz) se cumple que existe t; tangente a P1

en C tal que Ty (t1)=t, y que ambas rectas son paralelas. O sea que las ecuaciones de

ambas rectas tienen el mismo coeficiente angular.
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Grafico 42

Analiticamente:

t, tiene por ecuacion y = mx+p con m = f “(a) entonces la ecuacion de t; seré de la forma

(@) x* | debemos

y = f “(a) x+ g, como la ecuacion de P; es de la forma g(x) =

determinar el valor de x para el cual g “(x) = f "(a):

g (x)=f"" (a) x, entonces f (@) x=f (@) siysolosix=f"(a)/f " (a).

Entonces el punto C buscado es de coordenadas f”(a) | f”(a) .
f7@) f”@)

, 2.
C( ) f (a)]

f7(a) 2 (a)

Aplicando la traslacion de vector CA a Py obtenemos Ps.
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Visualmente:

Teniendo graficada la funcion gl(x)=mx2, la funcion f y su recta tangente (t2) en

el punto A, se puede buscar aproximar la recta tangente (t1), con tecnologia o no, al

grafico de g1 que sea paralela a la recta tangente t2.

Esto permitird que se pueda determinar, 0 mejor dicho darnos una idea de la “parte” de

la parabola que al trasladarla sera tangente a la funcién dada.
Creemos que seria conveniente utilizar tecnologia que permita determinar exactamente
las funciones involucradas, pero con un programa que permita “mover” los graficos,

trasladarlos, se podra hacer un buen tratamiento del tema desde un contexto visual.

Grafico 43

En suma, dada una funcién real f, si conocemos el valor numérico de f “"(x) en x=a,

f”" (a)=d, nos formamos una imagen de la familia de pardbolas de abertura d/2, de ellas
elegimos la de vértice en el origen. Sabemos que la funcién f es aproximable a una
pardbola de esta familia, similar a la representada. Ahora debemos determinar “qué
parte” de la parabola serd la que aproxima al grafico de f, o sea, qué punto de la

parabola debo trasladar para que coincida con A(a,f(a)). Para ello visualizamos la
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tangente al gréafico de f en A, aproximamos la tangente a la parabola, paralela a la dada,

y esa sera zona que aproximara al grafico de f.

Gréfico 44

gll=] = [ f[a] /2] 272

Al aka]]

Gréfico 45

gllx] =[F[a) 42] "2

Alafla))
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Solo reportaremos la investigacion de significado que asignan al valor numérico de la
derivada segunda alumnos y profesores. Queda para otra instancia realizar una
secuencia para que el alumno determine la parabola que aproxima a una funcién en x=0
usando el valor numérico de la derivada en x=0, para luego continuar el trabajo en un

punto cualquiera del gréfico.

- 166 -



Capitulo VI

ANTECEDENTES

En este capitulo presentaremos una sintesis de investigaciones anteriores que han sido
tenidas en cuenta en este estudio. Dado que no hay estudios previos en este tema, 0
similares, con estudiantes uruguayos, ni tampoco hemos encontrado estudios similares
del significado del valor numérico de la funcion derivada segunda, hemos buscado
estudios estrechamente relacionados con el tema. Dentro de estos estudios hemos
considerado las tesis de maestria de Garcia, M. (1998) “Un estudio sobre la
articulacion del discurso matematico escolar y sus efectos en el aprendizaje del
calculo” y de Gonzélez, R. (1999) “La derivada como una organizacion de las
derivadas sucesivas: Estudio de la puesta en funcionamiento de una ingenieria
didactica de resignificacion” y la de Valero, M. (2000). ““La derivada como una
organizaciéon de las derivadas sucesivas™; asi como investigaciones reportadas por
Dolores, C. (1989),Cantoral, R. (1988) y Vinner, S. (1991) en cuanto a los obstaculos
en el concepto de tangente y estudios de Brousseau sobre los obstaculos

epistemolégicos asociados a dicho concepto.

Curiosamente en Uruguay, a pesar de que desde la creacion del Instituto de Profesores
Artigas (IPA) en la década del 50 se ha incorporado la didactica al curriculo de la
formacion de docentes, no se han desarrollado al momento, investigaciones en este
aspecto. Es por esto que, a pesar de que nuestra investigacion esta realizada con
estudiantes uruguayos, no hemos podido incorporar antecedentes de investigaciones

realizadas en Uruguay en este tema en el area de la Matematica Educativa.

En cuanto al estudio especifico del significado del valor numérico de la funcion
derivada segunda tampoco hemos encontrado estudios similares, pero si estudios
estrechamente relacionados con el tema. Los resultados de las investigaciones realizadas
por el equipo de investigacién que conforma el PLV proporcionan una referencia al
tema dado que muchos de ellos centran su atencion en “la derivada”, es por ello que

realizamos un estudio de ellos.

Nos interesa enfatizar una de las observaciones que realiza Maria Dolores Garcia (1998)

en su tesis de maestria titulada: “Un estudio sobre la articulacion del discurso
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matematico escolar y sus efectos en el aprendizaje del célculo”, dado que encontramos
que, la forma como se introduce el tema “derivadas”, en los cursos que ella ha
investigado en México es similar a la forma de introducirlo en Uruguay: “Encontramos
hoy en dia que el concepto de derivada se introduce en la ensefianza a través del
concepto de pendiente de la recta tangente, el cual se presenta a los estudiantes, de

manera grafica, observando que las rectas secantes se mueven hacia la recta tangente”

De lo anterior, y de la revision de textos presentada en el Capitulo 1V, podemos sefialar
que la introduccién al concepto de derivada, y en particular al concepto de valor
numérico de la funcién derivada primera, tiene su base en una interpretacion grafica de
ella. En cambio hemos mostrado que no ocurre esto en la interpretacion del valor

numeérico de la funcion derivada segunda.

Dado que reconocemos obstaculos epistemolégicos asociados al concepto de recta
tangente es que no hemos incluido en nuestra investigacion casos que enfrenten al
estudiante a dichos obstaculos, pues no son ellos nuestro objetivo de estudio.

Por lo que toca a los obstaculos epistemologicos, ellos son un tipo de errores que no son
producto de la ignorancia, de la duda o del azar, como suponian las teorias conductistas
del aprendizaje, sino que son la consecuencia de un conocimiento anterior que se
manifiesta falso o no apropiado a una nueva situacion. Guy Brousseau, retoma la nocion
de obstaculo epistemoldgico de Bachelard y la lleva a la didactica de la matematica.
Considera que la nocion de obstaculo misma esta en vias de constituirse y de
diversificarse; no es facil decir generalidades pertinentes sobre el tema, vale mas hacer

estudios caso por caso.

Brousseau (1983) plantea las manifestaciones de los obstaculos en didactica de las

matematicas:

» Errores: Se manifiesta por sus errores, pero esos errores no son debidos al azar.
Los errores de este tipo no son erraticos o imprevisibles, son reproducibles,
persistentes. Ademas esos errores, en un mismo sujeto, estan ligados entre ellos
por una fuente comudn, una manera de conocer, una concepcion caracteristica,
coherente sino correcta, antigua y que ha tenido éxito en todo un dominio de

acciones. No desaparecen radicalmente, de un solo golpe, resisten, persisten,
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luego resurgen, se manifiestan mucho tiempo después que el sujeto haya

rechazado de su sistema cognoscitivo consciente el modelo defectuoso.

Por ejemplo es comun que los alumnos no consideren como tangente a un grafico a la
recta que si lo es en los casos que en el punto de tangencia se da también un punto de
inflexion. Esto es debido a que el concepto griego de tangente, concepto presente en
nuestros alumno, deja a la curva en un entorno del punto en un mismo semiplano
respecto a su tangente. En cambio si en ese punto se presenta un cambio de concavidad,
para todo entorno de él, la curva no quedara contenida en uno solo de los semiplanos

que quedan determinados.

» Franqueamiento: El obstaculo esta constituido como un conocimiento de
objetos, relaciones, métodos de aprehension, previsiones con evidencias,
consecuencias olvidadas, ramificaciones imprevistas, etc. Va a resistir el
rechazo, intentard, como se debe, adaptarse localmente, de modificarse al menor
precio, de optimizarse sobre un campo reducido siguiendo un proceso de

acomodamiento bien conocido.

Por ejemplo, en el caso 3 de los casos estudiados por Vinner (1991) (presentado en este
capitulo) el estudiante, aceptando que la recta tangente y el grafico solo pueden tener un
punto de contacto, puede trazar una, 0 varias, rectas tangentes al grafico de manera que

formen un angulo con la semirrecta que forma parte del gréfico.

» Caracteristicas informacionales de un obstaculo: Es siempre el fruto de una
interaccién del alumno con su medio y mas precisamente con una situacion que
hace el conocimiento "interesante”, "6ptima" en un cierto dominio definido por

caracteristicas numéricas "informacionales " de este conocimiento.

Por ejemplo en el caso 2 estudiado por Vinner (1991) el estudiante podria trazar como
recta tangente al gréafico la recta perpendicular por P a la real tangente. Esta recta tendria
solo un punto de contacto con el gréafico y dejaria a éste en un solo semiplano respecto a

ella, aspectos que forman parte del concepto de tangente que ha generado el estudiante.
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Respecto a estos obstaculos haremos referencia a tres investigaciones reportadas por
Dolores (1989),Cantoral (1988) y Vinner (1991).

Vinner (1991) en su estudio encuentra que los estudiantes tienen mayores dificultades
en el trazado de rectas tangentes a un grafico en tres casos: el caso que estas tengan mas
de un punto de contacto con la gréfica, en el que sean verticales y en el caso que el

punto de contacto corresponda a un punto de inflexion de la curva.

Imagen 3

Teniendo en cuenta este estudio es que no incluiremos estos tipos de graficos en nuestro
estudio dado, como ya hemos expuesto, que no es nuestro objetivo de estudio e
incluirlos enfrentaria al estudiante a obstaculos epistemoldgicos que distraerian su

atencion del punto que queremos que se centren.

Dolores (1989) realizé un trabajo experimental con cuatro estudiantes con el objetivo de
que afloraran los obstaculos de naturaleza epistemologica que los estudiantes presentan,
asi como la forma en que ellos tratan de construir el concepto de derivada en su

perspectiva geométrica. Los obstaculos detectados en la experiencia:

> El trazado de tangentes a curvas no conicas. Primero manifiestan que no es
posible, luego realizan distintos intentos para trazarla, entre ellos la adaptacion
de métodos clésicos por ellos conocidos.

» La transicion de la concepcion global a la concepcion local de tangencia. Para
superar la crisis a la que se enfrentan por su concepcion clasica griega de
tangente trazan la recta tangente teniendo cuidado de no prolongarla para que no
corte nuevamente a la curva. En los casos que la vuelve a cortar dicen que es

tangente y secante a la vez.
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» Trazado de rectas tangentes en puntos de inflexién. Consideran que es

imposible trazar una recta tangente por dicho punto.

Cantoral (1988) por su parte, investiga los aspectos conceptuales de la evolucion de la
nocion de tangente y sus relaciones con la de derivada y se centra en los obstaculos
didacticos de origen epistemologico que revelan dificultades inherentes al concepto

mismo. Algunas de ellas:

> “El estudiante no se percata de que la forma usual de calcular la derivada en un
punto, requiere que la variable independiente tome el valor prohibido”

» El estudiante no admite que la recta tangente a una curva diferenciable sea Unica.

» El estudiante no acepta que mediante un proceso infinito logre obtener la

pendiente de la recta tangente.

Basandonos en estas investigaciones es que hemos sido cuidadosos al elegir las
situaciones que formarian parte de la secuencia que presentariamos en nuestra
investigacion. En nuestra secuencia no presentamos a los estudiantes a estas situaciones
tan estudiadas que implicarian enfrentarlos a un obstaculo epistemolégico del concepto

recta tangente a una curva.

En la misma linea del Pensamiento y Lenguaje Variacional Gonzélez (1999) plantea

como hipdtesis que:

» La nocion de derivada se estabiliza en el pensamiento de los estudiantes solo
hasta que la nocion de derivada sucesiva aparece y se establece un tratamiento
articulado entre la funcion y sus derivadas.

» Los estudiantes estarian en mejores condiciones de apropiarse de los
procedimientos y de los conceptos del Calculo Diferencial e Integral cuando
estén en condiciones de desarrollar estrategias variacionales tanto desde el punto
de vista de su pensamiento como de las diversas formas que tome su

representacion.

Podemos observar como estas hipdtesis se relacionan fuertemente con las nuestras,

razén por la cual pusimos atencion a la conclusion de dicho trabajo de investigacion:
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“En los problemas referidos a la derivada segunda, cuando se les pide dar dos formas
gréficas que cumplan con la condicién f ““(a)>g""(a) las Unicas respuestas que aparecen,
consisten en dibujar una curva céncava hacia arriba y otra curva concava hacia abajo.
Esto obedece a que una es negativa y otra positiva. En la etapa de validacion se planted
la pregunta ¢por qué no proponen dos céncavas hacia arriba y dos concavas hacia

abajo? No pudieron contestar”

Estas observaciones reafirman nuestra hip6tesis, que los alumnos no dan significado,
por lo menos grafico, pero también en un sentido mas amplio, al valor numérico de la
derivada segunda, sino solamente al signo de ésta. ES por eso que los entrevistados
pueden encontrar funciones que verifiquen la relacion f “(a)>g “"(a) en el caso que
f 7(a)>0>g ""(a), estan significando f “(a)>0 y g ""(a)<0, pero no asi en los casos
0>f "(@)>g”"(a) y f "(a)>g ~"(a)>0. En estos dos ultimos casos el significado del signo
del valor numérico de la funcion derivada segunda (positivo 0 negativos) no es

suficiente y debe tenerse en cuenta el valor numérico en si.
En dicha investigacion se ha constatado que los alumnos reconocen que f “"(a)>g “"(a)
en el caso gque se uno de esos valores sea negativo y el otro positivo. O sea, podriamos

representarlo con funciones cuyos graficos sean del tipo:

Grafico 46 A

En este tipo de casos una de las funciones (f) presenta concavidad positiva en x=a, por
lo tanto evidentemente f “"(a)>0; y la otra funcién (g) presenta concavidad negativa en

x=a, por lo tanto g ""(a)<0. De estos dos datos los alumnos pueden concluir facilmente
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que f “"(a)>g “"(a). Solo deben haber podido establece una relacion entre la concavidad
de una funcion y el signo del valor numérico de la derivada segunda de dicha funcion.
En cambio no es necesario, para resolver este tipo de problemas, haber significado al

valor numérico de la funcién derivada segunda.

En cambio con funciones que tengan representaciones graficas similares a las siguientes
no es suficiente para poder establecer una comparacion entre los valores numeéricos de
sus respectivas derivadas segundas conocer la relacion entre la concavidad (negativa o

positiva) y el signo del valor numérico de la derivada segunda.

Gréfico 47

A
\ f 9

/]

Tanto en las investigaciones que estamos presentando como antecedentes, como en ésta
misma, parece ser que los estudiantes han incorporado las relaciones entre la
concavidad de una funcion y el signo de la funcion derivada segunda. Pero esta relacion,
como dijimos antes, no es suficiente para comparar los valores numéricos de las
derivadas segundas de ambas en el punto x=a. El concepto de concavidad hacia arriba o
hacia abajo (positiva 0 negativa), es insuficiente para estudiar distintos tipos de
variaciones de la derivada segunda, ya que solo brinda informacion sobre el signo de
esta Gltima. El grafico anterior brinda la informacion de que f “"(a)>0 y que g “"(a)>0, lo
gue no es suficiente para comparar f “"(a) con g “"(a). Comparar el signo de ambos

reales ya no es suficiente para comparar dicho reales, debemos trabajar con los reales en
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si y no solamente con su signo, las variaciones que introduce centrar la atencion en el

valor son considerables al momento de entender el calculo.

Es en este sentido que consideramos que los estudiantes, para poder representar
conceptos como derivada tercera, deben dar un significado mas rico al valor numérico
de la derivada segunda. Si la derivada tercera esta relacionada con la variacion de la
derivada segunda, ¢como podremos establecer esta variacion si solo la reconocemos si
varia de estados fijos: valores positivos a negativos (0 viceversa) y no podemos
reconocer esta variacion cuando la variacion se establece dentro de reales del mismo

signo?

En las conclusiones de esta tesis también se observa que:

“Los problemas referidos a tercera derivada no pueden resolverse ain en grupo”.

En el presente estudio hemos obtenido una conclusién similar, la Gnica pregunta
referida a la derivada tercera, presentada en un contexto gréfico, no pudo ser resuelta
por los entrevistados. Faltaria estudiar si luego de asignar un significado gréafico al valor
numérico de la derivada segunda los estudiantes pueden trabajar con el concepto de

derivada tercera en un contexto grafico de forma mas exitosa.

Por otro lado Valero (2000), retoma las dos interrogantes, planteadas en Gonzalez

(1999) y plantea su problema de investigacion en los siguientes términos:

“Comprobar, a través de la puesta en escena de una situacion didactica especifica, que la
nocion de derivada se estabiliza en el pensamiento de una poblacion de estudiantes del
CBTis 164, solo hasta que la nocion de derivada sucesiva aparece y se establece un

tratamiento articulado entre la funcion y sus derivadas”
En sus conclusiones encontramos que:
“...si la nocion de derivada se acompafia de la definicion y la explicacion que aparece en

la didactica actual, entonces se estd destinando al estudiante a reducirse a la algoritmia,

como resultado de su incapacidad para comprender.”
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Valero (2000) indica que, tanto como en la investigacion reportada por Gonzéles

(1999), en la suya también se observa que:

“los problemas referidos a la segunda derivada, cuando se les pide dar dos formas
graficas que cumplan con la condicién f “"(a) > g”"(a) las Unicas respuestas que
aparecen, consisten en dibujar una curva céncava hacia arriba y otra curva concava

hacia abajo.”

Nuevamente aparecen el mismo tipo de soluciones dadas por los estudiantes. No se
hacen presentes ejemplos que lleven a graficar funciones con distinto valor numérico,
para un real dado, de la funcién derivada segunda pero ambos valores numéricos del
mismo signo. Esto refuerza nuestra hipotesis que los alumnos solo asocian significado

al signo del valor numérico en cuestion, pero no a éste en si.

Valero (2000) considera que una de las razones de esta situacion podria ser
consecuencia de que durante el tratamiento instruccional previo a la puesta en escena de
las situaciones didacticas, se hicieron varios ejercicios en donde esta situacion quedd

bien identificada.

A pesar que en nuestro caso no realizamos un tratamiento instruccional previo a la
puesta en escena de la secuencia, creemos que también se ven influenciadas este tipo de
respuesta por el tratamiento escolar que se hace del tema. Sobre este punto ya nos
hemos extendido en el desarrollo de la dimension didactica de nuestro problema de

estudio en el Capitulo IV.

En cuanto a la incorporacion de situaciones que exigieran significar la derivada tercera
Valero (2000) indica: “al revisar los resultados de la primera puesta en escena, y darnos
cuenta que los estudiantes tenian serias dificultades para evaluar primeras y segundas
derivadas, se decidi6 eliminar el problema donde se hacia mencion a la tercera derivada

y ya para la puesta en escena final, éste no aparecio.”

Este especto nos puede estar indicando cuan profundas son las dificultades que se

presentan en los estudiantes al momento de estudiar la variacion de la funcion derivada
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segunda, sobretodo cuando ésta no cambia su signo, lo que daria una base para el

estudio de la funcion derivada tercera.

La actividad | de nuestra secuencia formé parte de un conjunto de actividades

propuestas por Cantoral (2000) en una investigacion sobre pensamiento y lenguaje

variacional en contexto grafico. Los resultados obtenidos son similares a los obtenidos

en nuestra investigacion:

> Pregunta 1: “ Los estudiantes suelen recordar, basados en su ensefianza previa,

que la ubicacion en los cuadrantes I, Il, I11'y IV determina el signo de la imagen
de la funcién; de modo que las ordenadas positivas estan en los dos primeros
cuadrantes, mientras que las negativas en los restantes. De ahi que contesten esta

cuestion con relativa facilidad”

Lo mismo ocurre en nuestra investigacion, solo un alumno de los entrevistados

responde marcando la zona del gréfico que se encuentra en el cuadrante I.

» Pregunta 2: “Los estudiantes, en esta oportunidad, confunden con frecuencia el

Solo

signo de la derivada con el de la funcion, en otro caso, recuerdan que las
pendientes de las tangentes a la curva determinan el signo de la derivada, de
modo que se tendra para pendientes positivas correspondientes derivadas
positivas. Este cambio de registro, la pregunta planteada en el contexto
simbdlico con apoyo visual, y la respuesta construida en el contexto visual,
resulta mucho mas complicado para los estudiantes y ello se expresa en dos
sentidos, por un lado la proporcion de respuestas acertadas es bajo y por otro las
explicaciones que utilizan son escasas y evidentemente escuetas.”

tres alumnos responden confundiendo los conceptos. Los que responden

correctamente asocian, en su mayoria, valor numérico de la funcion derivada primera

positivo a gréafico creciente.

> Pregunta 3: “Como podiamos prever, ahora la situacion resultaria mas compleja.

Pues exige de niveles progresivos de abstraccion. El recurso dominante en las
respuestas de los alumnos suele ser la memoria. Puesto que ellos suelen recordar
que la segunda derivada positiva se corresponde con la concavidad hacia arriba,

en tanto que la concavidad hacia abajo esta asociada con la segunda derivada
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negativa. Aunque no dispongan de explicacion alguna para explicar su
razonamiento, pueden contestar a la pregunta. A juzgar por el analisis que hemos
hecho de sus respuestas, no se desprende la existencia de algin otro argumento
que permita enfrentar la situacién planteada. De hecho, es usual entre los
alumnos disponer de un método mnemotécnico para establecer estas
correspondencias, “es concava hacia arriba entonces retiene mas agua, si lo es
hacia abajo retendra menos agua, de hecho tirar4 el agua”. Este simil con una
cubeta llena de agua puede aparecer como una estrategia para refrescar la
memoria. Naturalmente, ello no parece implicar estrategias propiamente
variacionales”.
Solo tres alumnos confunden los conceptos. Es interesante observar que uno de ellos
lo hace, como indica Cantoral, al consultar su memoria. Consulta su imagen
conceptual asociada al concepto concavidad positiva y parece que el elemento
presente en ella en ese momento es el relacionado con la concavidad negativa. Los
estudiantes que responden correctamente también parecen haber consultado su
imagen conceptual asociada al concepto “concavidad positiva”, no se presentan
indicios que hallan consultado la definicion del concepto ni que hallan desarrollado

aspectos variacionales, como el de la recta tangente, para responder la pregunta.

» Pregunta 4: “Esta pregunta suele plantear un reto especial, tanto a los estudiantes
como a los profesores pues aunque entienden efectivamente el enunciado del
problema, no pueden construir una respuesta que les parezca convincente. Esta
dificultad se agudiza si en la pregunta elevamos el orden de la derivada
involucrada, dado que se carece de elementos cognitivos y didacticos que les
permitan construir una respuesta adecuada. Consideramos que es hasta este
momento en que ellos encuentran en situacion de aprendizaje, ya que la serie de
tareas anteriores le permiten, aunque fuese solo con recursos mnemotécnicos dar
una respuesta a las preguntas planteadas. Empero, la cuarta cuestion plantea una
problematica no prevista por ellos; el éxito en la pregunta radica en poder
descifrar los codigos variacionales y articularlos en signos variacionales, pues la
respuesta habrd de ser construida. En este momento los estudiantes y los
profesores suelen entrar en una situacion de aprendizaje muy rica. Solo quienes
han dominado algunas de las estrategias del pensamiento y el lenguaje

variacional, pueden abordarla eficazmente”.
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Aqui se presenta una diferencia sustantiva con nuestra investigacion, nuestros
entrevistados no pueden responder, pero, en la instancia de trabajo individual tampoco
se presentan evidencias de que realicen intentos por responderla. Encontramos
respuestas del tipo “no me lo ensefiaron”, “no se”. Creemos que una posible explicacion
a esta actitud es que como estas cuatro preguntas formaban parte de la actividad I, y
eran cinco actividades, no intentaron resolverla y prefirieron continuar con las
siguientes actividades. Esta actitud también se presenta cuando se enfrentan a significar
graficamente al valor numérico de la funcién derivada segunda, en una primera
instancia encontramos respuestas similares a la dadas en la pregunta 4, pero luego, dado
que es un tipo de pregunta que se repite a lo largo de la investigacion, intentan, y en

muchos casos lo hacen, dar una explicacion.

El estudio de estos antecedentes enriquecid nuestra investigacion. Por un lado al
constatar la similitudes y diferencias entre algunos aspectos de las investigaciones
presentadas y la nuestra, aunque como dijimos al principio no hemos encontrado
ninguna investigacion que tenga por objetivo especifico el estudio del significado
grafico que dan los estudiantes al valor numérico de la funcion derivada segunda. Por
otro lado, nos basamos en los antecedentes presentados para no incluir en nuestra
secuencia aspectos relacionados a los obstaculos asociados al concepto “recta tangente a
un grafico” que pudieran distraer la atencién de nuestro objetivo de estudio dado que
“las dificultades en el aprendizaje de un concepto o en la asimilacion del campo que les
da cabida, no provienen exclusivamente de la forma en que se presentan habitualmente
en clase, ni de las diferencias propias de profesores, alumnos, textos, programas o
sistemas educativos, sino también, y es en estas que se centra esta platica, en aquellos
obstaculos didacticos de origen epistemoldgico que revelan dificultades inherentes al

concepto mismo” (Cantoral, 1988).
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DISENO Y APLICACION DE LA SECUENCIA

En el presente capitulo se expone la secuencia aplicada a los estudiantes y la
justificacién de cada una de las actividades y preguntas que la conforman. Se indica la
forma y etapas que tuvo la aplicacion de dicha secuencia asi como una breve

descripcidn sobre cada uno de los equipos y subgrupos de estudiantes que participaron.

Justificacion de la secuencia

ACTIVIDAD I

Pregunta 1

Marca sobre la grafica de la funcién f los puntos (x,f(x)) que consideres
cumplen con la condicién f(x) > 0
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Pregunta 2

Marca sobre la gréfica de la funcién f los puntos (x,f(x)) que consideres
cumplen con la condicion f'(x) > 0

z
1
FAAN
N
-3 -2 -1 1 2 3
-1
-2

Pregunta 3

Marca sobre la grafica de la funcién f los puntos (x,f(x)) que consideres
cumplen con la condicién f''(x) > 0

Z
1
PN
S
-3 -2 -1 1 a 3
-1
-2

-184 -



Capitulo VII

Pregunta 4

Marca sobre la gréfica de la funcién f los puntos (x,f(x)) que consideres
cumplen con la condicion f'''(x) > 0

Z
1
PN
S
-3 -2 -1 1 a 3
-1
-2

4 El objetivo general de esta actividad es enfrentar al estudiante a preguntas
sobre la funcion que requieren una interpretacion gréfica. Esperamos que a los
estudiantes no se les presenten grandes problemas al trabajar en las primeras tres
preguntas. En cambio, al enfrentarse a la pregunta cuatro, creemos que se
presentaran mayoritariamente dos situaciones: responderan que no saben, que no
se los han ensefiado por lo cual no realizaran esfuerzos para responderla, o
realizaran diversos intentos pero no daran una respuesta.

4+ Nos interesa, aunque creemos que si se presentan respuestas seran en muy
pocos casos, estudiar los distintos argumentos y estrategias que realizan los
estudiantes al intentar responder la pregunta cuatro.

ACTIVIDAD 11

I) Siendo f una funcion real, en cada caso realiza un esbozo del gréfico de f para
gue cumpla la condicién dada, explica ampliamente.

a) f(-3)=4

A

v
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b) f 'ff):s
o) f '(42 =-2 |
d)f "(1)i 4

e) f(3)= -2

A

v

4 El objetivo general de esta actividad es observar si el estudiante puede convertir
informacion que esta dada en forma analitica e iconica, sobre una funcién y las
funciones derivadas primera y segunda, a informacion presentada en una gréfica.
El objetivo especifico es realizar un primer acercamiento al significado que le

otorgan los estudiantes al valor numérico de la funcion derivada segunda
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4 Nos interesa observar si los estudiantes ponen en juego el valor numérico, o
solo el signo del valor numérico de los tres tipos de funciones dadas (f, f "y f ).

En estas actividades se investiga si el estudiante asocia el valor numérico de la
funcion derivada primera de la funcion con el coeficiente angular de la recta
tangente al grafico de dicha funcion en el punto en cuestion, o solamente el signo de
éste y lo que le determinaria el crecimiento o decrecimiento de la funcién inicial. El
mismo aspecto observaremos con el valor numérico de la funcién derivada
segunda; si solo hacen referencia al signo de éste podréan asociarlo a la
concavidad, si hacen referencia al valor del real nos interesa observar con que

aspectos lo relacionan.
4+ Se cree que en esta instancia solo asignaran significado al signo del valor
numérico de la funcion derivada segunda (positivo, negativo o cero), pero no al
valor especifico de este.

ACTIVIDAD I11

Dado el gréfico de una funcion f:
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Indica cual afirmacion es seguramente falsa, cuél es seguramente verdadera, cual podria
ser verdadera, en cual no lo puedes contestar. Explica ampliamente tu respuesta.

a)
b)
c)
d)
e)
f)

f(-38)=1
f7(1)=-2,5
f(5)=-3

£ (1)<f ' (8)
f7(-5)<f ' (-3,8)
£7(2)<f " (3)

%+ En las partes a, b y d se investiga si el alumno diferencia, a partir del gréfico,

cuando la derivada segunda en cierto real es positiva y cuando negativa. Se le pide

que explique para conocer los significados que construye al dar la respuesta.

4+ En estas preguntas intentamos que el estudiante deba resignificar el valor

numérico de la funcion derivada segunda en un real en contexto gréafico. Ya no se

compara a este real solo con cero, sino que se investiga también qué informacién

brinda al estudiante sobre el gréfico de una funcion f que f "(a)>f ""(b) en el caso

que ambos reales tengan el mismo signo. Se le pide que explique para conocer los

significados que construye para dar la respuesta.

ACTIVIDAD IV

Sean fy g dos funciones reales, realiza en cada caso un esbozo, en un mismo sistema de
ejes cartesianos, del grafico de dichas funciones, en un entorno del punto en cuestion, de
modo que se cumplan las condiciones dadas.

4 Los objetivos generales de estas preguntas son:

1)

2)

3)

Que el alumno exponga el preconcepto generado por la ensefianza: ““La funcion
derivada segunda sirve para estudiar la concavidad de la funcién inicial”,
“valor numérico de la derivada segunda negativo en x=a entonces la funcion
presenta concavidad negativa en x=a” o “valor numérico de la derivada
segunda positivo en x=a entonces la funcidn presenta concavidad positiva en
x=a"

Enfrentar al alumno a comparar graficos de funciones en las cuales las
imagenes de las funciones derivadas segundas tienen el mismo signo pero no
son iguales. Investigar qué significado le asocian a esta situacion.

Investigar si el significado grafico que asocian los estudiantes al valor numérico
de la derivada segunda estd o no relacionado con el valor numérico de la
funcion y/o con el de su derivada primera.
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a) f(3)=9(3)=5

f'(3)=9'(3)=-2

f(3)=-4,9 " (3)=8
4 Este caso nos interesa observar qué diferencias establecen los estudiantes entre
el grafico de una funcion con valor numeérico de la funcion derivada segunda

positivo y el de una con valor numérico de la funcion derivada segunda negativo.

4+ Esperamos que lo asocien a concavidad positiva y negativa de las funciones
respectivamente. En este caso coinciden las imagenes de ambas funciones y el valor

numérico de sus derivadas primeras.

b) 1(3)=9(3)=-2
f(3)=g (3)=4
£(3)=4,9 " (3)=8

+ En este caso también coinciden las imagenes de ambas funciones y el valor
numérico de sus derivadas primeras, pero el valor numérico de la derivada
segunda de cada funcion es y distinto pero del mismo signo: positivo. Esta
situacion  obligara al estudiante a dar otro significado gréfico al valor
numérico de la derivada segunda en un real, mas alld que solamente

relacionarlo a concavidad positiva o negativa.

4 Se cree que se relacionara este valor con “‘un grafico mas abierto 0 mas

938

cerrado™”, o sea se cree que asociardn a mayor valor numérico de la funcion

derivada segunda mayor, o menor curvatura de la funcion.

c) f(3)=9(3)=5
F(3)=9'(3)=-2
f"(3)=8,97(3)=4

+ Este es un problema similar al anterior, se intenta observar si el estudiante

mantiene su conjetura anterior. Aparte de dar ahora un valor negativo a la

& Término dado al nuevo concepto por los estudiantes entrevistados
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imagen en la derivada segunda se realiza otro cambio importante: se
intercambian los valores numéricos de la funcion derivada segunda. Con este
intercambio esperamos observar si los estudiantes mantienen un bosquejo
similar al realizado en la parte anterior, o si intercambian las funciones: la mas

abierta se intercambia por la més cerrada.

4 Si se presenta el cambio mencionado en el parrafo anterior estariamos
conjeturando que se verifica una de nuestras hipétesis de trabajo, que los
estudiantes establecerian una relacion directa entre el valor numérico de la

funcion derivada segunda y la curvatura de la funcion.

d) f(3)=2, 9(3)=5
f"(3)=g"(3)=2
f7@)=9"(3)=4

4+ Nos interesa observar genéricamente las relaciones que establecen los
estudiantes entre los graficos de dos funciones en el caso que tienen igual valor
numerico sus respectivas funciones derivadas primeras y segundas.

4 En forma mas especifica podremos observar en esta pregunta si el significado
grafico asociado por los estudiantes al valor numérico de la funcién derivada
segunda también esta relacionado con el valor numérico de la funcién inicial; o si
este elemento no influencia, y la relacion que han establecido se mantiene en los
gréaficos dado que en este caso ambas funciones tienen el mismo valor numeérico de

la funcion derivada segunda en x=3.

e) f(2)=5,9(2)=3
f"(2)=g"(2)=4
f7(2=4,97(2)=8

+ Nuevamente enfrentamos a los estudiantes a ““comparar” graficos de funciones
cuyas derivadas segundas en un real tienen el mismo signo pero son distintas. Se
agrega la variante que el valor numérico de las funciones derivadas primeras
respectivas es igual, pero el valor numérico de las funciones iniciales son distintas

en el real en estudio.
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4+ Creemos que se mantendrd la conjetura de “grafico mas proximo (0 mas
alejado) de la tangente respectiva y que no influira el valor numérico de la funcion

inicial.

f) f(1)=g(1)=4
f"(1)=5,97(1)=2
f7(1)=4,97(1)=8

4+ Nuevamente los valores numéricos de las funciones derivadas segundas tienen
el mismo signo pero son distintos. En este caso esperamos observar si los
estudiantes mantienen su conjetura aunqgue varie el valor numérico de las funciones
derivadas primeras respectivas en un real. Se intenta determinar si el significado
grafico asociado al valor numérico de la derivada segunda también esta

relacionado con el valor numérico de la funcion derivada primera.

9) f(1)=g(1)=4
f’(1)=5,9"(1)=2
f7(1)=9"(1)=8

4 Este caso es similar al anterior en que la Gnica variante esta en el valor
numérico de las funciones derivadas segundas, lo cual ayudara a determinar si el
significado gréfico que asignan los estudiantes al valor numérico de la derivada

segunda es o no independiente del valor numérico de la derivada primera.

4+ Creemos que el estudiante establecera una relacion directa entre el valor
numérico de la derivada segunda y la curvatura (““méas abierta 0 mas cerrada’) de
la funcién en dicho punto sin tener en cuenta el valor numérico de la derivada

primera.

+ No olvidemos que los estudiantes entrevistados no han tenido contacto con el
concepto de curvatura de una curva en un punto y la relacion que esperamos que
establezcan es con el concepto en si y no con su nombre. Esta relacion, aunque no es
correcta en este caso, tambien esta permitiendo que ellos resignifiquen un concepto

matematico con el cual no han interactuado en sus cursos.
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ACTIVIDAD V

4 Esta actividad, a diferencia de la anterior, enfrenta al estudiantes a preguntas
realizadas en un contexto grafico. En la actividad anterior el alumno debia
realizar esbozos de los gréaficos de funciones a partir de los datos dados, ahora,
debe interpretar los graficos para obtener datos sobre el valor numérico de las
funciones, y de sus derivadas.

Compara en cada caso f(a) con g(a), f "(a) cong “(a) y f “"(a) con g “"(a), si es posible, si
no lo es justifica. En todos los casos las rectas trazadas son tangentes a uno de los
gréaficos, 0 aambos, en x=a.

//

f(a)...g(a)
f'(@)...0 (@)
f7(a)...97"(a)

4 En este item se espera que el alumno compare sin grandes dificultades las

imagenes de las funciones fy g, de sus funciones derivadas primeras y segundas.

4 Esperamos que asociando concavidad positiva en x=a a f "(a)>0 y concavidad

negativa en x=a a g""(a)<0, deducira que f ""(a)>g " (a).
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b)
f(a)...9(a)
f”(a)...g ,ga)
f7(a)...07"(a)
a
+ Este caso les lleva a comparar las iméagenes de las funciones derivadas
segundas en el caso que ambas tienen concavidad positiva en el real a trabajar.
+ Nos interesa observar, en el caso que el estudiante haya establecido una
conjetura anterior, si la mantiene en este nuevo tipo de preguntas; y si no la ha
establecido aln si este tipo de preguntas planteadas en un contexto gréfico les
ayuda a establecer posibles conjeturas.
c)
¥
,f(a) . .g(a)
f”(a)...g ,ga)
f7(@)...07(a)
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4 En esta pregunta nuevamente se presenta el caso que las funciones tienen
distinta concavidad (positiva y negativa) en los puntos de estudio. A diferencia de la
pregunta a), en ésta se varian las iméagenes de la funcién intentando determinar si

esta variacion influye en la respuesta del tercer item.

4+ Creemos que esta pregunta no generard dificultades, que los estudiantes
nuevamente asociaran la concavidad negativa, o positiva de la funcién con el signo

del valor numérico de la funcion derivada segunda lo que les permitira responder el

tercer ftem.

d)

r
f(a)...g(a)
f'(@)...0 ()
f7(@)...g "(a)

- 19

a

4+ Esta pregunta apunta a observar si el estudiante que haya establecido una
conjetura anterior la mantiene, y si no ha establecido ain una conjetura acerca de
la interpretacion gréafica del valor numérico de la funcién derivada segunda, si este

tipo de preguntas planteadas en un contexto gréafico les ayuda a establecerlas.
+ Esperamos que los dos primeros item no presenten dificultades y que en el

tercero la mayoria de los entrevistados asignen igual valor numérico en x=a a las

funciones derivadas segundas involucradas.
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e)

f(a)...g(a)
f'(@)...0 ()
f7()...07"(a)

/

4+ En esta pregunta, a diferencia de la pregunta b), las imagenes de las funciones
en x=a son distintas. Se espera investigar si la respuesta dada al item tres esta

influenciada por las imagenes de la funcién.

4 Se identificara también si mantienen la conjetura que han establecido, si ya lo
han hecho, y si este tipo de preguntas, realizadas en este contexto, les facilita la

formacion de nuevas conjeturas.

4+ En las tres proximas preguntas se trabaja con graficos de funciones que
cumplen que f “"(a)=g “"(a). Dado que una de nuestras hipétesis de trabajo era que
asociarian f “"(x) con la curvatura de f en x es que enfrentamos a los entrevistados a
tres casos en los cuales la curvatura varia, por variar la imagen de las funciones
derivada primeras involucradas, pero las funciones derivadas segundas de fy g

tienen igual valor funcional en los valores a comparar
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f) f(a)...9(a)
f'(@...g"(a)
f7(@)...g "(a)

V

4+ Creemos que continuaran con su conjetura y estableceran, de acuerdo a ella, un
orden entre f “"(a) y g""(a), si f es mas abierta de g en x=a entonces f ""(a) sera
mayor (o menor) que g “"(a). Lo cual estaria confirmando que el significado gréafico

que asignan los entrevistados a f “"(x) es independiente a el valor de f "(X).

9)

f(a)...g(a)
f'(@)...0 (@)
f7@)...0 "(a)
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h) f(a)...g(a)
f'(@)...0 ()
f7@)...g "(a)

e

%+ Aunque no es el objetivo de esta investigacion creemos que los estudiantes al
finalizar la secuencia reconocerdn que nunca habian significado gréficamente al
valor numérico de la funcion derivada segunda sino solo al signo de éste, y que la

secuencia genero un espacio para comenzar a resignificar este concepto.

Poblacion y aplicacién de la secuencia

La actividad se realiza en tres etapas, en la primera los alumnos trabajan en forma
escrita e individual en la secuencia, luego, en la segunda etapa, se dividen en dos
subgrupos de tres y discuten y confrontan resultados obtenidos pudiendo o no llegar a
plantear conjeturas comunes, luego en la Gltima etapa se plantea una discusion entre
ambos subgrupos, pudiendo o no llegar a una puesta en comun de ideas, realizandose en
esta etapa las intervenciones que son consideradas necesarias por parte de la
entrevistadora. La primer etapa es registrada en forma escrita con las pruebas
entregadas, la segunda se grava en audio y la tercera en audio y video. No se fijé tiempo

limite para cada etapa sino que éste dependi6 del trabajo del grupo.
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La secuencia fue aplicada a tres equipos de estudiantes; dos de alumnos del IPA que
aunque en algunos casos hayan cursado calculo no han aprobado aun el examen
correspondiente, y un equipo de alumnos de sexto afio de secundaria, tres de ellos de
opcién medicina y tres de opcidén economia, que si acaban de terminar el curso de

analisis correspondiente a este grado pero no han dado adn el examen.

Todos los estudiantes han participado en forma voluntaria, fuera del horario de sus
cursos, inclusive, en alguno de los casos, los cursos habian finalizado y estaban en
periodo de examen. Este tipo de experiencia fue novedosa para ellos y participaron

sabiendo que esta no influiria en sus calificaciones de los cursos de matematicas.

El equipo 1 estd compuesto por Lucia, Juan, Maximiliano, Alejandro, Jimena y
Santiago, todos ellos estaban cursando calculo de segundo afio del IPA, aunque no todos
darian el examen correspondiente en el siguiente periodo. Para la segunda parte de la
actividad el equipo se divide en el subgrupo A formado por Lucia, Juan y Maximiliano

y en el subgrupo Subgrupo B constituido por Jimena, Alejandro y Maximiliano.

El equipo 2 esta integrado por Patricia, Gaston, Ignacio, Sebastian, Luciana y Leticia,
los primeros tres compafieros del curso de sexto afio opcion medicina y los demas del
curso con opcion economia. Los subgrupos se conformaron teniendo en cuenta que no
quedaran con alumnos de la misma opcion. El Subgrupo A se formd con Patricia,

Luciana y Gastén; y el Subgrupo B con Leticia, Ignacio y Sebastian.

El equipo 3 estd integrado por tres estudiantes por lo cual las etapas dos y tres se
transforman en una sola. Los integrantes son: Anabel, Fernando y Bonifacio, ninguno
de los tres ha cursado completamente el curso de andlisis correspondiente a segundo del

IPA, por lo cual tampoco han dado el examen correspondiente.

Nos interesa entrevistar a un equipo que solamente ha cursado analisis correspondiente
a secundaria y otros dos equipos que, aunque no hayan cursado completamente el curso
siguiente de célculo, por lo tanto no han rendido aun el examen, han tenido un contacto
maés profundo con el célculo. De esta forma podremos estudiar diferencias y similitudes
en el significado grafico que otorgan estos dos tipos de equipos al valor numérico de la

funcion derivada segunda.
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ANALISIS DE RESULTADOS

En este capitulo se presentara el analisis de las actividades el cual se realizara en dos
etapas. Primero el analisis de las producciones escritas de los estudiantes al trabajar
inicialmente en forma individual, la trascripcion y/o resumen de dicha produccion se
encuentra en el Anexo Ill. En esta instancia analizaremos las respuestas dadas por
cada equipo a cada actividad. En una segunda instancia presentaremos el analisis de
los resultados obtenidos a la luz de las consideraciones tedricas. En este ultimo caso
incluimos los didlogos (tanto de los distintos subgrupos como de los equipos) que nos
permitieron realizar el analisis tendiente a responder nuestras tres preguntas de

investigacion.

Analisis inicial de la actividad individual escrita

ACTIVIDAD I

Partes1,2y3

Equipo 1

4 Las respuestas dadas son las que esperabamos. Creemos que Juan confunde
concavidad negativa con concavidad positiva porque aplica una regla sin razén, no
consulta la definicion del concepto sino su imagen de éste, la cual, al momento de ser

consultada, contiene elementos erréneos.

Equipo 2

4 Podemos observar que en este equipo se presentan dificultades al responder las tres
primeras preguntas, aspecto que no ocurre en los otros dos equipos entrevistados. Los
estudiantes intentan responder las preguntas consultando su imagen del concepto y
nunca recurren, por lo menos no dejan registro escrito de ello, a la definicién de los

conceptos involucrados.
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Equipo 3

4 Nuevamente las respuestas a las tres primeras preguntas estan dentro de lo esperado.

Parte 4

Equipo 1

+ Nuevamente aparecen el tipo de respuestas esperadas. Observamos que Maximiliano
intenta establecer una relacién entre las primeras tres actividades y la cuarta. Cabe
destacar que, si se realizaron intentos para responder esta actividad, no fueron

registrados por los estudiantes.

Equipo 2

4 Encontramos que en un primer enfrentamiento a conceptos nuevos los estudiantes no
intentan significarlos, sino que recurren a expresiones que dan a entender que, Si no se
los han ensefiado, ellos no deben saberlo, y no realizan intentos para significarlos por

ellos mismos.

Equipo 3

4 Dos estudiantes realizan intentos para responder esta pregunta, uno de ellos marca

una zona pero no justifica el por qué.

ACTIVIDAD Il

Partesa,byc

Equipo 1

4 Las respuestas caen dentro de lo esperado. Es interesante observar como va

evolucionando el lenguaje utilizado por Alejandro, primero se refiere a que la tangente
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es negativa, luego, aunque continua con este tipo de expresion, aclara que el coeficiente

es 2.

Equipo 2

+ Parece que dos estudiantes dan un significado grafico a f “(x), y otra solo al signo de
éste. Tres estudiantes no significan en esta instancia al valor numérico de la funcion

derivada primera ni al signo de éste.

Equipo 3

4 Solo un alumno otorga, en esta instancia, significado grafico al valor numérico de la

funcion derivada primera en x=2, los demas otorgan significado gréfico al signo de éste.

Pregunta d

Equipo 1

4 Podemos observar que Santiago y Jimena determinan la expresion analitica de una
funcion que les asegure que cumple la condicion pedida. En cambio, los demas solo
dibujan el gréafico de una funcién que tenga concavidad positiva, inclusive escriben

f"">0 aunque la condicion pedida era f ""(1)=4 y no solo f " (1)>0.

Equipo 2

+ Dos estudiantes significan graficamente el signo del valor numérico de la funcién
derivada segunda, no al real en si, asociandolo a la concavidad de la funcién. Uno de
ellos, a pesar de dibujar el grafico de una funcion con concavidad positiva en el punto
indicado, hace explicito que relaciona a la funcion derivada segunda con los cambios de
concavidad. Los otros cuatro estudiantes en esta instancia no significan ni la funcién

derivada segunda, ni los valores numéricos ni el signo de estos.

- 203 -



Capitulo VI

Pregunta e

Equipo 1

4 Observamos que los estudiantes mantienen los argumentos anteriores, cuatro de ellos
contindian teniendo en cuenta solo el signo del valor numérico de la funcion derivada
segunda y no el valor numérico en si.

Equipo 2

+ Dos estudiantes mantienen el significado que asignan a la expresion f ~“(a)=b, si b>0
la funcion presenta concavidad positiva en x=a, y si b<0 la concavidad es negativa. No
se presenta un significado del valor numérico en si de f " (a) sino solo de su signo.
Equipo 3

+ Los tres estudiantes asocian significado grafico al signo de f "(a), relacionandolo con

la concavidad de f en x=a, pero no asocian significado al real en si.

ACTIVIDAD Il

Parte a

Equipo 1

+ La confusion con el signo de la concavidad lleva a que tres estudiantes se enfrenten a
la situacion de dar significado gréafico al valor numérico de la funcion derivada segunda,

Yy, en esta instancia no logran significar.

Partesbyc

Equipo 1

+ Maximiliano comienza a establecer relaciones que le permitan significar al valor
numérico de la funcion derivada segunda. Busca una relacion entre la cercania del punto

en cuestion y el P.1. (punto de inflexion).
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Equipo 2

+ A diferencia de la actividad anterior, en la cual las preguntas eran realizadas en un
registro simbolico y las respuestas dadas en uno grafico, en esta actividad, donde las
preguntas son realizadas con apoyo del registro gréafico, dos estudiantes méas dan

significado grafico al signo del valor numérico de la funcion derivada segunda.

4 Dos estudiantes significan graficamente el signo del valor numérico de la funcion
derivada segunda pero ain no encuentran elementos para significar graficamente su

valor.

Equipo 3

+ Nuevamente confirmamos que estos estudiantes han establecido una relacion entre el
signo del valor numérico de la funcion derivada segunda y el gréafico de ésta, esta

relacion la podemos definir en términos de concavidad.

+ Los estudiantes se enfrentan a que asociar al real f “"(a) los conceptos “concavidad
positiva” o “concavidad negativa” no es suficiente para determinar algunos aspectos
graficos de funciones en las cuales los valores numéricos de sus funciones derivadas
segundas son distintos, pero de igual signo, aungue haya una relacion entre este

concepto y el signo de dichas funciones derivadas segundas.

Partesdye

Equipo 1

+ Hasta ahora solo Maximiliano intenta establecer relaciones que le permitan significar
graficamente a f “"(a), los demés parecen asumir que no tienen elementos para
significarlo, y no realizan intentos para lograrlo, solo reconocen la relacion entre el

signo de este real y el gréfico.
Equipo 3

+ Un estudiante indica que no tiene elementos par responder esta pregunta.
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+ Dos estudiantes la responden deduciendo el crecimiento de la funcion derivada
primera. Estdn buscando una estrategia que les permita responder una pregunta que

involucra interpretaciones a las cuales nunca se habian enfrentado.

Parte f

Equipo 1

4 Maximiliano continia manteniendo su conjetura que el valor numérico de la funcion
derivada segunda en un real x depende de la proximidad del punto (x,f(x)) al PI. Luciay
Juan parecen reconocer que necesitan mas elementos para poder responder dado que

conocer solo el signo no es suficiente.

Equipo 2

4 Un estudiante manifiesta que cuando en dos reales la concavidad de la funcidn tiene
el mismo signo no posee elementos para comparar los valores numéricos de la funcion
derivada segunda correspondientes.

Equipo 3

4 Observamos que los estudiantes tratan de generar estrategias para enfrentar el
problema, estas estrategias parecen basarse en el estudio del crecimiento de la funcion

derivada segunda.

ACTIVIDAD IV

Parte a

Equipo 1

4 Todos significan el valor numérico de la funcion f, el de su derivada primera, pero
solo Maximiliano parece continuar con su conjetura inicial que le permite significar
graficamente al valor numérico de la funcion derivada segunda, los demas solo

significan el signo de dicho real.
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Equipo 2

4 Los cuatro estudiantes que realizan esta actividad parece que significan graficamente
el signo del valor numérico de la funcion derivada segunda, aunque dos de ellos no
significan graficamente, en esta instancia, al valor numérico de la funcion derivada

primera.

Equipo 3

+ Los estudiantes que en la actividad anterior no habian significado gréaficamente al
valor numérico de la funcion derivada primera ahora si lo hacen. Podemos observar que

todos trazan la recta tangente al grafico de coeficiente angular 2.

+ Nuevamente encontramos que establecen una relacion entre el signo del valor
numérico de la funcién derivada segunda y la concavidad de ésta, pero no una relacion

entre el gréfico y el valor numérico mencionado.

Partesbyc

Equipo 1

4 A partir de las respuestas dadas por Santiago, Juan y Jimena a las dos preguntas
anteriores parece que han establecido una conjetura: a mayor valor numérico de la
funcion derivada segunda en x=a el gréfico de la funcion estard mas alejado de su recta
tangente en x=a en un entorno reducido de a. Observemos que la proximidad a la
tangente correspondiente del grafico de la funcion f es mayor que la de la funcion g
cuando f (x)>g “"(x) (parte c) y menor cuando f"(x)<g”(x) (parte d). Cuando los
estudiantes expresan “a mayor valor numérico de la funcion derivada segunda” estan
comparando dos reales positivos, tal vez por eso generalizan sin necesidad de tener en

cuenta el valor absoluto de dichos reales.

4+ Maximiliano continua conjeturando que el valor de f “"(x) dependerd de la
proximidad de (x,f(x)) al P.l. Observamos que en sus respuestas la funcion que tiene
menor valor numérico su derivada segunda en x=a es esbozada con un P.l. proximo a

(a,f(a)), en cambio la otra funcion no cambia la concavidad en el entorno dibujado.
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Equipo 2

+ Los tres estudiantes que realizan esta actividad parece que establecen una relacion
entre el signo del valor numérico de la funcion derivada segunda y su grafico: “a mayor
valor numérico de la funcién derivada segunda el gréfico de ésta sera méas “abierto (o

mas cerrado)”.

4 Ignacio y Sebastian parecen mantener la conjetura anterior, de la cual podemos
deducir una relacion entre el valor numérico de la funcidén derivada segunda y la

curvatura de esta.
Equipo 3

+ Aparecen el tipo de conjeturas que esperabamos.

+ A partir de los bosquejos realizados, en cuanto a la tercer condicion, parece que Ana
y Bonifacio asocian a mayor valor numérico de la funcion derivada segunda un grafico
“mas alejado” de la tangente en un entorno del real en cuestion. En cambio Fernando
aplica la relacion en forma inversa. O sea que podemos pensar que los tres han
establecido una relacion entre el grafico de una funcion y el valor numérico de la

funcion derivada segunda.

4 Los tres mantienen su conjetura inicial en la cual establecen una relacion entre el
valor numérico de la funcion derivada segunda y el alejamiento (concepto ya definido)

del gréfico de la funcion a la recta tangente respectiva.

+ Se plantean dos conjeturas opuestas: a mayor valor numérico de la funcion derivada
segunda mayor “alejamiento” de gréafico a la recta tangente respectiva; y a mayor valor
numérico de la funcidn derivada segunda “menor” alejamiento de gréafico a la recta

tangente respectiva.
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Parte d

Equipo 1 f /

Imagen 4 - e

!II

+ Todos parecen coincidir que en estas condiciones los gréficos de fy g estarian a igual

“proximidad” (como muestra el dibujo) de la recta tangente correspondiente.
Equipo 2

+ Los cuatro estudiantes que realizan esta actividad parece que asocian a igual valor
numérico de la funcion derivada segunda la misma “proximidad” a la tangente

correspondiente.

+ De los cuatro estudiantes que dan significado gréfico al valor numérico de la funcion

derivada segunda dos no se lo dan al valor numérico de la funcion derivada primera.

Equipo 3

+ En este caso ambas conjeturas coinciden, tienen este aspecto en comdn; a igual valor
numérico de las funciones derivadas segundas igual alejamiento de los gréficos a las

rectas tangentes respectivas.

+ Observemos que los tres estudiantes mantienen su conjetura inicial.
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Parte e

Equipo 1

+ Santiago y Juan mantienen su conjetura que el grafico es mas apretado cuanto mayor
es el valor numérico de la funcion derivada segunda. Parece que Lucia también adopta
esta conjetura en las Ultimas gréficas. EI concepto “més apretado” se corresponderia al
concepto ya definido “mas alejado” de la tangente respectiva y al concepto “mas

cerrado” que aparece luego.

+ Maximiliano parece mantener su conjetura que f ~"(a)>g “"(a) si (a,g(a)) esta mas

proximo a un P.1. que (a,f(a)).

Equipo 2

+ Ignacio y Sebastian parecen mantener su primer conjetura estableciendo una relacion

entre el valor numérico de f ""(a) y el gréfico de f en x=a.

4 Hasta este momento podriamos decir que la relacion que han establecido se podria
definir en términos de curvatura, dado que en todos los casos f “(a)=g “(a), lo que lleva a
que la relacion entre la curvatura de ambas funciones en x=a sea directamente

proporcional af “"(a) y g “"(a) respectivamente.

Observemos que el valor de la curvatura de una funcion en x=a depende de los valores
numéricos de la funcién derivada primera y de la funcion derivada segunda en x=a. Si al
comparar las curvaturas de dos funciones en x=a, las derivadas primeras en x=a de estas
dos funciones son iguales, la curvatura pasaria a depender, y en proporcion directa, solo

de los valores funcionales de las funciones derivadas segundas en x=a.

Sif’(a)=g(a)
(@) 9" @)

Ve (r@pf Vb @@)p?f

R

@) >

9"’ @)
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Equipo 3

4 Podemos observar que los estudiantes mantienen sus primeras conjeturas, hasta ahora
dos opuestas, aunque en el caso de Ana en esta pregunta no se logra diferenciar las

caracteristicas de su dibujo.

+ Dado que en todos los casos hasta aca presentados f “(a)=g “(a), las conjeturas que
han establecido los estudiantes las podemos plantear en términos de curvatura, en un
caso se estaria presentando una relacion directa entre el valor numérico de la funcion

derivada segunda y la curvatura de la funcién y en otro caso la relacion seria inversa.

Partesfyg

Equipo 1

4 Parece que tres alumnos ya han establecido una relacion entre el valor numérico de
la funcion derivada segunda y el gréfico de la funcion inicial, la cual abarca aspectos
mas amplios que solo considerar el signo de su concavidad. Ademas es interesante
observar que dos de ellos han establecido la misma relacion “a mayor valor numérico de
la funcion derivada segunda el grafico de la funcion es mas abierto en un entorno del
real”. El estudiante restante establecié que cuanto mas alejado de un P.I. esta el punto

(x,f(x)) menor sera f " (x).

Equipo 2

+ Los estudiantes que habian establecido una conjetura para interpretar graficamente la
comparacion entre f “"(a) y g “"(a) en el caso que f "(a)=g "(a) no dan muestras de si la

mantienen o si la descartan en el caso que f “(a)=g "(a).

Equipo 3

4 No podemos establecer aln si Fernando ha cambiado su conjetura inicial, pasando a
una similar a la de sus compafieros, o solo ha cometido un error inconsciente en su

dibujo respecto a su conjetura anterior.
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+ Parece que dos de los estudiantes mantienen sus conjeturas anteriores mas alla de que
en estas situaciones f “(a) sea distinta a g "(a). En estos casos ya no podemos establecer
estas conjeturas como relaciones directas entre el valor numérico de la funcion derivada
segunda y la curvatura de la funcion dado que esta Ultima también esta determinada por

el valor numérico de la funcion derivada primera.

ACTIVIDAD V

Equipo 1

4 Como esperdbamos los dos primeros items no parecen presentar dificultades a
excepcion de una estudiante que confunde la condicién del coeficiente angular con la

del término independiente.

4 En el tercer item todos coinciden al comparar valores numéricos de la funcion
derivada segunda en el caso en que ellos tienen distinto signo. En los casos que tienen el
mismo signo parece que los estudiantes se dividen en dos grupos, uno que a mayor
valor numérico de la funcién derivada segunda® le asocia un grafico mas alejado de la
tangente correspondiente en el punto en cuestion y el grupo que le asocia un grafico

menos alejado de dicha tangente.

+ Es interesante observar que Maximiliano ha debido considerar otra estrategia distinta
que la que utilizo en las actividades anteriores para resolver este Gltimo item dado que

en ninguno de los gréaficos se presenta un PlI.

+ Las respuestas dadas por Maximiliano a las preguntas que involucran valores
numeéricos de la funcion derivada segunda, con su nueva estrategia, coinciden en su
mayoria con las respuestas dadas por los estudiantes que habian realizado otras

conjeturas para responder las actividades anteriores.

® Creemos que no es planteado en términos de valores absolutos porque la secuencia en los casos no
triviales, para evitar distraer la atencién del objetivo principal, llevaba a comparar f"(a) y g”"(a) ambos
positivos.
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Equipo 2

4 Observamos que en los dos primeros item se plantean problemas al comparar los

valores numéricos de las funciones derivadas primeras.

+ En el tercer item todos coinciden en sus respuestas cuando f “(a)>0 y g ~"(a)<0 y

todos menos uno de los entrevistados en el caso que f "(a)=g ""(a) con f "(a)=g "(a).

+ Ignacio parece establecer una conjetura, aunque indica que no sabe si esté bien, en la
que establece una relacidon entre el valor numérico de la funcién derivada segunda y el
gréfico de ésta: “Se me ocurre que f “"(a) es mayor que g “"(a) porque el grafico es mas
abierto”. En los demas estudiantes no podemos determinar aun si han establecido alguna

conjetura dado que varian el tipo de sus respuestas de una situacion a otra.

Equipo 3

+ En los primeros dos items se presenta una coincidencia total de las respuestas de los

estudiantes.

4 Parece que en general las conjeturas de los tres estudiantes se han vuelto una,
estableciendo que a mayor valor numérico de la funcidn derivada segunda el gréafico de

la funcion estard més alejado de la recta tangente correspondiente.

+ Es muy interesante observar que Fernando no responde la primer pregunta, aunque
en las actividades anteriores mostré que tenia internalizada la relacion entre el signo del
valor numérico de la funcién derivada segunda y la concavidad de la funcion. Esto
puede deberse a que la creacion de conjeturas sobre el significado gréafico de f “"(a) ha
desplazado, por lo menos en el momento de responder esta pregunta, a los elementos

que antes formaban parte de su imagen del concepto.
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Analisis de los resultados a la luz de las consideraciones tedricas

» ¢Cual es el significado gréafico que dan los alumnos al valor numérico de la

funcién derivada segunda?

+ En una primera instancia los estudiantes entrevistados cuando se enfrentan a
preguntas que implican significar el valor numérico f ““(a) solo significan el signo de
éste relacionandolo con la concavidad (positiva o negativa) del gréafico de la funcion f en
x=a. Muestras de ello las hemos presentado al analizar las respuestas escritas de la
Actividad Il partes e y d, en las cuales realizan bosquejos de gréficos de funciones con
concavidades positivas 0 negativas. Otras muestras de la asociacion a este significado

las encontramos en las discusiones grupales:

# Subgrupo A del equipo 1

B Actividad 11 d

Lucia: Ah! Con f " tengo problemas.

Santiago: Me llevo mal.

Lucia: Me llevo mal. Se si es positiva 0 negativa si, pero después... no sé.

Juan: Pa, yo no sé, si es positiva seguro toda la recta (se refiere al gréfico de la
funcion) esta por encima de la tangente, sé que existe tangente, porque si es de clase
dos pero seguro que también es derivable, de clase uno, hay tangente y esta toda por
arriba. Como es la tangente no sé, pero... tiene una de estas formas.

Santiago: Si, yo mas o menos lo demostré de la misma forma. Con concavidad
positiva en dos, tomando 4. Pero no sé como traducirlo en un grafico. Yo hice esto

como haciamos el afio pasado pero no sé la diferencia en qué sera.
Podemos observar que estos estudiantes plantean un significado gréafico del valor

numérico de la funcion derivada segunda, pero en esta instancia se han dado cuenta

que no han significado al valor en si.
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Ademas, como analizamos en el capitulo 1V, las respuestas de los estudiantes en una
primera instancia, estan influenciadas por el tratamiento curricular que se ha realizado
del tema, tanto en los textos como en sus cursos, donde solo se significa graficamente al

signo de f ""(a) asociandolo a la concavidad de la funcién en x=a.

Cabe destacar lo expresado por un estudiante “Yo hice esto como haciamos el afio
pasado pero no sé la diferencia en qué serd”, podriamos deducir que la
fundamentacion de la regla es que ella fue aplicada el afio anterior, pero el estudiante
no presenta evidencias de que haya incorporado razones, en el sentido de Skemp, R.
(1976), que validen esta regla, por lo cual, en el mismo sentido, la podriamos

considerar una regla sin razones.

» Actividad Ill e
Lucia: Bueno el e... no puedo afirmar nada.
Juan: En el e puse: no puedo afirmar nada porgue son los dos del mismo signo.

En el caso que el signo de f ""(a) sea igual al de g “"(a) dan muestras de reconocer que
carecen de elementos para comparar los graficos de las funciones fy g en x=a. Lo que
no podemos deducir de este dialogo es si los estudiantes consideran que esta pregunta

no tiene respuesta, o que ellos no pueden dar una respuesta y no lo intentan.

P Actividad IV

Lucia: (risas) Qué problema con la concavidad!!!

Juan: A mi lo que me queda es que parece que no son funciones porque me quedan
medio asi, medio elipsongas...

Lucia: No, yo tuve problemas con la derivada segunda.
Cabe destacar que estos estudiantes aplican correctamente las técnicas de derivacion,

cuando se refiere a “problemas con la derivada segunda™ es en referencia al

significado grafico que se le pide que le asigne a ésta.
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» Actividad V

Lucia: Como que da la posibilidad que no sea posible compararlos, y yo al principio
pensé que las derivadas segundas nunca las ibamos a poder comparar.

Juan: En este caso tal vez.

Lucia: ... antes de la teoria de la chatura.

Juan: En esta como en la d, tal vez no se puedan comparar, por eso yo puse “parecen

iguales” (se refiere al valor numérico de las funciones derivadas segundas)

Cuando indican que tal vez no es posible comparar estos valores, se podria interpretar
que no estan considerando al valor numérico de la funcién derivada segunda como un
real, 0 a que nunca se vieron en la necesidad de establecer diferencias y similitudes
entre los graficos de funciones a partir del valor numérico de sus derivada segundas.
Dado que estos estudiantes han dado muestras de no estar dentro de la primer
interpretacién posible es que consideramos la segunda, y ello puede ser consecuencia
del tratamiento didactico que se ha realizado del tema, en el cual, como mostramos en
el capitulo de la componente didactica, nunca se presentan al estudiantes
significaciones graficas de f “"(a), ni casos de comparar comportamientos de los
gréficos de funciones a partir del valor numérico de la funcion derivada segunda.

Confirmando lo planteado en el parrafo anterior, el siguiente didlogo muestra la
influencia del tratamiento curricular del tema en las primeras respuestas de los
estudiantes. Cuando Juan dice “la sé pero...” se debe estar refiriendo a que puede
determinar la funcién derivada segunda de una dada pero nunca habian intentado
significar su valor numérico graficamente. También muestra de esta influencia es la
expresion “yo al principio pensé que las derivadas segundas nunca las ibamos a poder
comparar”, podemos interpretar que como nunca se presentaron en los cursos
situaciones que implicaran comparar valores numéricos (del mismo signo) de la

funcion derivada segunda nunca se presentaria esa situacion.

En el analisis del tratamiento curricular del tema derivadas que realizamos en el
capitulo 1V dimos muestras de la similitud que se presenta en el tratamiento del tema
entre distintos profesores y en distintos momentos. Esto puede llevar a que algunos de
los estudiantes crean que si sus docentes no les han ensefiado cierto item ellos nunca se

veran en la necesidad de usarlo, por lo tanto no es necesario aprenderlo.
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» Actividad IV

Juan: Es que en realidad con la derivada segunda como que mucho no se trabaja, o
sea la sé pero...

Lucia: Yo me di cuenta de que nunca me habian hecho estas cosas...

Juan: Ahi va... yo como que cuando lo estaba haciendo como que pensaba ¢y esto?
Lucia: Es més, yo al principio decia no puedo ver nada y al final...

Juan: Dijiste ta...

Lucia: No, claro, hay que pensar un poquito. No puede ser que ninguna se pueda
hacer..

Lucia: Claro.

Estos dialogos, como la actividad toda con los tres equipos, confirmé nuestra idea
inicial de que los estudiantes no se habian enfrentado anteriormente a problemas que
implicaran significar graficamente al valor numérico de la funcién derivada segunda.
Esto lleva a que las actividades planteadas relativas a ese aspecto hayan representado
realmente un problema y no ejercicios tipo que conllevan respuestas mecanicas de

repeticion.
# Subgrupo B del equipo 1
» Actividad Il parte d
Jimena: En la d la derivada segunda en 1 vale 4
Alejandro: Concavidad positiva
En este dialogo debemos resaltar que aunque hacen explicito el dato f “(a)=b, donde b
es un real dado, solo significan graficamente al signo de b pero no al real b en si.
* Equipo 1
> Actividad I1d, e.

Lucia: No, nosotros ahi tuvimos en cuenta que la concavidad fuera positiva, y en el

otro que fuera negativa.
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Nuevamente es evidente que en estos dos casos los estudiantes asignan, en esta
instancia, significado grafico al signo del valor numérico de la funcién derivada

segunda y no al valor numérico en si como lo pedia la actividad.

# Subgrupo A del equipo 2

B Actividad Il
Patricia: La derivada segunda te da la concavidad.
» Actividad Il d

Luciana: En 1 tiene concavidad positiva.

> Actividad Il e

Luciana: En 3 tiene concavidad negativa.

» Actividad V b

Patricia: Las derivadas segundas son iguales porque tienen las dos concavidad

positiva.

En forma similar a lo analizado en el equipo anterior, encontramos en este subgrupo
varias respuestas de las cuales podemos deducir que estos estudiantes frente
expresiones del tipo f “"(a)=b le asignan un significado grafico al signo de b,

asociandolo con la concavidad de f en x=a, pero no al valor de b.

# Subgrupo B del equipo 2

> Actividad I1d, e

Ignacio: Yo lo que le puse es una grafica de concavidad positiva y la e con
concavidad negativa.

Leticia: ¢En cualquier lado?

Ignacio: Si, con cualquier imagen.

B Actividad Il e, f

Ignacio: Y t4, la e no la pude contestar, la ey la f no las pude contestar
porque en los dos casos era la misma concavidad

Leticia: Las dos negativas...
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Sebastian: Si de Gltima lo que queda pensar es que acé la grafica es mucho
mas cerrada que aca.

Ignacio: Si, pero yo no se que es, porque no me lo dijeron.

Sebastian: Ta... pero si nos vamos a poner a discutir eso...

Ignacio: Esto no nos ensefio la profesora.

En una primer instancia parece que la regla que han establecido, que relaciona al
signo de f ""(a) con el gréafico de f en x= a, les permite resolver algunos de los
problemas planteados. En cambio, al intentar comparar f “"(a) con g “"(a), ambos de

igual signo, reconocen que la regla anterior no es suficiente.

* Equipo 2

> Actividad Ill ¢
Sebastian: Hay concavidad negativa en ese punto, pero no sé si es — 3
Ignacio: Claro, el valor numérico no sé que significa. El valor numérico -3 no sé

qué quiere decir en la gréfica.

= Equipo 3

» Actividad Il d

Ana: La derivada segunda vale 4 o sea que la concavidad es positiva. Puede ser
arriba del eje 0 abajo o ...

Entrevistadora: ¢Estan de acuerdo?

Fernando: Concavidad positiva pero no se si se puede ampliar a algo mas.

Entrevistadora: ¢Ustedes estan usando el dato que la funcion derivada segunda en 1
vale 4?

Fernando: No, que es positiva.

Ana: La concavidad es positiva.

Bonifacio: Se usa que es positiva.
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Entrevistadora: ¢Es lo mismo decir que la funcion derivada segunda en 1 es positiva
a decir que la funcion derivada segunda en 1 es 4?
Ana: No tengo mas herramientas.

Fernando: Yo no useé el dato que f ""(1)=4.

» Actividad Il ¢
Ana: Ahi hay concavidad negativa pero no sabemos.
Bonifacio: Hay concavidad negativa.

Ana: f”” es un valor negativo pero no se si es -3 0 -7.

De estos ultimos dialogos también se puede deducir que los estudiantes se han dado
cuenta que el significado grafico asignado en una primer instancia a f "’(a), signo de la
concavidad, no es suficiente para resolver algunas de las situaciones propuestas.
Ademas es interesante que los alumnos son concientes que la solucién que han
planteado no contradice los datos dados pero tampoco pueden asegurar que sea

correcta.

A partir de las evidencias presentadas en esta primer instancia confirmamos nuestra
consideracion inicial, que los estudiantes no darian, en una primera instancia,
significado gréfico al valor numérico de la funcién derivada segunda sino solamente
signo de este. El significado grafico dado por los estudiantes al signo de f “"(a) esta
relacionado con la concavidad de la funcidon f en x=a: los estudiantes asocian f ""(a)>0
con una funcién que en x=a tiene concavidad positiva; y si el real anterior es menor
que cero lo asociaran a una funcion que tenga concavidad negativa en x=a. En algunos
casos son consientes de que carecen de elementos para enriquecer el significado

grafico asociado a f ""(a) del cual estan haciendo jugar solo el signo.

Ademas cuando un estudiante intenta realizar una conjetura sobre el grafico de la
funcion f a partir de conocer f “"(a) otro compafiero le indica que ese concepto no fue
ensefiado por la profesora y deciden no discutirlo. Los estudiantes en una primera
instancia intentan resolver la actividad utilizando los conocimientos que han sido
validados en sus cursos, aunque ellos sean insuficientes para resolver la actividad. Al
percatarse de esta insuficiencia surgen algunas conjeturas, en un equipo parecen no

ser, al inicio, aceptadas facilmente por no estar avaladas por un docente.
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También cabe destacar como la componente didactica, desarrollada en el capitulo 1V,
influencia fuertemente las respuestas de los estudiantes. Los estudiantes intentan
responder las preguntas planteadas utilizando elementos trabajados en sus cursos de
matematicas y se asombran cuando son interrogados sobre aspectos de la funcién
derivada segunda que, como hemos presentado evidencias, no han sido tratados en sus

cursos.

+ En una segunda instancia, luego de cumplirse varias etapas de las actividades, los
entrevistados observan que pueden asignar un significado grafico al valor numérico de
la funcién derivada segunda que no depende solo del signo de éste, sino del valor en si.

Muestras de ello las presentamos en las siguientes transcripciones:

= Subgrupo A del equipo 1

» Actividad Il d

Juan: Yo lo que pense, pero més adelante, es que mientras méas grande sea el valor
numérico de la derivada segunda es como mas...

Lucia: Mas apretada.

Juan:... mas apretada. Yo pensaba en las parabolas, si tengo x* y tengo 3x? la 3x? es
mas apretada.

Lucia: Yo también.

Santiago: Claro, se aprieta mas contra el eje.

Juan: Claro.

Santiago: Yo pensé lo mismo. Se me ocurrié tomar un ejemplo, 2x%, hice la derivada
primera, la derivada segunda, me queda cuatro, claro para todos los puntos. En
definitiva es una que cumple eso, en definitiva si.

Juan: De Ultima ta, méas bien, funciones que lo cumplieran hicimos todos.

Juan: En la otra parte lo mismo

Santiago: Podria haber sumado cualquier cosa de grado uno...

Juan: Te hubiera quedado igual.

Santiago: ...me habria dado lo mismo.

Juan: Ahi va.
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Es interesante observar que la conjetura que han establecido sobre la relacion entre
f"(a) y el gréafico de f en x=a es la que esperdbamos. La relacion se puede enunciar,
utilizando los términos dados por los estudiantes como: ““a mayor derivada segunda en
x=0 el grafico de f se aprieta mas contra el eje Oy en un entorno de 0. En este caso
esta comparando dos reales positivos, por lo que al decir “mayor valor” coincide con
“mayor valor absoluto”. Observemos que en el ejemplo dado por los estudiantes el eje
es perpendicular a la recta tangente a los gréaficos en x=0, por lo tanto esta relacion se
puede plantear en términos de curvatura. Ademas, en este caso, se cumple la relacién
de proporcionalidad directa entre los valores numéricos de las funciones derivadas
segundas y las curvaturas de las funciones iniciales porque el valor numérico de la
funcion derivada primera en los ejemplos que presentan es 0, o sea que la curvatura, en
estos casos, esta directamente relacionada con el valor numérico de la funcion

derivada segunda en x=0.

» Actividad IV b

Juan: En el b tengo g por adentro.

Lucia: Ah, viste... yo ahi...

Juan: Yo tengo g por adentro porque es...

Santiago: Yo tomé que f estaba... estaba entre g y la recta...

Juan: Claro, entre g y la recta, por eso es que g es como mas apretada, como g ~* es
mayor es mas apretada la otra es méas achatada.

Lucia: Yo no lo hice asi.

Santiago: Es una interpretacién, pero en verdad tengo la duda, yo no sé si es asi
realmente...

Juan: Si f es de segundo grado es asi... de ultima...

Santiago: Porque si fuera la derivada primera es mayor que el otro es més...

Juan: Claro, lo ves al toque.

Santiago: ... es mas visible...

Juan: Yo segui el mismo razonamiento de la primera, si es mas apretada tiene mayor

derivada segunda.

Ahora este equipo pasa a comparar el grafico no con el eje sino con la recta tangente

al gréfico en el punto en cuestion. Aparecen los conceptos “apretada” y “achatada”,
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que luego intentaran definir. Observamos nuevamente la asociacion entre mayor valor

numerico de la funcion derivada segunda y mayor curvatura de la funcion inicial.

» Actividad V

Santiago: ... significa que f estd méas vertical que g.

Lucia: Pero eso lo da la derivada.

Juan: Eso te lo da la derivada primera.

Santiago: Si.

Lucia: La chatura te la da la derivada segunda.

Juan: Claro.

Lucia: A mayor chatura, mayor derivada segunda.

Juan: ... y si se cumple estd bueno, es un criterio, yo cuando voy a dibujar la
tangente...

Lucia: Yo lo primero que voy a ensefiar a mis alumnos es la chatura.

En este didlogo los estudiantes hacen explicita su conjetura ‘““a mayor chatura mayor
derivada segunda’, no olvidemos que han estado comparando reales positivos, por eso

no tienen en cuenta la relacion de “chatura’ para casos donde f “"(a)<O0.

# Subgrupo B del equipo 1

» Actividad Il d

Jimena: A mi me costo pila pensar esto.

Maximiliano: A mi también. El tema es esto, yo lo pensé asi: si f ""(1) = 4 quiere
decir que la derivada segunda...o sea, que ese punto no esta tan cerca de un punto de
inflexion como podria estar otro. Yo lo pensé asi.

Alejandro: Yo puse concavidad negativa y no puse mas nada.

Maximiliano: Estamos todos de acuerdo con que la concavidad es la misma, pero
como diferenciamos entre 4 y 2 por ejemplo?
Jimena: Claro, ni idea! Por el punto de inflexion...

Maximiliano: La idea es esa.
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Uno de los estudiantes plantean otro tipo de conjetura sobre la relacion entre f “"(a) y

el grafico de la funcion f. En esta conjetura el P. 1. jugaré un papel principal.

» Actividad 11l ¢

Alejandro: En la c si puede ser.

Maximiliano: No, par4 para.

Jimena: Yo le puse que no sabia.

Maximiliano: Para mi no.

Jimena: ;Por qué?

Maximiliano: f ~~ de 5 es un nimero demasiado alto respecto a la proximidad del
punto al punto de inflexion, por ahi cerca tenés un punto de inflexion.

Alejandro: Claro, claro.

Jimena: Pero es negativo ¢no?

Maximiliano: Claro, es negativo.

Jimena: Pero no sé... es negativo mira la concavidad.

Maximiliano: Si, si, si, estoy de acuerdo que es negativo.

Jimena: ya paso el punto de inflexidn, fijate que es en 5.

Maximiliano: Si, es negativo, eso lo puse ¢no? pero para mi tiene que ser mas chico
(se refiere “méas chico™ en valor absoluto) esta demasiado cerca del punto de
inflexion como para ser un 3.

Alejandro: Yo puse que puede ser ¢y vos?

Jimena: Yo puse que no puede ser, pero no sé porque no puede ser, fijate .........
Maximiliano: Yo estoy de acuerdo que es negativo, pero no ese valor

Alejandro: Puede ser, esta cerca....

Maximiliano: Esta muy cerca del punto de inflexion!!!

En este didlogo Maximiliano explica un poco mas su conjetura estableciendo una
relacion que podria explicitarse como ““a menor valor numérico de f “"(a) el punto en
cuestion esta mas préximo a un P. 1. Lo que no logra deducirse del dialogo es si sus

compafieros han comprendido su conjetura.
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= Equipo 1

» Actividad IV b

Juan: Acé nosotros pensamos la misma cosa.

Entrevistadora: ¢Los tres lo mismo por separado?

Juan: Si, los tres por separado y cuando nos juntamos habiamos pensado lo mismo.
La teoria de “La Chatura”, la teoria de la chatura... (se arregla en el banco como
aprontandose a presentar la teoria). Porque nosotros pensamos.... ademas los tres
pensamos el mismo ejemplo: una parabola. Mientras mayor es el coeficiente mayor
es la derivada...

Entrevistadora: ;Qué derivada?

Juan: La segunda. Cuanto mas es la derivada segunda mas apretada te queda (pone
los dedos pulgar e indice haciendo una U y los va cerrando) la funcion, los tres
pensamos lo mismo. Después como que siempre a mayor derivada segunda
haciamos como dibujos mas apretados (pone los dedos pulgar e indice haciendo una
Uy los va cerrando) que las otras.

Entrevistadora: Entonces estan dando una definicién: una funcion es mas apretada...
Risas.

Juan: Si, me gusto, definicion de “apretada”

Risas.

Juan: Pero también esta “la chatura”.

Entrevistadora: ;Qué?

Juan: Més “apretada” o menos “chata”. Una funcién es mas chata si tiene menor
derivada segunda.

Entrevistadora: Haceme la forma con la mano.

Deja los cuadernos y hace un movimiento con la mano que dibuja una forma
similara:

Juan: Cuanto mas “horizontal” (hace signos de comillas con las manos) quiere decir
que tiene menor derivada segunda.

Entrevistadora: ;Y eso quiere decir mas chato o0 menos chato?

Juan: Eso quiere decir mas chato. Y mas apretada es la otra. Hace una U muy
cerrada con los dedos.

Alejandro: Mas vertical.

Juan: Si, mas vertical.
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Alejandro: Cuando tiene mayor derivada segunda.
Entrevistadora: ;Y ustedes qué opinan de esto? Refiriéndose al otro grupo de 3.
Maximiliano: Yo acd no me habia dado cuenta, pero en el 5, no me acuerdo por qué,
también se me ocurrio eso...de que fuera... (pone los dedos pulgar e indice haciendo
una Uy los va cerrando)
Jimena: Ah si, ahora se cambi6 de bando.
Risas.
Maximiliano: No, en serio, lo tengo anotado, lo pensé en el 5 en todas las partes.
Risas.
Maximiliano: Siempre a mi me daba mayor, a ustedes menor, o al reves, pero la idea
era la misma.
Entrevistadora: ¢ Qué fue lo que pensaron ustedes?
Alejandro: Pensamos lo mismo, en la parébola, pero a menor abertura era menor la
derivada segunda.
Entrevistadora: ¢Qué es “abertura”?
Alejandro: Hace con un dedo la forma de una U.
Jimena: Lo mismo que ellos Ilaman “chatura” para nosotros es “abertura”.
Entrevistadora: ;Qué quiere decir que tenga menor abertura?
Jimena: Que es mas apretada...
Risas.
Jimena: Paré... para nosotros que tenga menor abertura es que es méas chata (hace
una U cerrada con los dedos).
Entrevistadora: Haceme la forma de una con mayor abertura.
Jimena: Es mas “chato” Hace con los dedos pulgar e indice una forma similar a

N —
Entrevistadora: Pero ¢se pueden poner de acuerdo?
Juan: Claro, es un problema de nombres, es la forma de llamarle.
Entrevistadora: No, estan diciendo algo contradictorio, hay una contradiccion entre
lo que dice cada grupo, no es solo los nombres. En estas condiciones no pueden
Ilegar a un acuerdo.
Jimena: Claro.
Juan: La parabola con mayor abertura es la x%, todas las demés van a quedar adentro
de esa. Coloca las dos manos formando una U y las va cerrando.

Lucia: Ahi va.
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Entrevistadora: ¢Esa es la pardbola de mayor abertura decis vos?

Juan: No, no...

Risas.

Juan: ...de coeficiente mayor a uno. Si te tomas una del tipo x*/1000 queda una cosa
asi (coloca ambas manos formando una U muy abierta\__ )

Santiago: Chatura tendiendo a cero.

Risas.

Santiago: Después vamos a aclarar si es algo mas o menos légico o es un bolazo.
Refiriéndose a la entrevistadora.

Risas.

Jimena: Tienen razén ellos, con mayor derivada segunda es menor la abertura.
Alejandro y Maximiliano: Si.

Entrevistadora: Pero podemos discutirlo, (refiriéndose a Jimena, Maximiliano y
Alejandro) si ustedes no estan de acuerdo y creen que era como ustedes lo habian
planteado...

Alejandro: No, no, esta bien asi.

El didlogo anterior muestra claramente el significado grafico que ha asociado este
equipo al valor numérico de la funcion derivada segunda. Cabe destacar la
coincidencia de los seis estudiantes en esta asociacion, aunque Maximiliano en una
primera instancia habia planteado su conjetura en términos de P. I., pero como en la
Actividad V las funciones no presentan P. |. cambia su estrategia pasando a considerar

una nueva conjetura que es similar a la que han planteado sus comparieros.

La conjetura que ha planteado este equipo es la que esperabamos, aunque al hablar de
“menor’” o ““mayor” no aclaran que es en valores absolutos, esto puede ser porque en
la actividad solo se comparan valores numéricos positivos de las funciones derivadas

segundas.

También es interesante destacar que el significado gréafico que han asociado al valor
numérico de la funcidn derivada segunda, aunque hayan intentado definirlo, esta
planteado en términos de conjetura, dado que indican que luego esperan aclarar si es

I6gico o un ““bolazo”.
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Debemos observar que este equipo ha expresado razones que avalan sus conjeturas,
razones estas discutidas por todos los integrantes y aceptadas como validas. Por lo
tanto consideramos que la regla que han establecido es una regla con razones, y que su

practica de resolucion del problema ha generado un entendimiento relacional de éste.

Ademas consideramos que han logrado visualizar el problema planteado, porque,
basdndonos en las concepciones de Zimmermann y Cunningham (1991) sobre
visualizacion, planteadas en el Capitulo 11, hemos presentado evidencias de que los
estudiantes de este equipo han formado imagenes mentales, las cuales han llevado al
papel, que les han permitido descubrir y entender los conceptos matematicos en juego.
También nos basamos en las concepciones sobre este tema de Cantoral y Montiel
(2003), y también presentamos evidencias de que estos estudiantes han dado muestras
de generar la habilidad para representar, transformar, generar, comunicar,
documentar y reflejar informacion visual en el pensamiento y el lenguaje. De lo
anterior creemos que la visualizacién de la situacién planteada les ha permitido

resignificar el concepto en juego.

# Subgrupo A del equipo 2

» Actividad V b

Luciana: Yo puse mayor (la derivada segunda) la de f porque... (risas) es mas
grande.

Gaston: Como mas abierta?

Luciana: Claro. Si.

Gaston: Yo también puse eso, es mas abierta.
Es interesante observar como este subgrupo, de estudiantes que acaban de terminar

secundaria, se plantea una conjetura similar a la del equipo de estudiantes que cursan

niveles terciarios; y ademas, la conjetura planteada es la que nosotros esperabamos.
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# Subgrupo B del equipo 2

» Actividad IV b

Ignacio: La b, la misma imagen

Leticia: Si.

Ignacio: La misma tangente...

Leticia: Si, pero no sé como ponerlas, ¢una mas arriba?

Ignacio: Si, por un pélpito...

Sebastian: Yo me di cuenta de eso pero después...es como mas grande...

Ignacio: Si, como la concavidad, mas grande...

> Actividad V e

Ignacio: Y la derivada segunda...

Sebastian: ...es mayor la de f.

Ignacio: Yo puse que es mayor la de f porque era mas abierta.

Sebastian: Yo puse por lo mismo, porque era mas grande.

Ignacio: Yo recién aca me di cuenta, porque de las concavidades no tenia ni idea.

Sebastian: Yo también.

P Actividad V h
Ignacio: Y la derivada segunda es mayor la que estd mas abierta.

En ambos subgrupos del equipo se presenta la conjetura esperada, conjetura ésta que
se ha formulado también en los dos equipos analizados: a mayor valor numérico de la
funcién derivada segunda el gréafico de la funcidon es més “abierto”. Es necesario
marcar la no intervencion de Patricia y Leticia en los respectivos dialogos, en el cual
sus compafieros hacen explicita la conjetura que relaciona al valor numérico de la
funcion derivada segunda con el grafico de la funcion inicial. Por lo anterior es que,
hasta esta instancia, no contamos con elementos para conocer el significado gréafico
que han asignado estas dos estudiantes al valor numérico de la funcién derivada

segunda, en el caso que lo hayan asignado.
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= Equipo 2

B Actividad Il ¢
Sebastian: Hay concavidad negativa en ese punto, pero no sé si es — 3
Ignacio: Claro, el valor numérico no sé que significa. El valor numérico -3 no sé

qué quiere decir en la gréfica.

» Actividad 111 f
Ignacio: No lo puedo contestar, porque en ambos casos es positiva la concavidad,

esta en que una gréfica sea méas abierta que la otra, no sé que quiere decir.

En estas respuestas encontramos indicios de que estos estudiantes reconocen que los
conceptos ““concavidad positiva”, ‘““concavidad negativa” son insuficientes para
responder las preguntas aqui planteadas. Ignacio hace explicito que no asigna
significado grafico al valor numérico de la funcién derivada segunda aunque ya ha
dado muestras de que si lo asigna a su signo. En estas primeras respuestas aparecen

algunas palabras que podemos vincular a las conjeturas de los otros equipos.

» Actividad IV b

Ignacio: La misma imagen y la misma tangente y las dos gréficas que...(hace
movimientos con los hombros como diciendo ““no sé...”)

Sebastian: Algo hice, para diferenciar la derivada segunda, que una era mayor que la
otra y més abierta la concavidad (hace con los dedos indice y pulgar la forma de
una parébolay los abre y cierra intentando mostrar ““cambio de concavidad™)
Entrevistadora: ;Qué opinan de eso?

Ignacio: Yo lo puse al azar, puse dos graficas una mas abierta que la otra, pero no sé

cuél es més abierta que la otra, tal vez son iguales.

Ignacio: (Hace movimientos de hombros como “‘no sé...) No se, capaz que Si €s mas
abierta en vez de ser mas mayor el valor numérico es menor, cuanto mas abierto

menor valor numérico.

Sebastian: Yo puse que cuanto mayor sea la derivada segunda (hace con los dedos

indice y pulgar la forma de una parabola y los abre y cierra intentando mostrar
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*“cambio de concavidad’), mas abierta va a ser la grafica, pero, ¢por qué?, no se....

porque me parecié nomas.

Podemos observar que un estudiante hace explicita su conjetura, igual a la planteada
en los otros equipos, aunque destaca la carencia de bases para ella. El otro compafiero
comparte la conjetura aunque también da muestras de considerarla sin fundamentos.
Lo interesante que debemos destacar es que aunque ellos dan muestras de considerar
su conjetura poco solida, la base de sus dudas estan en si la relacién se establece entre
“grafico mas abierto” y mayor valor numérico de la funcion derivada segunda o entre
“grafico mas abierto” y menor valor numérico de la funcion derivada segunda. O sea
que si consideran que existe una relacion entre el valor numérico de la funcién
derivada segunda y la “abertura” del grafico de la funcion inicial, aunque no pueden

determinar si esta relacion es directa o inversa.

» Actividad V e

Ignacio: La derivada segunda...

Sebastian: Lo mismo.

Ignacio: Si, es la misma discusion.

Entrevistadora: Entonces ¢cuél les parece que seria mayor?

Sebastian: La derivada segunda de f.

Ignacio: jjYo me la jugué a que era la de f !!

Risas

Ignacio: Pero porque se me cant6 (antojo).

Entrevistadora: O sea que estan manteniendo que a mayor valor numérico de la
funcion derivada segunda...

Leticia: Es mas abierta (hace con los dedos indice y pulgar la forma de una
parédbola y los abre y cierra intentando mostrar ““cambio de concavidad™)

Ignacio: Es més abierta.

» Actividad V f

Entrevistadora: ¢ Continian manteniendo el mismo criterio?

Sebastian: Lo mismo, f es mas abierta.

Entrevistadora: ¢(Qué relacion estan planteando entre el gréfico y la derivada

segunda?
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Ignacio: (con las dos manos forma una U y cierra y abre las manos) Que la
concavidad es mas abierta 0 méas cerrada.

Entrevistadora: ¢;En relacion a qué?

Ignacio: A un entorno.

Entrevistadora: Que f tenga mayor derivada segunda que g en un real quiere decir
que...

Ignacio: Que la gréfica de f....

Leticia: Es mas abierta.

Ignacio: Ahi va, que es mas abierta que la de g.

En ésta etapa el equipo hace explicita la conjetura que ha establecido, similar a la del
equipo anterior: que a mayor valor numérico de la funcion derivada segunda el grafico
de la funcidn inicial es méas “abierto”. La diferencia con el equipo anterior es que éste
no plantea en el concepto “abierto” que exista una relacion entre el grafico de la
funcion y la recta tangente en el punto a considerar, sino solo la relacion con las

parabolas de distinto coeficiente principal.

Debemos destacar que en este equipo, a diferencia del anterior, no se presentan
razones relacionales que avalen la conjetura planteada. Las razones expresadas son
del tipo “por un pélpito”, “Pero porque se me cant6™, “Yo me la jugué a que era la de
f”, de lo que no podemos asegurar que se haya realizado un entendimiento relacional
del tema, sino que mas bien podriamos creer que se ha realizado un entendimiento

instrumental. Han generado una regla sin razones.

= Equipo 3

B Actividad Il ¢

Fernando: la derivada segunda debe ser un poco grande en valor absoluto, porque la
tangente ... porque el gréfico esta casi pegado a la tangente....

Bonifacio: ¢Por qué?

Fernando: ...y eso indica... que la concavidad... Yo hice una actividad con la funcion

cuadrética, ir viendo el coeficiente y ver que pasa con el gréfico, si el grafico estd
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maés abierto o0 mas cerrado (hace con los brazos la forma de una parabola y los abre
y cierra).

Bonifacio: ¢Vos dijiste que para valores chicos se abre?

Fernando: Si, se abre mucho.

Bonifacio: Yo habia pensado una conclusion similar a ésta. La derivada segunda de
una funcion polindmica de segundo grado es el coeficiente del termino de mayor
grado.

Fernando: El coeficiente principal claro.

Bonifacio: La derivada segunda de 8x* te da 8, no 16.

Fernando: A claro, es el doble del coeficiente principal.

Bonifacio: Y de ¥ x* te da 1. Mas chica la concavidad, se abre mas.

Fernando: Cuénto mas cercano a 0 se abre mas. Se parece mas en el punto el grafico
a la tangente, en un entorno de 0 ¢no?. Por eso no puede ser —3, porque aca la
tangente esta casi pegada al gréfico..., cuanto mas pegada esté la tangente al gréfico,
la concavidad es més pequefia... en valor absoluto.

Fernando: El valor de la derivada segunda que sea mas grande o mas chico no solo
el signo se refiere a esto (abre y cierra manos en U).

Entrevistadora: ¢Qué opinan?

Bonifacio: Me quedé pensando: para esas parabolas, aunque parezca mas curva la
parte de abajo que las ramas, tiene la misma concavidad siempre, la derivada
segunda tiene el mismo valor la derivada segunda de x* es 2.

Fernando: Ah, claro, te entiendo... es constante.

Bonifacio: Es igual en el codito de abajo que en las ramas. Echa un poco por tierra
lo que dice él. Decia que si la curva estda muy pegada a la tangente, el valor de la
derivada segunda es muy chico, y esto demuestra que no es asi.

Fernando: Bueno, para una misma tangente, si es valido. Si te situds en una misma
tangente si se cumple lo de més abierto o més cerrado, es para una tangente, si la
tangente varia ya no se cumple.

Ana: La funcién x? tiene siempre la misma derivada segunda, pero en un entorno del
veértice se aleja mas rapido de la tangente, y en el mas infinito, se pega mas...
Fernando: Si, si. Por eso. Son distintas tangentes. Yo estaba pensando en 0, una

concavidad en un punto y para una misma tangente.
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Dibuja en el pizarrén:

Imagen 5 X2

Fernando: Para valores mayores: A a X2

Imagen 6

a>1

>

Fernando: Yo siempre estaba hablando aca (x=0) una sola tangente, para mayores
valores de “a”, el gréafico de la pardbola se aleja més de la tangente. Si consideras

otra para valores de “a” menores que 1, el grafico de la pardbola se acerca mas a la

tangente.
A 2
Imagen 7 ax
2
2

bx a>1

b<1
—

B Actividad IV a
Ana: Tiene una concavidad positiva, otra negativa y comparten la tangente.
Fernando: Yo hice claramente que una esté mas separada de la tangente que la otra.

Eso era la clave, siempre hablando en valor absoluto. Miré no solamente el signo
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sino el valor que nos esté indicando algo sobre el gréfico. La de g seria la que en
valor absoluto es mayor, la derivada segunda, por eso su grafico estd mas separado

de la tangente.

» Actividad IV e

Ana: Una esta mas... no sé como llamarle... més cerrada o mas abierta... la que esta
maés arriba esta mas (hace con lamano: ~__ __— ), laotra (hace con la
mano: \/).

Fernando: Si, si, g estd mas alejada de la tangente. Estan comparando siempre para

una misma pendiente.

»Actividad IV f
Fernando: Acé yo hice algo... pero ahora tengo mas herramientas. Yo hice la g méas

separada, pero ahora como tienen distinta pendiente no sabria qué decir.

Podemos observar que en una primera instancia este equipo establece una conjetura
similar a la planteada por los otros dos equipos. Cabe destacar que en forma individual
varios estudiantes plantean en términos generales una conjetura similar a la conjetura
esperada, y luego de los tres equipos surge dicha conjetura. En este equipo se ha
planteado en términos de: a mayor menor numérico de la funcién derivada segunda, en
valor absoluto, el gréafico de la funcion se “pega’ mas a la tangente. Pero luego, en la
discusion, observan que ella no es valida en todos los casos y que también entra en
juego en esta relacion la recta tangente, el coeficiente angular de ella, o sea el valor

numérico de la funcion derivada primera. Reformulan su conjetura planteandola

similar a: si f “(a)=g (@) y |f"(@)>

g"(a)| el gréfico de la funcion g estara mas

““pegado” a su recta tangente en x=a que el gréfico de la funcién g a la suya.

Cabe destacar que en esta instancia el equipo ha enriquecido el significado gréafico
dado al valor numérico de la funcién derivada segunda. Este es el Unico equipo que,
aunque en principio haya establecido una conjetura que podemos describirla en
términos de curvatura, en la discusion posterior se rompe la posible referencia a la

curvatura dado que reconocen que la conjetura inicial no es valida si f “(a)=g “(a).
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De las evidencias presentadas podemos deducir que los estudiantes de este equipo han
generado una regla con razones y un entendimiento relacional del tema en discusion.
Las razones generadas surgen luego de argumentaciones, contraejemplos, discusiones

y validaciones por parte del equipo.

En éste equipo es evidente que han logrado visualizar la situacién planteada, que han
podido convertir informacion del registro grafico a otros y viceversa. La visualizacion
de los distintos conceptos involucrados fue clave al momento de definir la conjetura

final, dado que ella permitié establecer las primeras, presentar contraejemplos, etc.

En base a las evidencias planteadas a modo de resumen en respuesta a la pregunta que
nos planteamos consideramos que los estudiantes entrevistados en una primer instancia
frente a una actividad que implica significar graficamente al valor numérico de la
funcion derivada segunda solo significan el signo de dicho valor. Esta significacion
gréfica estd dada por la relacion entre el signo del valor numérico de la funcion
derivada segunda y la concavidad del grafico de la funcion inicial en el punto en

cuestion.

En etapas posteriores los estudiantes enriquecen este significado gréafico al pasar de
significar solo al signo de f “"(a) a significar al real f “"(a) en si. En los tres equipos se
ha presentado la misma conjetura, ésta relaciona al valor numérico de la funcion
derivada segunda en x=a con la “proximidad” del gréfico de la funcién inicial a la
recta tangente en x=a, la podriamos enunciar como: Si f “"(a)>g ~"(a)>0 entonces el
grafico de g estara mas “préximo” su recta tangente en x=a que el de f a la suya.
Luego uno de los equipos observo que esta relacion solo era verdadera en el caso que
el valor numérico de las funciones derivadas primeras en el real dado fueran iguales.
La conjetura anterior se transforma en otra que podemos enunciar: Si f ""(a)>g "~ (a)>0
y f "(@)= g "(a), entonces el gréafico de g estara mas “proximo” su recta tangente en

x=a que el de f a la suya.

Se destacan algunas diferencias entre el equipo formado por estudiantes de secundaria
y los formados por estudiantes de nivel terciario en cuanto al tipo de reglas usadas y el
tipo de aprendizaje realizado. En el primer caso los estudiantes expresan distintas

reglas sin razones en el sentido de Skemp (1976) y, como ya hemos presentado al
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analizar su equipo, dan muestras de realizar un entendimiento instrumental del tema.
En cambio en los otros equipos se presentan evidencias de aprendizajes relacionales
del tema, y las reglas que aplican son en su mayoria reglas con razones, en el sentido
de Skemp (1976).

También consideramos diferencias en la visualizacién de la situacion planteada en los
distintos equipos. En los equipos 1y 3, y algunos estudiantes del equipo 2 han dado
muestras, las cuales hemos presentado en este capitulo, de visualizar el nuevo
concepto, o los nuevos aspectos de un concepto que ya ‘““conocian”. Al realizar esta
afirmacion estamos considerando que las evidencias presentadas dan muestras de que
los estudiantes han representado, transformado, generado, comunicado, documentado y
reflejado informacion visual en su pensamiento y lenguaje; aspectos estos requeridos
en la definicion de visualizacion dada por Cantoral y Montiel (2003), en la cual nos
basamos, que desarrollamos en el Capitulo Ill. En cambio de las entrevistas no
podemos deducir que todos los integrantes del equipo 2 han logrado visualizar el

concepto en juego.

» ¢ Cual es el papel que juegan las definiciones del concepto, y/o la imagen del
concepto, cuando los alumnos se enfrentan a actividades que ponen en
juego el significado grafico del valor numérico de la funcion derivada
segunda?

# Subgrupo A del equipo 1

» Actividad Il a

Juan: Claro. La primera esta mal.

Lucia: Falsa

Juan: Seguro que es falsa. La segunda...

Lucia: Falsa.

Juan: Claro, yo puse que puede ser y es por el mismo motivo falsa.

Lucia: Pero, ¢por qué pusiste que puede ser?
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Juan: Y yo pen... en realidad me parecié que... estaba pensando que...concavidad
positiva....entendés? Hacia abajo... (Hace gesto con la mano formando una “U”
invertida)

Lucia: Ah!!

Juan: Estaba asociando carita carita...

Lucia: ¢A vos también te pasé lo mismo?

Santiago: No, yo acé puse que no.

Juan: ...carita triste con concavidad positiva. Pero no, esta bien, estoy de acuerdo...
S: Claro, yo aca puse que no. Es un intervalo donde la funcion tiene concavidad
positiva.

J: Ahi va...

Es notorio que la imagen del concepto evocada por Juan estd relacionada a una

asociacion muy comun ensefiada por algunos docentes y aplicada por varios alumnos:

concavidad positiva «» carita feliz
concavidad negativa «» carita triste .

Cabe creer que en las respuestas dadas en una primera instancia surgen de la
aplicacion de una regla sin razones, donde no entra en juego la definicion del concepto,
porque si asi fuera no hubiera habido confusién en la relacion establecida entre el
concepto y su representacion grafica. Cuando una compafiera le hace ver su error el
estudiante inmediatamente lo reconoce y, justamente por haber aplicado una regla sin
sentido creemos que al confrontarla en forma mental con la definicién es que puede

desecharla tan rapidamente.

De la explicacion dada por el estudiante del por qué de su primer respuesta se
desprende que para contestar la pregunta ha consultado su imagen asociada al
concepto “concavidad™ y no la definicion de dicho concepto. De aqui que, basdndonos
en la clasificacion dada por Vinner (1991) que presentamos en el Capitulo IlI,
consideramos que este tipo de proceso intelectual se encuentra dentro del caso 4:

respuesta intuitiva.
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Podemos observar que cuando su compafiera confronta la respuesta dada por Juan este
realiza otro tipo de proceso intelectual, el cual se puede considerar dentro del modelo 5
que hemos agregado a los cuatro modelos de pensamiento planteados por Vinner
(1991), dado que el alumno se ve enfrentado a que la primer respuesta dada al
consultar su imagen del concepto no es correcta, consulta entonces la definicion,

modifica la imagen del concepto y da una nueva respuesta a la situacion planteada.

B Actividad V

Juan: Si, pero de hecho si vos miras en el punto... también consideras... no solo el
punto.

Lucia: Todas las derivas son un limite, asi que...

Juan: También la podés aproximar por una recta si queres.

Lucia: Seria en un entornito....

Santiago: La derivada segunda.

Lucia: Es el limite de f “ (x) menos f “(a) sobre x menos a, no es en el punto.

Juan: Ahi va, vos estas hablando de un limite, es en un entorno.

Santiago: Recién me doy cuenta que nunca consideré la definicion de limite para
hacer la derivada.

Juan: Yo tampoco.

Dos alumnos del subgrupo hacen explicito que no han recurrido a la definicion de
limite para hacer la derivada. Suponemos entonces que lo que ha consultado para
resolver las situaciones planteadas es su imagen asociada al concepto, la cual ha sido
suficiente para resolver varias de las situaciones planteadas en cuanto a la funcion
derivada primera. Dado que la imagen asociada al concepto en juego es suficiente para
resolver las situaciones planteadas no se hace necesario, para los estudiantes en esta

instancia, consultar la celda de la definicion de este.

% Subgrupo B del equipo 1

> Actividad 111
Jimena: La primera puse: no puede ser porque en —3,8 ahi la concavidad en negativa

Maximiliano: Aha!ll
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Jimena: Si, ahi la concavidad es negativa

Maximiliano: Claro!!!! A claro, claro, yo me equivoqué, en vez de negativa puse
positiva, pero quise poner eso. Claro!!!!

Jimena: Yo le puse que no.

Alejandro: Totalmente, yo le puse que puede ser, pero nada que ver.

En este subgrupo se presenta una situacién muy similar a la dada en el subgrupo
anterior, dos estudiantes asocian la representacion grafica de una funcion con
concavidad negativa en x=a con f “~"(a)>0. Suponemos que han respondido luego de
haber consultado exclusivamente su imagen asociada al concepto ““concavidad”, luego
cuando una compariera les hace presente su error modifican inmediatamente su imagen
del concepto. A igual que planteamos en relacion al subgrupo anterior, creemos que la
definicion del concepto “concavidad negativa™ no fue consultada al dar las primeras
respuestas, sino muy probablemente no hubieran sido erroneas, y si lo fueran los
estudiantes hubieran tenido herramientas para defender su primer respuesta, en cambio
podemos observar que no la defienden, sino que por el contrario, reconocen

inmediatamente su error.

De lo anterior es que nuevamente creemos poder diferenciar dos instancias distintas
respecto al tipo de proceso intelectual puesto en juego basandonos en la clasificacion
dada por Vinner (1991). En primer lugar consideramos que se realiza un proceso
intelectual se encuentra dentro del caso 4, respuesta intuitiva; y luego podemos

considerarlo dentro del modelo 5 que hemos agregado.

= Equipo 1

> Actividad | 2

Juan: En la segunda cuando es creciente

Jimena: Cuando crecia

Lucia: Cuando “shh” (mueve el dedo de abajo hacia arriba)

Alejandro: Donde la tangente es positiva

Podemos ver como Lucia verbaliza aspectos de su imagen asociada al concepto

“funcion creciente”. Es claro que al responder esta pregunta no utilizé la definicion del

- 240 -



Capitulo VI

concepto sino que fue suficiente con consultar la imagen asociada a él, de ahi que no se

viera en la necesidad de consultar la definicion de este.

Este es otro de los procesos intelectuales que creemos que forman parte del caso 3,
respuesta intuitiva. Lo anterior indica que solo consultando la imagen del concepto el
estudiante ha podido dar una respuesta que le parecié satisfactoria del problema, esto

hace que no necesite recurrir a la definicién del concepto en juego.

B Actividad | 3

Juan: Aca hubo un problema de interpretacion: habia que marcar donde f ~ fuera
positiva, ellos lo hicieron bien, y yo hice al revés, marqué donde era negativa
Entrevistadora: ;Y que zona habia que marcar?

Juan: Cuando era... (con el dedo hace como una parébola de concavidad positiva)

Como ya habiamos planteado antes, en relacién al cambio de respuesta dado por Juan,
el estudiante ha modificado, al interactuar con sus comparieros, la imagen asociada al
concepto ““concavidad positiva™, en la cual se encuentran aspectos sobre la *““forma” de

los graficos que cumplen esa condicion.

» Actividad IV b

Juan: La segunda. Cuanto mas es la derivada segunda mas apretada te queda la
funcion (pone los dedos pulgar e indice haciendo una U y los va cerrando), los tres
pensamos lo mismo. Después como que siempre a mayor derivada segunda
haciamos como dibujos més apretados (pone los dedos pulgar e indice haciendo una
Uy los va cerrando) que las otras.

Entrevistadora: ¢Y eso quiere decir mas chato o menos chato?

Juan: Eso quiere decir mas chato. Y maés apretada es la otra (hace una U muy
cerrada con los dedos).

Alejandro: Mas vertical.

Juan: Si, mas vertical.

Alejandro: Cuando tiene mayor derivada segunda.

Entrevistadora: ;Y ustedes qué opinan de esto? Refiriéndose al otro grupo de 3.
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Maximiliano: Yo acd no me habia dado cuenta, pero en el 5, no me acuerdo por qué,
también se me ocurrio eso...de que fuera... (pone los dedos pulgar e indice haciendo

una U y los va cerrando)

Los estudiantes dan evidencias de haber generado una nueva imagen asociada al
concepto valor numérico de la funcién derivada segunda, la cual contiene aspectos de
significacion gréafica. Es interesante destacar que los alumnos, primero en forma
independiente, y luego en equipo han generado imagenes asociadas a este concepto que

al verbalizarlas parecen muy similares.

»Actividad IV e

Juan: f es més chata, paralela pero méas chata.
Jimena: Voy entendiendo tu chatura.

Risas

Entrevistadora: ;Comparten todos?

A coro: Si.

Jimena: oy entendiendo tu criterio de chatura.

Podemos destacar que Jimena expresa que va comprendiendo el nuevo concepto,
“chatura’, cuando va enriqueciendo la imagen asociada al concepto, dado que con
anterioridad Juan ha dado una seudo definicion del concepto pero recién, al presentar
mas ejemplos, es que Jimena indica “Voy entendiendo tu criterio de chatura”.
Podriamos deducir que para que los estudiantes sientan que han “‘entendido” un

concepto es necesario tener una rica imagen de él mas que solo conocer su definicion.

b Actividad V b
Maximiliano: Ahora se me ocurri6 aca, ahora me parecié mas claro en el caso b, el

tema de la chatura. La derivada segunda, viene a ser la derivada primera de la
derivada primera, a mi se me ocurrié ver como que los empinamientos, a ver si me
explico: los empinamientos de las rectas tangentes en los puntos son mucho... las

que tienen la forma méas chata son mas empinadas que las otras.

Por primera vez se hace explicita una seudo definicion de funcién derivada segunda, y

junto a ella la puesta en palabras de imagenes asociadas al concepto derivada primera,
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esta combinacion parece haber ayudado al estudiante a significar graficamente al valor
numeérico de la funcion derivada segunda. Creemos que el proceso intelectual que ha
realizado el estudiante en esta instancia lo podemos ubicar en el caso 3 del esquema de

Vinner (1991): Interaccion entre definicion e imagen.

P Actividad V
Jimena: Yo razoné la derivada es la pendiente de la tangente en a. La derivada

f(x) - f(a)

X—a

primera de una funcion es hacer

Maximiliano: El limite.

Juan: El limite de eso.

En este dialogo Jimena hace explicita la utilizacion de una seudo definicion de
derivada primera en x=a, ademas muestra relaciones entre este concepto y otros que

pueden estar presentes en la imagen asociada a dicho concepto.

Era de esperar que la celda de la imagen asociada a conceptos que los estudiantes ya
habian trabajado no estuviera vacia, muestras de ello hemos dado en las anteriores
transcripciones, pero no asi la asociada al concepto que implica la representacion
grafica del valor numérico de la funcion derivada segunda. Entonces, dado que los
estudiantes no han dado indicios de utilizar muchas de las definiciones involucradas, y
han hecho explicita la no utilizacion de otras, es que consideramos que la imagen
conceptual asociada a lo conceptos ya conocidos, que se ha puesto en juego ha sido
suficiente, en la mayoria de los casos, para resolver las situaciones que les hemos
planteado. En cambio, frente a la asignacion de significado gréafico al valor numérico
de la funcion derivada segunda, su imagen del concepto ““concavidad” no era suficiente
para resolver la problematica, muestras de ello hemos presentado en el analisis de la
primer pregunta de investigacion. Esto ultimo ha llevado a que los estudiantes
modificaran su imagen asociada a este concepto generando un nuevo concepto del

cual, en algunos casos, han intentado dar una definicion.

Creemos que en los casos que los alumnos han dado muestras de dar respuestas

consultando solo la imagen asociada al concepto “concavidad” y luego, frente a
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confrontaciones de compaiieros, cambian inmediatamente la respuesta, representan
situaciones donde se ha realizado un aprendizaje relacional del concepto, que luego,
tal vez con el paso del tiempo y su utilizacion mecénica, se convirti6 en un
conocimiento instrumental, pero, frente a una pequefia reflexion del tema se hace
presente el primer tipo de aprendizaje dado que es mas duradero e internabilizable por
las relaciones que establece con otros conceptos.

# Subgrupo A del equipo 2

» Actividad IV

Lucia: Ta, yo qué sé... lo mismo... de las concavidades y el crecimiento ... capas que
esta todo mal.. no sé, en 3 las funciones decrecen ;no? y en 3 tienen concavidad f
negativa y g positiva, ¢no? ;Les parece? ;Ese es el dato que da? Y con las otras lo
mismo. Observo las imagenes, si decrece o crece y las concavidades, si es positiva 0

negativa.

Podemos observar que al leer “f "(3)=g "(3)=-2” la estudiante no consulta las
definiciones de los conceptos involucrados: funcion, imagen, derivada primera, etc,
sino la imagen asociada a dichos conceptos, y esta imagen contiene funciones
decrecientes. Lo mismo ocurre con “f (3)=-4 y g "(3)=8", consulta la imagen
asociada a los conceptos en juego la que contiene elementos referidos al gréafico de
funciones con concavidad negativa, y con concavidad positiva. Nuevamente la imagen
asociada a los conceptos en juego le permiten resolver la situacion sin necesidad de
consultar la definicién. Nuevamente estamos frente a un proceso intelectual que se
puede considerar dentro del caso 4 de los propuestos por Vinner (1991): respuesta

intuitiva.

B Actividad V ¢

Gaston: ;Y en la segunda (derivada segunda) qué pusiste?

Luciana: f menor que g.

Gaston: ¢Por? Si tienen concavidad positiva.

Patricia: Pero esto como que tiene intermedia, estoy media confundida, hay
negativa, hay positiva y no se si hay otra...
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Luciana: No, no puede haber.

Patricia: Estoy media confundida.

Es interesante destacar en estas intervenciones de Patricia la aplicacion de reglas sin
razones, hasta ahora la imagen conceptual asociada a ‘‘concavidad positiva”
““concavidad negativa” habia sido suficiente para resolver los problemas planteados, al
enfrentarse a esta nueva situacion parece modificarse esta imagen conceptual
incorporando imagenes de “‘concavidades intermedias” basandose en reglas sin

ninguna razon aparente.

% Subgrupo B equipo 2

» Actividad V e
Ignacio: Yo puse que es mayor la de f porque era méas abierta.

Sebastian: Yo puse por lo mismo, porque era mas grande.

A partir del didlogo anterior podemos deducir que los alumnos no han significado
graficamente al valor numérico de la funcién derivada segunda basandose en
definiciones de los conceptos involucrados sino que han generado una imagen asociada
a conceptos como f ““(a)>g ""(a)>0, la cual les esta permitiendo resolver las
situaciones planteadas. En la trascripcion de varios momentos de la puesta en escena
estos estudiantes han manifestado que a pesar que haber encontrado un método, o
regla, para resolver las situaciones planteadas dudan de la validez de algunos de sus
puntos, por lo cual, como ya hemos destacado, creemos que en esos casos han aplicado

una regla sin razon.

> Actividad V f

Ignacio: f prima de a mayor que g prima de a.

Sebastian: Yo puse menor.

Leticia: Menor...

Ignacio: ¢Por qué? La derivada de f es mayor, porque estd més inclinada.

Sebastian: ;La derivada primera? No, para mi no, estd mas asi....
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Ignacio: Mira. A mi me explicé la profesora que cuando tenés un coeficiente angular
5 tenés que contar un punto a la derecha y cinco para arriba...

Sebastian: A mi eso no me ensefiaron...

Ignacio: Fijate que acé estad més inclinada.

Sebastian: Claro...

De este didlogo podemos deducir que para resolver el problema planteado los
estudiantes no han hecho uso de la definicién del concepto “derivada” ni de los otros
conceptos involucrados. Es claro que uno de ellos se bas6 en una regla que solo
parece apoyarse en la autoridad del docente, es tal vez por esto que es tan rapidamente

aceptada por el otro estudiante.

* Equipo 2

# Actividad | 4

Ignacio: ¢Alguien contestd la 4?

Entrevistadora: ¢Por qué nadie contesto la 4?

Ignacio: Porque no sabemos qué significa.

Leticia: Qué es la derivada tercera.

Entrevistadora: ;Y qué les parece que es la derivada tercera?

Ignacio: La derivada de la derivada de la derivada

Patricia: La derivada de la derivada segunda, pero, qué da, no sabemos.
Entrevistadora: ¢Qué quiere decir “qué da”?

Sebastian: Claro, la primera da el crecimiento, la segunda la concavidad....

Ignacio: Una da el crecimiento, la otra la concavidad y la otra no sabemos. Algo
dard, algo que se aprende en facultad, yo qué se.

Risas.

Es muy interesante observar como los estudiantes no consideran ““saber qué significa”
un concepto aunque conozcan la definicion de él, o algunos aspectos de ella, sino que
consideran que necesitan mas elementos para “saber qué significa” el concepto.

“Crecimiento”, ““concavidad’ pueden ser verbalizaciones de aspectos presentes en las
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imagenes asociadas a los conceptos “derivada primera” y ““derivada segunda”. En
este caso parece que los estudiantes dan signos de necesitar mas la imagen del

concepto que su definicion al momento de enfrentarse a las situaciones planteadas.

Debemos recordar que en el equipo 1 se dio una situacion similar a la aqui presentada,
lo cual hace que nuestra primer deduccién cobre mas fuerza: para que los estudiantes
sientan que han “entendido” un concepto es necesario tener una rica imagen de él mas

gue solo conocer su definicion

B Actividad Il ¢

Ignacio: Porque si dice f “(4)=-2 te estd dando el coeficiente angular, de la tangente
Luciana: Si, pero también te da que decrece, yo puse que decrecia...

Ignacio: También.

Entrevistadora: Dijeron “también”, entonces ¢qué les parece?

Sebastian: Cuando hacés la tangente mostras que decrece. (Hace sefias con la mano
tratando de simular rectas con coeficiente angular positivo y otras con coeficiente

angular negativo).

Entrevistadora:;Les parece necesario trazar la tangente o no? Porque la compafiera
dijo que si era decreciente ya se cumpliria que la derivada en 4 fuera — 2. Y ustedes
indicaban que era mejor trazar la tangente. ;Es necesario trazar la tangente?
Luciana: No, si decrece ... para mi lo que te dicen es que decrece.

Ignacio: Lo que pasa es que si hacés la tangente estas aprovechando todos los datos

que te dan. Creo.

De este didlogo se pueden deducir diferencias en las imégenes evocadas por los
estudiantes asociadas al concepto valor numérico de la funcion derivada primera.
Creemos que la imagen del concepto evocada por Ignacio es mas rica que la evocada
por Lucia, dado que contiene més elementos. Lucia parece no conocer, 0 no tener
presente en ese momento, las relaciones entre este concepto y el coeficiente angular de
la recta tangente al grafico, es tal vez por esta razon que no estan presentes estos

aspectos en la imagen asociada al concepto evocado.
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» Actividad Il d

Ignacio: Marqué un punto cualquiera en 1y después hice una grafica que en 1 fuera
con concavidad positiva pero no la hice pasar por el 1, que no sé si esta bien, capaz
que tiene que pasar por el 1.

Entrevistadora: ¢Los demés qué opinan?

Luciana: Yo hice lo mismo, que en 1 fuera concavidad positiva.

Ignacio: Si, pero ninguna imagen en especial, aca no decia.

Entrevistadora: ;Los demas que opinan, los que no la habian trabajado en ésta
actividad?

Leticia: No estoy segura.

Sebastian: Lo que sabria hacer es poner concavidad negativa o positiva, nada mas.
Entrevistadora: Eso es lo que sabrias ;qué es lo que no sabrias?

Sebastian: La concavidad mas abierta, mas cerrada

Entrevistadora: /Qué opinan los demas?;Saben ustedes si es mas abierta 0 mas
cerrada?

Silencio

De este didlogo podemos suponer algunos aspectos presentes en la imagen asociada al
concepto valor numérico de la funcién derivada segunda evocada por los estudiantes.
Ignacio y Sebastian evocan aspectos graficos de funciones que presentan concavidad
positiva. Sebastian parece considerar que su imagen del concepto es “incompleta al
indicar “lo que sabia hacer” y luego “lo que no sabia hacer”. De aqui que
consideramos que su imagen del concepto se esta enriqueciendo. No hay indicios de

que consulten la definicion de los conceptos en juego.

» Actividad IV b
Sebastian: Algo hice, para diferenciar la derivada segunda, que una era mayor que la
otra y més abierta la concavidad (hace con los dedos indice y pulgar la forma de

una parabolay los abre y cierra intentando mostrar ““cambio de concavidad”)

Esta es otra evidencia que apoya nuestro anterior analisis, este estudiante esta
generando una imagen asociada al concepto valor numérico de la funcién derivada
segunda que le permite significar situaciones donde f “"(a)>g “"(a)>0. Nuevamente no

encontramos indicios que haya consultado la definicién de los concepto involucrados,
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parece que solamente consultado la imagen de ellos ha podido resolver la situacion y

no se ha visto en la necesidad de recurrir a las definiciones.

» Actividad V e
Entrevistadora: O sea que estan manteniendo que a mayor derivada segunda...
Leticia: Es mas abierta (hace con los dedos indice y pulgar la forma de una

parabolay los abre y cierra intentando mostrar ““cambio de concavidad™)

b Actividad V f

Entrevistadora: ¢Qué relacion estan planteando entre el gréafico y la derivada
segunda?

Ignacio: (con las dos manos forma una U y cierra y abre las manos) Que la

concavidad es mas abierta 0 mas cerrada.

En ambos dialogos frente a la pregunta de la entrevistadora que intenta que hagan
explicita la relacién que han determinado los estudiantes se apoyan en gestos que

pueden ayudar a enriquecer la imagen asociada al concepto en juego.

De las respuestas, dialogos, que se han dado en este equipo no hemos encontrado
indicios de que hayan recurrido a la definicién de alguno de los conceptos en juego. En
cambio si hemos dado evidencias de respuestas que se apoyan en la imagen que han
evocado del concepto. Es por esto que creemos que la mayoria de los procesos
intelectuales que han realizado los estudiantes pueden ser estandarizados en el caso 4

de Vinner (1991): respuesta intuitiva.

A diferencia del equipo anterior, que consultando la imagen del concepto en juego
daban una respuesta a la situacién planteada, en este quipo no se evidencian casos
donde al consultar la imagen del concepto surjan contradicciones, o sea insuficiente
para presentar una solucion y que, frente a ello, los alumnos hallan consultado la
definicion del concepto. O sea, en los casos que se presenta un proceso intelectual que
hemos llamado ““ respuesta intuitiva™ los estudiantes no consultan la definicion del
concepto porque ha sido suficiente con consultar la imagen de éste, pero también

hemos presentado evidencias que en los casos en que consultar la imagen del concepto

- 249 -



Capitulo VIII

no permite dar una respuesta los estudiantes no han recurrido a la definicion del

concepto.

Lo anterior puede ser una evidencia de lo analizado en el Capitulo Ill: estos
estudiantes aun no han sido entrenados para razonar en el modo técnico. Recordemos
que este equipo esta formado por alumnos que acaban de terminar sus estudios de

secundaria y aun no han tenido estudios terciarios.

También creemos que la ““regla” que han generado los estudiantes, para responder a
las preguntas que implican significar graficamente el valor numérico de la funcion
derivada segunda, es una regla sin razones relacionales, sino que se basa en la
intuicion. Muestras de esto hemos presentado en las transcripciones anteriores. Es
interesante observar que este equipo acepta reglas sin razones, aprendizajes

instrumentales, que solo se basan en intuiciones o0 argumentos de poder.

# Equipo 3

b Actividad Il a

Ana: La derivada segunda en —3.8 es igual a 1... jque boba! Puse mal, estoy chicata.
Bonifacio: Es falsa.

Ana: Si, es falsa.

Entrevistadora: ¢Por qué?

Ana: Porque en ese punto tiene concavidad negativa.

Al justificar su respuesta Ana presenta indicios de haber consultado la imagen
asociada a los conceptos que intervienen en el planteo y no la definicién de ellos. Como
hemos presentado en el Capitulo IV la definicién de concavidad esta dada en términos
de distancia entre puntos del grafico y de cierta recta, en unos casos tangente y en otros
secante, no aparece en ella la funcion derivada segunda. En la definicion de funcion, de
funcién derivada segunda, de imagen, no esta presente el concepto de concavidad.
Basandonos en estos dos aspectos es que deducimos que Ana no ha consultado las
definiciones involucradas, dado que ellas no vinculan estos dos aspectos. En cambio

creemos que ha consultado la imagen del concepto f “"(a)<O la cual contiene aspectos

- 250 -



Capitulo VIII

del grafico de funciones que cumplen esa condicion: las que presentan concavidad

negativa.

» Actividad I11 d
Fernando: Yo estoy pensando... Aca yo puse verdadero porque f ~ es decreciente en

(—0,~3) entonces f * en -5 es menor que en —3.8.

Entrevistadora: ;Como te das cuenta que f ~ es decreciente?
Fernando: Porque el grafico viene de - con concavidad negativa y cada vez hay
menos... se va aproximando a cero, f “~ decrece porque la tangente cada vez se va

haciendo més horizontal, entonces la derivada segunda...

(hace con la mano

o — )

/

Ana: Yo estoy de acuerdo con vos en que f“ decrece por lo que la derivada segunda
es negativa, pero lo que no me queda tan obvio es que si f ~ es decreciente podés
compararaf ™, sen qué te basas?

Fernando: f “ decreciente...

Silencio.

Bonifacio: (| No hay una definicion de la derivada segunda con respecto a distancia a
la tangente?

Concavidad positiva cuando estaba por arriba de la tangente y la diferencia de
distancia en f(x) y la tangente era positiva, y es negativa (la concavidad) cuando la
diferencia es negativa.

La concavidad negativa se podria calcular como la sumatoria de todas esas
distancias, no sé, no sé en qué intervalo...

La derivada segunda es positiva porque en un punto esta por arriba...

Dibujay escribe:
f(x)-y=0

l

El y de la tangente

Fernando verbaliza algunos aspectos que contiene su imagen del concepto funcion

derivada primera decreciente que ha evocado. Para determinar que el concepto
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“funcién derivada primera es decreciente” no parece haber consultado las definiciones
correspondiente, ha sido suficiente consultar su imagen del concepto. Nuevamente
estamos frente a un proceso intelectual que se puede considerar dentro del caso 4 delos

propuestos por Vinner (1991): respuesta intuitiva.

Observemos que un estudiante considera necesario recurrir a la definicion del concepto
frente a la evidencia de que no han encontrado una solucion a la situacién planteada.
Creemos que un posible proceso intelectual que ha realizado este estudiante es el que

Vinner (1991) considera como interaccion entre definicion e imagen, caso 3.

La evidencias que hemos presentado confirman los aspectos que desarrollamos en el
Capitulo 11l sobre los modos de pensamiento que se presentarian. De los casos
estudiados, del analisis de las transcripciones, se puede deducir que los habitos de
pensamiento de la vida cotidiana prevalecieron sobre los habitos de pensamiento

impuestos por los contextos técnicos.

La mayoria de los procesos intelectuales analizados se pueden ubicar dentro del caso
4, respuesta intuitiva, de los esquematizados por Vinner (1991); los estudiantes
consultan solo la imagen del concepto al intentar dar solucién a la situacién planteada,
como esta imagen es suficiente para generar una respuesta no se sienten en la
necesidad de consultar la definicién del concepto. En cambio no hemos encontrado
evidencias sobre los tipos de procesos intelectuales que esperan la mayoria de los
docentes que ocurran: el caso 1, deduccioén puramente formal, y el caso 2, deduccion
siguiendo el pensamiento intuitivo; si hemos evidenciado una situacion que
consideramos que se encuentra dentro del caso 3, interaccion entre definicion e

imagen, todos ellos dentro de la clasificacion de Vinner (1991).
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» ¢Como influye el Pensamiento y Lenguaje Variacional de los alumnos al
enfrentarse a actividades que ponen en juego el valor numérico de la

funcién derivada segunda?

# Subgrupo A del equipo 1

B Actividad 11 d

Juan: Yo lo que pensé, pero mas adelante, es que mientras mas grande sea el valor
numerico de la derivada segunda es como mas...

Lucia: Més apretada.

Juan:... mas apretada. Yo pensaba en las parabolas, si tengo x? y tengo 3x? ,la 3x? es
mas apretada.

Lucia: Yo también.

Santiago: Claro, se aprieta mas contra el eje.

Juan: Claro.

Santiago: Yo pensé lo mismo. Se me ocurrié tomar un ejemplo, 2x?, hice la derivada
primera, la derivada segunda, me queda cuatro, claro para todos los puntos. En

definitiva es una que cumple eso, en definitiva si.

El estudio de cémo varia la familia de parabolas cuya expresion es de la forma f(x)=ax?
permitié a estos estudiantes observar similitudes y diferencias en el comportamiento de
sus graficos y a partir de alli generar conjeturas sobre el significado gréafico del valor

numeérico de la funcion derivada segunda.

Reconocer a una de las parabolas como parte de una familia con ciertas similitudes y
diferencias, y no como un grafico aislado, evidencia un pensamiento variacional dado
que permite establecer relaciones entre las variaciones de las expresiones analiticas de
las funciones, de sus gréficos y el valor numérico de la funcién derivada segunda. Este
dialogo evidencia que por lo menos dos estudiantes han puesto en juego ese tipo de

pensamiento.

» Actividad IV ¢

Lucia: en el ¢ si lo pude hacer...
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Juan: En el ¢ me quedo f por adentro.

Lucia: f por adentro.

Santiago: A mi no...me quedod g...

Juan: No. f por adentro te quedo.

Santiago: ¢A esto le llaman “por adentro™?

Lucia: Risas.

Juan: Metida adentro, g entre medio.

Santiago: A ta.

Lucia: Todos hicimos el mismo razonamiento entonces.

Juan: Por las parébolas.

Lucia: EIl mete las parabolas por ahi, tan tan...

Juan: Ahi va, yo en realidad las pensé y dije t4, si las cumplen estas.

Santiago: Ahora, si esto estuviera bien seria barbaro (maravilloso). Si llega a estar
mal...

Juan: Claro...

Santiago: Porque todos tuvimos profesores distintos, por lo menos en quinto, en
sexto (se refiere a afios de preparatorio)...

Juan: ... y nos quedaron las mismas ideas...

Nuevamente el estudio de la variacion de las parabolas les permite establecer una
relacion “por dentro” que sera base de sus conjeturas. Si los estudiantes hubieran
asumido cada parabola como un gréfico independiente, con caracteristicas propias, y
no como un grafico perteneciente a una familia en la cual las variaciones determinan
las similitudes y diferencias de los elementos de dicha familia, tal vez no hubieran
podido generar herramientas para significar graficamente al valor numérico de la

funcién derivada segunda.

» Actividad IV d

Juan: Y la otra son como iguales, iguales de abiertas, en la d, son abiertas iguales
porque f~" también es igual. Yo qué se...

Santiago: Yo la veo como trasladada hacia arriba.

Lucia: ¢Si.? Si, como en un entornito son iguales.

Santiago: La misma cosa.

Juan: ({No? Y f mas arriba.
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En este didlogo se evidencian otras consecuencias de su pensamiento variacional, han
establecido similitudes entre las pardbolas que se corresponden en una traslacion,
similitudes éstas basicas para significar graficamente al valor numérico de la funcion
derivada segunda. El pensamiento variacional les permite reconocer estas dos
parabolas como parte de una misma familia y no como gréficos independientes; y a su
vez, trabajar con elementos de una misma familia determinado los elementos fijos y los

variables permite a los estudiantes desarrollar su pensamiento y lenguaje variacional.

Los estudiantes estan planteando una relacion, que Ilaman ““igual”, entre los graficos
que esta determinada en un entorno de un punto. Logran determinar la igualdad entre
las variaciones de las funciones fy g, y determinar la igualdad entre las variaciones de
sus funciones derivadas primeras. Reconocer estas constantes les esta permitiendo
significar gréaficamente aspectos graficos de las funciones derivadas haciendo una
ruptura entre la asociacion derivada-formula. Por lo tanto el desarrollo del
pensamiento y lenguaje variacional esta permitiendo en estas actividades enriquecer

los significados de conceptos que ya conocian y significar nuevos.

»Actividad IV e

Juan: Claro, como que la g es mas apretada. En la parte e la funcion g es méas
apretada porque tiene mayor derivada segunda.

Santiago: ;Mas vertical, digamos...?

Juan: Ahi esta...

Lucia: “Teorema” (risas)

Juan: Ahi estd. A mayor derivada segunda méas apretada, tipo definicion... (risas). Y

t4, nos quedo igual.

Los estudiantes estan estableciendo una relacion entre la variacion de la funcion
derivada segunda y la variacion del gréafico de la funcion inicial. De esto resaltaremos
dos aspectos, por un lado el desarrollo de su pensamiento y lenguaje variacional al
establecer relaciones entre aspectos que varian, y por otro el enriquecimiento del
concepto “derivada segunda’. Respecto a este Ultimo aspecto la derivada segunda deja
de ser algo estatico a lo cual solo se le calcula el signo para convertirse en algo
variable en donde esa variacion estd generando nuevos conceptos que permite

enriquecer su significado.
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» Actividad 1V f

Juan: Laf... me quedd mas chata, més abierta...

Santiago: Yo tomé como que se cortaban ahi...

Juan: Si, se cortan, pero de lo chato la f es mas chata. No?

Lucia: Si, la f es méas chata.

Santiago: Si, para los mayores que 1 me quedd que la f es mayor que la g.

Juan: Claro, no por adentro... en cuanto a la abertura de la cosa como que la f esta
mas chata.

Santiago: Si, mi idea es igual a esa... Pero en realidad yo conocia que la derivada es
igual a 4y es igual a 8 (se refiere a la derivada segunda), pero si me hubieran dicho
igual a 12 y es igual a 4 yo hubiera puesto lo mismo.

Juan: Si yo también.

Lucia: Ah, claro.

Juan: Hubiera hecho el mismo dibujo. Es la relacion.

Santiago: Si vos pensés en la derivada primera igual a dos mas o0 menos sabés como
es la forma, la tangente...

Juan: Claro

Santiago:...pero que te digan la derivada segunda igual a cuatro... no se...

Juan: De ultima vos podés conocer que es mas apretada a mayor derivada segunda.

Lucia: Ah! Tenemos que verlo...

Este dialogo apoya nuestras anteriores observaciones, los estudiantes han establecido
una relacion entre la variacion de la funcion derivada segunda y el grafico de las
funciones iniciales. Esta relaciéon enriquece la imagen del concepto y las relaciones
entre éste y otros conceptos. También podemos destacar que van ampliando el conjunto
al cual aplican esta relacion: cuando son “iguales”, cuando una esta “dentro’ de la

otra, y cuando es mas “apretada”.

- Actividad IV g

Santiago: Y lag...

Juan: Son iguales pero corridas. Iguales de abiertas pero corriditas, ¢no?

Santiago: A mi me quedd bastante parecido a la anterior...

Juan: A mi me quedd igual pero con la uUnica diferencia de que antes g era mas

apretada y ahora son iguales.
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Santiago: Ahi est4, si.

En éste didlogo encontramos mas evidencias de distintos aspectos que ya antes
analizamos sobre la relacion que han establecido entre el valor numérico de la funcion

derivada segunda y la familia de parabolas que se corresponden en una translacién

# Subgrupo B del equipo 1

» Actividad Il d

Alejandro: A mi me costo esto

Jimena: A mi me cost6 pila pensar esto

Maximiliano: A mi también. El tema es esto, yo lo pensé asi: si f (1) = 4 quiere
decir que la derivada segunda...o sea, que ese punto no esta tan cerca de un punto de
inflexion como podria estar otro. Yo lo pensé asi.

Jimena: Claro, yo lo pensé asi también.

Maximiliano: Entonces me fijé mucho en como lo dibujaba. Lo que hacia era poner
un punto de inflexion...

Alejandro: ...cerca o lejos

Maximiliano: Claro, ahi dependiendo de cuan grande es el nimero

Alejandro: Claro, claro.

Maximiliano: ... cuanto méas cerca de O esté, méas cerca del punto de inflexién tiene
que estar el punto

Jimena: Si, yo lo pensé asi como él.

Aqui evidenciamos otro tipo de razonamiento que también implica un pensamiento y
lenguaje variacional; el estudiante estd reconociendo la funcién a partir de una
relacion entre una variable dependiente y una independiente. Ademas esta
estableciendo una relacion entre otras dos variables: el valor numérico de la funcién
derivada segunda y una “distancia’ entre un P.l. y el punto en juego. El pensamiento y
lenguaje variacional que los estudiantes ponen en juego facilita que ellos puedan
formular la conjetura, dado que implica reconocer en la funcién f su aspecto dual
(objeto-proceso) que desarrollamos en el Capitulo Ill, como objeto al reconocer la

forma global de su grafico, y como proceso al establecer una correspondencia entre la
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preimagen a del valor numérico de la funcion derivada y el punto (a, f(a)) para luego
establecer una relacion entre el valor numérico de la funcion derivada segunda y la

distancia entre dicho punto y el P.1.

= Equipo 1

B Actividad Il e

Alejandro: Nosotros insistimos en que no puede ser porque —3 estaba cerca del punto
de inflexion.

Maximiliano: Yo dudo de eso, porque es un poco lo que decia Santiago, si el gréfico
este es el de un polinomio de cuarto grado, al derivarlo dos veces seria de segundo
grado y tendria dos puntos de inflexién, dos raices, como f(5) esta, a mi gusto, muy
cerca del punto de inflexién me parece que tendria que ser... estoy de acuerdo que es
negativa pero no que es —3, sinG Mas cercano a cero. Por estar muy cerca del punto
de inflexion... pero es todo muy a 0jo, ¢no?

Entrevistadora: ¢Qué les parece esto que dice el comparfiero?

Juan: A mi me parece que no, porque muchas veces tenés un punto de inflexion con
tangente vertical, tenés una pendiente grandisima y estas al lado del punto de
inflexion igual.

Jimena: No entendi... pero no es la pendiente...

Alejandro: ;O sea que cerca del punto de inflexion no tiene por qué ser chiquita?
Juan: Podés estar cerca de un punto de inflexioén con una pendiente gigantesca.
Lucia: Pero no es eso, esta es la derivada segunda evaluada en 5.

Entrevistadora: ¢Podrias explicarles de nuevo a tus compafieros tu razonamiento?
(Refiriéndose a Maximiliano)

Maximiliano: Yo lo que me consideres es que ta... para mi es un polinomio de
cuarto grado, tiene 4 raices, al derivar dos veces es uno de segundo grado y segln
mi suposicién tendria dos raices, se corta dos veces, que los puntos de inflexion uno
estaria muy cerca del 5 digamos, un punto muy cerca del 5, para mi la concavidad,
estoy de acuerdo que es negativa, pero me parece que... también es un célculo muy
agudo... pero me parece que debe ser un nimero mas cercano a cero. Eso fue lo que

yo interpreté, lo que se me ocurrié hacer.
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Juan: La derivada segunda te da el crecimiento de las pendientes, entonces... no sé...
me da la sensacién de que no tendria por qué medir poco.

Maximiliano: Si... mi representacion es muy a 0jo, no sé.

Podemos observar que dos estudiantes consideran distintos aspectos de la variacion de

la funcion derivada segunda en el entorno de un real. Maximiliano esta considerando

que si f “(@=0 vy |x—a| es “suficientemente  pequefio”, entonces
|f"(x)— f"(a)| también es ““pequefio”, o sea f ""(x) estaria “préximo” a cero. En
cambio Juan esta haciendo jugar distintas posibilidades de variaciones de la funcién

derivada segunda. El considera que aunque f “"(a)=0 y |[x—a| sea “suficientemente
pequefio™, |f”(x) - f"(a)| no tiene por qué ser “pequefio”, o sea f “(x) no tiene por

qué estar “préximo” a cero. Ademas Juan esta estableciendo una relacion entre la
funcién derivada segunda y la funcién derivada primera: una representa la variacion

de la otra.

Maximiliano esti estableciendo una relacion que se cumple en forma ideal en una

funcion  polinbmica de primer grado de coeficiente principal uno:

|x—a|=|f(x)- f(a)|, en cambio Juan reconoce distintas posibilidades para la

variacion de la funcién en un entorno de (a,f(a)). El pensamiento variacional que esta
desarrollando Juan le permite cuestionar la conjetura de Maximiliano y tal vez, en

etapas sucesivas, validar su conjetura.

» Actividad IV b

Juan: Si, los tres por separado y cuando nos juntamos habiamos pensado lo mismo.
La teoria de “La Chatura”, la teoria de la chatura... (se arregla en el banco como
aprontandose a presentar la teoria). Porque nosotros pensamos.... ademas los tres
pensamos el mismo ejemplo: una parabola. Mientras mayor es el coeficiente mayor
es la derivada...

Entrevistadora: ;Qué derivada?

Juan: La segunda. Cuanto mas es la derivada segunda méas apretada te queda (pone
los dedos pulgar e indice haciendo una U y los va cerrando) la funcién, los tres

pensamos lo mismo. Después como que siempre a mayor derivada segunda
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haciamos como dibujos mas apretados (pone los dedos pulgar e indice haciendo una

Uy los va cerrando) que las otras.

Juan: Cuanto mas “horizontal” (hace signos de comillas con las manos) quiere decir
que tiene menor derivada segunda.

Entrevistadora: ¢Y eso quiere decir mas chato o menos chato?

Juan: Eso quiere decir mas chato. Y méas apretada es la otra. Hace una U muy
cerrada con los dedos.

Alejandro: Mas vertical.

Juan: Si, mas vertical.

Alejandro: Cuando tiene mayor derivada segunda.

Entrevistadora: ¢Y ustedes qué opinan de esto? Refiriéndose al otro grupo de 3.
Maximiliano: Yo acé no me habia dado cuenta, pero en el 5, no me acuerdo por que,
también se me ocurrio eso...de que fuera... (pone los dedos pulgar e indice haciendo

una Uy los va cerrando)

Maximiliano: Siempre a mi me daba mayor, a ustedes menor, o al reves, pero la idea
era la misma.

Entrevistadora: ¢Qué fue lo que pensaron ustedes?

Alejandro: Pensamos lo mismo, en la parébola, pero a menor abertura era menor la

derivada segunda.

Jimena: Para... para nosotros que tenga menor abertura es que es mas chata (hace

una U cerrada con los dedos).

Entrevistadora: Haceme la forma de una con mayor abertura.

Jimena: Es mas “chato” (Hace con los dedos pulgar e indice una forma similar a)
N —

Juan: La parabola con mayor abertura es la x, todas las demés van a quedar adentro

de esa. Coloca las dos manos formando una U y las va cerrando.

Lucia: Ahi va.

Entrevistadora: ¢Esa es la pardbola de mayor abertura decis vos?

Juan: No, no...

Risas.
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Juan: ...de coeficiente mayor a uno. Si te tomas una del tipo x*/1000 queda una cosa
asi (coloca ambas manos formando una U muy abierta “~——)

Santiago: Chatura tendiendo a cero.

Los estudiantes establecen una relacion entre el coeficiente principal de un polinomio
de segundo grado y la funcion derivada segunda de €l con la ““abertura”, “chatura”,
“apretado”, de la parabola correspondiente: “Cuanto mas es la derivada segunda mas
apretada te queda”. Ademas podemos observar que comunican el pensamiento

variacional que estan desarrollando con gestos que indican la variacion de la gréfica.

El desarrollar su pensamiento y lenguaje variacional les esta brindando herramientas
para resolver la problematica planteada, dado que la propiedad buscada surge en
determinar los aspectos que permanecen constantes y los que varian en la familia de

parébolas que se corresponden con un polinomio de segundo grado.

» Actividad IV ¢

Juan: f tiene menor chatura que .

Lucia: f.

Alejandro: En ese punto son iguales las dos funciones, después en un intervalo se
hacen distintas, eso es seguro.

Entrevistadora: ¢Y ese distinto cdmo lo diferencias?
Alejandro: Tomando un intervalo...

Jimena: g es més apretada, no, g es mas chata.

Juan: Mas contra el piso, chata es mas contra el piso.
Entrevistadora: ¢ Qué es el piso?

Juan: La tangente en el punto.

Jimena: (El eje de las “x”?

Juan: No.

Entrevistadora: ;Qué es el piso?

Juan: La tangente en el punto.

Entrevistadora: La compafiera habia planteado que era el eje de las “x”, ;comparten
eso?

Silencio.
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Jimena: Estoy dudando, yo dudo, a ver, expliqguenme. Hola, hola, a ver...

Juan: Porgue vos no estas comparando con 0x, sino con la tangente. El piso seria la
tangente, no tiene por qué ser el eje de las “x”.

Alejandro: Es muy intuitivo, no es que esté muy fundamentado.

Jimena: No, el mio también es muy intuitivo. O sea... no sé. Vos por ejemplo
imaginate la x* + 1, la parébola est4 para arriba, no la medis en ox.

Alejandro: Si, pero también la podés medir en ox.

Juan: En este caso es lo mismo, aunque no es el eje ox, es una paralela en el punto.
Jimena: Yo no dije que fuera el eje ox, ha, si, si dije... pero igual me da la sensacion
que lo mas chato que veo es esto (con la mano hace una especie de recta
horizontal). O sea no puedo hacer chato esto (con la mano hace una especie de
recta vertical). Me parece que es “recto”, pero no “chato”, porque siempre lo
comparo con...

Alejandro: El hecho es que la funcidn te va a quedar entre la otra y la tangente

Juan: Claro.

Alejandro: Es la que queda entre medio.

Jimena: En el ejemplo, cuando decian que uno tenia mayor valor numérico de la
derivada segunda, la hice mas... no se...
Juan: Mas pegada a la tangente, no, menos pegada a la tangente. Por eso, la medis

con respecto a la tangente.

Juan: O sea, si el valor numérico de la derivada segunda es mayor quiere decir que

la funcion estd como que se quiere alejar mas de la recta tangente.

Juan: ... pero nosotros decimos el piso relativo a cada funcién en un punto.
Jimena: Claro, donde se apoya la curva.
Juan: Ahi va, el piso es donde se apoya la curva.

Jimena: Ahora si.

> Actividad IV f
Juan: f mas chata...
Lucia: Tienen diferente tangente.

Jimena: Si.
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Alejandro: Bien, distinta tangente.
Entrevistadora: ;Ahi que pasa?

Juan: Es més chata con respecto a su tangente
Entrevistadora: ¢Estan de acuerdo?

Lucia: Si.

Estas dos instancias dan muestras del pensamiento y lenguaje variacional que estan
desarrollando los entrevistados. Ademéas de los aspectos variacionales que ya antes
habian determinado los estudiantes, y que nosotros habiamos analizado, se suma ahora
a la discusion cudl es la recta fija con la cual comparan los aspectos variables de la
familia de parabolas. En principio se muestran dos opiniones que, aunque en algunos
casos puedan coincidir, son distintas: comparar los aspectos variables de la familia de
parédbolas con una recta fija tangente a las parabolas de la familia o compararlas con

el eje Ox.

Esta discusion muestra un desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional de los
estudiantes ya que para poder determinar los aspectos que varian y los que permanecen
constantes deben determinar con qué elemento estan siendo comparados. Como
esperabamos, la conjetura de los estudiantes se basa en establecer una relacion entre
la variacion del valor numérico de la funcion derivada segunda y la ““proximidad”

entre el grafico de la funcidn inicial y la recta tangente en el punto de estudio.

» Actividad V

Jimena: Mas lejos de la tangente, mas derivada segunda...

Maximiliano: Ahora se me ocurrio acd, ahora me parecio mas claro en el caso b, el
tema de la chatura. La derivada segunda, viene a ser la derivada primera de la
derivada primera, a mi se me ocurrié ver como que los empinamientos, a ver si me
explico: los empinamientos de las rectas tangentes en los puntos son mucho... las
que tienen la forma méas chata son mas empinadas que las otras.

Juan: Claro.

Maximiliano: Por lo tanto, decrece con mayor rapidez. En ese aspecto es que la
derivada segunda es mayor la de g que la de f. La chatura es el crecimiento de la

pendiente
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Maximiliano hace explicito su pensamiento variacional en relacion a las rectas
tangentes al gréfico. Relaciona la funcion derivada segunda con la variacion de la
funcion derivada primera. Dado que la funcion derivada primera indica los coeficientes
angulares de las rectas tangentes a la funcion inicial es que la variacion de la funcién
derivada primera es vista por el estudiante en la variacion de las rectas tangentes al

gréfico.

Cabe destacar que el pensamiento y lenguaje variacional desarrollado por los
estudiantes les estd brindando elementos para significar graficamente a la funcién
derivada segunda no solo en términos de concavidad positiva o negativa. Observemos
que establecer una relacion entre el signo de f “"(a) y el signo de la concavidad de f en
X=a no necesita de un pensamiento y lenguaje variacional, dado que puede concebirse
la grafica de f como un objeto estatico del cual solo se tendra en cuenta su concavidad
en un entorno de a. En cambio el significado que asignan los estudiantes a f ""(a) esta
basado en reconocer algunos de los aspectos variables y otros constantes del dicho
grafico; por ejemplo la variacion de los coeficientes angulares de las rectas tangentes
al gréfico de la funcion f en un entorno de a. A partir de lo anterior es que
consideramos que el desarrollo del lenguaje y pensamiento variacional de los
estudiantes permite enriquecer el significado grafico asociado al valor numérico de la

funcion derivada segunda.

= Equipo 2

» Actividad IV b

Ignacio: La misma imagen y la misma tangente y las dos gréficas que...(hace
movimientos con los hombros como diciendo “‘no sé...”)

Sebastian: Algo hice, para diferenciar la derivada segunda, que una era mayor que la
otra y mas abierta la concavidad (hace con los dedos indice y pulgar la forma de

una parabolay los abre y cierra intentando mostrar ““cambio de concavidad™).

Sebastian: Si, yo puse que cuanto mayor sea la derivada segunda (hace con los

dedos indice y pulgar la forma de una parabola y los abre y cierra intentando
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mostrar distintas “aberturas”), mas abierta va a ser la gréafica, pero, ¢por qué?, no

se.... porque me parecié nomas.

» Actividad V f

Sebastian: Lo mismo, f es mas abierta

Entrevistadora: ¢(Qué relacion estan planteando entre el gréfico y la derivada
segunda?

Ignacio: (con las dos manos forma una U y cierra y abre las manos) Que la
concavidad es mas abierta 0 mas cerrada.

Entrevistadora: ¢En relacion a qué?

Ignacio: A un entorno.

Entrevistadora: Que f tenga mayor derivada segunda que g en un real quiere decir
que...

Ignacio: Que la grafica de f....

Leticia: Es més abierta.

Ignacio: Ahi va, que es mas abierta que la de g.

En estos didlogos se puede observar que los estudiantes al significar graficamente al
valor numérico de la funcion derivada segunda recurren a herramientas gestuales que
evidencian el reconocimiento de aspectos variacionales de la familia de parabolas que
estan considerando.

Los estudiantes visualizan ciertas variaciones en los gréaficos de las funciones las que
comunican con recursos gestuales, lo que indica que estan poniendo en juego un
pensamiento y lenguaje variacional el cual les permite considerar al grafico de cada
funcion como parte de una familia, determinando las similitudes para pertenecer a ella,
y como un gréfico distinto a los demas, al tener en cuenta variaciones respecto a los
demés gréficos de la familia. Ademas su pensamiento y lenguaje variacional les esta
permitiendo establecer una conjetura que establece una relacion entre la ““abertura”
del gréfico de la funcion y el valor numérico de la funcion derivada segunda parece

dado que se apoya en el reconocimiento de variaciones de las gréficas.
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» Actividad V f

Entrevistadora: Que f tenga mayor derivada segunda que g en un real quiere decir
que...

Ignacio: Que la gréfica de f....

Leticia: Es mas abierta.

Ignacio: Ahi va, que es mas abierta que la de g.

Sebastian: Tiene menor crecimiento la derivada primera, en un entorno del punto

tiene menor crecimiento la derivada primera.

» Actividad V parte h

Ignacio: Pero si ves el grafico de f va mas, muchisimo més abierto que el de g...
Sebastian: Si, pero en el “e” si toméas un entorno de *“a” crece menos en f queen gy
en el “h” crece mas en f.

Lucia: Entonces f seria mayor que g (se refiere al valor numérico de las derivadas
segundas).

Sebastian: No, si aca crece menos, si tomas un entorno crece menos en f que en g, y
aca crece mas.

Ignacio: ¢Vos lo que decis es que a pesar que esté mas abierta crece mas?
Entrevistadora: ¢Qué es que crece mas rapido? Mostrame en el grafico.

Ignacio: No crece mas rapido.

Sebastian: Si tomo un entorno del punto “a” acd, si tomo las imagenes de aca
(marca el semientorno derecho de a) las imagenes van a crecer mucho mas rapido
(se refiere a las imagenes del semientorno derecho de a respecto a la funcion f) en
ésta que en ésta (se refiere al gréafico de g). Como que... no sé... si tomo un punto...
Patricia: En relacion crece més.

Sebastian: Claro. Si tomas dos puntos acd, uno aca y otro aca (dos reales del
semientorno derecho de a) va a haber una diferencia mucho mayor entre las
iméagenes de ésta (se refiere al grafico de f), que en ésta (se refiere al gréafico de g).
Eso.

Ahora las evidencias de un pensamiento variacional se reflejan al establecer una

relacion entre el valor numérico de la funcién derivada segunda y la variacion de la

funcion inicial. El estudiante esté considerando a la funcién como un proceso en el cual
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estd investigando las relaciones establecidas entre dos elementos del dominio y sus

imagenes.

El pensamiento variacional del estudiante le estd permitiendo reconocer a los
elementos del dominio no solo como elementos fijos e independientes, los cuales se
relacionaran con elementos del codominio, sino como elementos relacionados entre si
los cuales determinan una nueva variacion establecida por una relacion entre la

variacion de los elementos del dominio y la variacién de sus imagenes.

* Equipo 3

» Actividad V
Bonifacio: ¢por qué la derivada segunda en el P.l. te da cero? Algo hace que sea

cero, esto por ejemplo, si vos tenés un P.I. tenés que por un lado esta aca:

Imagen 8

y por otro lado esté por aca:

Imagen 9

Ac4 las diferencias son positivas y acé son negativas y en el punto da cero.
Fernando: Porque la derivada segunda es la tasa de cambio de la primera, y ahi la
derivada primera tendria un extremo relativo.

Bonifacio: La derivada primera no.

Fernando: Si la derivada segunda es la tasa de cambio de la derivada segunda.
Bonifacio: ¢Lo qué?

Fernando: Que maés rapido varia la derivada primera .

Bonifacio: Acé no hay extremo relativo.

Fernando: Si, de la derivada primera, de la derivada primera de la funcion f.
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Bonifacio: Claro, teniendo a f como f .
Fernando: Si la derivada segunda es cero no podemos decir nada del gréfico. Este
grafico estd mas pegado a la tangente que el otro y en los dos casos la derivada

segunda es cero.

Imagen 10 =

Si la derivada segunda es cero no podemos decir nada...

Fernando utiliza argumentos que derivan de su pensamiento y lenguaje variacional
para explicar a Bonifacio por qué para la abscisa del P.l. la imagen de la funcion
derivada segunda es cero. Reconoce a la funcion derivada segunda como la resultante
de la variacion de la funcion derivada primera y la relacion entre los extremos de esta

ualtima y el valor numérico de la primera.

También se observa el trabajo con una familia de funciones cuyos graficos son
tangentes a una recta en un P. I. comin de ellas. El reconocer los aspectos variables y
constantes de esta familia ha brindado al estudiante herramientas para justificar la no
posibilidad de indicar propiedades relacionadas con la ““proximidad” entre los

gréficos de las funciones y la recta en las condiciones antes mencionadas.
> Actividad Ill e

Ana: La d es falsa, la dificil es la e, los dos son negativos. Yo hice el siguiente

razonamiento.
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Dibuja en el pizarrén:

Imagen 11

N\
Y

/N

Cuanto més cerca del P. I. estd mas proximo a cero esta el valor de la derivada
segunda.

La derivada segunda es negativa porque aca la funcion tiene concavidad negativa,
aca en el P. I. vale cero, y acé es positiva. Entonces, a mi manera de ver, la funcién
derivada segunda estaba creciendo, valia cero en algun punto ... no sé..., seguia
creciendo, empezaba a decrecer, valia cero, seguia decreciendo...

Para mi manera de ver cuanto mas cerca del P. I. en valor absoluto ... la derivada
segunda en -5 es menor que la derivada segunda en —3,8 ... si, porque esta mas cerca
del P.1.

Esta estudiante realiza una conjetura basandose en una relacion que establece entre la
variacion de la variable independiente y la variacion del valor numérico de la funcion
derivada segunda. En este tipo de pensamiento también encontramos bases
variacionales las que le permiten no solo reconocer el signo del valor numérico de la
funcion derivada segunda, lo que no necesariamente implica un pensamiento

variacional, sino conjeturar sobre la variacion de dicho valor.

El pensamiento y lenguaje variacional de los estudiantes evidenciado en sus dialogos

les ha brindado herramientas para, entre otros aspectos, reconocer variaciones
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referidas a elementos que a su vez varian, estudiar los elementos constantes y variables
de ciertas familias de gréaficos, establecer relaciones entre la variacion de una funcién
y las funciones derivadas sucesivas, hacer presente la concepcion de los elementos del
dominio como elementos fijos e independientes entre ellos, a los cuales se les aplica un
proceso, y de elementos que se pueden relacionar por ciertas variaciones, y ademas,

comunicar oralmente y gestualmente sus conjeturas y argumentos.
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CONCLUSIONES

En este capitulo intentamos damos respuesta a las preguntas de investigacion que nos
formulamos al inicio de nuestra investigacion, asi como ciertas recomendaciones
did4cticas las cuales consideramos de aplicabilidad real tanto en las aulas uruguayas

como en otros Sistemas Educativos.

Como expusimos con anterioridad, la presente investigacion tom6 como hipotesis de
trabajo una que ha sido desarrollada por el grupo de investigacion sobre Pensamiento y
Lenguaje Variacional, hipotesis que asume que la nocion de derivada se estabiliza en el
pensamiento de los estudiantes solo hasta que la nocion de derivada sucesiva aparezca y

se estabilice en un tratamiento articulado entre la funcién y sus derivadas.

Hemos presentado y analizado algunas evidencias de que el tratamiento curricular que
se tiene al tema “Estudio analitico y representacién grafica de funciones” (EARG) en
Uruguay, puede generar en los estudiantes un tratamiento instrumental de los conceptos
y no permitir el desarrollo de su caracter relacional en el sentido de Skemp, (1976). El
estudiante puede realizar exitosamente el EARG de una funcién realizando solo un
tratamiento basado en técnicas algoritmicas, en la utilizacion de tablas, con las
aplicacion de reglas sin razones, y ademas realizando un proceso intelectual que
implique solo el consultar la imagen asociada a los conceptos involucrados y no las
definiciones de ellos. También hemos mostrado que este tipo de tratamiento no hace
necesario el que el estudiante ponga en juego aspectos de su pensamiento y lenguaje
variacional, por lo que no posibilita el desarrollo de este tipo de pensamiento

fundamental en el entendimiento relacional del tema.

Dado que por un lado consideramos imprescindible el desarrollo del pensamiento y
lenguaje variacional de los estudiantes para trabajar con amplitud los temas del calculo
o0 analisis, ademas de que es la hipétesis de nuestro equipo a fin de que el estudiante
logre formarse la nocion de derivada sucesiva, establecer un tratamiento articulado entre
la funcion y sus derivadas, se deben incorporar elementos variacionales y significar los

distintos elementos relacionados a la variacién en estudio. Por ello, es que consideramos
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necesario que el estudiante enriquezca el concepto de valor numérico de la funcion

derivada segunda con aspectos graficos y variacionales.

A partir de lo anterior es que esta investigacion puso en primer plano el estudio del
significado grafico que asignan los estudiantes de Uruguay al valor numérico de la
funcion derivada segunda, como éste puede ir evolucionando y qué herramientas entran
en juego en este proceso de desarrollo. Nos interesa también investigar qué estrategias
variacionales desarrollan los estudiantes al trabajar con los conceptos en juego y como

significan estas variaciones.

Como ya hemos dado muestras en los capitulos anteriores, en los cursos de Célculo de
secundaria en Uruguay se trabaja en los topicos matematicos: funcién, valor numérico,
funcion derivada primera; signo de la funcion derivada primera para relacionarla con el
crecimiento-decrecimiento de la funcion, valor numérico de la funcién derivada primera
para significarla como el coeficiente angular de la recta tangente al gréafico en el punto
en cuestion, funcion derivada segunda, signo de la funcion derivada segunda para
relacionarla con la concavidad positiva o negativa de la funcién. En nuestra
investigacion hemos detectado que al no realizar un trabajo escolar con el valor
numérico de la funcion derivada segunda, solo se tiene en cuenta el signo de él para

vincularlo con la concavidad (positiva o negativa) de la gréafica de la funcion.

En primer lugar debemos destacar que el andlisis de los resultados confirmé nuestra
idea inicial de que los estudiantes no se habian enfrentado con problemas que impliquen
el significar graficamente al valor numérico de la funcion derivada segunda, de donde
las actividades planteadas relativas a ese aspecto han representado en verdad un
problema para ellos y no se tratd de ejercicios tipo que conlleven respuestas mecanicas
de repeticion. Es en este sentido que se ha confirmado nuestra suposicion sobre que, en
una primer instancia, los alumnos no significarian graficamente al valor numérico de la
funcion derivada segunda, y en etapas posteriores, por la forma que fue realizada la

secuencia, realizarian intentos por significarlo generando distintas conjeturas.

En las actividades propuestas, los estudiantes significaron graficamente al real f(a) y no
solo al signo de este, y en la mayoria de los casos también al real f “(a) y no solo al

signo de él. En cambio, a partir de las evidencias presentadas, confirmamos nuestra
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consideracion inicial, que los estudiantes, al enfrentarse en una primera instancia a
actividades que implican significar graficamente el valor numérico de la funcion
derivada segunda, no significarian dicho real sino solo el signo de él, esto ocurre con
todos los estudiantes que participan en la actividad. El significado gréafico que asignan
los estudiantes a la expresion f ““(a)=b es que si b>0 la funcion f presenta concavidad
positiva en x=a, y si b<0 la concavidad de f es negativa en x=a. Como podemos
observar no se asigna un significado al valor numérico en si de f ""(a) sino solo a su

signo.

La relacién que han establecido los estudiantes, en una primer instancia, al enfrentarse a
situaciones que implican significar graficamente el valor numérico de la funcion
derivada segunda es una relacion entre el signo de dicho real y el gréfico de la funcién
inicial, esta relacion la podemos definir en términos de concavidad. Como hemos
analizado anteriormente, estas primeras respuestas de los estudiantes estan influenciadas
por el tratamiento curricular que se ha realizado del tema, tanto en los textos mas
utilizados por los estudiantes y analizados en este estudio, como en sus cursos, solo se
significa graficamente al signo de f “"(a) asociandolo a la concavidad de la funcion en

X=a.

La regla que han establecido en una primer instancia relaciona al signo del valor
numérico de la funcion derivada segunda (f *") con el signo de la concavidad de la
funcion inicial f en x=a, les permite resolver algunos de los problemas planteados, en
especial los que involucran valores numéricos de distinto signo de funciones derivadas
segundas. Los estudiantes reflexionan y hacen explicito que en estos casos solo estan

teniendo en cuenta el signo del real f ""(a) y no al real en si.

Para resolver las situaciones de este tipo los estudiantes no muestran indicios de haber
consultado las definiciones involucradas; funcion, funcion derivada, valor numérico,
etc; en cambio si la imagen asociada a los conceptos “f “"(a)>0" y “f ""(a)<0”. Con base
en nuestro estudio hemos confirmado que en esta primera instancia los habitos de
pensamiento de la vida cotidiana prevalecieron sobre los habitos de pensamiento
impuestos por los contextos técnicos, aspectos ampliamente investigados por Vinner
(1991) y desarrollados en el Capitulo I1l. La mayoria de los procesos intelectuales

analizados en esta primer instancia se pueden ubicar dentro del caso “Respuesta
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intuitiva” de los esquematizados por Vinner (1991); los estudiantes consultan solo la
imagen del concepto al intentar dar solucion a la situacion planteada, como esta imagen
es suficiente para generar una respuesta no se sienten en la necesidad de consultar la
definicion del concepto. Es decir, hemos encontrado que en una primera instancia la
imagen de los estudiantes asociada a los conceptos “concavidad positiva” y “concavidad
negativa” ha sido suficiente para ellos al momento de resolver los problemas

planteados.

En esta primera instancia también encontramos en forma reiterada la aplicacion de
reglas sin razones por parte de algunos de los estudiantes. Estas reglas, en algunos casos
ciertas y en otros erréneas'?, parecen brindar a algunos estudiantes, cierta seguridad en
ellas, asi como elementos para justificar sus respuestas, y a otros, frente a la
confrontacion con las respuestas de sus compafieros, una vision critica del concepto,

revisando las reglas y transformandolas en reglas con razones.

A medida que los estudiantes avanzaban en las actividades reconocen que la regla que
habian utilizado anteriormente no es suficiente al intentar esbozar el grafico de dos
funciones fy g en un entorno del real “a” en el caso que f "(a) y g “"(a) seran ambos de
igual signo, de lo cual solo podian deducir, en un principio, que tendrian concavidad del
mismo signo en x=a, pero no una relacion entre sus graficos. Los estudiantes también se
enfrentan a una limitacion, la cual reconocen, cuando a partir del grafico de una funcién
pueden deducir que en dos reales distintos la concavidad de la funcion tiene el mismo
signo, de donde los valores numéricos correspondientes de la funcion derivada segunda
también tendran el mismo signo, pero, en esta instancia, indican que no poseen

elementos para comparar entre si dichos valores numéricos.

Por lo tanto, los estudiantes se ven enfrentados a que asociar al real f ""(a) los conceptos
“concavidad positiva” o “concavidad negativa” no es suficiente ni para determinar
algunos aspectos graficos de funciones en las cuales los valores numéricos de sus
funciones derivadas segundas son distintos, pero de igual signo, aunque haya una
relacion entre este concepto y el signo de dichas funciones derivadas segundas; ni para

comparar los valores numéricos de las funciones derivadas segundas en un real en el

19 No coherentes con las aceptadas por la comunidad matemética.
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cual los gréficos de las funciones iniciales tienen concavidades del mismo signo. De la
toma de conciencia de estas limitaciones comienzan a surgir conjeturas que intentan dar

respuesta a estas nuevas situaciones.

Se presentan entonces dos conjeturas principales, y otra relacionada directamente a una
de ellas, que establecen una relacion entre el valor numérico de la funcién derivada
segunda y el gréfico de la funcién inicial la cual abarca aspectos més amplios que el

solo considerar al signo de su concavidad. La primer conjetura relaciona al valor

numérico de la funcion derivada sequnda (f ) en x=a con un aspecto del grafico que

Ilaman, entre otros nombres, “abertura” del grafico. En dos de los equipos surge, dentro

de esta primer conjetura, otra mas especifica que relaciona al valor numérico de la
funcion derivada segunda (f “) en x=a con la distancia entre el grafico de la funcién
inicial (f) y la recta tangente a dicho grafico en un entorno reducido del real a.
Observemos que estas dos conjeturas solo se diferencian en las expresiones explicitas
de los estudiantes, porque el significado grafico de ambas es el mismo, de donde no las
consideramos como dos distintas, sino que su diferencia esta dada solo por un lenguaje
maés técnico. Es importante recalcar que esta conjetura se hace presente en todos los
equipos y es la conjetura que previamente consideramos que iba a presentarse. La
segunda conjetura la plantean dos estudiantes de distintos equipos, establecen una

relacion entre el valor numérico de la funcién derivada sequnda en x=a v la cercania del

punto en cuestion y el P. 1. Cabe destacar que aunque dos estudiantes trabajan con esta

conjetura en algunas de las actividades planteadas, en algin momento de la secuencia

generan también la conjetura anterior.

Estas dos conjeturas iniciales podemos enunciarlas como:

X A mayor valor numérico absoluto de la funcion derivada segunda en x=a, el

grafico de la funcion inicial serd “menos abierto” en un entorno de “a”.

Més especificamente:
i A mayor valor numérico absoluto de la funcién derivada segunda en
x=a, el grafico de la funcion inicial estara mas “alejado” de su recta

tangente en x=a en un entorno reducido de “a”. Si fy g son dos funciones
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reales y |f"(a)| >

g"(a)| entonces el grafico de f estara mas “alejado” de

su recta tangente en x=a que el de g a la suya en un entorno reducido de

“an.

A partir de las transcripciones de los didlogos de los distintos equipos se observa con
cierta claridad que el concepto “menos abierto” o “mas cerrado” es el mismo que “mas

alejado de la recta tangente”.

X A mayor valor numérico absoluto de la funcién derivada segunda (f ) en x=a el

punto (x,f(x)) estard més alejado del P.I mas préximo.

Luego de las confrontaciones entre los integrantes de los equipos, en uno de ellos se
limita la primer conjetura a los casos en que el valor numérico de la funcién derivada
primera fuera el mismo, dado que se observo que la relacion que habian planteado en
una primer instancia solo era verdadera en el caso que el valor numérico de las
funciones derivadas primeras en el real dado fueran iguales. En este grupo se genera una
nueva conjetura que invalida a la anterior la que podemos enunciar de la siguiente

manera:

X A mayor valor numérico absoluto de la funcion derivada segunda en x=a el
gréafico de la funcién inicial estard méas alejado de su recta tangente en x=a en un

entorno reducido de a siempre que los coeficientes angulares de ambas rectas
9”@ yf'(@=g@),

entonces el grafico de f estara més “alejado” su recta tangente en x=a que el de g

sean iguales. Si fy g son dos funciones reales, |f”(a)| >

a la suya en un entorno reducido de “a”.

El nuevo concepto que se deriva de las dos primeras y Gltima conjetura es expresado por
los estudiantes como “chatura”, “abertura”, “mas o menos cerrada”, “mas 0 menos
abierta”, “mas o menos pegada a la tangente”, “méas o menos alejada de la tangente”,
“mas 0 menos separada”, “mas 0 menos apretado”, a pesar de haberle dado distintos
nombre todos parecen estar generando el mismo concepto. Hemos mostrado evidencias

de que los estudiantes han generado, en forma independiente y en equipo, una nueva
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imagen asociada al concepto valor numérico de la funcion derivada segunda, la cual

contiene aspectos de significacion grafica.

Observemos que los tres equipos han planteado la primer conjetura, la que indica que el
valor numérico de la funcion derivada segunda en x=a (f ""(a)) determina por si solo la
“abertura” del grafico, o mas especificamente la “proximidad” del grafico de la funcién

f a su recta tangente en (a,(f(a)) en un entorno reducido de “a”, de donde si

|7 ()| >

g"(a)| entonces el grafico de f estarda méas “alejado” de su recta tangente en

x=a que el de g a la suya. Esta conjetura, que es falsa desde el punto de vista
matematico, era la esperada por nosotros al momento de realizar la secuencia, pero los
tres equipos la trabajan en forma diferente. EI primero la considera valida al encontrar
casos concretos donde se cumple, el segundo la valida basandose en que “le parece” y el
tercer equipo, luego de validarla en primer instancia, continla buscando bases para su
aceptacion o refutacion. Es este ultimo equipo que descubre que dicha conjetura solo es
valida si ademas los valores numéricos de las funciones derivadas primeras

correspondientes son iguales.

Debemos destacar también que los estudiantes que plantean la segunda conjetura en
términos de P. 1., y que pueden utilizarla para resolver algunos items de la secuencia,
generan luego la primera conjetura al no ser aplicable a los nuevos items la conjetura
anterior. Estos estudiantes dan muestras de cambiar de estrategia cuando es necesario y

de poder observar distintos aspectos de una misma situacion.

La imagen que han generado, similar en todos los estudiantes, parece ser en general
suficiente para “comprender” el concepto, dado que solo un equipo muestra la
necesidad de dar una definicion de él. En este equipo uno de los estudiantes expresa que
va comprendiendo el nuevo concepto, “chatura”, cuando va enriqueciendo la imagen
asociada al concepto, dado que, a pesar de que antes se habia enunciado una seudo
definicion del concepto, el estudiante indica que lo esta entendiendo cuando enriquece
la imagen asociada a €l y no anteriormente al conocer su definicion. Podriamos suponer
que para que este estudiante sienta que ha “entendido” este concepto fue necesario
generar una rica y diversa imagen de él mas que solo conocer su definicion. Pero no

solo este estudiante ha dado muestras de “necesitar” la imagen del concepto, hemos
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presentado evidencias de que distintos estudiantes no consideran “saber qué significa”
un concepto aunque conozcan su definicion, o algunos aspectos de ella, sino que
consideran que necesitan mas elementos para “saber qué significa” el concepto, los
cuales nosotros creemos que seran parte de la imagen del concepto; y hemos mostrado
situaciones donde los estudiantes dan signos de necesitar mas la imagen del concepto

que su definicién al momento de enfrentarse a las situaciones planteadas.

En una primer instancia los estudiantes no han dado indicios de consultar muchas de las
definiciones involucradas, y han hecho explicita la no utilizacion de otras, ya hemos
analizado que los estudiantes en algunos casos no han significado graficamente al valor
numérico de la funcion derivada segunda basandose en definiciones de los conceptos
involucrados, sino que han generado una imagen asociada a conceptos como la relacion
f"(a)>g""(a)>0, la cual les ha permitido resolver las situaciones planteadas. Es por esto
que consideramos que la imagen asociada a conceptos ampliamente trabajados por ellos
anteriormente ha sido suficiente para resolver algunas de las situaciones que les hemos
planteado, pero luego, frente a otras actividades que implicaban la asignacion de
significado gréafico al valor numerico de la funcion derivada segunda, reconocieron que
su imagen del concepto “concavidad” no era suficiente para resolver la problemaética, lo
cual llevo a que los estudiantes modificaran su imagen asociada a este concepto
generando un nuevo concepto del cual, en uno de los equipos, ha intentado dar una

definicion.

Como hemos sefialado anteriormente, la mayoria de los procesos intelectuales
analizados se pueden ubicar dentro del caso “respuesta intuitiva” de los esquematizados
por Vinner (1991); los estudiantes consultan solo la imagen del concepto al intentar dar
solucion a la situacion planteada, como esta imagen es suficiente para generar una
respuesta no se ven en la necesidad de consultar la definicién del concepto. En cambio
no hemos encontrado evidencias sobre los tipos de procesos intelectuales que esperan la
mayoria de los docentes que ocurran: “deduccion puramente formal”, y “deduccion
siguiendo el pensamiento intuitivo™; si hemos dado evidencias de una situacion que se
encuentra dentro del caso “Interaccion entre definicion e imagen” en la cual un
estudiante expresa que considera necesario recurrir a la definicion del concepto frente a

la evidencia de que no han encontrado una solucion a la situacion planteada, todos ellos
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dentro de la clasificacion de Vinner (1991), y de otra situacion que se encuadra dentro

del caso 5 que nosotros hemos incluido a la clasificacion de Vinner (1991).

Creemos que la visualizacion de las situaciones planteadas ha permitido, a la mayoria de
los estudiantes que participaron en las actividades, resignificar el concepto en juego, asi
como posibilitd que ellos pudieran generar distintas argumentaciones. Cuando
indicamos que los estudiantes visualizan cierto concepto es porque consideramos que
las evidencias presentadas dan muestras de que los estudiantes han representado,
transformado, generado, comunicado, documentado y reflejado informacion visual en su
pensamiento y lenguaje; aspectos estos requeridos en la definicion de visualizacion dada
por Cantoral y Montiel (2003), asi como también de que han formado iméagenes
mentales, las cuales han llevado al papel, que les han permitido descubrir y entender los
conceptos matematicos en juego, aspectos basicos en la definicion de visualizacion de
Zimmermann y Cunningham (1991) , definiciones estas en las cuales nos hemos

basado.

Debemos mencionar diferencias en aspectos de visualizaciones de las situaciones
planteadas en los distintos equipos: los estudiantes de los equipos 1y 3 (estudiantes del
I.P.A), y algunos estudiantes del equipo 2 (estudiantes de secundaria) han dado
muestras de visualizar conceptos ya trabajados anteriormente, de visualizar el nuevo
concepto que ellos generaron, y/o los nuevos aspectos de conceptos que ya “conocian”,
en cambio de las entrevistas no podemos deducir que todos los integrantes del equipo 2
hayan logrado visualizar el concepto en juego. En el equipo 3 la visualizacion de los
distintos conceptos involucrados fue clave al momento de definir la conjetura final, ella
permiti0 establecer las primeras conjeturas, cuestionarlas buscando y presentando
contraejemplos, etc. Los integrantes de los equipos 1 y 3 han logrado visualizar la
situacion planteada, han podido convertir informacion del registro grafico a otros y
viceversa, lo que les brindd herramientas para significar graficamente al valor numérico
de la funcién derivada segunda. En cambio, a partir de las evidencias recogidas, no
podemos asegurar que todos los integrantes del equipo 2 hayan visualizado la nueva

situacion.

Hemos presentado muestras de que los estudiantes realizan distintos tipos de

entendimientos de los tdpicos en juego. Encontramos que algunos de los estudiantes
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brindan muestras de realizar, en algunas de las actividades, un entendimiento
instrumental en el sentido de Skemp (1976) y aplican reglas sin razones para resolver
situaciones a las cuales ya se habian enfrentado en sus cursos. Al ser cuestionados sobre
el por qué de esas reglas, por parte de los demas estudiantes del equipo o por la
entrevistadora, en el momento que las hacen explicitas, ocurren dos situaciones
distintas: unos indican que dichas reglas son ciertas porque sus docentes asi se las han
ensefiado y otros dan muestras de poder convertir ese razonamiento instrumental en uno

relacional al generar, o recordar, razones relacionales de dichas reglas.

Nuevamente encontramos algunas diferencias entre el equipo formado por estudiantes
de secundaria y los formados por estudiantes de nivel terciario, en este caso en cuanto al
tipo de reglas generadas y el tipo de aprendizaje realizado sobre los nuevos conceptos
en juego. En el primer caso los estudiantes expresan distintas reglas sin razones en el
sentido de Skemp (1976) y, como ya hemos presentado al analizar su equipo, las cuales
validan solo porque “les parecen”, de donde dan muestras de realizar un entendimiento
instrumental del tema. En cambio en los otros equipos se presentan evidencias de
aprendizajes relacionales del tema , y las reglas que aplican son en su mayoria reglas
con razones. En los equipos 1y 3 se han expresado razones relacionales que avalan sus
conjeturas, razones éstas que surgen luego de argumentaciones, contraejemplos,
discusiones y validaciones por parte de los integrantes del equipo, de donde
consideramos que las reglas que de estas interacciones han deducido es una regla con
razones, y que su practica de resolucion del problema ha generado un entendimiento
relacional de este. Las relaciones establecidas por el equipo 1 no le permiten descubrir
que la primera conjetura realizada solo es véalida para cierto conjunto de funciones, en
cambio, la red de relaciones generada por el tercer equipo permite refutar la primer
conjetura realizando luego la tercera que si es valida en general. En cambio en el equipo
2 no se presentan razones relacionales que avalen la conjetura planteada por algunos de
sus integrantes, ellos han manifestado que a pesar que haber encontrado un método, o
regla, para resolver las situaciones planteadas dudan de la validez de algunos de sus
puntos, por lo cual creemos que se ha realizado un entendimiento instrumental del
topico y que han generado una regla sin razones para resolver la situacion problematica

a la cual se vieron enfrentados.
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También como esperabamos la relacion que han establecido los estudiantes entre la
variacion de la funcién derivada segunda y la variacion del gréafico de la funcion inicial
permitio, por un lado, el desarrollo de su pensamiento y lenguaje variacional, al
establecer relaciones entre aspectos que varian, y por otro el enriquecimiento del
concepto “derivada segunda”. Consideramos que se ha visto enriquecido este concepto
dado que la derivada segunda deja de ser algo estatico, a lo cual solo se le calcula el
signo para estudiar la concavidad de la funcion, y pasa a ser vista como un elemento que
puede variar y donde esa variacion estd generando nuevos conceptos que permiten

enriquecer su significado.

Los estudiantes basan algunas de sus conjeturas en el andlisis de distintas situaciones
variacionales las cuales las podemos dividir en dos grupos; por un lado el analisis de
distintas familias de parabolas observando la relacion entre ellas y los valores numéricos
de las funciones derivadas segundas que las determinan; y por otro el andlisis de la
relacion entre el valor numérico de la funcion derivada segunda en cierto real (f “(a)) y

la distancia entre el punto (a,f(a)) y el P.1.

En cuanto al primer grupo se presentan dos analisis complementarios, muchas veces
casi simultaneamente. Por un lado uno que establece una relacién de los gréficos al
valor numérico de la funcion derivada segunda, y otro en el sentido opuesto. En su
analisis los estudiantes reconocen por un lado a una parabola como parte de una familia,
con ciertas similitudes y diferencias, y no como un grafico aislado, lo cual evidencia un
pensamiento variacional dado que permite establecer relaciones entre las variaciones de
las expresiones analiticas de las funciones, de sus gréficos y el valor numérico de la
funcion derivada segunda, y por otro lado trabajan con parabolas de una misma familia
determinando los elementos fijos y los variables, lo cual también brinda indicios de la

puesta en juego y del desarrollo de su pensamiento y lenguaje variacional.

Una de las familias de parabolas que analizan es la que surge a partir de la expresion de
la forma f(x)=ax?, el cual permiti6 a los estudiantes observar similitudes y diferencias en
el comportamiento de sus graficos al variar el coeficiente principal y a partir de alli
generar conjeturas sobre el significado grafico del valor numérico de la funcion
derivada segunda dado que, como ya hemos analizado, dicho coeficiente esta

directamente relacionado con dicho valor numérico. A partir del analisis de la variacion
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de estas parabolas también surge una relacion “por dentro”, o0 mas “apretada”, que sera
base de sus conjeturas. Si los estudiantes hubieran asumido cada parabola como un
gréfico independiente, con caracteristicas propias, y no como un gréfico perteneciente a
una familia en la cual las variaciones determinan las similitudes y diferencias de los
elementos de dicha familia, tal vez no hubieran podido generar herramientas para
significar graficamente al valor numérico de la funcién derivada segunda. Los métodos
que utilizan para comunicar el pensamiento variacional que estan desarrollando no son
solo verbales, sino que también lo hacen con gestos que indican la variacion de la

grafica.

Otra familia de parabolas que ha sido analizada es la formada por pardbolas que se
corresponden en una traslacion. En este analisis los estudiantes presentan muestras de la
puesta en juego de su pensamiento y lenguaje variacional al generar relaciones entre las
parabolas y el valor numérico de la funcion derivada segunda que las genera; por
ejemplo al deducir las similitudes entre las parabolas que se corresponden en una
traslacion, similitudes bésicas para significar graficamente al valor numérico de la
funcion derivada segunda en el caso que f “(a)=g "“(a), siendo f y g expresiones
analiticas que generan a dos parabolas de la familia. Ademas el pensamiento variacional
les permite reconocer a dos parabolas como parte de una misma familia de donde
compartirdn ciertos aspectos “constantes”; y ademas del analisis comparativo de los
elementos de una misma familia surgen los elementos invariantes y los variables de ella

lo cual posibilita el desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional de los estudiantes.

Los estudiantes han planteando en el analisis de la familia anterior una relacion, que
Ilaman “igual”, entre los graficos que estd determinada en un entorno de un punto.
Logran determinar la igualdad entre las variaciones de las funciones fy g, y determinar
la igualdad entre las variaciones de sus funciones derivadas primeras. Reconocer estas
constantes les estda permitiendo significar graficamente aspectos graficos de las
funciones derivadas haciendo una ruptura entre la asociacion derivada-férmula pasando
a considerar una asociacion derivada-variacion. Esta nueva concepcion de la derivada
rompe con la concepcion curricular que cominmente se realiza, como ya habiamos
analizado, permitiendo resignificarla enriqueciéndola, “en las practicas humanas, en las
disciplinas de referencia, la derivada no se entiende exclusivamente como el limite del

cociente incremental, sino como una forma de estudiar la evolucion de un proceso de
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cambio, de crecimiento o de decrecimiento”. (Cantoral, 2000). Por lo tanto el desarrollo
del pensamiento y lenguaje variacional ha permitiendo en estas actividades enriquecer

los significados de conceptos que ya conocian y significar nuevos.

Los estudiantes han establecido relaciones entre la variacion de la funcién derivada
segunda y el gréafico de las funciones iniciales las cuales por un lado han enriquecido la
imagen del concepto y las relaciones entre este y otros conceptos y a su vez han ido
evolucionando ampliando el conjunto de funciones, o de familia de parabolas™, al cual
aplicaban estas relaciones. Esta ampliacion del conjunto de aplicacion consta de dos
instancias, primero generalizan la primer relacion a una familia de parabolas tangente a
una recta distinta del eje de las abscisas, y luego, aparentemente basandose en la
conjuncién de ambas reglas y aplicando una especie de propiedad “transitiva” pueden
analizar los gréficos en entornos de distintos puntos y/o tangentes a rectas de distintos
coeficientes angulares de donde deducen la relacion entre los valores numéricos de sus

respectivas funciones derivadas segundas.

Ademas de los aspectos variacionales que hemos mencionamos y que los estudiantes
han analizado, también muestran una puesta en juego y un desarrollo de su lenguaje
variacional al observar y discutir entre qué elementos se estan realizando las
“comparaciones”, dado que para poder determinar los aspectos que varian y los que
permanecen constantes deben determinar con qué elemento estan siendo comparados. El
equipo 2 establece relaciones, “compara”, dos elementos de la familia entre si, en los
otros equipos aunque en un comienzo algunos estudiantes también lo hagan,
inmediatamente pasan a discutir las relaciones, entre ellas la de “proximidad”, entre los
elementos de la familia con una recta. En el equipo 1 se presenta la discusion sobre cudl
es la recta fija con la cual comparan los aspectos variables de la familia de parabolas. En
principio se muestran dos opiniones que, aunque en algunos casos puedan coincidir, son
distintas: comparar los aspectos variables de la familia de pardbolas con la recta
tangente a cada parabola de la familia en el punto en cuestién o compararlas con el eje
de las abscisas, luego parece aceptarse por mayoria la primera. El equipo 3, aunque en
un principio realiza un andlisis similar al del equipo anterior, analiza ademas la verdad o

no de las relaciones antes establecidas a partir del estudio de las relaciones entre una

1 Dependiendo del sentido de la aplicacion de la relacion.
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pardbola y una recta variable a ella. El tratamiento variacional dado al estudio de este
aspecto permite que estos estudiantes limiten la relacion establecida, entre cada parabola
Y Su recta tangente en juego, al caso que estas rectas sean paralelas, relacion esta que

permitira comparar valores numéricos de las respectivas funciones derivadas segundas.

Como hemos indicado anteriormente debemos destacar que el pensamiento y lenguaje
variacional desarrollado por los estudiantes les brinda elementos para significar de
manera gréafica a la funcion derivada segunda no solo en términos de concavidad
positiva 0 negativa. Al establecer una relacion entre el signo de f “"(a) y el signo de la
concavidad de f en x=a no se necesita poner en juego un pensamiento y lenguaje
variacional, dado que puede concebirse la gréafica de f como un objeto estatico del cual
solo se tendra en cuenta su concavidad en un entorno de a. En cambio el significado que
han asignado los estudiantes a f “"(a) al enfrentarse a la secuencia esta basado en
reconocer algunos de los aspectos variables y otros constantes de dicho gréfico; por
ejemplo la variacion de los coeficientes angulares de las rectas tangentes al grafico de la
funcion f en un entorno de a. A partir de lo anterior es que consideramos que el
desarrollo del lenguaje y pensamiento variacional de los estudiantes permitio enriquecer

el significado gréfico asociado al valor numérico de la funcion derivada segunda.

Hemos constatado que los estudiantes al significar graficamente al valor numérico de la
funcion derivada segunda recurren a herramientas gestuales que evidencian el
reconocimiento de aspectos variacionales de la familia de pardbolas que estan
considerando, asi como que, por un lado, la puesta en juego de su pensamiento y
lenguaje variacional les ha brindando herramientas para resolver la problematica
planteada, y por otro la misma problematica les ha ayudado a desarrollar este tipo de

lenguaje y pensamiento.

El analisis de la otra situacion variacional se presenta inicialmente con dos estudiantes
de distintos equipos, en uno de ellos es puesto en discusion y en el otro no parece se
presentan signos de ser analizado, aceptado o descartado. En este caso encontramos
signos de un pensamiento y lenguaje variacional cuando los estudiantes reconocen la
funcion a partir de una relacion entre una variable dependiente y una independiente.
Ademas establecen una relacion entre otras dos variables: el valor numérico de la

funcion derivada segunda y una “distancia” entre un P.l. y el punto en juego. El
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pensamiento y lenguaje variacional que los estudiantes ponen en juego facilita que ellos
puedan formular la conjetura, dado que implica reconocer en la funcion f su aspecto
dual (objeto-proceso) que desarrollamos en el Capitulo 111, como objeto al reconocer la
forma global de su grafico, y como proceso al establecer una correspondencia entre la
preimagen a del valor numérico de la funcion derivada y el punto (a, f(a)) para luego
establecer una relacién entre el valor numérico de la funcion derivada segunda y la

distancia entre dicho punto y el P.1.

En el equipo 1 la relacién planteada por uno de los integrantes es puesta en duda por
otro integrante, los dos estudiantes consideran distintos aspectos de la variacion de la

funcion derivada segunda en el entorno de un real. El estudiante que generd la conjetura

establecio que si f “(a)=0 y |x—a| es “suficientemente pequefio”, entonces
|f"(x) - f"(a)| también es “pequefio”, o sea f “"(x) estaria “proximo” a cero. Podemos

deducir que la imagen del concepto que evoca es una funcion donde f “"(a)=1, de
donde en un entorno del real a hay una equivalencia entre ambas diferencias. En cambio

su comparfiero hace jugar distintas posibilidades de variaciones de la funcion derivada

segunda, considera que aunque f “"(a)=0 y |x—a| sea “suficientemente pequefio”,
|f"(x) - f"(a)| no tiene por qué ser “pequefio”, o sea f ~"(x) no tiene por qué estar

“proximo” a cero. En esta discusion estd presente la variacion de la funcion derivada
segunda, y en forma implicita se est& discutiendo como influye el valor numérico de la
funcion derivada tercera en la variacion de la funcion derivada segunda. El primer

rrs

estudiante parece aceptar solo funciones donde f “""(a)=1, en cambio el segundo

estudiante parece abrir el abanico de posibilidades porque reconoce que siempre es

posible determinar una funcién f tal que, aunque|x—a| esté “proximo” a cero,

|f"(x) - f"(a)| sea mayor que cualquier real dado, esto es porque dependera del valor

def " (a).

Observemos que la relacién planteada inicialmente se cumple en forma ideal en una

funcion  polindmica de primer grado de coeficiente principal  uno:

|x—a|=|f(x)- f(a)|, en cambio un estudiante reconoce distintas posibilidades para la

variacion de la funcion en un entorno de (a,f(a)), no solo la proporcional. El

pensamiento variacional que esta desarrollando este estudiante le permite cuestionar la
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conjetura de su compafiero Y tal vez, en etapas sucesivas, validar la suya. Ademas el
pensamiento variacional desarrollado por estos estudiantes les estd permitiendo
reconocer a los elementos del dominio no solo como elementos fijos e independientes,
los cuales se relacionaran con elementos del codominio, sino como elementos
relacionados entre si los cuales determinan una nueva variacion establecida por una
relacion entre la variacion de los elementos del dominio y la variacion de sus imagenes
de donde consideramos no solo que estdn poniendo en juego su lenguaje y pensamiento

variacional sino que ademas lo estan desarrollando.

También encontramos otros signos de puesta en juego y desarrollo del pensamiento y
lenguaje variacional de los estudiantes. En una situacion se hace explicito por un
estudiante su pensamiento variacional en relacion a las rectas tangentes al grafico al
relacionar la funcién derivada segunda con la variacion de la funcion derivada primera.
Dado que la funcion derivada primera indica los coeficientes angulares de las rectas
tangentes a la funcion inicial es que la variacion de la funcion derivada primera es vista

por el estudiante en la variacion de las rectas tangentes al gréfico.

En otras instancias las evidencias de un pensamiento variacional se reflejan al establecer
conjeturas basadas en relaciones entre el valor numérico de una funcién y la variacion
de otra. En algunos casos la relacién es establecida entre el valor numérico de la funcion
derivada segunda y la variacion de la funcion inicial, en otros entre la variacién de la
variable independiente y la variacion del valor numérico de la funcion derivada
segunda, y por Ultimo se reconoce a la funcién derivada segunda como la resultante de
la variacion de la funcion derivada primera y la relacion entre los extremos de esta
ultima y el valor numérico de la primera. En estos casos la funcion es considerada como
un proceso en el cual se investigan las relaciones establecidas entre dos elementos del
dominio y las imagenes de las funciones derivadas sucesivas. En este tipo de
pensamiento también encontramos bases variacionales las que permiten no solo
reconocer el signo del valor numérico de la funcion derivada segunda, lo que no
necesariamente implicaria un pensamiento variacional, sino también en algunos casos
conjeturar sobre la variacion de dicho valor y en otros justificar por qué para la abscisa

del P.1. la imagen de la funcién derivada segunda es cero.
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El pensamiento y lenguaje variacional de los estudiantes evidenciado en nuestros
analisis de sus dialogos, les ha brindado herramientas para, entre otros aspectos,
reconocer variaciones referidas a elementos que a su vez varian, estudiar los elementos
constantes y variables de ciertas familias de graficos, establecer relaciones entre la
variacion de una funcién y las funciones derivadas sucesivas, hacer presente la
concepcion de los elementos del dominio como elementos fijos e independientes entre
ellos, a los cuales se les aplica un proceso, y de elementos que se pueden relacionar por
ciertas variaciones, y ademas, comunicar oralmente y gestualmente sus conjeturas y

argumentos.

También encontramos signos de un pensamiento y lenguaje variacional en el analisis de
otra familia de funciones realizado por un estudiante, aunque en este caso no para
realizar conjeturas sobre el valor numérico de la funcién derivada segunda
correspondiente sino para determinar casos donde las reglas que antes podian haber
establecido no son aplicables. En este caso estudia la variacion de los gréficos de una
familia de funciones tangentes a una recta fija en un P. I. comun de ellas y la relacion
con el aspecto constante del valor numérico de la funcion derivada segunda en el real
considerado. EIl reconocer los aspectos variables y constantes de esta familia y la
relacién de ellos con la funcién y sus funciones derivadas primeras y segundas
correspondientes ha brindado al estudiante herramientas para justificar la no posibilidad
de indicar propiedades relacionadas con la “proximidad” entre los graficos de las

funciones y la recta en las condiciones antes mencionadas.

Recomendaciones didacticas

Como hemos analizado, los rasgos méas importantes del tema “derivadas” son
trabajados, tanto en los textos que investigamos como en los cursos dados en Uruguay,
en forma muy similar. La interpretacion grafica del valor numérico de la funcion
derivada primera juega un papel principal en su conceptualizacion, pero cuando se
trabaja con la funcion derivada segunda no se realiza una interpretacion gréafica del

valor numérico de ella.
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Hemos reportado que se tiene en cuenta el signo del valor numérico de la funcion
derivada primera para vincularlo con el crecimiento o decrecimiento de la funcion, y el
valor numérico en si para vincularlo con el coeficiente angular de la recta tangente al
gréfico en el punto en cuestion, en ambos casos encontramos muestras de que se realiza
una significacion grafica de dichos conceptos. En cambio, al trabajar con la funcién
derivada segunda, solo se tiene en cuenta el signo de sus valores numéricos, los cuales
se relacionan con la concavidad positiva 0 negativa de la funcién en el punto en
cuestion, aspecto que si es significado graficamente. Pero el valor numérico en si de la
funcion derivada segunda no parece ser tenido en cuenta, y menos aun que se realice
una interpretacion geométrica de él, en el caso de que este sea distinto de cero. Si el
valor numérico de la funcion derivada segunda es cero, y se cumplen ciertas
condiciones adicionales, se relaciona a dicho real con un P.l., en donde si encontramos
algunas interpretaciones gréficas relacionadas, evidentemente, al punto anterior. De
donde, en nuestro estudio, no encontramos muestras, ni en el analisis de los programas
uruguayos, ni en el de los textos, ni en las visitas a clase, de que se signifique

graficamente al valor numérico de la funcién derivada segunda.

En cuanto a las derivadas sucesivas de una funcién son pocos los casos que
encontramos donde se haga referencia a 6rdenes superiores de a dos. En los casos que si
se definen encontramos que es por recurrencia, de donde podemos destacar que al darse
la definicion de derivadas de orden mayor que uno por recurrencia no se establecen
relaciones entre la derivada de orden p (p>1) y la funcion inicial, u otra de las derivadas

de orden distinto a p-1 o p+1.

En nuestra investigacion se han presentado las asociaciones con el valor numérico de la
funcion derivada segunda esperados, hemos visto que los estudiantes lo relacionan
inmediatamente con aspectos como “concavidad positiva” y “concavidad negativa”.
Pero debemos destacar que, en un principio, los estudiantes no son concientes de que
esta relacion la estan estableciendo solo con el signo de dicho valor numérico y no con
el valor numérico en si, luego al tomar conciencia de ello, en una primer instancia
consideran que no pueden significarlo. Como hemos mostrado en el andlisis de los
resultados, avanzada la secuencia, y luego que los estudiantes se enfrentan a distintos
aspectos de la problemaética, es que surgen algunas conjeturas, y en todos los equipos la

esperada.
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Si a los puntos anteriores sumamos las evidencias que hemos presentado, de que tanto
los cursos, como los textos que utilizan los estudiantes, transmiten una Unica
matematica cerrada y completa, es que creemos que se limita, entre otros aspectos, la
posibilidad de que el estudiante reconstruya los conceptos en juego y que en
consecuencia los aprenda significativamente. Es interesante destacar que esta situacion
no es Unica en Uruguay, aunque nosotros hemos limitado nuestro estudio a estudiantes
de dicho pais. “... algunos profesores ensefian matematicas igual como esté en el libro
de texto; es decir limitdndose a reproducir el contenido en el pizarron... Esto provoca
que la ensefianza se convierta en una exposicion de contenidos sin atractivo para los
alumnos, donde los ejemplos y ejercicios propuestos no son significativos ni cercanos a
su realidad...” (Cantoral, etal., 2000).

Es la creencia de nuestro grupo de investigacion, y la nuestra propia, que “el aprendizaje
se basa en la actividad creadora y en el descubrimiento de las nociones por parte del
alumno, que sea él quien descubra y proponga formas de resolver los problemas”
(Cantoral, et al., 2000). Por lo tanto creemos que esta investigacion brinda herramientas
para generar nuevas actividades que tengan por objetivo que el estudiante signifique
graficamente al valor numérico de la funcion derivada segunda en un ambiente de
descubrimiento, argumentaciones, confrontaciones. Esto permitira, en forma especifica,
que el estudiante enriquezca el concepto derivada segunda al romper las dos
asociaciones fundamentales que hemos detectado: “derivada segunda-formula” vy
“derivada segunda—estudio de signo de concavidad”, al resignificar el concepto
permitiendo una visién grafica de él, y ademas llevara a enriquecer el propio concepto
“derivada” al realizarse una mirada del concepto desde una Optica no tradicional
permitiendo generar una significacion gréafica del valor numérico de la funcion derivada
segunda, de la cual hemos dado muestras que no esta presente en los cursos ni en los
textos analizados. Ademas creemos que esta nueva vision favorecerd la significacion de
la funcion derivada tercera y de las derivadas consecutivas. En forma general permitird
que el estudiante desarrolle su pensamiento y lenguaje variacional, que desarrolle su
capacidad de visualizar en matematicas, y brinda la oportunidad de discutir con
compafieros, conjeturar, argumentar, refutar, lo cual ayudara a que las ideas evolucionen

hacia ideas mas robustas matematicamente.
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Capitulo IX

De las respuestas de los estudiantes, ya analizadas, podemos deducir que con una

secuencia adecuada conjeturaran en forma natural que si fy g son dos funciones reales y

|7 @) >

g”(a)| entonces el gréfico de f estard més “alejado” de su recta tangente en

x=a que el de g a la suya en un entorno reducido de “a”, de donde creemos conveniente
enfrentarlos a casos donde no se cumpla dicha conjetura para que puedan completarla
agregando la condicion f “(a)=g"(a). Creemos que la secuencia debe estar disefiada de
forma que no limite otras significaciones del concepto las cuales, evidentemente, lo

enriqueceran.
A modo de sintesis:

g Se confirmaron nuestras creencias iniciales de que los estudiantes no
significarian gréficamente, en una primer instancia, al valor numérico de la funcion
derivada segunda, y que luego, por la forma que fue disefiada la secuencia,
establecerian implicitamente una relacion con la curvatura de la funcion al
plantearla en términos de “cercania” de la gréfica de la funcion a la recta tangente en

juego.

g De la investigacion surgieron ricos elementos a partir de los cuales pudimos
responder nuestras preguntas de investigacion. En este sentido, no solo confirmamos
nuestra creencia sino que pudimos construir explicaciones teoricas del desempefio
de los estudiantes con base en el las cuestiones del pensamiento y lenguaje

variacional.

B A partir del andlisis de las respuestas de los estudiantes surgen elementos que
permitirdn generar actividades tendientes a significar graficamente al valor
numérico de la funcion derivada segunda teniendo en primer plano las

construcciones que han surgido de los propios estudiantes.
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Programas uruguayos oficiales vigentes de sexto afio de secundaria
Opciodn Ingenieria

» Numero real.
Fundamentacion axiomatica. Nociones de las funciones exponencial y logaritmo.
Nociones sobre la topologia usual de los reales: Conjuntos abiertos, cerrados, entornos,
puntos de acumulacion.

» Sucesiones.
Limite de sucesiones. Sucesiones monotonas y sus limites. Pares de sucesiones
mondtonas convergentes. NUmero e.
Operaciones con sucesiones y célculo de sus limites.
Equivalencias. Orden de infinitésimos e infinitos. Ejemplos.

» Funciones.
Gréfico. Ejemplos. Funcién compuesta. Funcién inversa.
Limite de una funcién. Operaciones con funciones y calculo de sus limites.
Limite de la funcion compuesta.

» Funciones continuas.
Definicion de continuidad en un punto. Ejemplos de funciones continuas y discontinuas.
Operaciones con funciones continuas. Continuidad de la funcién compuesta.

» Funciones derivables.
Definicion de derivada en un punto. Interpretacion geométrica.
Definicion de tangente . Ejemplos de funciones continuas derivables y no derivables.
Funcion derivada. Operaciones con funciones derivables; reglas de derivacion.
Derivabilidad de la funcion compuesta.

» Funciones continuas en intervalos.
Teoremas de Bolzano, Darboux y Weierstrass. Aplicaciones.

» Funciones derivables en intervalos.
Funcion creciente en un punto. Extremos relativos. Vinculacion con la derivada en un
punto.
Teoremas de Rolle y de Lagrange. Aplicaciones. Crecimiento en un intervalo. Criterios
de extremos. Teoremas de Cauchy y de L’Hépital. Aplicaciones al calculo de limites.

» Funciones inversas.
Existencia, monotonia, continuidad y derivabilidad de las funciones inversas.
Aplicaciones.
Funciones trigonométricas inversas.

> Estudio de funciones.

Crecimiento y extremos. Concavidad e inflexiones. Asintotas. Representacion gréfica.
Métodos de separacion y aproximacion de raices.
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> Series numéricas.
Ejemplos. Convergencia. Series de términos positivos. Criterios de  comparacion.
Criterios de D’Alembert y de Cauchy. Clasificacion de la serie arménica generalizada.
Series alternadas. Convergencia absoluta. Serie de Euler. Aplicaciones.

» Aproximaciones de funciones por polinomios.
Férmula de Taylor con resto de Lagrange.
Aproximacion local de una funcion por un polinomio. Aplicacion al calculo de limites.
Series de potencias. Intervalo de correspondencia. Ejemplos.
Series de Taylor . Aproximacion de una funcién por un polinomio en un intervalo.
Condiciones suficientes. Ejemplos.

Opcion Arquitectura

» Geometria analitica.
Objeto y método de la Geometria Analitica. Eje orientado. Segmento orientado.
Abscisa. Principio fundamental de la Geometria Analitica. Teorema de Chasles.
Sistemas coordenados.
Recta. Ecuaciones(general, explicita y segmentaria). Condiciones de paralelismo y
perpendicularidad. Angulos. Distancias. Areas.
Circunferencia y parabola. Ecuaciones. Problemas relativos.
Elipse e hipérbola. Ecuaciones reducidas. Hipérbola equilatera. Ecuacion de la
hipérbola equilatera referida a las asintotas. Problemas relativos a estas conicas. La
elipse como proyeccion de una circunferencia.

» Funciones.
Representacion grafica. Limites. Limites notables. Ordenes. Limites tipo.

» Funciones continuas.
Discontinuidades. Operaciones con funciones continuas. Funcion de funcion. Funcion
inversa. Definicion y continuidad de las funciones trascendentes.

» Funciones derivables.
Derivada puntual. Interpretacion geométrica. Calculo de derivadas. Funcion derivada
primera y segunda. Diferenciales.

» Estudio de funciones.
Crecimiento. Decrecimiento. M&ximos y minimos en un punto y en un intervalo.
Asintotas.

» Teoremas de Rolle y de Lagrange.
Consecuencias del teorema de Lagrange: condiciones suficientes de extremos relativos,
condiciones suficientes de crecimiento (decrecimiento) en un intervalo, concavidad,
convexidad y puntos de inflexion de las funciones. Estudio completo de funciones.

» Geometria descriptiva.

Objeto y método de la Geometria Descriptiva. Proyecciones del punto y de la recta.
Paralelismo entre rectas.
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Representacion del plano. Rectas notables en un plano. Paralelismo entre planos y entre
recta y plano.

Interseccion de planos y de rectas y planos. Aplicaciones.

Proyecciones de un angulo recto. Perpendicularidad entre planos y entre planos y
rectas. Aplicaciones.

Métodos de abatimiento. Cambio de plano vertical y giro de eje vertical. Problema
directo e inverso. Aplicacion a verdaderas magnitudes.

Poliedros. Representacion de prismas y piramides, cubos, tetraedros y octaedros
regulares. Secciones planas. Interseccion con una recta. Interseccion de dos poliedros.
Casos especiales de prismas y piramides.

Cono y cilindro de revolucion. Interseccion con una recta. Planos tangentes.

Secciones planas de conos y cilindros de revolucién. Verdadera magnitud de la seccion.
Proyecciones de una circunferencia.

Intersecciones de conos y cilindros de revolucion.

Opcion Medicina-Agronomia

» Numero real.
Axiomas de cuerpo ordenado. Propiedades. Valor absoluto. Definicion y propiedades.
Axioma de completitud. Aplicaciones. Nimero e.
Las funciones exponencial y logaritmo. Nociones y propiedades.

» Elementos de Geometria Analitica Plana.
Sistema cartesiano ortogonal en el plano. Distancia entre dos puntos. Ecuacion de la
recta. Paralelismo y perpendicularidad. Ecuaciones de la circunferencia y de la pardbola.

» Funciones.
Gréfico. Ejemplos. Funcidén compuesta. Funcion inversa.
Limite de una funcion. Operaciones con funciones y calculo de sus limites.
Equivalencias. Ordenes de infinitésimos e infinitos. Ejemplos. Limites tipo.

» Funciones continuas.
Definicion de continuidad en un punto. Ejemplos de funciones continuas y discontinuas.
Operaciones con funciones continuas. Continuidad de la funcion compuesta.

» Funciones derivables.
Definicion de derivada en un punto. Interpretacion geométrica.
Definicion de tangente . Ejemplos de funciones continuas derivables y no derivables.
Funcion derivada.
Operaciones con funciones derivables. Reglas de derivacion.
Derivabilidad de la funcién compuesta.

» Funciones continuas en intervalos.
Teoremas de Bolzano, Darboux y Weierstrass. Aplicaciones.

> Funciones derivables en intervalos.

Funcidn creciente en un punto. Extremos relativos. Vinculacion con la derivada en un
punto.
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Teoremas de Rolle y de Lagrange. Aplicaciones. Crecimiento en un intervalo. Criterios
de extremos.

» Estudio de funciones.
Crecimiento y extremos. Concavidad e inflexiones. Asintotas. Representacion gréafica.

» Integrales.
Definicion de Integral Definida. Aplicacién a funciones monoétonas y continuas.
Enunciado de las propiedades de aditividad y linealidad. Teorema del valor medio.
Regla de Barrow. Aplicaciones.

Opcién Economia

> Numero real.
Axiomas de cuerpo ordenado. Propiedades. Valor absoluto. Definicion y propiedades.
Axioma de completitud. Aplicaciones. Teorema de Arquimedes. Existencia de la raiz
enésima. Representacion decimal.
Las funciones exponencial y logaritmo. Nociones y propiedades.

» Sucesiones.
Limite de sucesiones. Sucesiones monotonas y sus limites. Pares de sucesiones
mondtonas convergentes. NUmero e.
Operaciones con sucesiones y calculo de sus limites.
Equivalencias . Ordenes de infinitésimos e infinitos. Ejemplos.

» Funciones.
Gréfico. Ejemplos. Funcién compuesta. Funcidn inversa.
Limite de una funcion. Operaciones con funciones y calculo de sus limites.

» Funciones continuas.
Definicion de continuidad en un punto. Ejemplos de funciones continuas y discontinuas.
Operaciones con funciones continuas. Continuidad de la funcion compuesta.

» Funciones derivables.
Definicion de derivada en un punto. Interpretacion geométrica.
Definicion de tangente . Ejemplos de funciones continuas derivables y no derivables.
Funcion derivada.
Operaciones con funciones derivables; reglas de derivacion.
Derivabilidad de la funcion compuesta.

» Funciones continuas en intervalos.
Teoremas de Bolzano, Darboux y Weierstrass. Aplicaciones.

» Funciones derivables en intervalos.
Funcion creciente en un punto. Extremos relativos. Vinculacion con la derivada en un
punto.
Teoremas de Rolle y de Lagrange. Aplicaciones. Crecimiento en un intervalo. Criterios
de extremos.
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» Estudio de funciones.
Crecimiento y extremos. Concavidad e inflexiones. Asintotas. Representacion grafica.
Métodos de separacion y aproximacion de raices.
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Actividad 1

Trabajaremos con los siguientes graficos de funciones.

1 A 2 A 3 4

—

v

v
4

v

A ‘
A '

1) Analiza similitudes y diferencias entre los graficos, teniendo en cuenta su forma.

v

2) Realiza diversas clasificaciones de los graficos segun sus similitudes.
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Actividad 2
1) Las gréficas 1, 4, 6, ;aparecen juntas en alguna de las clasificaciones que realizaste?

2) ¢Qué nombre le darias a las graficas de ese tipo y por qué? Simbolizaremos este
nombre con “A”.

3) Las gréficas 2, 3, 5, ¢aparecen juntas en alguna de las clasificaciones que realizaste?

4) ¢ Qué nombre le darias a las graficas de ese tipo y por qué? Simbolizaremos este
nombre con “B”.

5) En todas las graficas toma dos puntos cualesquiera, explica la relacion entre la cuerda
que determinan y el gréafico en ese intervalo.

6) A partir de la actividad anterior clasifica los graficos. Compara esta clasificacion con
la que hiciste en Ay B.

7) ¢Como explicarias a un compafiero cuando una grafica es del tipo “A”? ¢Y del tipo
“B’]?
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Actividad 3

1) ¢Como clasificarias este grafico segun el criterio anterior? ;Qué nombre le
corresponderia? ¢Por qué?
A

v

2) ¢Puede una gréafica ser “A” y “B” en un mismo intervalo? En caso afirmativo realiza
un esbozo de la gréfica.

3) Una grafica, ¢puede ser en algunos intervalos “A” y en otros “B”? En caso afirmativo
realiza un esbozo de la gréfica.
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Actividad 4

1) En los siguientes graficos marca con rojo la parte del gréafico que es “A” y con azul la
que es “B”.

A

PR

v
—

2) ¢Qué puedes decir de los puntos P, Q y R en relacion a tu anterior clasificacion?

3) Alguno de los puntos anteriores, ¢;te parece que cumple alguna condicidn especial?
¢Por qué? ¢Qué nombre le darias?
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PRESENTACION DE LA ACTIVIDAD ESCRITA
INDIVIDUAL

Equipo 1
Lucia (L), Juan (Ju), Maximiliano (M), Alejandro (A), Jimena (Ji), Santiago (S)

ACTIVIDAD I

Pregunta 1
Todos marcan la zona del grafico que se encuentra contenida en los cuadrantes | y I1.

Tres alumnos excluyen los casos en que f(x)=0y tres no.

Pregunta 2
Todos marcan la zona del grafico donde la funcion es creciente.

Tres alumnos excluyen los casos en que f “(x)=0y tres no.

Pregunta 3
Todos, menos Juan, marcan la zona del grafico donde la funcion presenta concavidad
positiva, aunque ubican en distintos lugares los puntos de inflexion (PI). Juan marca la

zona del gréfico donde la concavidad es negativa.

Pregunta 4

Santiago: No conozco la interpretacion grafica de la derivada tercera de una funcion.
Jimena: No se.

Alejandro: Nada.

Lucia: Gréaficamente no se qué representa f " (x)>0.

Maximiliano: No se me ocurre como relacionar lo anterior acerca de la interpretacion
geométricadef”, f"conf .

Juan: No puedo hacerlo porque (hasta donde se) la derivada tercera no tiene

interpretacion geométrica sobre el gréfico.
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a)

b)

d)

ACTIVIDAD II

Todos lo realizan correctamente.

Todos, menos Alejandro, plantean, y dibujan, un gréafico cuya recta tangente en
x=2 tiene coeficiente angular 3. Jimena presenta un caso particular f(x)=3x y
Juan dibuja distintas posibilidades. Alejandro indica: “El gréfico de la funcion f

presenta tangente positiva en el punto de abscisa 2”

Todos, menos Alejandro, plantean, y dibujan, un grafico cuya recta tangente en
x=4 tiene coeficiente angular -2. Santiago y Jimena plantean un caso particular,
f(x)= -2x+3, f(x)= -2x+8. Juan dibuja distintos casos. Alejandro: “La
representacion gréfica de la funcion f presenta tangente negativa (de coeficiente

angular —2) en el punto de abscisa 4”

Santiago y Jimena dan casos particulares que lo cumplen, f(x)=-2/3 x3, f(x)=2x.
Los otros cuatro estudiantes plantean que la funcién presenta concavidad
positiva en x=1y realizan bosquejos acorde. Maximiliano ademas, indica que el
grafico en ese punto debe ser tangente a una recta de coeficiente angular

negativo. Juan plantea varios graficos:

Imagen 12

Y (] -
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Couse ? »o hewd (ouc. ?OMMQ agy Que o

e on g %mgm Saote g lﬂlug%suict MO ?U—E'd(‘:

U—i\wé{qf L &m‘m Loso Etﬁlﬁ}‘uﬁ MO Lownd (o ]Cr("i\J
ol BiLiDADES

>
- Aoty \«u

- 316 -



Anexo 111

e)

a)

b)

d)

Santiago y Jimena plantean casos particulares, f(x)=-x?, f(x)=-x*+2. Los demas
indican que la funcion presenta concavidad negativa en (3,f(3)). Juan Dibuja
varios casos y Maximiliano indica que ademas el grafico es tangente, en ese

punto, a una recta de pendiente positiva.

ACTIVIDAD I1I

Alejando Jimena y Lucia indican que es falsa porque en ese punto la concavidad
de la funcion es negativa. Maximiliano, Juan y Santiago indican que puede ser,
que en ese punto la concavidad es positiva, que f “"(x)>0 pero no pueden

asegurar qué valor es.

Juan indica que “puede ser porque f (1)< O, pero no sé si f ""(1)=-2.5”". Los
demas indican que es falsa porque f (1) debe ser positivo porque en ese punto

la concavidad de la funcién es positiva.

Lucia indica que es verdadera. Alejandro y Santiago que puede ser porque en ese
punto la concavidad es negativa. Juan que “no, porque parece ser que f (5)=0 o
f 77(5)>0". Jimena que “no puede ser pues f(5)=0 (aparentemente) Maximiliano
responde que no porque f(5) estd demasiado cerca del P.1. de f, dice que “podria

ser negativo (por su concavidad) pero mas proximo a cero”.

Maximiliano responde que “puede ser, depende de cuén cerca se encuentre del
P.1. el punto (8, f(8)) con respecto al punto (1, f(1)), y asi f " (8) va a estar mas
cerca de cero que f ° (1)”. Juan responde que es verdadera porque f “"(1)<0<f

"(8). Los demas responden falsa porque f " (8)<0y f " (1)>0.

Maximiliano responde que no, porque el punto (-3.8,f(-3.8)) esta mas cerca del
P.1. que el punto (-5,f(-5)). Lucia: “no puedo afirmar nada”. Santiago responde
confundiendo el dato con x=3.8. Los demaés indican que puede ser porque ambos

tienen el mismo signo.
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f) Lucia: no puedo afirmar nada. Juan: puede ser, los dos son negativos. Alejandro:
si, porque f  (2)=0 y f ""(3)>0. Juan plantea que ambas son positivas y seguro
que f 7"(3)>f ©* (2). Santiago: no, porque la funcion derivada segunda parece
tener raices 0 y 4 y seria un polinomio de segundo grado. En x=2 seria positiva y
corresponderia al maximo, entonces f "(2)>f "(x) V xeR. Maximiliano: No por
la misma condicion anterior.

ACTIVIDAD IV

a) Todos ubican el punto (3,5), trazan una recta por €l de coeficiente angular -2 y
un grafico tangente a ella con concavidad positiva y otro con concavidad
negativa en dicho punto:

Imagen 13

Bun entomo del punto-en cucstion, .

¥
5

T "

Maximiliano dibuja al gréafico de f con un P1 préximo a (3,5).

b) Todos hacen cumplir las primeras dos condiciones.

"1 de la

Santiago, Juan y Jimena ubican al gréfico de la funcion g “maés alejado
recta tangente que el de f en un entorno del punto en cuestién. Maximiliano
dibuja el gréafico de la funcion f con un Pl “proximo a (3,-2). Los demas ubican
al gréfico de f mas alejado de dicha tangente que el de g:

Santiago:

! Consideraremos que el gréafico de una funcion f estd mas préximo (o menos alejado) a su tangente t en
(a,f(a)) que el de la funcidn g a su recta tangente r en (a,g(a)) si y solo si existe un entorno reducido de
centro a tal que para todo real x del entorno reducido la distancia de (x,f(x)) a t es menor que la distancia
de (x,g(x)) ar.

En forma similar podemos definir “igual proximidad”.
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Imagen 14

c) Santiago, Juan y Jimena hacen cumplir las dos primeras condiciones y ahora
ubican al gréafico de la funcién f mas alejado de la recta tangente que el de g en
un entorno del punto en cuestion. Alejandro grafica f=g. Lucia trabaja en el
punto (3,-2) y no en el (3,5) y ahora ubica al gréfico de la funcion f mas alejado
de la recta tangente que el de g en un entorno del punto en cuestion.
Maximiliano dibuja el gréafico de g con un P.1. en (3,5) y en un entorno derecho

de dicho punto el grafico de g estd més alejado de la recta tangente que el de f.

d) Todos dibujan graficos tangentes a rectas que cumplen las dos primeras

condiciones dadas y que parecen corresponderse en una translacion:

Imagen 15
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e) Todos hacen cumplir las dos primeras condiciones. Santiago, Lucia y Juan
dibujan al grafico de g es “mas apretado” que el de f. Maximiliano dibuja al
grafico de f con un P.l. mas proximo a (2,5) que el P.l. de g a (2,3). En los
demas casos no se logra deducir si consideran o no la tercer condicion, y de ser

asi, como influye ésta en el grafico.

Imagen 16
_1 it i
; O] WAl f:uI‘;iE'tT‘bL!ﬂ.
= e Juan
3 e —

Santiago

Maximiliano
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f)

f) Santiago y Juan dibujan el gréafico de la funcién g mas “cerrado” que el de f
respecto a la recta tangente correspondiente. Maximiliano dibuja el gréfico de f
con un Pl en (1,4). En las demas respuestas no se distinguen argumentos sobre la

tercer condicion.

Santiago y Juan dibujan el gréafico de la funcion g igual de “cerrado” que el de f
respecto a las rectas tangentes correspondientes. Maximiliano parece dibujar los
gréaficos de las funciones f y g con un P.l. a igual distancia de los puntos de

tangencia correspondientes.

ACTIVIDAD V

Tabla 1

f(a) = g(a) f(a) <g(a) f(a) > g(a) No responde
a Todos
b Todos
C Todos
d Todos
e Todos
f Todos
g Todos
h Todos

f'(@)=g(a) f'(@a)<g’(a) f'(@)>g’(a) No responde
a Todos
b Todos
C L, S, Ju MA Ji
d L,S,Ju MA |Ji
e L,S,JuMA |Ji
f Todos
g Todos
h Todos

f7(@=g "(a) |f"(a)<g (@) |f"(@)>g (& |No responde
A Todos
B L A, Ji M, Ju, S.
C Todos
D L,M,Ju, S A(X), Ji.
E L,M,Ju, S, Ji [A
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F L, M,Ju Ji, A(2)* S
G L, M, Ju Ji, S A
H L,M, S, Ju A i

* Alejandro en este item responde f “"(a) > g ""(a)

Equipo 2

Estudiantes de sexto afio liceal opcion medicina: Gaston, Luciana (Lu), Ignacio,

Patricia, Leticia (Le) y Sebastian.

ACTIVIDAD I

Pregunta 1

Gaston marca la parte del grafico que se encuentra contenida en el cuadrante I.

Los demas marcan la parte del grafico que se encuentra contenida en los cuadrantes | y
I

Ninguno excluye los casos que f(x)=0.

Pregunta 2

Ignacio, Luciana y Sebastian marcan la parte del grafico donde la funcién es creciente
sin excluir los casos que f “(x)=0.

Gastdn marca la parte del grafico que se encuentra contenida en el cuadrante | y tiene
concavidad negativa.

Patricia y Leticia marcan distintas zonas del grafico donde f(x) mantiene el signo y es

constante.

Pregunta 3

Luciana, Ignacio Sebastian y Leticia marcan la parte del grafico donde la funcion
presenta concavidad positiva, aunque ubican en distintos lugares los P.I. Gaston marca
la parte del grafico que se encuentra contenida en el cuadrante | y tiene concavidad
negativa.

Patricia marca la parte del grafico donde la funcion presenta concavidad positiva y
f(x)<O0.

-322 -




Anexo 111

Pregunta 4

Luciana: No aprendimos en clase f " (x), no se como es.

Patricia; Derivada 3* no.

Leticia: Nunca lo aprendi.

Ignacio: No tengo idea.

Sebastian: Nunca estudié f """ (x).

b)

d)

ACTIVIDAD II

Todos lo realizan correctamente menos Gaston que no responde.

Solo Ignacio y Sebastian dibujan un grafico cuya tangente en x=2 tiene
coeficiente angular 3.
Luciana grafica una funcion creciente cuyo grafico pasa por el punto (2,3).

Los demas no responden.

La misma situacion que en la parte b.

Luciana: No se aplicar derivada segunda en el grafico, solo sé que es el cambio
de concavidad.

Ignacio y Luciana dibujan un gréafico con concavidad positiva en x=1.

Los demas no responden.

Ignacio y Luciana dibujan el gréafico de una funcion con concavidad negativa en
x=3.

Los demas no responden.

ACTIVIDAD I1I

Sebastian, Leticia y Luciana indican que es falsa sin justificar, Ignacio
argumenta que en ese punto la concavidad de la funcion es negativa. Gaston
responde que puede ser. Patricia responde falsa pero confunde f “"(-3,8) con
f(-3,8).
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b)

c)

d)

f)

Sebastian y Leticia indican que es falsa sin justificar, Ignacio y Luciana
argumentan que en ese punto la concavidad de la funcién es positiva. Gaston
responde que seguramente es verdadera. Patricia responde verdadera pero

nuevamente confunde f “"(1) con f(1).

Ignacio y Sebastian indican que puede ser verdadera. Gastén que no puede ser.
Luciana y Leticia indican que es falsa sin justificar. Patricia nuevamente

confunde con la imagen de la funcién y responde que es falsa porque es cero.

Ignacio y Luciana indican que es falsa justificando que en x=1 la concavidad de
la funcion es positiva y en 8 negativa. Gaston responde que no puede ser pero no
justifica.

Sebastian responde que puede ser, Leticia y Patricia que es verdadera pero no

justifican.

Ignacio y Luciana responden que no se puede contestar, Ignacio justifica
“porque en ambos casos la concavidad es negativa”. Gaston responde que puede

ser, Sebastian y Patricia que es falsa, todos sin justificar.

Patricia y Gastdn no responden, Luciana que podria ser verdadera, Sebastian que
es falsa y Leticia que es verdadera. Ignacio responde que no la puede contestar

por razones similares a la parte anterior solo que con concavidad positiva.

ACTIVIDAD IV

Patricia y Gaston no responden.

Ignacio y Sebastian ubican el punto (3,5), trazan una recta por él de coeficiente
angular -2 y un grafico tangente a ella con concavidad positiva y otro con
concavidad negativa en dicho punto.

Leticia y Luciana ubican el punto (3,5), trazan un grafico con concavidad
positiva y otro con concavidad negativa en dicho punto, pero no trabajan con la

recta tangente.
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b)

Patricia, Gaston y Luciana no responden.

Ignacio y Sebastian ubican el punto (3,-2), trazan una recta por él de coeficiente
angular 4 y los graficos de las funciones f y g son tangentes a ella con
concavidad positiva en dicho punto. Ambos dibujan el grafico de f “dentro” del
de g. (Imagen 17)

Leticia trabaja en forma similar (con el grafico de f “dentro”) pero no traza la

recta tangente.
T
|
¢ |
At 5
:l ' Imagen 17
Imagen 18
i Imagen 19
c) Patricia y Gaston no responden.

d)

Luciana y Leticia trazan dos graficos que se intersectan en (3,5), los de Leticia
crecientes y los de Luciana decrecientes en dicho punto.

Ignacio y Sebastian ubican el punto (3,5), trazan una recta por él de coeficiente
angular -2 y los gréficos de las funciones f y g son tangentes a ella con
concavidad positiva en dicho punto. En este caso ambos dibujan el grafico de g

“dentro” del de f. (Imagen 18)
Patricia y Gaston no responden.

Los demas trazan los graficos de las funciones f y g correspondientes en una

translacion.
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Ademas Sebastian e Ignacio los trazan tangentes a una recta de coeficiente

angular 4 en (3,2) y (3,5) respectivamente. (Imagen 19).

e) Gaston, Patricia y Leticia no responden.
Luciana traza los graficos con concavidad positiva en el punto indicado.
Ignacio y Sebastian hacen cumplir las dos primeras condiciones y dibujan el
grafico de la funcién g mas proximo a la recta tangente en un entorno del punto

en cuestion. (Imagen 20)

Imageql 20
1ok

\ .,"'_.: Imagen 21

f) Patricia, Leticia y Gaston no responden.
Luciana traza los graficos con concavidad positiva en el punto indicado y en un
entorno de él g(x)>f(x).
Sebastian traza una Unica recta tangente y f(x)>g(x) en un entorno del punto de

tangencia.

- 326 -



Anexo 111

Ignacio hace cumplir a los gréaficos las dos primeras condiciones, no se logra

diferenciar aspectos de la tercer condicion.

g) Patricia, Leticia y Gaston no responden.

Ignacio y Sebastian trazan dos rectas por (1,4) de coeficientes angulares 5y 2

pero dibujan un solo grafico tangente a ellas en ese punto. (Imagen 20).

Luciana dibuja dos gréficos tangentes en (1,4) y f(x)>g(x).

ACTIVIDAD V

Tabla 2

f(a) = g(a) f(a) < g(a) f(a) > g(a) No responde
A Todos
B I,S,G,Lu Le |G
C P, G. Lu, Le, I, S.
D Todos
E Todos
F G Le, Lu,, I,P,S
G Todos
H Todos

f'(@)=g’(a) f'(@)<g’(a) f'(@a)>g’(a) No responde
A 1, S G Lu, Le P
B I,S,G,P Lu, Le
C Lu Le, G, P I, S.
D S, I,G, L Le(<) P
E 1,S Lu, G Le(>) p
F Todos
G Le, P S Lu, G, 1
H Todos

f7(@)=g "(d |[f7(a<g (@ |f"(@)>g (a) No responde
A Todos
B S, Le Lu, P, G. 1(*)
C Todos
D Le, P, Lu, S, 1. |G.
E P, G, Le Lu I(**), S
F Le, G P Lu, I(***), S
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G Le S, G, Lu I, P

H Le Lu,G,P,S |

(*) “No tengo idea si el hecho de que la gréafica sea mas o menos concava tiene algo que
ver con el valor numérico de la derivada segunda y ya me estoy enojando”.

(**) “Se me ocurre que f “"(a) es mayor que g ““(a) porque el gréafico es méas abierto”
(***) “Puse esto por lo mismo que justifiqué en la anterior, es algo que se me ocurrio a

mi, pero no sé si esta bien”

Equipo 3

El equipo se conforma con tres estudiantes del IPA: Anabel, Fernando y Bonifacio.

ACTIVIDAD I

Pregunta 1
Todos marcan la parte del grafico que se encuentra contenida en los cuadrantes | y 1l

excluyendo los casos que f(x)=0.

Pregunta 2
Todos marcan la parte del grafico donde la funcién es creciente, excluyen los casos que
f"(x)=0.

Pregunta 3
Todos marcan la parte del grafico donde la funcidén presenta concavidad positiva,

excluyen los casos en que f “"(x)=0, hay diferencias en la ubicacion del P.1.

Pregunta 4

Bonifacio :”Ni idea”.

Ana hace intentos pero no responde.

Fernando marca (x, f(x)) para x<a y x>b siendo a la abscisa del primer minimo y b la del

primer maximo.
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a)

b)

d)

ACTIVIDAD II

Todos lo realizan el grafico de una funcion que pasa por el punto (-3,4). Ana
dibuja 6 casos distintos, Fernando un grafico formado solo por el punto (-3,5) y

Bonifacio dibuja en un entorno de dicho punto.

Ana deduce que si existe f “(2) f es continua en un entorno de 2 y creciente en
otro entorno de 2, grafica en consecuencia varios casos (f(2)=0, f(2)>0 y (2)<0).
Fernando escribe: “f(x): R—>R / f(x)= 3x+b”, dibuja un caso.

Bonifacio “la igualdad anterior significa que para x=2 la pendiente de la curva es
positiva, es decir inclinada hacia la derecha”, dibuja un grafico tangente en x=2 a

una recta de coeficiente angular positivo.

Responden en forma similar a la parte b.

Todos dibujan el grafico de una funcién con concavidad positiva en x=1. Ana
considera un extremos en x=1, Fernando una funcién decreciente y Bonifacio
traza una recta tangente en (1, f(1)) y comenta “la tangente a la curva en x=1 la
deja por encima”

Todos responden en forma similar a la anterior pero la funcion presenta

concavidad negativa en x=3.

ACTIVIDAD Il

Ana deduce el signo de f ** a partir del grafico y Fernando traza recta tangentes al

gréafico en los puntos que entran en juego en la actividad.

a)

b)

Todos responden que es falsa, Fernando indica que f ""(-3,8)<0, Ana que la

concavidad es negativa.

Todos responden que es falsa por razones similares a la anterior.
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c)

d)

€)

f)

b)

Fernando y Ana indican que puede ser verdadera, Fernando justifica que

f ”"(-5)<0. Bonifacio indica que “No esta claro dénde esta el punto de inflexion”.

Todos indican que es falsa, Ana y Bonifacio justifican que f “"(1)>0y f 7" (8)<0.

Bonifacio: “No conozco los valores de las derivadas segundas”. Ana:
“Verdadera, f ~ crece en ese intervalo”, Fernando: “Verdadera, pues f “(x) es

creciente en (-oo, -3) .

Bonifacio responde en forma similar a la anterior.

Ana: ¢Verdadera? f ** crece aparentemente, pero no lo puedo contestar porque
no sé donde esta la raiz de f .

Fernando: Falsa pues f 7" (2)<0y f 7" (3)>0.

ACTIVIDAD IV

Todos trazan por (3,5) una recta de coeficiente angular -2 y los graficos de las
funciones f y g tangentes a ella, g con concavidad positiva y f con concavidad
negativa en dicho punto. Ana: “existen f "y g "y son continuas en un entorno de

3, fy g decreciente, f concavidad<0 y g concavidad>0"

Todos ubican el punto (3,-2), trazan una recta por €l de coeficiente angular 4 y
los graficos de las funciones f y g son tangentes a ella con concavidad positiva
en dicho punto. Ana indica “g mayor concavidad” y dibuja su grafico menos
“proximo” a la recta tangente en un entorno de 3, Bonifacio realiza un eshozo
similar. Fernando dibuja al gréafico de la funcién g mas “préximo” a dicha recta
tangente (Imagen 22).

Todos hacen cumplir a los graficos las dos primeras condiciones.
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d)

f)

3/ Imagen 22

Ff
\ “.(\ Imagen 23

Todos ubican el punto (3,5), trazan una recta por él de coeficiente angular -2 y
los graficos de las funciones f y g tangentes a ella con concavidad positiva en
dicho punto. En este caso Ana y Bonifacio dibujan el gréafico de g “dentro” del
de f y Fernando dibuja el grafico de f “dentro” del de g (Imagen 23).

Todos trazan los graficos de las funciones f y g correspondientes en una
translacion y tangentes a una recta de coeficiente angular 4 en (3,2) y (3,5)

respectivamente.

Todos hacen cumplir a los gréficos las dos primeras condiciones. Fernando
dibuja el grafico de la funcion f mas “préximo” que el de g a la recta tangente en
un entorno de 2, Bonifacio dibuja el gréafico de la funcion g mas “préximo” a la
recta tangente en un entorno del punto en cuestién y Ana indica que “g tiene

mayor concavidad” pero no logra verse la diferencia en su dibujo.
Todos hacen cumplir a los gréficos las dos primeras condiciones y los tres

dibujan el gréafico de f mas “proximo” que el de g a la recta tangente en un
entorno de 1.
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Imagen 24

g) Fernando y Bonifacio hacen cumplir las dos primeras condiciones, parece que
los graficos de ambas funciones estan igual de “préximos” a su recta tangente
correspondiente. Ana indica que “f crece mas que g, igual valor funcional en

x=1, concavidad igual”. Solo esboza los graficos de f y g.

Imagen 25
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ACTIVIDAD V

Tabla 3

f(a) = g(a) f(a) < g(a) f(a) > g(a) No responde
a Todos
b Todos
c Todos
d Todos
e Todos
f Todos
g Todos
h Todos

f'@=9g'(@ |f'@<g'(@ |[f'@>9'(® No responde
a Todos
b Todos
c Todos
d Todos
e Todos
f Todos
g A B,F
h Todos

f7@=g (@ |[f7(@<g (@ [f7(a>g (a) No responde
a B, A F(*)
b Todos
c Todos
d B F A(>)(**)
e Todos
f Todos
g Todos
h Todos

(*) “Los gréaficos parecen estar “igualmente separados” de la tangente, no se puede

apreciar si hay alguna diferencia en la concavidad”.

(**) “Podria ser igual o ligeramente mayor”
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