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OBSTACULOS DIDACTICOS Y EL DISCURSO EXPLICATIVO DE
LOS LIBROS DE TEXTOS DE CALCULO

Resumen

Un objeto cultural tangible para el analisis del discurso matematico escolar lo constituye la
figura de libro de texto, dado que es guia imprescindible para la accion didactica de
profesores y alumnos en todo proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas. En el
presente trabajo de tesis se exponen los conceptos centrales de la Teoria de la transposicion
didactica, el concepto de Obstaculo diddctico y la categoria de Discurso matematico
escolar, elementos que posibilitan la caracterizacion e identificacion de obstaculos
didacticos en el discurso explicativo de los textos de Calculo. Ademads, como resultado del
seguimiento minucioso de las explicaciones del concepto de Integral de linea, se reportan
de manera concreta los obstaculos mas importantes que se identificaron y las caracteristicas
del discurso matematico escolar que se manifiestan explicita o implicitamente en los libros
revisados. Finalmente, se hace una propuesta de representaciones graficas para algunos
problemas relacionados con la integral de linea y se presenta un mapa conceptual para este
concepto.

Abstract

A tangible cultural object for the analysis of the scholastic mathematical speech constitutes
the figure of text book, since she is essential guide for the didactic action of professors and
students in all process of education-learning of the mathematics. In the present writing the
central concepts of the Theory of the didactic transposition are exposed, the concept of
Didactic obstacle and the category of Scholastic mathematical speech, elements that make
possible the characterization and identification of didactic obstacles in the explanatory
speech of texts of Calcul. In addition, as resulting from the meticulous pursuit of the
explanations of the concept of Integral of line, they are reported of way makes specific the
most important obstacles that the characteristics of the scholastic speech were identified
implicitly and mathematical that pronounce explicit or in reviewed books.



Capitulo 1.
Planteamiento del problema




1. Planteamiento del problema

1.1 Introduccion

El libro de texto de calculo juega un papel central en los sistemas de ensefianza superior
escolarizada, dado que tiene una influencia significativa en el funcionamiento sistémico del
triangulo didactico: en los saberes a ensenar, en la actividad de estudio del alumno y, en la
preparacion de clases del profesor. En este sentido, el texto homogeniza la practica de
ensefanza-aprendizaje en un sistema escolarizado ya que organiza contenidos, orienta las
explicaciones de los profesores y sirve de fuente de estudio para los alumnos. Es por lo
anterior que se juzga pertinente y vigente realizar investigaciones orientadas al analisis de
textos.

Diversos grupos de investigacion abordan el analisis de textos desde distintas perspectivas,
el grupo del Area de Educacion Superior del Departamento de Matematica Educativa
(CINVESTAYV - IPN), por ejemplo, ha encontrado nociones importantes para modificar la
estructuracion de los contenidos del céalculo, como son la de prediccion (Cantoral, 1990) y
la de convergencia (Farfan, 1993) entre otros; nociones que a futuro se explican como
significados que estdn presentes en las prdcticas sociales y en consecuencia pueden
modificar al discurso oficial. Los investigadores de este grupo, no soélo han realizado
analisis de textos, sino que han elaborado propuestas con acercamientos distintos basados
en sus investigaciones: (Alanis et al., 2000). Como sefala el profesor Cantoral (1997) dado
que somos una comunidad acostumbrada a la traduccion de textos y al uso sistemdtico de
propuestas que no fueron pensadas para nuestros sistemas educativos, pensamos que, sin
hacer a un lado las aportaciones mundiales, es necesario hacer esfuerzos por crear y recrear
nuevos acercamientos acordes con nuestra realidad cultural. Este sefialamiento nos conduce
a la necesidad de analizar los textos en funcion del aprendizaje, es decir, al amparo de una
teoria didactica.

Nuestro trabajo de investigacion comprende el andlisis de ocho textos de célculo que son
frecuentemente utilizados en el medio universitario. En la sistematizacion de nuestro
analisis se tom6 como punto de partida la categoria de Discurso matemdtico escolar,
desarrollada por Cantoral (2001), el concepto de obstaculo didactico de la teoria de
Contrato didactico de Brousseau (1986) y la teoria de Tramsposicion didactica de
Chevallard (1985). Cabe aclarar que nuestro estudio no es un analisis del discurso desde la
lingiiistica, sino un analisis que tiene por objetivo identificar posibles obstaculos didacticos
en la forma en que los textos jerarquizan, organizan y explican los contenidos matematicos,
en nuestro caso el de la integral de linea.

Un antecedente importante de nuestro analisis de textos se ubica en el enunciado de la
primera ley de la termodindmica. En la expresion matemdtica de este principio nos
encontramos con el concepto de diferencial inexacta, término que en los textos de esta
disciplina se utiliza para diferenciar el “cambio infinitesimal” de una funcion de estado (la
diferencial de la energia interna del sistema), del “cambio infinitesimal” de una funcién de
trayectoria (la diferencial inexacta del trabajo o del calor). La explicacion matematica de



estos dos tipos de diferenciales se centra en la demostracion de la condicidon necesaria para
que la diferencial: dz = Mdx + Ndy, sea una diferencial exacta, en tal caso, la integral de
linea de esta diferencial sera independiente de la trayectoria de integracion; a partir de esta
demostracion lo que el lector debe entender es que si la diferencial dz no cumple con la
condicion de que las derivadas parciales de M(x, y) y N(x, y) sean iguales, entonces esta
diferencial es inexacta, lo que significa que la integral de linea de tal diferencial depende de
la trayectoria de integracion. En los textos de termodinamica revisados, al final de tales
argumentos, se sugiere al lector consultar un libro de célculo avanzado para ahondar en el
tema; la sorpresa es que en dichos textos no aparece el nombre ni el simbolo de la
diferencial inexacta. Con este problema enfrente se inicia el analisis de la integral de linea
en distintos textos del medio escolar superior, y producto de este analisis encontramos la
razén por la cual en los manuales de calculo que revisamos no aparece el concepto de
diferencial inexacta. Hecho que se expondra a detalle en el capitulo III.

Lo anterior nos condujo al analisis de libros de texto a fin de caracterizar al discurso
explicativo de la integral de linea. Andlisis que nos posibilitd: caracterizar el discurso
matematico escolar plasmado en ellos, la elaboracion de un mapa conceptual del concepto
de integral de linea, la construccidon de propuestas graficas para significar la integral de
linea e, identificar obstaculos didacticos en el discurso explicativo de los textos.

1.2 La intencion didactica de los textos

Los libros de texto tienen una clara intencion didactica, uno de los objetivos de sus autores
es que los estudiantes aprendan, como dice el libro de Célculo de R. Larson, ef al (1999: v)

A lo largo de los afios, este libro ha liderado el desarrollo de técnicas pedagogicas
innovadoras. Desde su primera edicion, ha puesto un énfasis especial en la importancia del
aprendizaje mediante graficas, superior, sin duda, al de otros textos de los afios setenta y
comienzos de los ochenta.

O como también se explicita en el prologo de Introduccion al calculo y al andlisis
matemadatico de R. Courant y F. John (1996: )

Aunque este libro difiere notablemente del original, tanto en forma como en contenido, tiene
el mismo proposito: guiar al estudiante directamente a la esencia del tema y capacitarlo para
aplicar sus conocimientos. La obra evita el estilo dogmatico que oculta la motivacion de los
conceptos y las raices que el Célculo tiene en la realidad intuitiva. Un importante objetivo que
se persigue en este libro es mostrar la relacion reciproca entre el analisis matematico y sus
diversas aplicaciones y destacar el papel de la intuicion. Esperamos que cierto énfasis en la
precision no interfiera con este objetivo.

Como podemos apreciar, los autores elaboran textos para explicar contenidos (ensefiar)
para que el estudiante aprenda. En la estructura de los textos, un elemento importante a
destacar es el indice tematico, en ¢l se explicitan de manera concreta y clara los contenidos
que se abordardn, lo cual significa que los autores asumen la existencia de objetos
matemadaticos a enseniar. Esto deshecha la postura constructivista radical que no reconoce la
existencia de objetos matemdticos como algo externo al que lo conoce (el estudiante).
Desde esta vision, el conocimiento matematico pierde su posible objetividad y depende
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para su existencia de la inter-subjetividad o del proceso mismo de construccidon cognitiva.
Sin embargo, en el contexto de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, al negar la
existencia de objetos matematicos a ensefiar, estariamos imposibilitados de establecer
programas de estudios con un contenido matematico especifico a ensefiar. Desde nuestra
perspectiva, si bien el aprendizaje de las matematicas implica una relacion dialéctica entre
el objeto a ensefiar y la construccion cognitiva del estudiante, no negamos la existencia de
objetos matematicos a ensefiar, como piezas de conocimiento culturalmente establecido.
Sin embargo, nos parece importante asumir que el contenido a ensefiar debe involucrar
también un conjunto de valores, de objetivos generales y especificos de los contenidos, de
habilidades matematicas, etcétera, porque un listado de temas que no toma en cuenta los
procesos cognitivos de los estudiantes se vuelve estéril. Por consiguiente, para realizar un
analisis de textos se hace necesaria una epistemologia que tome en cuenta la ontologia del
conocimiento matematico, pero que también considere los procesos cognitivos de los
estudiantes. En este sentido, la teoria de la Transposicion didactica de Yves Chevallard nos
posibilita entender que los contenidos a ensefar son producto de un complejo proceso de
aceptacion y legitimacion social. En este proceso, el conocimiento matematico es
transpuesto didacticamente para ser presentado en un libro de texto y en consecuencia
cambia la forma en que es explicado y contextualizado.

La elaboracion de textos implica inevitablemente asumir la postura de que el conocimiento
matematico existe independientemente del que aprende, de aquel que habra de utilizarlo.
Todos los libros de texto especifican su contenido, contenido que es aceptado en el medio
escolar como la relaciéon de objetos matematicos a ensefiar. Por otro lado, los autores
concientes del sentido didactico de su obra formulan explicaciones con recursos que desde
su punto de vista seran adecuados para el aprendizaje de sus contenidos.

1.3 Problema y Preguntas de investigacion

Nuestro problema de investigacion consistio en identificar obstaculos didacticos a partir del
analisis del discurso explicativo de la integral de linea en los textos de célculo.

El analisis del discurso explicativo de los textos de Calculo, para identificar los obstaculos
didacticos, estuvo orientado a responder las preguntas de investigacion que se presentan a
continuacion

1) ¢Por qué los textos de termodindmica clésica, en el enunciado de la primera ley, se
refieren a la diferencial del trabajo como una diferencial inexacta, cuyo simbolo
(¢ ) y nombre no se registran en los textos de calculo?

Los estudiantes de quimica encuentran en sus textos de Termodinamica clasica el concepto
de diferencial inexacta, diferencial que explican estableciendo la condicion necesaria y
suficiente para que una diferencial sea exacta y, como las explicaciones no son suficientes
para entender a profundidad la naturaleza de la diferencial inexacta, sugieren que se revisen
textos de céalculo o Analisis Matematico. Sin embargo, en estos textos los estudiantes no
encontrardn el nombre ni el simbolo que buscan, situacion que se convierte en un circulo
vicioso poco claro.
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2) (Existen diferencias sustanciales en el temario y en el discurso explicativo de los
libros de texto de calculo?

El libro de texto sirve -en muchos casos y en muchas instituciones educativas- como base
para el disefio de programas de estudio, para la preparacioén de clases del profesor, y como
fuente de informacién y estudio del alumno. En suma, los textos son un referente
importante en el quehacer universitario, es por ello que su eleccién en el proceso de
enseflanza—aprendizaje es central y por tanto los resultados de trabajos de investigacion
que den cuenta de sus caracteristicas resulte crucial. El seguimiento de las explicaciones del
concepto de integral de linea nos posibilitd caracterizar y clasificar los textos revisados.

3) (Por qué en los textos, el teorema de Green se aborda inmediatamente después de
demostrar que la integral de linea de las diferenciales exactas y campos vectoriales
conservativos son independientes de la trayectoria de integracion?

En la mayoria de textos de célculo y andlisis matematico, el teorema de Green se enuncia
después de explicar a detalle las condiciones necesarias y suficientes para identificar una
forma diferencial lineal como exacta o, en el caso del célculo vectorial, para identificar a un
campo vectorial como conservativo, sin embargo, la formula de Green tiene sentido para
las formas diferenciales que no son exactas y para campos vectoriales no conservativos.

Estas preguntas guiaron nuestro andlisis y a partir de ellas se establecio una caracterizacion
de los textos y se encontrd la razén por la cual a las diferenciales del trabajo y del calor se
les llama diferenciales inexactas.

1.4 Criterios metodolédgicos del analisis de textos

Al realizar el seguimiento del discurso explicativo de la integral de linea se tomaron en
cuenta los siguientes elementos:

e Secuencia de los siguientes conceptos: la integral indefinida, la integral definida, el
teorema fundamental del célculo.

e Ubicacion del tema en el contenido general del texto.

e La forma del discurso explicativo: axiomatico, en forma de preguntas y respuestas,
confrontacion de ideas previas, etc.

e La frecuencia y la forma en que se utilizan los recursos graficos.

e Los ejemplos resueltos.

e Si existe o no el término diferencial inexacta, df (¢), en los textos de calculo,

término que esta presente en los textos termodinamica clasica.
A partir de estos criterios el analisis de los textos nos posibilito:
a) Ubicar rupturas y vacios explicativos. Por ejemplo, todos los textos revisados

desarrollan el concepto de integral de linea para llegar a explicar y formular: el teorema de
la independencia de trayectoria de la integral de linea de una forma diferencial lineal
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exacta, o de un campo vectorial conservativo, para inmediatamente después formular el
teorema de Green. Sin embargo, este teorema tiene significado y aplicacion, justamente,
para formas diferenciales lineales no-exactas y para campos-vectoriales- no- conservativos.

b) Identificar efectos de la atomizacion del conocimiento en compartimentos. En los
textos, sobre todo los actuales, para explicar la integral de linea se abordan de manera
secuencial una serie de conceptos que se introducen sin una pregunta o problema que lo
requiera, de tal manera que, al no existir un vinculo necesario entre ellos, éstos aparecen
como compartimentos aislados.

¢) Ubicar elementos de la postura epistemoldgica del autor. Tanto en la introduccion de
cada manual como a lo largo del discurso explicativo se pueden encontrar ideas centrales
que denotan una postura epistemoldgica. Por ejemplo, en el texto de R. Courant,
clasificado como formal, encontramos al final de la explicacién de la integral de linea de
formas diferenciales lineales, lo siguiente:

La intuicion geométrica y la realidad han proporcionado motivacion poderosa e ideas guia para
el pensamiento matematico constructivo. Sin embargo, con el avance del analisis desde
principios del siglo XIX, se ha vuelto una necesidad imperiosa dejar de invocar a la intuicion
como justificacion principal de las consideraciones matematicas. Nos hemos vuelto cada vez
mas hacia las demostraciones rigurosas basadas en la precision robustecida axiomaticamente y
los conceptos y procedimientos claramente enunciados. En este desarrollo, la nocion de
conjunto, en particular de conjunto de puntos, ha jugado un papel primordial y, por ahora, ha
sido absorbido en la trama del analisis.

Este parrafo, describe con elocuencia, las caracteristicas de lo que nosotros denominamos
un texto formal, en efecto, durante todo el andlisis del concepto de integral de linea de
formas diferenciales lineales, se percibe una concatenacion axiomatica de los conceptos que
le ayudaran a definir y abordar el concepto de conjunto. La ausencia de graficas es parte de
la concepcion epistemologica de R. Courant y de los autores que reescribieron la obra. Si
bien se reconoce la geometria como una motivacion poderosa que proporcioné ideas para el
pensamiento matematico, el discurso de este texto abandona ideas geométricas porque ya
no son una justificacion de las ideas matematicas formales.

d) Clasificar los textos revisados. De acuerdo con la forma del discurso explicativo se
clasificaron los textos revisados en tres categorias: con un discurso formal: Introduccion al
calculo y al anadlisis matematico, de Richard Courant (1996), con un discurso algebraico:
Cdlculo diferencial e integral, de William Anthony Granville (1982) y, los actuales
(editados en los ochenta y después) con un discurso que mezcla lo formal con el andlisis
grafico: Cdlculo de R. Larson, et al, (1999), Cdalculo con Geometria Analitica de Thomas
G. y R. Finney, (1986), Cdlculo con Geometria Analitica de E. Sowkowski, 1989, Calculo.
Trascendentes tempranas de J. Stewart, (2002).

e) Construir un mapa conceptual. La ubicacion de rupturas y vacios explicativos nos

proporcion6 elementos para construir un mapa conceptual de la integral de linea en funcion
del integrando y, logrando ubicar en paralelo la integral de linea de formas diferenciales
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lineales exactas y no-exactas, y de campos conservativos y no-conservativos. Ademas, se
integra a este mapa algunas interpretaciones graficas relacionadas con este concepto.

f) Buscar la explicacion del concepto de diferencial inexacta. En los textos revisados se
verifico la ausencia del término diferencial inexacta. Pero, a partir del andlisis del concepto
de integral de linea en el texto de Courant, se construy6 una explicacion de esta diferencial
que tiene nombre y simbolo en los textos de termodindmica clésica.
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Capitulo 2.
Marco teorico
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2. Marco tedrico
2.1 Aspectos generales

El problema de investigacion, que nos ocupa, esta relacionado con el esfuerzo didactico de
los autores de libros de texto de desarrollar un discurso explicativo de conocimientos
matematicos. Dado que este discurso toma una forma y secuencia determinadas, a través de
su analisis se puede caracterizar e identificar algunos obstaculos didacticos en el desarrollo
del concepto de integral de linea que se utiliza, como ya lo sefialamos, en el enunciado
matematico del primer principio de la termodinamica para justificar la nocién de diferencial
inexacta.

Para realizar este andlisis del discurso explicativo es necesario ubicar y explicar, bajo la
Teoria de la Transposicion Didactica, lo siguiente:

e La intencion didactica de los libros de texto.

e La naturaleza de los contenidos.

e La diferencia entre el saber matematico (propio de la comunidad matematica) y el
saber matematico en una situacion de ensefianza.

e La caracterizacion del discurso explicativo.

Por otro lado, utilizamos la categoria del Discurso matemdtico escolar para designar el
discurso institucionalizado por un complejo entramado social. Podemos observar que
muchos textos reproducen los mismos ejemplos y secuencia de explicaciones. También
podemos ver, en los editados después de los ochenta, la regularidad de ubicar el concepto
de integral de linea en el contexto del calculo vectorial. En este sentido, se considera que
existen elementos de un discurso institucionalizado -registrado en libros de texto- que
permea el quehacer didéctico y los planes y programas de estudio en las instituciones de
enseflanza.

En la ensenanza escolarizada se asume que el conocimiento matematico es susceptible de
ser ensefiado y aprendido, postulado que también hacen propio los autores. Bajo esta idea,
estos autores realizan un esfuerzo didactico para plasmar en las paginas de sus libros
explicaciones que, desde su perspectiva, son adecuadas para el aprendizaje. Sin embargo,
en este proceso de tramsposicion diddactica pueden surgir obstaculos derivados de este
mismo esfuerzo didactico. Por ejemplo, la nociéon de integral definida, histéricamente,
surge como uno de los métodos de aproximacioén de areas bajo curvas, luego como un
proceso inverso a la derivacion (Teorema fundamental del célculo), y posteriormente, como
el limite de las sumas de Riemann. Pero, como la definicién formal sélo tiene sentido para
funciones mas complejas y excede los limites de profundidad del texto, los autores se
limitan a presentar soluciones de integrales donde la idea implicita es la nocion de la
integral como un proceso inverso a la derivacion. En tal caso, el estudiante se limitard a
memorizar la definicion porque en términos practicos no fue utilizada esta herramienta
formal y, en consecuencia, no hay elementos para poder significarla.
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En los siguientes apartados se exponen los conceptos centrales de la Teoria de la
transposicion didactica, la categoria de Discurso matemadatico escolar y el concepto de
Obstaculo didactico, elementos conceptuales centrales que se utilizaron en el trabajo de
analisis del discurso explicativo de manuales de célculo.

2.2 La teoria de 1a Transposicion Didactica y los libros de texto

Si asumimos que el conocimiento matematico es una abstraccion (una manera de pensar),
entonces nos encontramos frente a un problema crucial que es el de su comunicacion.
Cuando la comunidad matematica produce conocimiento, comunica sus resultados con el
propdsito de mostrar su relevancia y su validez, de modo que, los matematicos no
reproducen la ruta de pensamiento de su creacion, sino que presentan el conocimiento
nuevo en forma lo mas axiomadtica posible para que sea factible la verificacion de su
validez. Esta comunicacion da inicio a un proceso de transformacion del conocimiento que
constituye uno de los objetos de estudio centrales de la Didactica de la Matematica.

Después, este conocimiento comunicado y validado por la comunidad matematica, sufre
otras transformaciones cuando es llevado a la escuela para ser ensefiado, es decir, el
conocimiento sufre cambios que obedecen a su intencidn instruccional. Resumiendo, Yves
Chevallard (1991) introduce la expresion de transposicion diddctica para nombrar al
proceso de transformacion de un conocimiento desde que es “objeto del saber”, propio de
los matematicos, pasando después a ser “objeto a ensefar” y llegando a ser por ultimo un
“objeto de ensefianza” cuando tiene un tratamiento didactico. Si bien estas
transformaciones se inician en la misma comunidad matematica, nosotros estamos
interesados en las modificaciones que tienen un proposito instruccional, esto es, en las
transformaciones derivadas del tratamiento didactico. En este sentido, la teoria de la
Transposicion didactica de Chevallard nos proporciona categorias conceptuales tales como:
el saber a ensenar y el saber enseriado que para poder realizar el analisis de textos.

Los libros son un material de consulta recurrente para profesores y estudiantes, ya que
contienen de manera explicita: indice de temas, explicaciones, demostraciones, ejemplos
resueltos, graficas, etcétera; en consecuencia, en éstos se pueden identificar algunos
aspectos relacionados con la transposicion que sufre el conocimiento matematico cuando es
llevado a la ensefianza escolarizada. Es decir, los textos son un punto esencial a lo largo del
proceso de transposicion del conocimiento matematico escolar; como sefiala Jeremy
Kilpatrick (1992): ellos nos proveen de una fuente en la cual algunos de los aspectos de la
transposicion diddctica pueden ser investigados.

(JPor qué hay transposicion didactica? Porque el funcionamiento didactico del saber es
distinto al funcionamiento académico de su produccion. La transposicion didactica sucede
cuando elementos del saber sabio se transforman en saber enseriado . Para Chevallard todo
proyecto de ensefianza-aprendizaje escolarizado se constituye con la identificacion y
designacion de contenidos de saberes como contenidos a enseriar. Por esta razon, este
tedrico se pregunta: jqué es entonces aquello que, en el sistema didactico, se coloca bajo el
estandarte del Saber? ;qué relacion entabla entonces con el “saber sabio”, el de los
matemdticos? Estas son basicamente las preguntas que responde el concepto transposicion
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didactica. En suma, la transposicion didactica implica un conjunto de procesos que son
pues las transformaciones de adaptacion que sufre el saber sabio (propio de la comunidad
matematica) para hacerlo apto a la ensefianza. Chevallard define estos procesos de la
siguiente manera:

La transformacion de un contenido de saber preciso en una version didactica de este
objeto de saber puede denominarse mas apropiadamente “transposicion didactica stricto
sensu”. Pero el estudio cientifico del proceso de transposicién didactica (que es una
dimension fundamental de la diddctica de las matemadticas) supone tener en cuenta la
transposicion didactica sensu lato, representada por el esquema

—» objeto de saber —p objeto a ensefiar —p  objeto de ensefianza

en el que en el primer eslabon marca el paso de lo implicito a lo explicito, de la practica a
la teoria, de lo preconstruido a lo construido.

En este esquema, podemos ver que la teoria de Transposicion didactica, en su sentido mas
amplio, considera que las transformaciones que sufre el conocimiento matematico
empiezan en la misma actividad de la comunidad cientifica, porque para comunicar
resultados de investigacion el cientifico debe suprimir todas las reflexiones inutiles, todo
proceso erratico, las confusiones, las discusiones con sus pares, etcétera. De esta manera la
organizacion de los conocimientos depende, desde su origen, de las exigencias impuestas a
sus autores para su comunicacion, en tal caso, el conocimiento producido para comunicarse
se despersonaliza, es sacado de su contexto y su tiempo. Es por ello que Chevallard
sostiene que la tramsposicion didactica se desarrolla en gran parte en la comunidad
cientifica y prosigue en los medios cultivados (mds exactamente la noosfera).

Como ejemplo del proceso de transposicion representado en el esquema, el autor aborda la
nocion de distancia de la siguiente manera:

- La nocién de distancia (entre dos puntos) se utiliza espontaneamente “desde
siempre”’;

- el concepto matemdtico de distancia es introducido en 1906 por Maurice Fréchet
(objeto de saber matematico);

- en el primer ciclo de la ensefianza secundaria francesa, la nociéon matematica de
distancia, surgida de la definicion de Fréchet aparece en 1971 en el programa de clase
de cuarto curso (objeto a ensear);

- su tratamiento didactico varia con los afios a partir de su designacion de objeto a
ensefar: continua el “trabajo” de transposicion.

En esta ruta esquematica podemos observar que un conocimiento matematico, cuando es
introducido en un programa escolar, experimenta transformaciones en el proceso de su
tratamiento didactico, proceso que hace que el saber a enseriar sea distinto del saber
enseriado. En palabras de Chevallard:

El saber-tal-como-es-ensefiado, el saber enseflado, es necesariamente distinto del
saber-inicialmente-designado-como-el-que-debe-ser-ensenado, es saber a ensefar.
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Esta diferencia entre el saber a enseniar y el saber enseriado es central porque se origina
por la actividad didactica del docente. Un conocimiento matematico especifico,
identificado y validado como un saber a ensefiar (por la noosfera), sufre transformaciones
producto del funcionamiento del tridngulo didactico (estudiante, profesor, contenidos). Es
decir, la diferencia entre el saber a enseniar y el saber ensefiado, incluye en el analisis del
proceso de transposicion la actividad didactica del profesor. Pero, el sentido mas amplio de
la teoria abarca las transformaciones del conocimiento matematico desde lo que se
denomina saber sabio hasta el saber ensefiado; como el saber sabio es objeto de estudio de
la epistemologia, el concepto de transposicion didactica al tomar en cuenta el estudio de la
génesis y construccion del conocimiento matematico, permite la articulacion del analisis
epistemologico con el analisis didactico.

Como se dijo en el parrafo anterior, la noosfera es instancia que selecciona los elementos
del saber sabio para designarlos como saberes a enseriar. Para Chevallard, la noosfera es
la instancia social mas inmediata que rodea el sistema de ensefianza y que se enfrenta con
los problemas que surgen del encuentro con la sociedad y sus exigencias. En esta esfera
social participan (directa o indirectamente y con distintos grados de implicacion) diversas
personas e instituciones: profesores, matematicos con interés en la ensefianza, asociaciones
de padres, editores y autores de libros de texto, la instancia politica decisoria y ejecutiva (en
Meéxico, la Secretaria de Educacion Publica), es decir, el 6rgano de gobierno del sistema de
ensefianza, etcétera. Si bien, en la educacion basica, media y media superior, la noosfera es
una compleja estructura social, en la educacion de superior (en las universidades publicas),
dado que son auténomas, la noosfera se reduce a “comisiones académicas” que estructuran
los planes y programas de estudio y orientan los métodos de ensefianza. En tal caso, como
la experiencia lo indica, los profesores para estructurar los contenidos de los programas de
matematicas recurren a los textos como un elemento central de consulta. Es frecuente
encontrar coincidencia de contenidos para carreras similares en universidades distintas.

Por lo anterior, actualmente es necesario realizar investigaciones acerca del andlisis de
libros de célculo desde distintos enfoques teodricos, porque s6lo desde la difusion de
resultados de estos trabajos se puede incidir en la modificacién y estructuracion de
manuales con acercamientos didacticos mas adecuados. Una pregunta importante y central
para los autores de texto, es la que formul6 Kilpatrick, en la 58 reunioén anual del National
Council of Teachers of Mathematics (Seattle, 1980): Is problem solving bookable?
pregunta que se plantea porque, en dicha reunion, como primera recomendacion se
proponia la resolucion de problemas como foco de las matematicas para los afios ochenta;
pero como poner en la forma lineal y estatica de los libros de texto el proceso
multidimensional y dindmico de este método. Y dado que la resolucion de problemas es un
punto central en la actividad matematica, en el articulo Didactic Transposition in
Mathematics Texbooks (W. Kang y J. Kilpatrick, 1992), esta pregunta se generaliza para el
conocimiento matematico: Is mathematical knowledge bookable? la respuesta inmediata,
desde la experiencia historica de los procesos de ensefianza-aprendizaje, es positiva; sin
embargo, es necesario realizar estudios para dar cuenta de la naturaleza y limitaciones que
tiene el conocimiento matematico al ser registrado y explicado (transpuesto didacticamente)
en los libros.
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W. Kang (1990), en un estudio de transposicion didactica en los libros de texto de algebra
(en Estados Unidos), observd que éstos se escriben bajo la suposicion de que el
conocimiento matematico es enseflado y aprendido a través de un procedimiento de
explicacion seguido de su practica. De hecho nosotros, encontramos que de los ocho textos
revisados, en nuestra investigacion, s6lo uno escapa al siguiente esquema general:

Introduceion: Explicacion
Anlro uccion: formal: Practica:
unos . jercici

lg o d Definiciones y Ejercicios
e elr.nen.(’)s e ———| tcoremas » resueltosy
Zp 1ca;:;on’y‘ (formales), ejercicios a
atos historicos )

seguidos de resolver.
puntuales. :

demostraciones.

Este esquema de tratamiento didactico, que también prevalece en las aulas, es un producto
de la transposicion didactica, que de momento no se puede calificar de “bueno o malo”,
sino que la investigacion debe mostrar sus alcances y limitaciones.

Con el objetivo de caracterizar y explicar los procesos de cambio que sufre el conocimiento

cuando es llevado a los manuales, desarrollamos una extension del esquema de Chevallard,
para con posterioridad, aplicarlo concretamente a los libros de texto.
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Saber matematico
producido por la
comunidad
matematica en un
tiempo y contexto

social determinados.

A

Objeto de saber Objeto a ensefiar: Objeto de
matematico: elementos del ensenanza:
Por la conocimiento tratamiento
comunicacion: matematico didactico del
los objetos explicitados en objeto a ensefiar.
matematicos planes y
implicitos se programas de
hacen explicitos estudio.
(saber sabio).
Actividad del
docente en el
La noosfera funcionamiento
selecciona los del sistema
elementos del saber didactico.
sabio que seran

saberes a ensenar.

Los libros de texto de matematicas cumplen una funcion didactica porque tienen una
explicita y clara intencion de proporcionar situaciones de aprendizaje. Los autores de éstos,
a partir de su concepcidn epistemologica y su experiencia didactica, organizan contenidos,
hacen uso de recursos técnicos y eligen la forma discursiva de presentar sus contenidos. En
este sentido, los manuales registran: el saber a ensefar y el saber ensefiado de la siguiente
manera:
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saber sabio saber a ensenar saber ensenado

El saber sabio es Todos los textos Desarrollan
el conocimiento presentan una explicaciones de
validado por la relacion de los saberes a
comunidad saberes a ensenar ensefiar con una
matematica. bajo el titulo de intencion
contenido. didactica. Su
discurso denota

una postura
epistemoldgica.

Desde la perspectiva de esta teoria, los libros de texto pueden ser considerados como un
tipico registro del saber a enseniar y el saber ensefiado. Los autores escriben sus textos
desde una postura de profesores, considerando a los estudiantes como sus principales
lectores. Ellos esperan que los docentes motiven a los estudiantes a leer el libro, porque
desde su intencion didactica, consideran que proporcionan a los maestros: a) explicaciones
que pueden ser usadas en clases y, b) ejemplos a resolver dirigidos a los estudiantes. Esto
es, los autores registran, de manera explicita, contenidos a enseriar y explicaciones de estos
contenidos (saber enseriado). Justamente, la diferencia entre los libros de texto de
matematicas, de distintos autores, radica en la forma concreta de su discurso explicativo.
Esta forma del discurso es uno de los elementos que nos permiti6 clasificar en tres grupos,
los ocho textos revisados en el trabajo de investigacion.

Segtin Chevallard, la exigencia de explicitacion discursiva, la “textualizacion” del saber,
conduce primeramente a la delimitacion de saberes “parciales”, cada uno de los cuales se
expresa en un discurso mds o menos autonomo. En otras palabras, la delimitacion de
contenidos y de la profundidad de las explicaciones es un proceso necesario para comunicar
el saber a enseriar en los libros. De esta necesaria delimitacion del saber se derivan otras
transformaciones que se producen en el proceso de transposicion, como son:

a) la desincretizacion del saber,

b) la descontextualizacion del saber;

¢) la despersonalizacion del saber,

d) la programabilidad de la adquisicion del saber.

La explicacion de cada una de estas transformaciones serdn Uutiles para caracterizar los
obstaculos didacticos que identificamos en el analisis de textos.

a) La delimitacion del saber conduce al registro de saberes parciales, cada uno de los cuales
se explica de manera ficticiamente autonoma. Esto es, la necesidad de darle un tratamiento
didactico al conocimiento matematico que es complejo e intrincado, conduce a la
separacion de conceptos que estan fuertemente imbricados, en este sentido, se produce una
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segmentacion del saber y por ello a este proceso se le denomina desincretizacion del
conocimiento. Por ejemplo, Richard Courant dice

Después de Euler, los autores, uno tras otro, se solidarizaron con la separacion
entre calculo diferencial y célculo integral y, al hacerlo, oscurecieron un punto
clave: la reciprocidad entre derivacion e integracion.*

En este caso, la separacion entre el célculo diferencial e integral, que para muchos
profesores y autores de manuales es didacticamente adecuada, para Courant representa una
dificultad para entender la reciprocidad entre los procesos de derivacion e integracion.

En muchos casos, la division de un saber determinado en saberes independientes es visto
como didacticamente 1til, pero detras de este argumento esta la idea de que el aprendizaje
de un complejo objeto matematico es la suma ‘“casi automadtica” del aprendizaje de sus
partes. No obstante, la experiencia muestra que la habilidad de establecer relaciones entre
distintos conceptos no es un acto espontaneo.

b) La delimitacion del saber implica también un proceso de descontextualizacion, es decir,
se desubica al saber de la red de problematicas y problemas que le dieron sentido en su
proceso de creacion. En los libros de texto, muchas veces, como se explicd anteriormente
para el caso de la integral definida, se dan definiciones formales que fuera del contexto de
su creacion pierden sentido dado que los problemas resueltos no ameritan tal definicion.

¢) En general, la comunicacion escrita del pensamiento matematico implica la construccion
de un discurso despersonalizado (despersonalizacion del saber) en tanto no muestra la
dindmica subjetiva (errores, hipoOtesis no adecuadas, intentos fallidos, etcétera) de su
creacion y realizacion, es decir, el sujeto queda fuera de su produccion. Este hecho ha
producido una vision del aprendizaje para la cual el error es una simple falta, una laguna de
conocimiento, y no es visto como una parte constitutiva del proceso de construccion del
saber.

d) La puesta en texto del conocimiento matematico implica, ademds de la delimitacion, una
secuenciacion de los saberes a ensefiar, esto es, se establece una exposicion de contenidos
como una progresion de conocimientos adecuada para el aprendizaje, lo que a su vez
implica que el aprendizaje tiene un principio y una secuencia. Sin embargo, el orden de
aprendizaje no es isomorfo en relacion con el orden de exposicion del saber; en palabras de
Chevallard, el aprendizaje del saber no es el calco del texto del saber. Tal concepcion del
aprendizaje conduce a la memorizacion (desprovista de significados) de los contenidos por
parte de los estudiantes.

Finalmente, debemos hacer énfasis en que el conocimiento expuesto en los textos tiene un
caracter estatico. Siempre los estudiantes tienen la percepcion de que en los libros esta
plasmado un conocimiento acabado, con significados unicos y que la tarea es aprender
definiciones y demostraciones aunque éstas no tengan ningin sentido préctico ni
cuestionamiento logico.

23



2.3 Obstaculos epistemologico y didactico

Es innegable la influencia que ejercid el concepto de obstdculo epistemologico en la
construccion de teorias didacticas de autores franceses. Este concepto fue postulado por
Gaston Bachellard (1985), en la obra La formacion del espiritu cientifico, cuya primera
edicion en espafiol data de 1948. Este filosofo empieza su exposicion acerca del obstaculo
epistemologico diciendo:

Cuando se buscan las condiciones psicoldgicas del progreso de la ciencia, se llega pronto
a la conviccion de que hay que plantear el problema del conocimiento cientifico en
términos de obstaculos. Y no se trata de considerar obstaculos externos, como la
complejidad y la fugacidad de los fenomenos, ni de incriminar la debilidad de los sentidos
y del espiritu humano: es en el acto mismo de conocer, intimamente, donde aparecen, por
una especie de necesidad funcional, pausas e inquictudes. Es ahi donde mostraremos
causas de estancamiento y hasta retroceso, es ahi donde discerniremos causas de inercia
que llamaremos obstaculos epistemologicos.

Lo importante de esta definicion de obstaculo es la postura epistemologica del autor acerca
de la construccion del conocimiento; él ubica los obstaculos en la relacion dialéctica del
sujeto cognoscente y su medio. Esta postura supera la discusion entre el formalismo y el
positivismo, corrientes filosoficas que vienen desde el idealismo, la primera, y el
materialismo, la segunda.

Para Bachellard, conocer significa destruir conocimientos mal hechos, por eso la opinion es
un conocimiento siempre erratico. Acceder a la ciencia significa romper con explicaciones
comodas, de sentido comun. En sus palabras:

La opinion piensa mal; no piensa: traduce las necesidades en conocimientos. Al designar
los objetos por su utilidad, se niega a conocerlos. No se puede basar nada sobre la opinion:
antes hay que destruirla. Es el primer obstaculo que hay que superar.

En esta explicacion de la opinidbn como un primer obsticulo, se introducen aspectos
subjetivos que se involucran en el acto de conocer, por eso Bachellard considera que
descubrir obstaculos epistemoldgicos, supone contribuir a crear los rudimentos de un
psicoandalisis de la razon. Algunos obstaculos epistemologicos que ¢l identifica y explica
son: La experiencia primera, Obstaculo “realista”, Obstaculo “animista”, La “libido” .

La vision de Bachellard va més alld de la epistemologia. El sostiene que el concepto de
obstaculo epistemologico, no so6lo puede ser una forma de estudiar el desarrollo histérico
del pensamiento cientifico, sino que deberia estudiarse en la practica de la educacion.
Desde esta perspectiva, el estudiante adquiere conocimiento dejando atras viejas ideas que
se instalaron en su mente desde su practica cotidiana.

En la educacion, la nocion de obstaculo pedagogico también se desconoce. A menudo me
ha sorprendido el hecho de que los profesores de ciencias, mas incluso que los otros, si
cabe, no comprenden que no se comprenda (...). Los profesores de ciencias imaginan que
el espiritu empieza como una leccidon, que siempre es posible rehacer una cultura
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descuidada repitiendo una clase, que se puede comprender una demostracion repitiéndola
punto por punto.

Estas ideas y el concepto de obstaculo epistemoldgico fueron retomados y analizados por
Jean Piaget y Rolando Garcia en Psicogénesis e historia de la ciencia (1982). Ellos
coinciden en que los “obstaculos epistemologicos” y “rupturas epistemologicas” estan
presentes en el desarrollo histdrico de las ciencias y en la construccion del conocimiento en
el individuo, aunque establecen ciertas diferencias. Esta vision epistemologica plantea un
aprendizaje a través de saltos -no de forma continua- y son precisamente los obstaculos
quienes se oponen a tales saltos.

Dentro de esta linea de pensamiento, Guy Brousseau (1993) en su teoria de las Situaciones
didacticas, desarrolla el concepto de obstaculo didéctico, con base, justamente, en las ideas
de sus antecesores. Esta teoria busca estudiar, apoyandose en enfoques constructivistas del
aprendizaje, las situaciones de apropiacion de conocimiento matemadtico a partir de la
adaptacion del alumno a ambientes que se le presentan en un inicio como problematicos.

La postura de Piaget frente al aprendizaje, contraria al dogmatismo escolastico que centra el
aprendizaje en el arte de ensefiar, descarga al maestro de toda responsabilidad didactica, ya
que concibe el aprendizaje como un proceso de adaptacion a un medio que es productor de
contradiccion, de dificultades, de desequilibrios. Para Brousseau, el aprendizaje depende
del maestro porque un medio sin intenciones didacticas es manifiestamente insuficiente
para inducir en el alumno la adquisicion de todos los conocimientos culturales que se
desea. Esto es, se pide al maestro provocar en el alumno las adaptaciones deseadas por una
eleccion adecuada de problemas. Un problema especifico de un saber sin una indicacién
intencional se le denomina una situacion a-diddctica, es decir, la intencion didactica no esta
explicita, sino que estd implicita en la logica interna del problema. La situacion diddctica
tiene un sentido mas amplio, implica la intervencion del maestro en la interaccion dialéctica
del estudiante con los problemas planteados.

De acuerdo con esta teoria, en el funcionamiento de un sistema didactico (situacion
didactica) se dan, no completamente de manera explicita, reglas y estrategias (contrato
didactico) del juego que deben cumplir los participantes en relacion con los contenidos,
ademas, se hacen suposiciones que pueden o no cumplirse: se supone que el profesor debe
crear condiciones para la apropiacion del conocimiento (situaciones a-didacticas), y se
supone que el alumno se apropiard del conocimiento. En concreto, el contrato didactico es
el procedimiento de bisqueda de medios para garantizar la apropiacion de conocimientos
nuevos por parte del estudiante.

En el proceso de ensefianza-aprendizaje, Brousseau identifica lo que ¢l llama las paradojas
del contrato didactico. El profesor debe elegir entre ensefiar un saber formal y preciso,
despojado de sentido, o ensefiar un saber mas o menos falso que habra de rectificar. Si se
elige la ensefianza de los conocimientos matematicos desde una perspectiva formal da
como resultado la memorizacion de definiciones y demostraciones desprovistas de sentido.
En cambio, si se elige la ensefianza por adaptacion, cuanto mas se adapten los estudiantes a
las situaciones que les son propuestas, es decir, cuanto mejor comprendan las razones de
sus respuestas, sera mas dificil para ellos, a continuacion, cambiar ese saber para volverlo
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correcto y completarlo; a este hecho el autor llama inadaptacion a la exactitud. Esta
sobreadaptacion del “saber” a la solucion de una situacion particular no es necesariamente
un factor favorable a la solucion de una situacion nueva. Justo en este proceso de
adaptaciones a situaciones nuevas se presentan obstaculos, unos que son inevitables y
constitutivos del saber, los obstaculos epistemologicos, y otros que son el resultado de un
sobre esfuerzo didactico, los obstdaculos didacticos.

En el proceso de cognicion del estudiante, un nuevo conocimiento no sustituye sin mas a
otro incompleto o erréneo en una nueva situacion, sino que ambos entran en interaccion. A
veces este cambio conceptual da lugar a un conflicto cognitivo que se manifiesta por
errores que no son producto del azar, sino que se reproducen y son persistentes. Este tipo de
errores son una manifestacion de obstdculos cognitivos, esto es, los estudiantes en su
proceso de aprendizaje muestran dificultades para sustituir un conocimiento que en otras
situaciones les permitid resolver satisfactoriamente algunos problemas y que ahora este
mismo conocimiento es inadecuado para los nuevos problemas; por ello para Brousseau
(1997) un error no es una falta de conocimiento sino que es en si un conocimiento. Estos
obstaculos cognitivos los clasifica en:

a) Obstaculo ontogenético, debido las limitaciones del sujeto en el momento de su
desarrollo.

b) Obstaculo didactico, debido a la eleccion didactica dentro de un sistema educativo.

c) Obstaculo epistemologico, debido a la propia naturaleza del conocimiento
cientifico.

En el trabajo de andlisis del discurso explicativo de los manuales de calculo, nos ocupa de
manera central el concepto de obstaculo diddctico. Los obstaculos cognitivos (ontologico,
didactico, epistemoldgico) se ubican dentro de la situacion didactica, es decir, dentro del
funcionamiento sistémico del llamado tridngulo didéctico.

Resumiendo, los obstadculos cognitivos son las dificultades que manifiesta (errores
persistentes) el que aprende cuando enfrenta nuevos problemas para los cuales su
conocimiento (anterior) es inadecuado y por tanto requiere un cambio conceptual; esta
inadecuacion no resulta obvia al individuo y por ello se resiste a corregir o completar su
conocimiento. Esquematicamente podemos expresar lo siguiente:

Conocimiento que Conocimiento adecuado
le permite resolver »| para resolver nuevos
algunos problemas problemas.
\ 4
Pueden presentarse

obstaculos cognitivos
de distinto origen:
e cpistemoldgico
e didactico
e ontologico
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Es pertinente especificar la diferencia entre los obstaculos epistemologico y didéctico.
Bachelard (1984) en La filosofia del no, obra en la que propone y desarrolla una
epistemologia que ¢l llama racionalismo aplicado; vincula el concepto de obstaculo
epistemologico con la nocidon de perfil epistemologico. Para ejemplificar este ultimo
concepto, propone el diagrama del perfil epistemoldgico de su concepto de masa.

Figura 1. Perfil epistemologico de nuestra nocion personal de masa.

Racionalismo
clasico de la
. mecanica

Empirismo racional

clar.o.y. Racionalismo

positivista completo

Realismo (relatividad) Racionalismo
ingenuo discursivo
1 2 3 4 5

En este esquema, el autor quiere mostrar en el eje de las abscisas las filosofias sucesivas
que amparan su concepto de masa, y en el eje de las ordenadas, dice -si pudiera ser exacto-
mediria la frecuencia del uso efectivo de la nocion. Para explicar este perfil sostiene que
todo progreso de la filosofia de las ciencias se realiza en el sentido de un racionalismo
creciente, eliminando de todas las nociones, el realismo inicial. En tal sentido, recuerda
que la eliminacion de las primeras nociones implica obstaculos, por ello dice

...podriamos relacionar las nociones de obstaculo epistemologico y de perfil
epistemologico, pues un perfil epistemologico conserva la huella de los obstaculos que
una cultura debio superar. Los primeros obstaculos, los que se encuentran en los primeros
estadios de la cultura, dan lugar a esfuerzos pedagdgicos muy claros.

Ana Sierpinska (1992), que lleva el concepto de obstaculo epistemologico al analisis de los
conceptos en la matematica, explica:

La oposicion ejercida por los obstaculos al aprendizaje puede ocurrir a nivel de cada
individuo, y dichas dificultades que se generan pueden en algunos casos ser muy
particulares. No obstante, la caracterizacion de un obstaculo como epistemologico esta
vinculada al significado de los conceptos mismos, no son simples resultados de formas
particulares de su ensefianza, ni idiosincrasicos, ni algo que le ocurre a una persona o dos;
si el obstaculo no es solo nuestro o tal vez de otras dos personas sino que estd mas
extendido o se ha extendido alguna vez en alguna cultura, es entonces llamado obstaculo
epistemologico.

En el caso especifico del calculo, Sierpinska (1987) estudia los obstaculos epistemologicos
en la construccion de conceptos relativos a la matematica del cambio y a los procesos
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infinitos; de hecho, es muy conocido su trabajo sobre el concepto de limite como obstaculo
epistemologico. A manera de ejemplo, si el concepto de limite representa un obstaculo
epistemologico y dado que este concepto es el sustento formal del concepto de integral,
podriamos plantear la hipotesis de que nuestro proceso cognitivo enfrenta obstaculos
epistemologicos al transitar por los siguientes significados de la integral:

Integral como
una suma de
un namero
e Integral como la
Infinito de Integral como existencia del limite
cantidades proceso de
e ) cesode de las sumas de
Infinitamente antiderivacion: | piemann:
pequenias’: ;;
. )
[ dr ) [ 7@ I=lim D f(&)Ax

Una veta interesante de estudio en investigaciones futuras consiste en identificar el
significado de integral que tienen los estudiantes después de un curso de calculo; para ello
se tendrian que disefar problemas que no expliciten el significado que se requiere para
resolver la situacion planteada (situacion a-didactica).

El reconocimiento de la existencia de obstaculos en el aprendizaje son objeto de estudio en
muchas investigaciones, por ejemplo, en una compilacién hecha por A. Camilloni (1997),
se reportan resultados de trabajos como: Trabajar los obsticulos para asimilar los
conocimientos cientificos (G. Rumelhard), Construccion de problemas y superacion de
obstaculos (M. Fabre y C. Orange), Identificacion de obstaculos por parte de los alumnos
(B. Peterfalvi), etcétera. Todos estos trabajos se refieren especificamente a obstaculos
epistemologicos.

El obstaculo didactico, a diferencia del anterior, se origina por el tratamiento didactico de
un saber especifico, pero identificar este tipo de obstaculos exige el andlisis de la situacion
didactica de este saber. En otras palabras, requiere la observacion de la puesta en escena de
las situaciones a-diddcticas, en este sentido, no seria adecuado aplicar este concepto al
analisis de libros de texto sin reformularlo.

2.4 Transposicion didactica y el obstaculo didactico en los libros de texto

Es preciso sefalar algunas caracteristicas generales de los libros de texto que nos permitiran
fundamentar nuestro analisis con categorias teoricas.

a) Los textos se elaboran con una clara y explicita intencion didactica, esto es, sus
autores tienen el proposito de ensefiar, y sus lectores el de aprender.
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b) Los textos son una fuente central de consulta para la preparacion de clases por parte
del docente, y de estudio para los alumnos.

¢) En los textos se desarrollan explicaciones de saberes a enserniar especificados en su
contenido.

d) Los autores de los textos eligen y elaboran una forma especifica de discurso
explicativo de los conceptos. Forma que expresa su experiencia y conocimiento
didacticos.

Estas caracteristicas ubican al libro de texto como un registro de saberes a ensefiar y de su
tratamiento didactico (saber enseriado). En tal caso, a través del andlisis del discurso
explicativo de un saber especifico, podemos caracterizar la forma como resuelven los
procesos inevitables de su comunicacion: la desincretizacion, la descontextualizacion, la
despersonalizacion y la programabilidad del saber.

Desde la teoria de la Transposicion didactica, estos procesos no pueden ser calificados
como buenos o malos en si mismos, sino que requieren de una vigilancia epistemologica.
Desde nuestra perspectiva, el seguimiento de las explicaciones de un saber especifico en los
textos nos permite identificar ciertas anomalias que para el lector, que busca entender tal
saber, se convierten en obsticulos para poder construir significados mdas elaborados y
completos del concepto en cuestion.

Después de un primer andlisis de los manuales de célculo que se seleccionaron para el
presente estudio, se logro tipificar las siguientes anomalias:

a) Rupturas en la secuencia logica de la explicacion. Dada la desincretizacion del saber,
esto es, dado que un saber para ser comunicado necesariamente se descompone en
conceptos parciales, si las explicaciones de estos conceptos parciales no se concatenan de
manera adecuada y logica, se producen rupturas.

b) Vacios explicativos. La despersonalizaciéon del saber elimina del discurso preguntas
contradictorias, errores, pensamientos alternos, etcétera.; este hecho puede dejar fuera
explicaciones que se buscan, como es el caso de la diferencial inexacta.

c¢) Incongruencia entre las definiciones formales y los problemas que se resuelven. La
descontextualizacion del saber puede originar, en algunos casos, que las definiciones
formales se expliciten sin plantear siquiera una situacion para la cual tengan sentido. Por
ejemplo, si las integrales que se presentan a manera de ejemplos se pueden calcular con la
nocion de integracién como un proceso inverso a la derivacion, la definicion formal como
la existencia del limite de las sumas de Riemann quedard como una simple justificacion
formal del concepto sin ningun significado para el estudiante.

Esta caracterizacion de los obstaculos didacticos en el discurso explicativo de los libros de
texto es una aportacion de nuestro estudio.
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2.5 El Discurso matematico escolar

La categoria de discurso matematico escolar es introducida por R. Cantoral (1990) para
denominar el discurso institucionalizado que goza del consenso de los que participan en la
noosfera del sistema escolar. El proceso de difusion de este discurso no termina en las
paginas de los libros o de los planes y programas de estudio, sino que se prolonga al
interior del aula, mediando la interaccion entre estudiantes y profesor. En este estudio se
vincula esta categoria con el proceso de transformacion didactica del conocimiento
matematico.

Del proceso de transposicion didactica de los saberes relacionados con el pensamiento
matematico avanzado, se deriva un discurso matemdtico escolar que es validado y que
tiene consenso, aunque con limitadas disidencias, en la comunidad académica de las
universidades. Si bien las transformaciones del saber erudito se dan en distintas instancias
hasta llegar a ser el saber emseniado, cabe detenerse en la actividad de la comunidad
denominada por Chevallard como noosfera. En esta esfera social que rodea de manera
inmediata las instituciones escolarizadas (publicas y privadas) se producen procesos
importantes como son: la seleccion de saberes y sus métodos de ensefianza, la eleccion de
gjercicios y problemas, la forma de jerarquizar los contenidos e, incluso, la influencia de
posturas ideolodgicas y culturales que proceden de realidades distintas a la de México. En
este sentido, es necesario advertir que nuestra noosfera (profesores, SEP", ANUIES',
alumnos, autores de textos, padres de los estudiantes, etcétera) tiende a tomar experiencias
ajenas al contexto social y cultural, copian perspectivas educativas de Europa o de Estados
Unidos, sin una previa evaluacion de la realidad sociocultural. En este sentido, Cantoral
(Textos de Calculo...) advierte

Dado que somos una comunidad acostumbrada a la traduccion de textos y al uso
sistematico de propuestas que no fueron pensadas para nuestros sistemas educativos,
resulta de la mayor importancia estudiar y manejar el proceso de una manera adecuada,
que coordine los conocimientos disponibles mundialmente con nuestras particularidades
regionales. Por esta razon, las investigaciones en educacion matematica que se desarrollen
deben jugar un papel protagénico en este proceso.

Si se analiza el discurso explicativo de los libros se pueden detectar sin dificultad:
definiciones, ejercicios, problemas, representaciones graficas, etcétera, que se repiten en
textos de distintas latitudes, lo cual nos indica que existe un discurso institucionalizado y
consensado a nivel internacional. Por ejemplo, en la mayoria de ellos se utiliza la definicién
llamada “la integral de Riemann” para dar sustento formal a este objeto matematico,
aunque sabemos que existen otras propuestas formales que el medio ha desechado. Otro
hecho que da cuenta de este fendmeno es que, en la en la explicacion de la integral de linea
como una herramienta para calcular areas limitadas por curvas cerradas simples, en todos
los manuales revisados se resuelve la expresion:

A :%J‘dey—ydx
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2 2
para calcular el area cerrada por la elipse: x—z + 2}— =1.
a

Es sorprendente como es que repiten este ejemplo, existiendo otras curvas cerradas que
podrian proponerse. Ademas cabe preguntarse si es necesario el concepto de integral de
linea para resolver tal problema, ya que se presenta este calculo como un recurso para
significar la expresion sefialada.

Es posible, dado el papel protagonico que juegan los libros de texto en la ensefanza
escolarizada, que este mismo problema de calcular el area limitada por la elipse sea
propuesto, por parte del docente, en las aulas.

En este sentido, Cantoral refiriéndose a la historia de la ensefianza del calculo, con base en
el estudio de la historia de los textos realizada por Choppin (1980), expresa:

...En esta historia, el libro de texto juega un papel protagoénico: se constituye como un
objeto pluridimensional que puede juzgarse desde diferentes enfoques. Es a la vez apoyo
del saber en tanto que impone una distribucidon y una jerarquia de los conocimientos y
contribuye a forjar los andamios intelectuales tanto de alumnos como de profesores; y es
un instrumento de poder dado que contribuye a uniformar la lingiiistica de la disciplina, a
la nivelacion cultural y a la propagacion de las ideas dominantes.

Detras del uso indiscriminado de manuales de calculo traducidos al espafiol, de manera
conciente o inconsciente, estd la idea de que el aprendizaje del individuo no depende de su
contexto sociocultural mediato. Postura que no tiene sustento tedrico ni empirico.

Estamos frente a un problema que debe ser tomado en cuenta, es preciso pensar en
propuestas acordes con nuestras necesidades. No se trata de ignorar las propuestas
didécticas de otros paises, como diria Cantoral:

No hacemos un llamado a la quema de textos extranjeros ni a cerrarles las puertas a los
nuevos, sino mas bien sefialamos la necesidad de iniciar proyectos para la elaboracion de
materiales didacticos que tomen en cuenta a los actores directos de la accion educativa, y
que incluso atiendan las grandes diferencias regionales que suelen presentarse en nuestros
ambientes de ensefianza. Nuestros estudiantes y profesores no son sujetos a-sociales, a-
historicos ni pertenecen a sociedades homogéneas. Todo ello merece un esfuerzo mayor y
mas profundo.

El analisis de textos que se realizo pone en evidencia las limitaciones de este discurso
institucionalizado, y que al presentar ciertos obstaculos para el entendimiento de conceptos
especificos es una invitacion a disefiar nuevos materiales.
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Capitulo 3.

Analisis del discurso
explicativo de los libros de texto
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3. ANALISIS DEL DISCURSO EXPLICATIVO DE LOS LIBROS DE
TEXTO

3.1 Clasificacion de los textos

Como se sefial6 en el apartado de aspectos metodoldgicos, después de una primera lectura
analitica del discurso explicativo de los conceptos: integral definida, integral indefinida, el
teorema fundamental del calculo y de la integral de linea, se realizéd la clasificacion de
textos tomando en cuenta los siguientes elementos:

e Ubicacion del concepto en el contenido general del texto.

e La forma del discurso explicativo: axiomatico, en forma de preguntas y respuestas,
confrontacion de ideas previas, etc.

e La forma en que se utilizan los recursos graficos.

e Los tipos de ejemplos que se resuelven a lo largo de las explicaciones.

La forma del discurso explicativo de los textos estd en relacion directa con la época en que
¢éstos se elaboran, por esta razon se clasificaron los textos en los siguientes tres grupos:
textos con un discurso algebraico, textos con un discurso formal, y textos editados a finales
del siglo XX.

3.1.1 Textos con un discurso formal

La edicion revisada del texto Introduccion al calculo y al andlisis matemdtico de Richard
Courant (1996) es una reescritura realizada por Frizt Jhon de la primera edicion alemana
(1927). La secuencia de temas es diferente a los demads textos revisados, expone temas de
calculo integral y diferencial de forma alterna. Su discurso pone énfasis en las definiciones
formales, razon por la que descalifica, por imprecisa, la nocion de integral definida como
una “suma de cantidades infinitamente pequefas”, y destaca la precision de la definicion de
la integral definida como el limite de las sumas de Riemann para integrar funciones
definidas y acotadas. La exposicion de contenidos es cldsicamente axiomatica. La
utilizacion de graficas es minima.

El libro Cdalculo Vectorial de Claudio de Jests Pita Ruiz (1995), como ¢l mismo sefiala, es
un manual de estudio pero su entendimiento requiere como antecedente un curso de célculo
diferencial e integral de funciones reales de una variable real, junto con algunos resultados
elementales sobre sistemas de ecuaciones lineales y matrices.

El lenguaje que utiliza es formal y riguroso, pero el discurso explicativo difiere del texto
anterior en la forma de presentar los teoremas y definiciones: 1) propone una definicion
inicial de la integral de linea de campos vectoriales, 2) presenta una interesante secuencia
de problemas resueltos, 3) discute las respuestas de los problemas provocando una serie de
preguntas centrales, 4) responde las preguntas planteadas formulando las definiciones y
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teoremas pertinentes. Es el inico texto que presenta una interpretacion grafica de la integral
de linea y la resolucion de problemas que ameritan tal significado.

3.1.2 Textos con un discurso algebraico

En esta categoria se realizdé el seguimiento del discurso explicativo del texto Cdalculo
diferencial e integral de William Anthony Granville (1982). La primera edicidon en inglés
de esta obra data de 1904. Este texto utiliza un lenguaje algebraico en las explicaciones de
los conceptos; por ejemplo, en el tratamiento de la derivada y la integral nos encontramos
con expresiones como: se suma, se resta, se divide, partes infinitamente pequefias, y lo mas
importante es que destaca el significado de la integral definida como un procedimiento de
suma. La integral de linea se explica por Unica vez en el Capitulo XIV “Integral definida”.
Articulo 146. “Célculo de 4rea cuando las ecuaciones de la curva se dan en forma
paramétrica”. Utilizacion limitada de recursos graficos.

3.1.3 Textos editados a finales del siglo XX

Los textos revisados que pertenecen a esta categoria son: Cdlculo de R. Larson et al.
(1999), Calculo con Geometria Analitica de Thomas G. y R. Finney (1986), Cdlculo con
Geometria Analitica de E. Sowkowski (1989), Cdlculo. Trascendentes tempranas de J.
Stewart (2002). Estos manuales estan editados después de la década de los setenta.

Estos manuales se caracterizan por tener un discurso menos rigido, utilizan frases en lengua
natural, formulas literales, expresiones en lenguaje formal, figuras geométricas o graficos
cartesianos. Son extensos en temas y paginas, razon por la cual las explicaciones de algunos
temas es poco profunda.

Por otro lado, debido al avance de los recursos computacionales y a la idea de que lo
grafico es intuitivo, la utilizacion de representaciones graficas es abundante. Un ejemplo
representativo es el de Larson que cuenta con dos tomos que suman 1495 péaginas y 3,500
graficas, extension que obedece, en palabras de los autores, a que el texto ha puesto énfasis
especial en la importancia del aprendizaje mediante grdficas. Asimismo, ha sido uno de los
pioneros en incorporar grdficas en dos y tres dimensiones.... Ademads, en el prologo del
texto, ellos aseguran de que han cuidado minuciosamente la presentacion, utilizando un
lenguaje matematico preciso.

No obstante lo extenso de estos manuales, no se logra conciliar lo intuitivo (grafico) con el
lenguaje formal y preciso de sus definiciones. Més atn, en el caso especifico de la integral
de linea, las explicaciones formales no alcanzan la profundidad que requiere el tema, y a
pesar de que un objetivo central que argumentan sus autores es el acercamiento grafico, no
muestran una interpretacion grafica de esta integral.
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3.2 Analisis del discurso explicativo del Teorema Fundamental del
Calculo

El teorema fundamental del cédlculo tiene un analogo para las integrales de linea de
funciones de dos o mas variables. En el presente trabajo se presenta un significado grafico
que permite significar estos dos teoremas fundamentales. Sin embargo, en los textos de
calculo revisados estan ausentes estas interpretaciones graficas, por esta razon se realizoé un
analisis -con base en la clasificacion presentada- del discurso explicativo de: la integral
indefinida, la integral definida, y el teorema fundamental. Estudio que tomd en cuenta: la
ubicacion del concepto en la secuencia de contenidos, los diferentes significados de los
conceptos, las rupturas y vacios explicativos y la forma en que se utilizan las
representaciones graficas.

3.2.1 Textos editados a finales del siglo xx

Como se sabe, el Teorema Fundamental del Calculo establece una relacion central entre la
integral definida y la integral indefinida, esto es, relaciona dos significados importantes: la
integral como el limite de las sumas de los rectdngulos de aproximacion y la integral como
un proceso de antiderivacion. Para establecer este vinculo se pueden elegir distintas
secuencias de los temas: integral definida, integral indefinida, teorema fundamental. En los
cuatro textos revisados en este grupo, los autores optan por dos secuencias distintas y, en
funcion de esta secuencia, la formulacion del teorema fundamental difiere en la forma del
enunciado.

L Los textos Calculo de R. Larson et al y Cdlculo con Geometria Analitica de Thomas
G. y R. Finney, eligen la secuencia: integral indefinida, integral definida y teorema
fundamental. Por ejemplo, el texto de Larson presenta: Primitivas e integracion indefinida,
Area, Sumas de Riemann e integrales definidas, El teorema fundamental del Calculo,
Integracion por sustitucion, Integracion numérica.

La necesidad de vincular la derivacion con la integracion, les conduce a estos autores a
explicar primero la integral indefinida como un proceso de antiderivacion, por ejemplo, en
el texto de Thomas/Finney, se dice: El conjunto de todas las antiderivadas de f(x) se llama

integral indefinida de f respecto a x, y se denota por el sz’mboloj f(x)dx .

En el texto de Larson se especifica la naturaleza inversa de la integracion y la derivacion,
a través de las siguientes expresiones

jF'(x)dx =F(x)+C

La integracion es la “inversa” de la derivacion

[ r@d= e

La derivacion es la “inversa” de la integracion
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Estas dos ecuaciones permiten obtener formulas de integracién directamente de las
formulas de derivacion.

Después de las explicaciones de la integral indefinida como proceso inverso a la
integracion, los autores introducen el concepto de integral definida como el area bajo la
curva, con esta idea grafica llegan a expresar la suma inferior y superior hasta llegar a la
definicion de Riemann. Por ltimo, para vincular la integral indefinida y la integral definida
enuncian el Teorema fundamental del calculo, es decir, ambos textos destacan el hecho de
que este teorema permite calcular las integrales definidas sin recurrir al célculo del limite
de las sumas de Riemann. En el texto de Larson se especifica, supuesta conocida una
primitiva de f, disponemos de una forma de calcular integrales definidas que no requiere
hallar el limite de una suma. En este texto, el primer enunciado del teorema fundamental se
formula como sigue:

TEOREMA 4.9 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Si f(x) es continua en el intervalo [a, b] y F es una primitiva de f'en [a, b], entonces

[ r@ydx = F(b)- F(a)

Antes del segundo enunciado de este teorema, proponen un esquema donde se trata la
integral indefinida como una integral definida.

Integral definida como un nuimero Integral definida como una funcion
Constante F" es funcion de x
b X
[ feodx F(x)= [ f@ydr
Constante J es funcién Constante fes funcion
de x de

Este esquema tiene la intencidon de conciliar el proceso de antiderivacion con el concepto de
integral definida, entendida ésta como una area bajo la curva. Pero atendiendo a la
formulacion del teorema, la expresion

Fe=[ f@de, (1)

realmente deberia ser formulada como
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F(x)=F(a)=[ f(t)dt (2)
porque F(a) no siempre es igual a cero.

Para ilustrar este proceso de integracion se recurre a la nociéon de area bajo la curva y
proponen un ejemplo que se sujeta a la expresion (1)

Evaluar la funcion

F(x):J cos t dt

0

enx =0, n/6, nf4, n/3 y n/2.

Solucién:  Podriamos calcular cinco integrales definidas diferentes, una por cada
limite superior dado. Pero es mucho mads sencillo fijar x como una constante,
por el momento, y aplicar el teorema fundamental del Célculo para obtener

X X
J cos t di = sen t:l
0 0

=senx—sen0

=senx

Ahora, usando F(x) = sen x, podemos llegar a los resultados que recoge la
Figura 4.35.

FIGURA 4.35

X
Flx) = [ cos 1 dt es el drea bajo la curva f{1) = cos rentre O y x.
0

Como podemos observar en la explicacion de la resolucion del ejercicio, se dice: es mucho
mas sencillo fijar x como una constante, por el momento; lo que no queda claro es el
momento en que x de constante pasa a ser variable. Luego, para justificar algoritmicamente
el ejemplo, llegan a la expresion
i[F(x)] = i[sen x]= dUX costdt} =cosx (3)
dx dx dx L0

. . .y . oy . X
Si bien en esta ecuacion se muestra que el proceso de derivacion de la integral, L costdt,

da como resultado cos x, esto no significa que sea una funcion, porque x simboliza una
constante y no una variable. En los diagramas del ejemplo esta situacion es mads
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contradictoria porque se toma como eje de las abscisas a ¢, para luego obtener una primitiva
de variable distinta. De nueva cuenta la naturaleza de x es ambivalente, pareciera que basta
con que se simbolice una constante con la letra “x” para que ésta automaticamente se
convierta en variable.

Finalmente, después de mostrar el ejemplo, se formula el segundo teorema del calculo

TEOREMA 4.11 EL SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Si f'es continua en un intervalo abierto / que contiene al punto a, entonces, para todo
x de este intervalo,

[ roan]= e

En la demostracion de este teorema, también aparece la ambivalencia de x. Se quiere
demostrar que F’(x) = f{x), para lo cual parten de la expresion

F'(x) = lim

Ax—0

F(x+ Ax)— F(x)
Ax

=t [ r0a]

Luego, resuelven la integral que estd dentro de los corchetes con el teorema del valor medio
para un real ¢, llegando a lo siguiente

F'(x) = ggu f(c)AX}

= lim f(c)

Ax—0

=f(x)

Como vemos, en las dos ultimas igualdades f{c) -que es un real- se convierte en la funcién
f(x), argumentando de que cuando Ax — 0, entonces c— x. Esta explicacion, nos remite a
una pregunta central: ;qué significa que la constante ¢ (de valor fijo) se aproxima a la
variable x? Esta cadena de incongruencias conceptuales ha permanecido inamovible en el
discurso matemdtico escolar. La necesidad central de estas explicaciones de la integral
indefinida a partir de la integral definida radica en que desde la formalidad existe la

exigencia de que todos los significados de la integracion se sustenten en la definicion
formal de Riemann.

L Los textos Cdlculo con Geometria Analitica de E. Sowkowski, y Cdlculo.
Trascendentes tempranas de J. Stewart, eligen la secuencia: integral definida, teorema
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fundamental, integral indefinida, por ejemplo, Stewart presenta su contenido de la forma:
Areas y distancias, Integral definida, Teorema fundamental del calculo, Integrales
indefinidas y teorema del cambio total, Regla de la sustitucion, Logaritmo definido como
una integral.

La distinta ubicacion del teorema fundamental no se puede justificar a partir de hechos
histéricos, porque la complejidad de los procesos de construccion de estos conceptos no nos
permiten ubicarlos de manera lineal, sin embargo, esta manera secuencial de presentar el
conocimiento corresponde al proceso de transposicion didactica. Tanto la secuencia como
el tratamiento didactico que elige cada autor, evidentemente, no siempre se sustenta en
investigaciones desde una perspectiva cognitiva.

Si bien la secuencia de temas es diferente a la de los textos anteriores, los textos de J.
Stewart y E. Sowkowski también utilizan el teorema fundamental para poder explicar
formalmente el concepto de integral indefinida. En la secuencia de contenidos tematicos de
estos manuales se construye primero la nocion de area, como el limite de la suma de las
areas de los rectangulos de aproximacion, y con este significado grafico llegan a la
definicion de la integral definida como la existencia del limite de las sumas de Riemann,
para luego, con la ayuda del Teorema fundamental del célculo definir formalmente la
integral indefinida.

El primer enunciado del teorema fundamental se formula como una definicion de la integral
indefinida. Por ejemplo, en el texto de Stewart aparece el primer enunciado como sigue:

Teorema fundamental del calculo, primera parte

Si f'es continua en [a, b], la funcion g definida por

g(x) = j f(Odt  a<x<b

es continua en [a, b] y derivable en (a, b), y g’(x) = f(x).

En este enunciado aparece la expresion

g =] S0,

la cual debiera escribirse como

g(0)-g(a)=[ f(t)dr

Aunque en estos textos la secuencia es distinta, se repiten los mismos argumentos para
establecer la conexion entre las integrales indefinidas (como antiderivadas) y las integrales
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definidas. Esta expresion, que aparece de la misma manera en el texto de Larson, adolece
de los mismos defectos sefialados en el inciso (a). La segunda parte del teorema se formula
de la manera siguiente:

Teorema fundamental del calculo, segunda parte

Si f'es continua en [a, b], entonces
[ f)dx = Fb) - F(a)

en donde F'es cualquier antiderivada de f, esto es, una funcion tal que F°=f.

Después de abordar el teorema fundamental de esta manera, en el apartado titulado
“Integrales indefinidas”, con letras resaltadas en rojo aparece la aclaracion

Habra que distinguir con cuidado las integrales definidas de las integrales indefinidas. Una
b
integral definida I f(x)dx es un niimero, en tanto que una integral indefinida I f(x)dx es

una funcién (o familia de funciones).

Luego, el texto aclara: la conexion entre ellas esta dada por la parte 2 del teorema
fundamental. Si f es continua en [a, b], entonces

[ FGody = [ fyax],

La explicacion trata de conciliar dos conceptos que se advierten como sustancialmente
diferentes para luego establecer una conexion que no es afortunada porque propicia
mayores confusiones. En este sentido habria que distinguir la integraciéon como un proceso
y como un objeto (el resultado de la integracion).

El Discurso matematico escolar oficializado por los textos, en el afan de formalizar la
integral indefinida, toma como argumento la expresion de Leibniz para las derivadas,

[ )= ro,

incluso, como vimos, el texto de Larson la utiliza como formulacion del teorema
fundamental (primera parte). Sin embargo, hay que aclarar que no toda funcion continua f,
cumple con esta ecuacion, porque la continuidad no es condicion suficiente para asegurar
que la funcién tenga primitiva.

Desde la formalidad, el unico concepto definido es el de la integral definida, y habria que
especificar que para funciones para las cuales existe una familia de primitivas el proceso de
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integracion se simplifica y no es necesario probar la existencia del limite de las sumas de
Riemann. Desde nuestro juicio, el que los textos prueben la definicion de integral definida
para funciones que tienen primitiva es innecesario, la definicion tiene sentido y toma
significado, justamente, para las funciones que no tienen primitiva. En este sentido, habria
que entender la integral indefinida como un proceso de antiderivaciéon (un método de
calculo) para encontrar el valor de la integral definida de algunas funciones y no como un
concepto paralelo para luego intentar definirla desde la perspectiva de la integral definida.

Integral definida =
al limite de las
sumas de Riemann

Para las funciones Para funciones que

que no tienen tienen primitiva, o

primitiva el calculo una familia de

de la integral primitivas, el calculo

definida implica de la integral definida

probar la existencia se puede realizar

del limite de las encontrando la

sumas de Riemann familia de primitivas
de estas funciones.

En suma, el proceso de cédlculo de la integral definida para algunas funciones se realiza
como un proceso de antiderivacion de la funcion a integrarse.

Consideraciones finales

a) Los cuatro textos, a partir de la idea grafica de la integral como area bajo la curva,
llegan a la definicion de la integral definida como el limite de las sumas de Riemann.

b) Estos manuales, aunque en secuencias distintas, explican la integral indefinida como un
proceso de antiderivacion, pero luego cuando utilizan la expresion J. f(t)dt, utilizan la

nocion de funcion “area” para darle un significado que permita la relacion con la integral
definida.

¢) En estos libros se dan dos enunciados del Teorema Fundamental del Célculo. Si bien
hay diferencia en la secuencia, los autores coinciden en dos significados de este teorema:
uno, la integracion como una operacion inversa a la derivacidn, y el otro, la integral
definida como la diferencia de valores de una primitiva en los limites de la integracion.
Estas nociones se expresan en los textos de la siguiente manera:
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e La derivacion como proceso inverso a la integracion

;’iU:f(t) dt} =f(x) o gkx)-= ij(t)dt, donde g’(x) = f(x)

e Laintegral definida como la diferencia de valores de una primitiva

J| rdx = Fo)- Fla)

Es importante sefialar que en el afan de unificar las nociones de integral definida e integral
indefinida se utiliza el recurso de una funcién f{r) para poder definir esta Gltima como una
integral definida. Hecho que lejos de ser un recurso didactico adecuado es un obstaculo
didactico, porque propicia y profundiza la confusion conceptual entre constante y variable
que se hereda del transito del algebra al calculo.

d) Estos libros se caracterizan por la utilizacion de graficas, sin embargo, en ninguno de
ellos encontramos una que muestre la parte central del teorema fundamental, que es el

siguiente:

Si f'es continua en [a, b], entonces
J| e = Fb) - F(a), (1)
en donde F'es cualquier antiderivada de f, esto es, una funcion tal que F°=f.
Desde nuestro punto de vista, los recursos graficos deben ser utilizados para mostrar lo que

la formalidad esconde. En este sentido, la representacion grafica de la expresion (1), seria la
siguiente:

F(x) cualquier primitiva de f{x) f(x) es la derivada de F(x)
A / F(x) A
JX)=F'(x)
Fo-F@f 7 I
[ rwar
; b ; >

Dos conclusiones fundamentales toman significado desde esta representacion grafica.
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e La integral definida de todas las funciones F’(x) en el intervalo [a, b], para las
cuales la primitiva F(x) pasa por los puntos A[a, F(a)] y B[b, F(b)], tendra el mismo
valor. Lo que a su vez significa que el area bajo la curva de las funciones F’(x), en
este mismo intervalo, serd también igual.

e Para cualquier funcidon F(x) derivable en el intervalo [a, b], se puede construir una
funcion lineal cuya representacion grafica serd una recta que pasa por los puntos 4 y
B, y que la pendiente de ésta serd igual al valor medio de la funcion F(x).

Esta representacion grafica del teorema fundamental (como veremos cuando se analice el
concepto de integral de linea) nos permitird construir de manera analoga una interpretacion
grafica para el teorema de la integral de linea de una forma diferencial exacta, que es un
equivalente al teorema fundamental del calculo.

e) Hay confusion en la definicion de la integral definida. El texto de Stewart, en un
recuadro titulado “Definicion de la integral definida”, dice: Si f es una funcion continua
definida para a < x < b, [...] Entonces la integral definida de f, desde a hasta b, es

[ 7(ds =1lim Y £(x)Ax.

En el manual de Thomas G. y R. Finney, encontramos un enunciado parecido, pero titulado
“Teorema de la existencia de la integral”, el cual se enuncia asi:

EXISTENCIA DE LA INTEGRAL DE RIEMANN

Si f es continua en [a, b], entonces

[r@ydx=Tim 3 f(c,)Ax,

norma—'

existe y es el mismo niimero para cualquier eleccion de los nimeros ¢y,

En el primer caso, la condicion de continuidad en [a, b] para la funcién implica que esta
definida, en consecuencia es redundante decir continua definida. En ambos casos, se asume
que la continuidad es garantia de integrabilidad, pero no se explicita que existen casos en
que la funcion aun teniendo discontinuidades de salto, en uno o varios puntos, pueden ser
integrables, y justamente para estas funciones, Riemann generalizé la definicion de integral
de Cauchy como la existencia del limite de las sumas para funciones f{x) definidas y
acotadas en un intervalo cerrado [a, b].

Los ejemplos que se muestran resueltos y los que se proponen para su resolucion refieren
el calculo de integrales definidas de funciones que tienen primitivas, en tal caso, no hay
justificacion para llenar los textos de teoremas y definiciones que lo tnico que hacen es
confundir el concepto que se aborda.
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f) Dado que el concepto de integral se ha generalizado para resolver integrales de clases
muy amplias de funciones ha sufrido multiples extensiones, es preciso que los libros de
texto expliquen las limitaciones de las distintas nociones para poder pasar a definiciones
mas generales.

g) Mas que definiciones precisas se necesita decir de manera clara y coloquial que: para
toda funcion integrando f{x) para la cual existe una primitiva o familia de primitivas (F(x) +
0), se cumple la relacion:

[ f@ds = F) - F(a)

h) En la mayoria de los casos: la secuencia, la profundidad y la forma del discurso
explicativo, repiten formas y explicaciones que se han enquistado en un discurso
matematico aceptado por la mayoria de profesores de la comunidad universitaria. Incluso,
podemos afirmar que este discurso se ha interiorizado de manera poco consciente y en
consecuencia no existe una vision critica hacia los libros de texto.

3.2.2 Textos con un discurso formal

En esta categoria se analiz6 el texto Introduccion al calculo y al andlisis matematico de R.
Courant (1996). En éste se abordan primero los conceptos concernientes a la integral para
luego explicar el concepto de derivada y, por ultimo, terminar el capitulo con el teorema
fundamental. La relacion de contenidos del capitulo titulado “Las ideas fundamentales del
calculo integral y diferencial” es: La integral, Ejemplos elementales de integracion, Reglas
fundamentales de integracion, La integral como limite superior (integral indefinida), El
logaritmo definido mediante una integral, Funcién exponencial y potencias, La integral de
una potencia arbitraria de x, La derivada, La integral, la funcidon primitiva y los teoremas
fundamentales del calculo.

En esta secuencia de contenidos tematicos, se manifiesta con claridad una diferencia con
los textos del grupo anterior, el tema de la derivada esta después de todos los incisos
concernientes a la integral; esto se debe a que el autor tiene la intencion explicita de romper
la dréstica separacion entre los temas del calculo diferencial e integral. En el prologo a la
edicion revisada se dice

Después de Euler, los autores uno, tras otro, se solidarizaron con la separacion entre
calculo diferencial y calculo integral y, al hacerlo, oscurecieron un punto clave: la
reciprocidad entre derivacion e integracion. Fue en 1927, cuando aparecié publicada por
“Springer-Verlag”, la primera edicion alemana de la obra de R. Courant “Vorlesungen
ubre Differential and Integralrechnung”, que se elimind tal separacion y el calculo se
presentd como una disciplina unificada.

Aunque esta edicion difiere notablemente del original, conserva esta intencion inicial de su

autor. Las distintas ediciones de este texto son reproducciones de la reescritura que realiz6
Fritz John, el cual ya habia participado en la edicion inglesa de 1939. De los ocho textos
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revisados y clasificados en tres grupos, éste es el tinico que aborda la integral antes de la
derivada.

Otra diferencia importante es que, si bien destaca como fundamental la relacién entre
integracion y derivacion, en los dos enunciados del teorema pone énfasis en la diferencia
que existe entre los conceptos de integral indefinida y primitiva de la funcion que se
integra. Los enunciados del teorema fundamental se formulan para demostrar dos
consecuencias del vinculo entre la derivacion y la integracion:

o Laintegral indefinida ¢(x) de una funcion continua f(x) posee una derivada: ¢’(x) =

J).

e Toda primitiva F(x) de una funcidon continua f{x) puede ser representada de la
forma: F(x) = c + ¢(x).

Antes de formular los teoremas, el texto explica que la integral indefinida ¢(x) estd dada
por la expresion

p=[ fadu (1)

Luego, aclara que puede expresarse cualquier integral indefinida con limite inferior ’ en
términos de @(x):

[ f@)du=¢(x)-g@) (@

Como se ve, cualquier integral indefinida difiere de la integral indefinida especial ¢(x)
solo por una constante.

Esta aclaracion, que no aparece en los textos del grupo anterior, es una explicacion del
porqué en la ecuacion (1) no aparece ¢(@), como es de esperarse. El autor hace una
diferencia entre cualquier integral indefinida y la integral indefinida especial, diferencia
que justifica la expresion (1).

El primer enunciado del teorema fundamental aparece como

EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO (Primera parte). La integral
indefinida ¢(x) de una funcion continua f(x) posee siempre una derivada ¢’(x) y, ademds,

') =f1x).

Esto es, la derivacion de la integral indefinida de una funcion continua reproduce
siempre el integrando:

! prdu= 1o,
o)
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Para el autor el cardcter inverso de las operaciones de derivacion e integracion es el hecho
basico del cadlculo. En este sentido, en el enunciado se afirma que la derivacion de la
integral indefinida de una funcion continua produce siempre el integrando, sin embargo,
vemos que el integrando es f(u) y no f(x). Este hecho, que también se da en los textos
anteriores, queda sin explicacion y por lo tanto cabe hacerse la pregunta: ;por qué utilizar
dos letras distintas para simbolizar la misma variable?

En otro inciso titulado “La funcidén primitiva y su relacién con la integral” se formula la
segunda parte del teorema fundamental

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO. Toda funcién primitiva F(x) de una
funcion dada f(x), continua en un intervalo, puede ser representada en la forma

F(x)=c+¢(x)=c+jf(u)du,

donde c y a son constantes, y, reciprocamente, para cualesquiera valores constantes de a
v ¢, elegidos arbitrariamente’, esta expresion representa siempre una funcion primitiva.

Este enunciado hace la distincion entre funcion primitiva F(x) de la integral indefinida
especial ¢(x)y advierte:

[...] el lector ha de poseer un correcto entendimiento de las interrelaciones de estos
conceptos, es absolutamente necesario que tenga en mente que en primera instancia la
integracion y la inversion de la derivacion son dos cosas diferentes, y que es solo el
conocimiento de la relacion entre ellas lo que da el derecho de aplicar el término “integral
indefinida” también a la funcidn primitiva.

Toda la dificultad radica en que el proceso de antiderivacion da como resultado una familia
de primitivas y la integral indefinida se define como una sola funcidén especial ¢@(x). Es
decir, no se admite como concepto de integral indefinida una familia de primitivas sino una
sola funcion. En este sentido el texto argumenta:

Al usar la notacion J. f(x)dx no debe jamas perderse de vista la indeterminacion

asociada a ella, esto es, el hecho de que el simbolo denota siempre una de las funciones
primitivas solamente.

Finalmente, en otro inciso titulado: El uso de la funcion primitiva para la evaluacion de
integrales definidas, se llega a lo siguiente

Si F(x) es cualquier funcion primitiva de la funcion continua f(x), la integral definida de
f(x) entre los limites a y b es igual a la diferencia F(b) — F(a).

Si se utiliza la relacion F’(x) = f{x), esta consecuencia del teorema fundamental puede ser
escrita en la forma

dF (x)

F(b)-F(a) :iF'(x)dx :_T e

dx = de(x)

46



donde ahora F(x) puede ser cualquier funcidén con una derivada continua F’(x), y donde
se utiliza la sugestiva notacion simbolica dF(x) = F’(x) dx de Leibnitz.

Como se puede observar, al igual que en los textos anteriores, el teorema fundamental se
utiliza centralmente para definir la integral indefinida.

Cabe destacar que los problemas de aplicacion son congruentes con la minuciosidad formal
con que se desarrollan las explicaciones. En el prologo de este manual, explicitamente se
argumenta:

La obra evita el estilo dogmatico que oculta la motivacion de los conceptos y las raices
que el calculo tiene en la realidad intuitiva. Un importante objetivo que se persigue en este
libro es mostrar la relacion reciproca entre el andlisis matematico y sus diversas
aplicaciones y destacar el papel de la intuicion. Esperamos que cierto énfasis en la
precision no interfiera con este objetivo.

Las dos preocupaciones centrales del autor son, por un lado, ser intuitivo en tanto plantea la
relacion reciproca entre el andlisis matematico y sus aplicaciones, y por el otro, le preocupa
la precision de sus definiciones y demostraciones. Esta reflexion plantea una importante
interrogante a los investigadores en didactica de las matematicas: ;es posible ser a la vez
preciso e intuitivo en el discurso explicativo de los conceptos del calculo?...Si bien no hay
respuestas inmediatas y unicas a esta pregunta, es necesario identificar que para cumplir
con tal objetivo habria que conciliar dos hechos inevitables:

e La historia de la matematica muestra que cada avance en la generalizacion y
precision de los conceptos del célculo produce definiciones y demostraciones cada
vez mas formales, en tal caso, las definiciones sin errores nos alejan de las ideas
intuitivas que dieron origen a estos conceptos.

o Existe la exigencia social de que los textos deben ser accesibles para la mayoria de
estudiantes.

Desde nuestra perspectiva, pensamos que los libros de texto de calculo deben disefiarse con
distintos niveles de formalidad. Ademas, mas que definir, es necesario ubicar cada
significado del concepto en relacion al tipo de problemas que resuelve. Por ejemplo, en la
fisica, podemos ver que existen problemas que no requieren la teoria de la relatividad para
resolverse, y que basta la teoria de Newton para muchos problemas de mecanica. De este
modo, creemos que insistir en los libros y en los cursos de célculo, en definiciones precisas,
es pretender usar formalizaciones innecesarias para el tipo de problemas que se resuelve.

Es evidente que para R. Courant el concepto de limite es importante para precisar la nocion
de dy o dx en el proceso de integracion. En el siglo XIX la preocupacion por el rigor se
manifiesta con intensidad. Es innegable que en ese siglo se produce un intenso desarrollo
de las matematicas, caracterizado por una extension y una diversificacion continuas de las
distintas ramas de esta disciplina. Segun el libro Historia de las matemdticas de Jean-Paul
Collette (1986) en el siglo XVIII los matematicos trabajaron para enriquecer el analisis

47



matematico con numerosos algoritmos y descubrimientos interesantes sobre funciones, pero
la demostracion del Teorema Fundamental del Calculo sigui6 siendo imprecisa e intuitiva.
Es en 1823 que Cauchy desarrolld el céalculo diferencial e integral sobre la base del
concepto de limite. Este hecho origino la idea de haber encontrado fundamentos formales
para el calculo, idea que tuvo las dimensiones de un cambio de paradigma y, en
consecuencia, impulsé a la comunidad matematica a abandonar las ideas intuitivas como:
“diferencias finitas”, “diferencias infinitamente pequefias”, “la integraciéon como suma de
elementos infinitesimales”, etcétera. Términos, que por cierto, prevalecen hasta nuestros
dias en textos de otras disciplinas como la Termodinamica (Bravo, 1997).

El manual de Courant, en un apartado titulado “Definicion analitica de la integral.
Notaciones”, argumenta en contra de términos como el “infinitamente pequeno” de la
siguiente manera:

La definicién de integral como el limite de una suma condujo a Leibnitz a expresar la
integral mediante el siguiente simbolo:

J.ab f(x)dx.

El signo de integral es una modificacion del signo de sumatoria en forma de una S grande
que se usoé en la época de Leibnitz. El paso al limite a partir de una subdivision finita de
porciones Ax;, es indicada mediante el uso de la letra d en lugar de A. Sin embargo, al
utilizarse esta notacion no debe tolerarse el misticismo del siglo XVIII de considerar dx
como un “infinitamente pequefio” o “cantidad infinitesimal”, o de considerar la integral
como una “suma de un numero infinito de cantidades infinitamente pequenas”. Tal
concepcion esta desprovista de significado claro y oscurece lo que anteriormente se ha
formulado con precision.

Para el mencionado historiador de la matematica Collette, la relacion entre la funcidn
continua y la funcion diferenciable no estaba comprendida por Cauchy; ¢l cree que toda
funcién continua admite necesariamente una derivada. Es Riemann el que retoma la nocion
de integral definida de Cauchy y en lugar de postular la continuidad puntual para el
integrando, busca funciones mas generales y determina las restricciones necesarias para las
que pueden existir las integrales de estas funciones. De esta manera llega a la
generalizacion del concepto de integral que engloba las funciones f{x) definidas (no
necesariamente continuas) y acotadas en un intervalo cerrado [a, b].

A diferencia de los otros textos, en el libro de Courant se explica que la definicion formal
del limite de las sumas de Riemann es necesaria para integrar funciones que presentan
discontinuidades de salto, o simplemente algunas discontinuidades, y que estas funciones se
definen como integrables si existe el limite, y ejemplifica este hecho.

Con el seguimiento del discurso explicativo de los textos especificados al principio se
lograron identificar algunos obstdculos y que se explicitan de manera puntual en las
consideraciones preliminares que a continuacion se exponen.

Consideraciones finales

a) Desde el siglo XVIII surge la necesidad de escribir tratados de calculo con el fin de que
la materia fuera accesible a un publico mucho mas numeroso que el pequefio circulo
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intelectual de la época. Es por esto que los autores, desde esa época, estan interesados en
que el material de sus textos sean accesibles a la mayoria de estudiantes y en consecuencia
es importante pensar en elementos intuitivos. Para R. Courant lo intuitivo estd en la
resolucion de problemas aplicados.

b) En conclusion, es innegable que el desarrollo histérico de los conceptos centrales del
calculo han dejado atras ideas intuitivas que estaban presentes en el surgimiento de los
conceptos, porque fueron insuficientes para resolver problemas mas complejos; pero es
preciso discutir, desde la perspectiva de la didactica, si la eliminacion de las primeras ideas
del célculo son adecuadas para el aprendizaje de la disciplina. Desde nuestro punto de vista,
no se trata de eliminar las ideas intuitivas del calculo sino de presentar sus limitaciones para
luego formular definiciones mas generales y precisas.

¢) Si bien este texto no propone el pensamiento grafico como un elemento intuitivo, idea
que formulan los textos actuales, presenta un ejemplo grafico del Teorema fundamental del
cdlculo integral. En el apartado donde se explica la integral indefinida de la funcion, f(x) =
1/x, se vincula el proceso de integracion con el célculo de la integral definida de la funciéon
sobre el cerrado [a, b] cuando a y b son positivos. Es decir, primero definen la integral
indefinida de esta funcion como

Inx = Il du ,
U
para luego definir la integral sobre el cerrado [a, b]
1
j—du =Inb-Ina.
° U

para significar este proceso, el texto propone las graficas:

m—n -------- ;

[+] x
1 -2

Figura 2.18 Logx representado por un drea,

Figura 2.19 El logaritmo natural.
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3.2.3 Textos con un discurso algebraico

A este grupo pertenece el texto Calculo diferencial e integral de William Anthony
Granville (1982). Los contenidos estan divididos en tres partes: Célculo diferencial,
Calculo integral y Calculo diferencial e integral. En la segunda parte, los temas que nos
interesan se tratan en tres capitulos distintos: el de “Integracion de formas elementales
ordinarias” aborda la integral como proceso inverso a la derivacion y la integral indefinida,
en el de “Integral definida” explica la integral como éarea bajo la curva y la definicién de
integral definida, y en el de “La integracion como suma” presenta el Teorema fundamental
del calculo integral.

La presentacion de los contenidos se expone en Articulos (nombre que le da el autor a cada
inciso de los capitulos) que siguen una misma numeracion desde el principio hasta el final.
Cada explicacion en un articulo es corta. La forma concreta del discurso explicativo, lo
vuelve un texto facil de abordar.

Los Articulos donde se explican la integral indefinida y definida son:
127. Constante de integracion. Integral indefinida. Del articulo anterior se sigue que
por ser d(x’) = 3x°, tenemos I3x2dx =x

por ser d(x’ + 2) = 3x°, tenemos j3x2dx =x’ 42

por ser d(x’- 7) = 3x°, tenemos I3x2dx =x’ -7

En general, como
di’ + C) = 3x7 dx,

siendo C una constante cualquiera, tenemos

I3x2dx=x3 +C

La constante arbitraria C se llama constante de integracion y es una cantidad
independiente de la variable de integracion. Puesto que podemos dar a C cuantos valores
queramos, se sigue que si una expresion diferencial dada tiene una integral, tiene también
una infinidad de integrales que difieren s6lo en constantes. Por tanto,

[11@de=fe+C

y puesto que C es desconocida e indefinida, la expresion

Jo) +C

se llama la integral indefinida de f”(x)dx.
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En esta explicacion no se utiliza la expresion g(x) = J.x f(t)dt para definir la integral

indefinida. A la familia de primitivas igual a f(x) + C se le da el nombre de integral
indefinida. Dado que la preocupacion del texto no es la formalizacion del calculo sus
definiciones se simplifican. En los otros manuales hay una clara preocupacion por la
exactitud de las definiciones y no se admite como integral indefinida la familia de
primitivas como es el caso.

La definicion de la integral definida se da de la siguiente manera:

142. La integral definida. Del teorema del Articulo 141 se sigue que si la curva 4B es el
lugar geométrico de y = ¢(x), entonces du =y dx , o sea,

(1) du = §(x) dx

siendo du la diferencial del area entre la curva, el eje de las x y dos ordenadas. Integrando,
obtenemos

u= j¢(x) dx.

Si designamos

[p(xyax por fo9+C.

resulta

2 u=fy+C

Para definir C, observamos que u = 0 cuando x = a. Sustituyendo estos valores en (2)
obtenemos

0=fla) +C,
de donde, C=-fla)
Luego (2) se convierte en
3 u=ftx) —fla)
El area que se pide es el valor de u en (3) cuando x = b.

Luego tenemos
(A) Area CEDF = f(b) —f(a).

Después de esta explicacion de la integral definida como el area bajo la curva, enuncia el
siguiente teorema:
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Teorema. La diferencia de los valores de J. ydx parax =ayx =bda el drea limitada

por la curva cuya ordenada es 'y, el eje de las x y las ordenadas que corresponden a x = a
yXx=bh.

Esta diferencia se representa por el simbolo

@ [vax o [ g00ax,

que se lee “ la integral desde a hasta b de y dx”. [...]

Puesto que (4) tiene siempre un valor definido, o puesto que los limites a y b definen un
valor determinado, se llama integral definida. En efecto, si

[podx = f(0)+C
entonces

[podx =[f )+ Cl, =11 (B)+Cl-[f(@)+C1,

o sea, [#0)dx= 1) - f(a)

desapareciendo la constante de integracion.

Los textos anteriores utilizando la nocién de integral definida definen la integral indefinida
como:

g =[S,

por el contrario, aqui se utiliza la nocion de integral indefinida como proceso de
antiderivacion y con base en esta idea se llega a la expresion para integral definida, dada
por:

[podx = f(b)- f(a).

En la introduccion del Capitulo XV se dice que hasta ahora se habia definido la integracion
como la operacion inversa de la derivacion, pero que en muchas aplicaciones del Cdlculo
integral es preferible definir la integracion como un procedimiento de suma, y se afirma lo
siguiente

[...]Jel Calculo integral se inventd con el fin de calcular el area de las superficies limitadas
por curvas, suponiéndose la superficie dividida en “un niimero infinito de partes
infinitamente pequefias que se llamaban elementos, siendo la suma de las areas de todos
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estos elementos el area buscada”. Historicamente, el signo integral no es otra cosa que la S
larga, empleada por los primeros autores para indicar la palabra suma.

Hecha esta aclaracion se enuncia el teorema fundamental del calculo

156. Teorema fundamental del Calculo integral. Si ¢(x) es la derivada de f(x), se ha
demostrado, en el Articulo 142, que el valor de la integral definida

() [[ ¢y dx = 1(b)- f(@)

da el area de la superficie limitada por la curva y = ¢(x), el eje de las x y las ordenadas
correspondientes a x =a y x = b.

En la demostracion del teorema se utiliza el mismo discurso de los otros textos, es decir, se
construyen graficamente rectdngulos de aproximacion y se afirma

[...]la suma de las areas de estos n rectangulos (4rea sombreada) es igual,
aproximadamente, al area bajo la curva; y e/ limite de esta suma cuando n tiende a infinito
y cada parte tiende a cero es, precisamente, el area bajo la curva.

[...]De estas consideraciones vemos que la integral (1) puede mirarse como el limite de
una suma.

Con esta nocion de area bajo la curva se llega a la expresion:
b 7
A) [ P00dx = im0 )Ax, + 46, JAY, +P(x AT, + ...+ §(x,)Ax, ]

Luego, se dice: ahora consideremos la igualdad (A) simplemente como un teorema de
Analisis matematico, que se puede formular como sigue

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL. Sea ¢(x) una funcion
continua en el intervalo desde x = a hasta x = b. Dividase este intervalo en n subintervalos

cuyas longitudes son Ax,, AX,,..., AX,, y elijanse puntos, uno en cada subintervalo, que
tengan las abscisas X1, Xa,..., Xy, respectivamente. Considérese la suma

Q) HOIAN AT, +ot hx, AT, = Y gAY,

Entonces el valor limite de esta suma cuando n tiende a infinito, y cada subintervalo
tiende a cero, es igual al valor de la integral definida

f’ H(x) dx.

La igualdad (A) puede abreviarse como sigue:

[$o)de = 1im 3" 6, )Ax,
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La importancia de este teorema resulta del hecho de que asi podemos calcular, por
integracion, una magnitud que sea el limite de una suma de la forma (2)

Esta ultima afirmacion es contraria a la idea de que el teorema fundamental posibilita
calcular las integrales definidas, de funciones continuas y que tienen primitiva, sin recurrir
al calculo del limite de la suma (2). La definicion de la integral como el limite de la
sumatoria expresada, justamente posibilita encontrar integrales para funciones mas
generales y no para funciones que tienen primitivas. La explicacion de esta afirmacion la
encontramos en el siguiente Articulo:

26. Funciones derivables. De la teoria de los limites se deduce que si existe la derivada
de una funcion para cierto valor de la variable independiente, la funciéon misma debe ser
continua para aquel valor de la variable.

Sin embargo, la reciproca no es siempre cierta: se han descubierto funciones que son
continuas y, a pesar de eso, no tienen derivada. Pero tales funciones no son frecuentes en
las Matematicas aplicadas, y en este libro se consideran solamente las funciones
derivables, es decir, las funciones que tienen derivada para todos los valores de la variable
independiente, con excepcion, a lo mas, de valores aislados.

En las ultimas lineas de esta explicacion, se habla de funciones que tienen derivada para
todos los valores de la variable con excepcion de valores aislados, con el término de
valores aislados se refieren a funciones como f(x) = I/x, la cual en x = 0 no esta definida.
En este sentido, en el discurso de los textos existen imprecisiones respecto al dominio de la
funcion y la continuidad, y la diferencia entre una funcién continua en [a, o] y una definida
en [a, b]. Es decir, la funcion f(x) = I/x es continua en su dominio.

Consideraciones finales

a) Cuando Cuachy formaliza el calculo con el concepto de limite, ¢l piensa que toda
funcién continua admite necesariamente una derivada, es decir, se pensaba que el limite de
las sumas expresadas existian para toda funcion continua. Este hecho permanece en el
discurso de este texto.

b) La formulacién del teorema fundamental difiere de los otros textos. En ella se define la
integral definida de una funcion continua como la existencia del limite de las sumas de
areas. Sin embargo, en los otros manuales la parte central del teorema fundamental es la
relacion que se establece entre la integral definida e indefinida.

c) El tratamiento de los conceptos es mas coloquial que formal, no se hacen definiciones
precisas ni demostraciones extensas. Mas bien, el discurso pone énfasis en los pasos que

deben seguir los lectores para realizar las operaciones de integracion.

d) El uso de recursos graficos es minimo, sélo se presentan graficas de los rectangulos
aproximativos al area bajo la curva.
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3.3 Conclusiones acerca de los conceptos de integral definida, integral
indefinida y el teorema fundamental del calculo integral

Con base a los senalamientos finales de cada grupo de textos se llego a las siguientes
conclusiones finales:

a) Desde la formalidad actual del célculo, el integrando de una integral definida es una
funcién f{x), en tal caso, es importante preguntarse:

e /Qué significa “integrabilidad”?
e /Qué condiciones debe cumplir la funcion para afirmar que es integrable?

Ambas preguntas no son sencillas, su respuesta precisa no es posible, las complicaciones
surgen por el desarrollo historico del concepto de integral definida. Es Cauchy, quien en la
primera mitad del siglo XIX, llega a la definicion de integral definida, para funciones
continuas en el intervalo de integracion, como el limite de las sumas de 4reas de
rectangulos mayores y menores bajo la curva. Es decir, para funciones continuas en [a, b],
llega a la expresion:

[f@de=tmY fE)A. (D)

Sin embargo, para este matematico toda funcidon continua admite necesariamente una
derivada. Es Bernhard Rieman (a mediados del siglo XIX) quien retoma la nocion de
integral definida de Cauchy y en lugar de postular la continuidad puntual para el integrando
busca funciones mas generales y determina restricciones necesarias para las que pueden
existir las integrales de las funciones. De esta manera llega a la generalizacion del concepto
de integral que engloba funciones f{x) definidas y acotadas en un intervalo cerrado [a, b].

Es importante destacar que esta generalizacion del concepto de integral que fundamenta
Riemann, es un cambio de paradigma para el concepto de integral definida. Pero en el
proceso de Transposicion diddctica que sufre el saber matematico al ser llevado a los libros
de texto, se originan los siguientes obstaculos didacticos:

® Rupturas en la secuencia logica de las explicaciones, la generalidad de los textos, a
pesar de que nombran a Riemann como el autor de la definicion (1), omiten
explicaciones historicas y ejemplos que muestren este salto cualitativo de la nocion
de integral.

e Vacios explicativos, en los textos actuales, no mencionan que existen las integrales
definidas de funciones continuas pero no derivables, las integrales de funciones que
presenten algunas discontinuidades de salto. Entendemos que la integracion de tales
funciones requieren conocimientos mas elevados y especificos; pero si no se
explicita que existen, las definiciones formales que presentan no tienen sentido.
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e Incongruencia entre definiciones formales y los problemas que se resuelven, se
define la integral definida con lo que en el célculo se llaman las sumas de Riemann
y en los textos actuales, no se resuelve ningun ejemplo que amerite tal definicion.

b) En los textos actuales, se especifican condiciones de la funcidon que se integra sin
ejemplos que proporcionen significados a expresiones como:

“Si la funcién f(x) es continua en el cerrado [a, b] y si F'(x) = f(x) entonces existe la
integral definida ”, en estos enunciados, ni de casualidad, se explicita que existen funciones
que siendo continuas no tienen una primitiva F(x). En tal caso, el estudiante no tiene
posibilidad de significar que la continuidad garantiza que la funcion sea integrable pero no
que su integracion sea posible en términos de un proceso de antiderivacion.

Por otro lado, la definicion de la integral como el limite de las sumas de Riemann toma
sentido si se analizan integrales de funciones definidas y acotadas (no necesariamente
continuas) en un intervalo cerrado. Es decir, las funciones definidas y acotadas constituyen
una clase mas general de funciones, y que si bien estan incluidas las continuas, se debe
especificar que no todas las definidas y acotadas son continuas.

¢) Laidentificacidon de estos obstaculos, permitio la elaboracion de un mapa conceptual de
la integral definida que orienta y da sentido a las definiciones que aparecen en los textos de
manera atomizada y sin ejemplos significativos. En este mapa se organizo el concepto de
integral definida en relacion a la naturaleza de la funcion del integrando. La virtud de este
recurso didactico es que ubica integrales definidas particulares en una estructura general, de
acuerdo a las especificidades de la funcion integrando. (Ver el mapa en la siguiente pagina)
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3.4 Analisis del discurso explicativo del concepto Integral de Linea

En cuanto al concepto de integral de linea, los libros de textos revisados difieren en la
ubicacion en el indice tematico y en la forma del discurso explicativo. Recordemos que una
de nuestras preguntas de investigacion, es encontrar la explicacién del por qué el término
diferencial inexacta no esta presente en el discurso de los manuales de célculo, término que
se utiliza en el enunciado de la primera ley de la termodinamica, para diferenciar a la
energia interna del calor y el trabajo de un sistema.

En los siguientes apartados expondremos el analisis del discurso explicativo, sefialando en
cada momento las situaciones que se caracterizan como obstaculos didacticos.

3.4.1 Analisis de textos con un discurso formal

Los textos revisados en esta categoria son: Introduccion al calculo y al andlisis matematico
de Richard Courant (1996), Cdlculo vectorial de Claudio Pita Ruiz (1995). A diferencia de
los libros de las otras dos categorias, éstos son los que tratan con mayor minuciosidad y
profundidad el tema de la Integral de Linea.

Ed NTRODUCCION AL CALCULO Y AL ANALISIS MATEMATICO de Richard Courant

Para la exposicion del andlisis del discurso explicativo que se realizd, conservaremos la
secuencia de los apartados e incisos en los que se desarrollan los temas relacionados a la
integral de linea; lo cual facilita el sefialamiento y la ubicacidn de los obstaculos didacticos.
Los contenidos referidos a la integral de linea se presentan en el Capitulo 4, del Vol. I. Los
contenidos tematicos son:

4.1 Teoria de curvas planas

a. Representacion paramétrica, b. Cambios de parametros, ¢. Movimiento a lo largo de
una curva. El tiempo como parametro. El ejemplo de la cicloide, d. Clasificacion de
curvas. Orientacion, e. Derivadas, tangentes y normales en representacion paramétrica, f.
La longitud de una curva, g. La longitud de arco como parametro, h. Curvatura, i. Cambio
de ejes de coordenadas. Invariancia, *j. Movimiento uniforme en la teoria especial de
relatividad, k. Integrales que expresan areas dentro de curvas cerradas, I. Centro de masa y
momento de una curva, m. Area y volumen de una superficie de revolucion, n. Momento
de inercia.

En esta secuencia de temas, el concepto de integral de linea aparece por primera vez en el
inciso (k) titulado “Integrales que expresan dreas dentro de curvas cerradas”, en este
apartado, la explicacion de esta integral se particulariza estrictamente al problema de
encontrar dreas limitadas por curvas cerradas simples. El argumento inicial para

. : . . b
introducir este concepto es el que la integral definida, j f(x)dx, no es completamente

satisfactoria para expresar areas dentro de curvas cerradas, por consiguiente, se propone
demostrar una formula general para calcular dichas éreas:
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A :—J.jy).cdt :J.:x)./dt :;Lﬁ(x)./—y;c)dt (1)

Para la demostracion de esta formula, primero se parametriza la curva C, luego se prueba
que la integral

dx
A, =—jc v di 2)

depende solamente de C y no de la representacion paramétrica particular y se explica que el
signo de la integral A depende de la orientacion del arco. La férmula (2) sirve para
calcular el area dentro de una curva cerrada simple C; pero se dice que se puede calcular el
area contenida en curvas orientadas no simples, si se descomponen en arcos simples. Este
caso, se ejemplifica con la siguiente grafica

-« y=g(x)

Figura 4.25(a) Arca de una “celda”.

Para este caso, el texto aclara que A¢ sera igual a la suma de las cuatro 4. , pero aclara que

las porciones C, y Cy4 a lo largo de las cuales x es constante no aportan contribucion
alguna, pues dx/dt = 0. Usando x como pardametro sobre los arcos C;y C3 encontramos

A= Ag + A =] g(o)dx - jb F(x0)dx = jb g(x)dx — jb fodx. (3)

Segun el texto, la expresion (3) demuestra que A, = —L ydx calcula el area sombreada G
(Fig. 4.25) para el caso en que la frontera C se interseque a lo mas en dos puntos por
paralelas al eje y. Luego argumenta:

El mismo resultado se obtiene para areas limitadas por curvas C que sean intersectadas a
lo mas en dos puntos por paralelas al eje x. Lo unico que se necesita es escribir 4¢ en la

forma J xdy e intercambiar x e y en el argumento anterior.
c
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Esta afirmacion no es del todo correcta porque si en la grafica (4.25) y en el algoritmo (3)
se intercambia x e y, veremos que la integral nos daria la misma 4rea de la figura pero

negativa, en tal caso la formula (1) seria igual a cero. Si resolvemos la integral Lxdy,

siguiendo el argumento propuesto tendriamos:
a b b b
Ao =Aq +Ac, = [ gWdy+[ f(dy ==[ gy + [ f(dy. @)

Este resultado de la expresion (4) es de signo contrario al de la expresion (3). En concreto,

para no entrar en contradicciones es necesario considerar a las funciones “-y” y “x” como
funciones de dos variables.

Como ejemplo de la formula (1), se propone calcular el area contenida en la elipse:
2 2

x—+y =1

a> b’
La solucion se presenta en dos pasos:

a.- Primero, se parametrizan las variables: x = a cost, y = b sent, para 0t <2rx

b.- Segundo, se aplica la formula y se obtiene: A4 = %J.OM (xy—yx)dt = %J.:ﬁ abdt =mab

A partir de la explicacion del concepto, de la demostracion de la formula, de la grafica y
ejemplo resuelto, se identificaron situaciones que son el resultado de una sobre adaptacion
didactica del concepto a una situacion particular y por ello quedan muchos vacios
explicativos acerca de la formula (1).

Consideraciones preliminares

a) Se acota el concepto a una situacion completamente particular: encontrar el drea
contenida en una curva cerrada simple, situacion que reduce el significado de la integral de
linea a una férmula cuya explicacion tiene limitaciones para poder significarla mas alla de
su uso algoritmico.

b) La demostracion y explicacion de la formula (1) recurre al significado de la infegral
definida como drea bajo la curva pero no explica como la formula 4. = —J'C ydx , calcula la

diferencia de areas representadas en la grafica (4.25) y en la expresion (2). Pareciera que la
sola parametrizacion de las variables hace que la férmula funcione.

c) No se especifica si las funciones, —y y x, en las integrales L— ydx, Lxdy, son

funciones de una o dos variables independientes. Conceptualmente en realidad se estan
integrando las funciones: f(x,y) =x, f(x,y) =—y.

d) El ejemplo se resuelve simplemente como una aplicacion algoritmica de la formula.
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Después de este primer acercamiento al concepto integral de linea, éste se retoma en el
segundo volumen, Capitulo 1 de la obra. El indice tematico sigue el siguiente orden:

1.9 Diferenciales e integrales de linea
a. Formas diferenciales lineales, b. Integrales de formas diferenciales lineales,
¢. Dependencia de las integrales de linea con respecto a los puntos extremos.

1.10 El teorema fundamental sobre la integrabilidad de las formas diferenciales lineales

a. Integracion de diferenciales totales, b. Condiciones necesarias para que las integrales de
linea dependan tinicamente de los puntos extremos, ¢. Insuficiencia de las condiciones de
integrabilidad, d. Conjuntos simplemente conexos, e. El teorema fundamental.

En el inciso Formas diferenciales lineales, se empieza recordando la definicién de la
diferencial total du de una funcion u = f(x, y,z) como la expresion

PR AC T WO (G825 A ) SRS
ox oy oz

Luego por la regla de la cadena se expresa la diferencial du como

du = @@+@dl+g£ dt (2)
ox dt oOydt o0zdt

esta ecuacion, dice el texto, es la diferencial du = jdt de la funcion u “a lo largo de
t

cualquier curva” representada paramétricamente por
x=9@), y=y@®, z=x0, )

Después, se empieza a analizar la forma diferencial lineal mas general en el espacio x, y, z
representada por la expresion

L=A(x,y,z)dx+ B(x,y,z)dy+C(x,y,z)dz. (4)

Se dice que L es una funcion de seis variables x, y, z, dx, dy, dz, y que es lineal en las
“variables diferenciales” dx, dy, dz.

Luego de recordar la definicion de la diferencial total y haber expresado la forma
diferencial lineal, el texto vincula estos dos conceptos; a la letra dice:

Las diferenciales totales du de las funciones son las formas diferenciales lineales
especiales L que tienen coeficientes de la forma
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(47)A=af(’gy’z), g T @r2) ¥y
X

oy oz

para una funcion apropiada f = f{x, y, z). Si una forma diferencial L es la diferencial total
de una funcion, se dice que es una forma diferencial exacta o que es integrable. No toda
forma diferencial es integrable; es necesario que los coeficientes 4, By C de L satisfagan
ciertas “condiciones de integrabilidad™:

. . . . 1 . .
Si los coeficientes A, B, C de la forma diferencial L son de la forma C" (es decir, tienen
primeras derivadas continuas) y si L es exacta, entonces se cumplen las ecuaciones:

gy OB_OC_ oC_od_ o4 0B
oz Oy ox 0Oz oy Ox

Se analizaron estas afirmaciones con minuciosidad y sélo cuando se terminé el seguimiento
del discurso explicativo de todos los incisos del indice tematico, se pudo aclarar la
confusioén de lo que arriba se afirma. Desglosaremos estas afirmaciones para mostrar el
problema que se deriva de la desincretizacion de este conocimiento especifico

e Si L es la diferencial total de una funcion f(x,y,z) se dice que es exacta o integrable.

e No toda diferencial es integrable; es necesario que 4, B, C satisfagan ciertas
“condiciones de integrabilidad”: si A4, B, C son de clase C' y L es exacta entonces
se cumplen las condiciones (48)

Como vemos en la segunda parte de este enunciado se dice que para que L sea integrable
los coeficientes 4, B, C deben cumplir con ciertas condiciones de integrabilidad, y dentro
de estas condiciones se pide que L sea exacta, si ya se afirmo que si L es exacta es lo mismo
que integrable, no se entiende tal enunciado. Ademas, si las condiciones (48) son necesarias
para probar la posibilidad de que L sea exacta, entonces, decir que si L es exacta se
cumplen las condiciones (48) es una tautologia. Lo que debiera explicarse desde el
principio es que se retomard el concepto de diferencial total en funcién del proceso de
integracion, hecho que modifica la nocion que se tenia de este concepto.

Todas estas afirmaciones confusas se originan porque en las explicaciones anteriores de la
diferencial total, se afirma que las derivadas parciales de una funcion de dos o mas
variables independientes cumplen con las con las condiciones (48). Entonces, al lector le
queda la idea de que las condiciones (48) son suficientes para considerar a una forma
diferencial L como la diferencial total. El problema surge porque no para todas las formas
diferenciales lineales que cumplen con las condiciones (48) la integral de linea de éstas es
independiente de la trayectoria de integracion. En otras palabras, las condiciones (48) son
necesarias pero no suficientes para saber si L es una diferencial total, porque las derivadas
parciales de una funcién en un punto dado de su dominio tienen una propiedad local pero
cuando se habla de la diferencial exacta o de un campo conservativo, se refiere una
propiedad global que garantiza la independencia de trayectoria de la integral de linea.
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El problema central de todos los incisos que analizaremos es: dada la forma diferencial
lineal L ;como saber si es una diferencial exacta? Lo que se sabe es que la integral de linea
de una diferencial exacta es independiente de la trayectoria de integracién (Teorema
fundamental de las integrales de linea), pero la tarea central es buscar las condiciones
necesarias y suficientes para 4, B, C que me permitan reconocer a L como exacta.

Dada la forma del discurso, las explicaciones aparecen parcializadas y atomizadas, fuera de
la pregunta central y general que se formulo. Este hecho impide significar conceptos
porque no se sabe con qué objetivo se desarrollan. Por ejemplo: la exigencia de que 4, B, C
sean de clase C’, garantiza la continuidad de estas funciones en un conjunto abierto U de
R? y la existencia de las derivadas cruzadas para probar las condiciones necesarias (pero no
suficientes) (48). Pero existen formas diferenciales lineales exactas que tienen coeficientes
A, B, C de clase ', pero en estos casos, no habria posibilidad de probar las condiciones
(48). Ademas, no se explicita que el conjunto de formas diferenciales con coeficientes de
clase C’ incluye a las formas diferenciales exactas y a las formas diferenciales no exactas.
La existencia de campos vectoriales conservativos F de clase C’, aparece en la definicion
que se encontr6d en el texto de Claudio Pita Ruiz (1995). En este manual aparece una
definicion de campos conservativos que dice:

Definicion. Al campo F:U — R" — R, de clase C*, k>0, definido en el abierto U de R",
que cumpla con alguna de (y por lo tanto con todas) las condiciones del teorema anterior,
se le llama campo conservativo, y a la funciéon £ U < R" — R de clase C*" tal que F =
grad f, se le llama funciéon potencial.

Por otro lado, el término de “integrable” o “condiciones de integrabilidad”, se refiere
especificamente a la integracion de las formas diferenciales lineales L que cumplen con el
Teorema fundamental de las integrales de linea. Haciendo un paralelo con la integral
definida de una funcion de una variable (ver mapa conceptual en la pagina...), es como si
llamdramos integrable s6lo a las funciones que se integran de acuerdo al Teorema
fundamental del calculo integral.

El discurso del texto sigue una estructura axiomatica, es decir, las explicaciones son una
secuencia afirmativa de enunciados demostrables, esta rigidez no posibilita un discurso con
negaciones, razon por la cual no se sabe qué sucede con la integracion de formas
diferenciales lineales que teniendo coeficientes A, B, C de clase C’! no son exactas, a pesar
de que para ellas se aplica el teorema de Green.

Estas confusiones se obviarian si desde el inicio se aclarara el significado de
“integrabilidad”, y se precisara que las condiciones (48) son necesarias pero no suficientes
para reconocer una diferencial como exacta o integrable. En este caso, el proceso de
desincretizacion de la nocion de integral de linea produce vacios explicativos, ya que la
exposicion secuencial de particularidades desvinculadas del conocimiento general que se
desea explicar (el teorema fundamental) hace que los conceptos pierdan significado y sélo
aparezcan como aspectos autonomos.

63



Al final de esta seccion, por Unica vez, se hace referencia a que también se integran formas
diferenciales no exactas. Textualmente se dice

La razén por la que tiene sentido considerar una forma diferencial L, incluso cuando no es
una diferencial exacta, es que, a lo largo de cualquier curva C dada paramétricamente en
la forma

x=¢@), y=y@), z=x(@),

L se transforma en la diferencial

L= ( AZ gV o jdt (5)
. dt dt

de una funcion de una sola variable. Esta funcidn, es simplemente la dada por la integral
indefinida

[z= j( x g, c* jdz. 6)
dt dt

De estas explicaciones se entiende que existe la integral indefinida de formas diferenciales
L aun cuando éstas no sean exactas. Resulta que la forma diferencial (5) representa tanto a
las diferenciales exactas como a las que no lo son, en consecuencia, la integral indefinida
de L nos proporcionara una funcion f(z) para L exacta y para L no exacta. Es decir, la
integral indefinida (6) es una funcion f{(f) que representa: 1) una funcién “primitiva”
especial (funcion potencial en el calculo vectorial) que dio origen a L, 2) una funcioén que
no es la “primitiva” de L, pero cuya naturaleza queda sin explicacion y no se advierte su
existencia.

Consideraciones preliminares

a) El término de “integrable” que se utiliza en estas explicaciones, no tiene una explicacion
precisa. En este caso, la palabra integrable no significa que existe el limite de las sumas de
Riemann, sino que la integral de linea de L cumpla con el teorema fundamental de las
integrales de linea, es decir, que sea independiente de la trayectoria de integracion.

b) Resulta que, para las formas diferenciales L, aun siendo no exactas, existe la integral
indefinida, hecho que hace mas confuso el término de integrable como sinénimo de exacta.

c) En la explicacion de la integral de la forma diferencial lineal L como integral indefinida
no se precisa que la funcion f{z) que se obtiene, no siempre es la funcion que dio origen a la
forma diferencial lineal L. Es decir, no se esclarece la naturaleza de f(?) cuando L no es
exacta.
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d) La forma del discurso explicativo sigue un formato tradicional axiomatico, razén por la
cual no se establecen objetivos globales o nociones centrales que le den significado a los
conocimientos particulares que se abordan.

La siguiente seccidon que tiene por titulo: “Integrales de linea de formas diferenciales
lineales”, inicia con explicaciones acerca de las curvas sobre las que se integran las formas
diferenciales lineales L. Por ello, el autor aborda las propiedades de los arcos orientados y
las curvas cerradas.

Se define un arco simple I" como un conjunto de puntos P = (x, y, z) que pueden
representarse paramétricamente en la forma

x=(), y=y@), z=x@0), (7)

donde ¢, y, y son funciones continuas de ¢ para a <t < b, y diferentes ¢ en este intervalo
corresponden a puntos P diferentes. Con estas premisas se llega hasta la definicion de un
arco simple orientado I'* . Se dice que [™* esta orientado positivamente con respecto al
parametro ¢ si la orientacion corresponde a ¢ creciente, y negativamente si corresponde a la ¢
decreciente (-77*).

Una vez que se explicd detalladamente las curvas de integracion se retoma la integral J L

con la intencion de llegar a la definicion formal de la integral de linea de una forma
diferencial lineal. Es decir, ahora el texto definird la integral de la forma diferencial lineal

L=A(x,y,z)dx+ B(x,y,z)dy+C(x,y,z)dz.

sobre un arco simple orientado 77*. Para ello se supone que los coeficientes 4, B, C deben
ser continuos en una vecindad de /.

Se toman puntos cualesquiera Py, Pj,..., P, de I™* que se siguen uno al otro en el orden
determinado por la orientacion de 7, donde Py es el punto inicial y P, el final de /™, y se
forma la suma de Riemann

n—1
Fn :Z(AVAXV +BvAyv +CVAZV)' (8)

v=0

donde 4,, B,, C, son valores de 4, B, C en algun punto O, que precede a P,,; y sigue a P,
sobre /*y Ax,, Ay,, Az, representan a

x(Rz+l)_x(R;)’ y(Pwl)_y(Pv)’ Z(Pv+1)_Z(R;)
Una vez que se explican cada uno de los términos de la expresion (8), se procede a
demostrar que cuando n — oo la sucesion de F, converge a un limite F, siempre que la
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distancia mayor entre los puntos sucesivos P,, P,.; tienda a 0. A F se le da el nombre de
integral de la forma L sobre un arco orientado I'™* ,y se llega a la igualdad

F= .[F*L = LAdx + Bdy + Cdz.  (9)

Luego, el texto explica: ya que la definicion de integral no se refiere a las representaciones
paramétricas, es evidente que la integral no depende de la eleccion de los parametros. Pero
dice que, la demostracion de la existencia del limite implicara que la integral se represente
por medio de la integral ordinaria de Riemann

) AB L BY e (0
S A R

En esta expresion, el integrando es una funcion de la Unica variable ¢, ademés, ¢ = +1
cuando el arco esté orientado positivamente y ¢ = -1, cuando estd orientado negativamente.
La expresion (10) la rescribe como

J’L:f’(A‘b‘+de+cdz dt, (11
e Ta T a ar

donde ¢; es el valor inicial del parametro y # el valor para el punto final del arco orientado
r*

Luego se demuestra la existencia de las sumas de Riemann recordando la existencia de la
integral definida de una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b]. Es decir, si se
supuso que coeficientes (4, B, C) de L, son continuos sobre una vecindad de la trayectoria
I* entonces se puede afirmar que existe la integral definida de L.

Al finalizar la seccién, se dice que la definicion de la integral de linea en la férmula (10)
puede extenderse al caso en donde /* sea una curva simple cerrada orientada. En este
caso, se forma la suma de Riemann seleccionando »n puntos P;, P,,..., P, sobre ['* que se
sigan mutuamente en el orden determinado por la orientacién y se pone Py = P, en la
expresion (8) para F,.

Inmediatamente después de esta extension de la definicion, se dice que en el Volumen I se
expusieron ejemplos de integrales sobre curvas orientadas cerradas en el plano x, y. Se
recuerda la férmula

_1 _
A=1 jr*xdy ydx, (12)
esta integral de linea, afirma el texto, ha representado el drea orientada limitada por una
curva orientada cerrada I'*.

Al retomar este ejemplo, no se esclarece que el integrando de la formula (12) es una forma
diferencial no exacta.
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Consideraciones preliminares

a) La demostracion de la existencia del limite de las sumas de Riemann para formas
diferenciales lineales que tienen coeficientes (4, B, C) continuos en una vecindad de 7*, es
una mera formalidad que hay que cumplir, porque a lo largo de cualquier curva 7~ dada
paramétricamente, L se transforma en la diferencial de una funcion de una sola variable y
su integral indefinida es f{7). Por lo tanto existe la integral definida.

b) En la expresion de la integral de linea como integral definida dada por

_[ L:J.[f A@+B@+Cé dt,
r f dt dt dt

el integrando es la diferencial de una funcion de una sola variable f{2), la cual esta dada por
la integral indefinida (6), a partir de estas afirmaciones , se puede concluir que para una
curva cerrada, donde P; = P, la integral definida para cualquier L sera igual a cero. Esta
afirmacion no es cierta para toda L, sélo se cumple para la integral de linea de una
diferencial exacta. Lo que sucede es que los puntos inicial y final de la trayectoria
coinciden, pero el valor del pardmetro ¢ es distinto. Lo sorprendente es que cuando L es
exacta esta integral siempre es igual a 0, pero cuando L es no exacta es un real diferente de
cero. Sin embargo, este hecho permanece escondido (vacio explicativo), porque el discurso
se centra en las formas diferenciales exactas y no se explica qué sucede con las integrales
de linea de las no exactas, a pesar que la forma diferencial que se integra en la expresion
(12) es no exacta.

Continuamos con el andlisis del discurso de los distintos apartados, ahora veremos las
explicaciones que se encuentran bajo el titulo: “Dependencia de las integrales de linea con

respecto a los puntos extremos”, aqui se demuestra que la integral de linea, J'F*L, a lo largo

de una curva orientada simple 77*, que une los puntos 4 y B, es igual a la diferencia de los
valores de una funcion fen estos puntos, es decir, se demuestra que

[L=[1=r®)-rw, (2

donde, el arco 7* tiene el punto inicial 4 y el punto final B.

Para poder llegar a la expresion (12) se parte de la definicion de integral de linea como
integral definida (11). Se establece que para Py fijo inicial puede definirse una funcion f{?)
= f(P) a lo largo del arco 7, por medio de la integral indefinida

P o dx dy dz
Py=| L=||4—+B—+C— |dt. (13
A J.Po *[0( dt dt dt} (13)
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Luego tomando a f'como una funcion de la variable independiente ¢, se tiene

i=A@+BQ+C% (14)
dt dt dt dt

en consecuencia, la diferencial de la funcion f(?) estara dada por
daf
df = Edt =Adx+Bdy+Cdz=L (15)

El texto explica que la ecuacion (15) expresa la forma diferencial L (que no necesita ser
exacta) como la diferencial de una funcion f; pero tiene que recordarse que esta relacion
solo se cumple a lo largo de una curva especial I, sobre la cual festa definida.

En la ultima afirmacion hay una imprecision, la expresion (15) se cumple para una f no
solamente definida, sino que debe ser continua y derivable, de lo contrario no se podria
afirmar que f es la integral indefinida, y en ese caso, no se pude aplicar el teorema
fundamental del célculo. Existen funciones definidas para las cuales esta relacion no se
cumple (ver mapa conceptual de la integral definida).

Luego se sigue con la explicacion: para dos puntos cualesquiera Py P’de I se tiene
.
[ L=r®H-rp) (16)

Esto se deduce inmediatamente si se expresan las integrales de linea como integrales sobre
la variable t y se aplica la relacion fundamental entre las integrales definidas e indefinidas
(teorema fundamental del célculo). Entonces, si /™ tiene el punto inicial 4 y el punto final
B, se llega a la expresion (12).

Al igual que para las integrales de funciones de una variable, estas explicaciones establecen
el vinculo formal entre la integral de linea como integral definida y como integral
indefinida a través del Teorema fundamental del calculo, este camino prepara el terreno
para poder definir la integral de linea con el sustento formal del limite de las sumas de
Riemann. De manera esquematica podemos representar este hecho como sigue:

68



Integral de linea como integral definida:

L :,rf A@+Bd—y+cé dt.
r* 4 dt dt dt

A

Teorema fundamental
del calculo

A 4

Integral de linea como integral indefinida:

A dy dz
f(P)_j%L_LO(th+Bm+chdt.

Este vinculo que se establece, como en el caso de las integrales de funciones de una
variable independiente, facilita el calculo de la integral de linea como integral indefinida, es
decir, se encuentra la funciéon f{?) para luego reemplazar en esta funcion los limites de la
integracion. Pero de nueva cuenta no se especifica que la funcion f(#) representa a dos
funciones de distinta naturaleza. Para el caso de la integral de linea de L exacta, f(B)—f(A4)
representa la diferencia de los valores de una funcion “primitiva” (funcion potencial en el
calculo vectorial); para el caso de L no exacta esta diferencia no tiene un significado
preciso ni claro, razon por la cual se ignora en el discurso explicativo de los textos.

Consideraciones preliminares

a) Como ya explicamos, en la expresion

L=[L=r(B)-f(4),

para el caso de L exacta, f(B) — f (A) significa la diferencia de valores de la funcion
“primitiva” de L (funcion potencial en el calculo vectorial) y, para L no exacta esta
diferencia no tiene significado preciso ni tnico. Por ejemplo, la integral de linea de

— 1
L =7 xdy— ydx,
sobre una curva cerrada simple, no es igual a 0, sino que es igual al area contenida en esa
curva. Para este caso concreto se construyd una interpretacion grafica que se expondra en el

capitulo 4 de este trabajo.

b) Es sumamente importante destacar que, en estas ultimas explicaciones, la expresion para
la diferencial df{t),
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df:%dt: A@+BQ+C% dt=1L,
dt dt dt dt

representa a dos formas diferenciales lineales L que tienen propiedades totalmente distintas:

e ala forma diferencial lineal L cuando es exacta.
e ala forma diferencial lineal L cuando no es exacta

En la expresion analitica de la diferencial df ubicamos justo el momento en que el texto no
explicita de manera precisa que este simbolo tiene doble significado. Después de la
parametrizaciéon de la curva sobre la que se integra, evidentemente se obtiene una
diferencial de una funcién de una variable pero esta funcion también tiene doble
significado. Bien vale la pena explicar este hecho con el siguiente diagrama:

df(t) = L exacta

L es exacta porque es la diferencial total de una
funcién u = f(x,y,z), es decir

L alo largo de una curva C dada PREACS I /A €N ) dy+ ACH I
paramétricamente por ox oy 0z

x=¢(),y=w(),z=x()

Se transforma en:

df(t) = L no exacta
df = (A@ + B@+ Cé)dt =L
dt dt dt

L no es exacta, porque no es la diferencial total de

una funcion u = f(x,y,z), aunque los coeficientes 4,
B, C tengan primeras derivadas continuas no se
pueden expresar como

4=Yor2) p Y2 o d5y.2)
Ox oy 0z

\ 4

¢) Con esta ultima reflexion, queremos poner en evidencia una imprecision importante del
concepto de integral de linea de formas diferenciales lineales; el texto de R. Courant no
explica que el mismo simbolo, df(?), se utiliza para representar dos formas diferenciales
distintas: a L cuando es exacta y, a L cuando no lo es. Para el caso en que L no es la
diferencial total de una funcion u = f(x, y, z), no tiene nombre ni simbolo en los textos de
Célculo, sin embargo, en los manuales de Termodindmica se le llama diferencial inexacta y
su simbolo varia de acuerdo al autor del texto, podemos encontrar los siguientes: of(z) en el
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texto ruso de A. I. Gerasimov, et al (1970) , df(¢) en el texto de Castellan (1998 ), d f{t) en
el texto de L. Garcia-Colin (1976).

d) En termodinamica, la funcidén f(#) que se obtiene de la integracion de una forma
diferencial exacta se le llama funcion de estado, para el caso, en el que f(?) se obtiene de la
integracion de una diferencial inexacta recibe el nombre de funcion de trayectoria. Este
fenomeno, producto de la transposicion didactica, muestra que el discurso matematico
escolar, en aras de la precision y la formalidad, elimina términos y nociones que en otros
campos del conocimiento permanecen por su utilidad conceptual. Por ejemplo, en el texto
de Fisicoquimica de Ira Levine (1983), se explica:

La energia interna U es (como P o V o T) una funciéon de estado del sistema. Para
cualquier proceso, AU depende por ello tan solo de los estados inicial y final del sistema y
es independiente del camino seguido para llevar el sistema a esos estados. Si este va del
estado 1 al 2 por cualquier proceso, entonces:

AU = U, -U,;

Un proceso donde el estado final es el mismo que el inicial recibe el nombre de proceso
ciclico; aqui U, = U, y

AU =0 proceso ciclico

como debe de ser cierto para la variacion de cualquier funcion de estado en un proceso
ciclico.

Al contrario que U, las cantidades ¢ y w no son funciones de estado. Conociendo
solamente los estados inicial y final del sistema, no podemos encontrar ¢ o w. El calor ¢ y
el trabajo w dependen del camino seguido para ir del estado 1 al 2.

e) Un estudio interesante consistiria en analizar la formulacion y explicaciéon matematica
de la ley de la conservacion de la energia en textos de termodindmica de principios del siglo
XX. La primera ley de la termodinamica se establece experimentalmente en 1840, por
James Prescott Juole, y con base en los trabajos de Joule, el cientifico Herman von
Helmholtz, en 1947 realiza la primera redaccion clara y convincente del principio de
conservacion de la energia.

Después de definir el concepto de integral de linea de formas diferenciales lineales como el
limite de las sumas de Riemann, y haber establecido la relacion entre la integral de linea
como integral definida y como integral indefinida, aparece el apartado: 1.10 El teorema
fundamental sobre la integrabilidad de las formas diferenciales lineales. En esta seccion se
desarrollan incisos con conceptos y teoremas que finalmente conducen a enunciar de
manera precisa El teorema fundamental sobre la integrabilidad de las formas diferenciales
lineales. En resumen, se analizan las condiciones necesarias y suficientes para que la
integral de linea de una forma diferencial lineal no dependa de la trayectoria de integracioén
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o lo que es lo mismo que la integral de linea de una forma diferencial lineal sea igual a
cero para una trayectoria cerrada.

En el inciso que trata la Integracion de diferenciales totales, aparece el teorema
La integral de una forma diferencial lineal L, que es la diferencial total de una funcion f,

es igual a la diferencia de los valores de f en los puntos extremos y no depende del curso
de I'* entre esos puntos.

Esto es, se obtiene el mismo valor para IL , para todas las curvas /™* que se encuentren en
]"*

el dominio de fy tengan el mismo punto inicial P, y el mismo punto final P;.

La demostracion es muy sencilla, se dice, si la curva cerrada simple 7* se divide por los
puntos Py y P; en dos arcos orientados 7;* y 7% se tiene

I*=1I7*+ 1%,

donde, 77* tiene el punto inicial en Py y el punto final en P;, mientras que />* tiene el
punto inicial en P; y el punto final en P,. Entonces se tiene

J‘l‘*L:J‘l‘l" L+J‘r2*L=J‘FI* L_.[—FZ*L’ (17)

Si tomamos en cuenta los puntos iniciales y finales de 7;* y 7>*, tenemos

J.1=]. L—j_rz*sz}:L—st. (18)

Como se puede deducir, las integrales se anulan en consecuencia, la integral de linea de L
(que es la diferencial total de una funcidén f) sobre la curva cerrada simple /77*, sera igual a
cero. Lo grave es que esta misma demostracion se puede utilizar para L no exacta con
coeficientes 4, B, C de clase C'.

El teorema parte de que L es la diferencial total de f, y en consecuencia, queda sin

explicacion qué sucede con las integrales de linea de las formas diferenciales no exactas, a
pesar de que, en el apartado anterior se llega a la expresion (12):

L=[L=rf(B)-f(4),

que se aplica para L no necesariamente exacta. Nuevamente aqui aparece el vacio
explicativo que se viene arrastrando desde los primeros incisos sobre el tema.

Para explicar mejor nuestros argumentos se presentan en el siguiente esquema dos
ejemplos: uno, el calculo de la integral de linea de una forma diferencial exacta, y otro para
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una diferencial no exacta. Como veremos, a pesar de que no se explican las integrales de
linea de formas diferenciales no exactas, éstas existen.

Para: L =% (xdy — ydx), no Para: L = % (xdy + ydx), exacta.
exacta.
La integral de linea parametrizada
La integral de linea parametrizada por: x = a cost, y = sent, seria:

por: x = a cost, y = sent, seria:

. L= %J‘:ﬂab (cos’ t —sen’t)dt =

L :%j ab(cos’ t + sen’t)dt = .
g 0 . = %ab.[ (cos’t —sen’t)dt =0
= %ab_[o dt =abrn ’

El problema surge porque, como ya se dijo con anterioridad, para la integral de linea de L
exacta y no exacta se obtiene f(B) — fl4). Resulta que después de parametrizar la curva
sobre la que se integra, L se convierte en la diferencial de una funcion de una sola variable
df(t), que es una diferencial que tiene doble naturaleza: 1) cuando df(?) es la diferencial
total (exacta) de f(t) entonces f(B) — f{l4) =0,y 2) cuando df{?) no es la diferencial total de
A(?) entonces fiB) — f(A) # 0. Como podemos ver, en todo momento se omite la existencia de
df(t) no exacta.

Consideraciones parciales

a) En el texto, desde el inicio prevalece el vacio explicativo respecto a las formas
diferenciales lineales no exactas. La confusion surge desde la parametrizacion de la curva
porque se simboliza con df(?) lo mismo a una L exacta que a una L no exacta, y a pesar de
haber utilizado una forma diferencial no exacta para encontrar areas contenidas en curvas
cerradas simples, no se habla de ellas.

b) El discurso axiomatico deja fuera cualquier explicacion de la diferencial no exacta
(inexacta en termodinamica). Este hecho tuvo y tiene repercusiones que van mas alla del
calculo. Como veremos con mas detalle en el capitulo III, en los libros de termodindmica
clasica las explicaciones matemadticas de la diferencial inexacta son bastante confusas, pero
ademas remiten al lector a textos de calculo avanzado para profundizar en la explicacion,
sin embargo, éstos no contienen las explicaciones que se buscan. Como se ha visto hasta
esta aqui, el proceso de transposicion didactica de la nocion de integral de linea, al eliminar
el nombre y toda explicacion de formas diferenciales lineales no exactas, ha creado vacios
explicativos no solo para la ensefanza del calculo, sino también para la ensefianza de la
termodinamica clasica.
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¢) Para entender por qué la integral de linea de una forma diferencial no exacta depende de
la trayectoria de integracion, a pesar de la expresion (12), es preciso tener en cuenta que la
definicion de la integral de linea como integral indefinida dada por:

Py dx dy dz
f(P)_LOL_LO(ACh+BC#+CC#Jdt,

es una funcion f(z), pero, a diferencia de la integral indefinida (primitiva especial) de la
diferencial de una funcién de una variable independiente, el simbolo f(?) representa a dos
funciones de propiedades totalmente distintas:

e A una funcion “primitiva” f(x, y, z), en tanto los coeficientes 4, B, C de la forma
diferencial L son las derivadas parciales de esta funcion:

_(xyz) ,_Of(x,2)
A="""2""2 B=2"""200
ox oy
En termodinamica, a estas funciones las llaman funciones de estado (por ejemplo:
la energia interna de un sistema).
e A una funcidn f(#) que no es una funciéon “primitiva” flx, y, z) ya que los
coeficientes de L no son las derivadas parciales de esta funcion. En termodinamica a

estas funciones las llaman funciones de trayectoria (por ejemplo: el calor o el
trabajo).

o FCor2)
Oz

b

d) Para el teorema de las integrales de linea de las formas diferenciales totales se
construyd una representacion grafica andloga a la grafica presentada para el teorema
fundamental del calculo.

Si en la integral de linea _[C* L, el integrando es una forma diferencial lineal exacta,

entonces, de acuerdo a la definiciéon de la integral de linea como integral indefinida,
obtengo la funcidn f(#) que representa exactamente a la funcion f{x, y) que di6 origen a la
forma diferencial lineal L. Luego, al vincular en concepto de integral de linea como integral
indefinida con el de integral definida obtengo:

W) JLL=[L=8 () = f (v )= F (0,

donde (x;, y;) y (x5 yp) son los parametros del punto inicial P; y del punto final P, de la
trayectoria de integracion.

Este proceso de integracion se puede representar con una sencilla grafica, desde la cual se
puede percibir lo que la formalidad no hace explicito. Es decir, si proponemos una
superficie que represente a la funcion f(x,y), al integrar la forma diferencial L, lo que se
calcula es el valor de Af(x, y) de la formula (A). La grafica que se propone es la siguiente:
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Figura 1. Independencia de trayectoria

En esta grafica se puede ver con claridad coémo Af(x, y) no dependeré de la curva sobre la
que se integra, pues el proceso de integracion me dard el mismo Af para las curvas C; y Cs,
y para C; sera igual a 0. Para el caso, de una forma diferencial lineal no exacta, la integral
de linea como integral indefinida me da una funcién f{z) que no es la funcién que dio origen
a L, es decir, los coeficientes 4, B, C no son las derivadas parciales de f(x, ), para estas
formas diferenciales la grafica no aplica.

En la seccion anterior se demostrd que si L es la diferencial total de ', entonces la integral
de linea de L es independiente de la curva de integracion y solo depende de los puntos
inicial y final de la tal curva. Ahora, en el inciso “Condiciones necesarias para que las
integrales de linea dependan Unicamente de los puntos extremos”, se demostrara el
reciproco del teorema anterior, es decir, la integral de linea es independiente de la eleccion
particular de /* y queda determinada por los puntos inicial y final de esta curva, siy so6lo
si L es la diferencial total de una funcién f{x, y, z) en R. Para lo cual se enuncia el siguiente
teorema:

La integral de linea IL tomada sobre un arco simple orientado I'* en R es independiente

de la eleccion particular de I'* y queda determinada unicamente por los puntos inicial y
final de I'* si y solo si L es la diferencial total de una funcion f{x, y, z) en R.

Ambos teoremas dejan establecido de que la Unica condiciéon necesaria y suficiente para
que la integral de linea sea independiente de la trayectoria de integracion (o su equivalente,
que la integral de linea a lo largo de una trayectoria cerrada sea 0) es que L sea la
diferencial total de la funcion fx, y, z).

L=df(x,y,z) .
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Para la validez de este teorema se demuestra que los coeficientes 4, B, C de la forma
diferencial L son las derivadas parciales de 1.

Lo sorprendente de todas estas explicaciones vertidas hasta este momento es que sigue sin
respuesta la pregunta ;como reconocer que una forma diferencial L es una diferencial total?
Desde el inicio, no queda nada claro si la igualdad de las derivadas cruzadas es una
condicidn necesaria y suficiente para afirmar que L es exacta.

Después de muchas paginas ocupadas en las explicaciones anteriores recién, en el inciso
“Insuficiencia de las condiciones de integrabilidad”, se discute acerca de las condiciones
que deben cumplir 4, B, C para determinar si L es exacta.

Primero, se discuten las “condiciones de integrabilidad” (la igualdad de las derivadas
parciales cruzadas), dadas al inicio

Ya se han reconocido las condiciones de integrabilidad

w0 OB_OC_, oC _od_, o4 0B
0z Oy Ox Oz oy Ox

como necesarias para la existencia de una funcion u=f{x, y, z) con la propiedad de que L =
du. Una forma que satisfaga (69) recibe el nombre de cerrada. De aqui que toda forma
exacta es cerrada. Como las integrales de linea s6lo pueden ser independientes de la
trayectoria particular que une dos puntos cualesquiera cuando L es una diferencial total, se
ve que las condiciones (69) son necesarias, si L depende unicamente de los puntos
extremos de la trayectoria de integracion. [ También son suficientes estas condiciones? ...

El resultado sorprendente es que las condiciones (69) son casi suficientes, pero no lo
bastante, para asegurar que L sea la diferencial total de una funciéon u y, por lo tanto

asegurar la independencia de J' L de la trayectoria.

Recién en este momento se discute la insuficiencia de las condiciones (69). Para ello se
propone analizar la integral de linea de la siguiente forma diferencial:

_xdy—ydx

x> +y?

L (20)

Para esta forma diferencial se establece que los coeficientes de L son:

A=———, B=—, C=0
X4y’ X4y’

La eleccion del coeficiente de dz como C=0, es porque el autor tiene la intencién de
abordar las regiones R simplemente conexas en el espacio, o lo que el texto de N. Piscunov
(1973), llama dominios regulares en tres dimensiones.
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En efecto para esta forma diferencial las condiciones (69) se cumplen, pero la integral de
linea de L sobre un circulo unitario (C*: x = cos t, y = sen t, z = 0 en el plano x, y,
orientado positivamente con respecto a ¢), no es igual a 0, esto es

L=[" A% Y di= [ (sen’t +cos® t)dr =27 #0. (21
o\ P dr 0

A partir de este hecho se concluye que L no es la diferencial total de una funcién f, es
decir, L es cerrada pero no exacta. Para este caso, se explica que los coeficientes 4 y B no
estan definidos para los puntos sobre la recta x = y = 0 (el eje z) y por ello surge la
necesidad de introducir una nueva condicion para asegurar que L sea la diferencial total de
alguna funcion f(x, y, z). Textualmente se dice:

Las identidades (69) por si mismas no son suficientes pero se vuelven suficientes si se
agrega una hipotesis de caracter muy diferente, una hipotesis que se refiere a una
propiedad geométrica de la region del espacio en la que se considera L.

Siguiendo con el andlisis del ejemplo en cuestion, el texto sefiala que la forma diferencial
(20) se puede representar como la diferencial total de la funcion:

df (x,y,z) = darctan? = L
X

En efecto, las derivadas parciales de la funcion f(x,y,z) =arc tan? son iguales a
X

af(xayaz): -y af(x:ynz): X af(xaynz)zo
ox X247 oy x> +y? 0z

pero como vimos la integral de linea sobre una curva cerrada simple no es igual a 0. La
integral de linea de esta forma diferencial sera igual a 0, sdlo si al ir a lo largo de una
trayectoria desde Py hasta P y regresar a lo largo de otra trayectoria hasta P, , se
circunda cero veces el eje z. Es decir, esta integral de linea serd igual a cero siempre y
cuando la trayectoria se encuentre completamente dentro del dominio de f'y de L.

Esto es, para garantizar que la integral de linea de la forma diferencial L sea independiente
de la trayectoria de integracion, se requiere que los coeficientes (4 = f,, B = f,, C = 1. ) sean
funciones continuas en un conjunto abierto “especial”. En otras palabras, dada una forma
diferencial lineal para asegurar que es una diferencial total, se pide que exista una funcién f
definida donde estd definida la forma diferencial; si esto se cumple, entonces, las
condiciones (19) son suficientes para asegurar que L es una diferencial exacta.

. . . . . 1
En suma, existen formas diferenciales lineales L con coeficientes de clase C' y a pesar de

que cumplen con las condiciones (19), la integral de linea de estas formas diferenciales
sobre una curva cerrada simple no es igual a 0. Esto quiere decir que, para asegurar que la
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integral de linea de L sea independiente de la trayectoria de integracion, se necesita ademas
de las condiciones (19) que el dominio U de las funciones A, B, C sea simplemente conexo.
Finalmente, se introduce un nuevo inciso, donde se trata la propiedad geométrica que debe
cumplir el abierto R para que se catalogue a L como exacta. En esta parte se discute el
concepto de Conjuntos simplemente conexos.

Preparado el terreno para discutir la naturaleza de la regiéon R donde 4, B, C tienen primeras
derivadas continuas, se teje una explicacion de la nocioén de conjunto abierto simplemente
conexo a traves de trayectorias. A la letra dice:

En un conjunto R, asi, dos puntos cualesquiera pueden unirse mediante una trayectoria que
se encuentre en R y dos trayectorias cualesquiera en R con los mismos puntos extremos

pueden deformarse pasando la una a la otra sin mover los puntos extremos y sin dejar R.

Se daran las definiciones precisas de estas nociones [...]

En efecto, luego se explica de manera formal esta nocioén y se dice que, ejemplos triviales
de conjuntos conexos son los conjuntos convexos R, como son las esferas y cubos solidos.
Después se regresa al ejemplo del inciso para concluir en que:

[...] no simplemente conexo es el conjunto R obtenido eliminando el eje z del espacio x, y,
z. Aqui las dos trayectorias (semicirculos)

X = cos 7, y=sen 1, z=0; 0<r<1

X = cos 7, y=—Ssen nt, z=0; 0<r<1

tienen los mismos puntos extremos pero no pueden deformarse una en otra sin cruzar el
eje z, que no pertenece a R.

Finalmente, aparece un ultimo inciso donde se enuncia el Teorema fundamental de las
integrales de linea, en el cual se establecen las condiciones precisas que debe satisfacer la
forma diferencial lineal L para que sea exacta.

e. El teorema fundamental

Ahora puede enunciarse la relacion entre las nociones de formas diferenciales cerrada y
exacta:

Si los coeficientes de la forma diferencial L = A dx + B dy + C dz tienen primeras
derivadas continuas en un conjunto R simplemente conexo y satisfacen las condiciones de
integrabilidad

X z

(75a) B.-C,=0, C,—~4,=0, 4, ~B =0

entonces L es la diferencial total de una funcion u definida en R:

78



(75b) A=u,, B=u, C=u,

Es decir, para que la forma diferencial cerrada (que satisfacen las condiciones (19)) sea
exacta se requiere que el abierto R donde esta definida L sea simplemente conexo. Esta
nueva propiedad geométrica para el abierto R en el que se considera L, es una hipdtesis que,
coloquialmente hablando, exige que el conjunto abierto R (que es el dominio de f'y de L)
esté constituido por una sola pieza, es decir que sea conexo.

Consideraciones finales

a) El término de "diferencial total” en el contexto de la integral de linea, tiene un
significado mas restringido del que se le asigna cuando se define diferencial total de
funciones de dos o mas variables. En este mismo volumen del texto de Courant, se define la
diferencial total de la funcion u = f(x, y) de la siguiente manera:

Como para las funciones de una variable, a menudo resulta conveniente tener nombre y
simbolo especiales para la parte lineal del incremento de una funcion diferenciable u =
f(x,y), el cual se presenta en la formula

Au= f(x+hy+k) = f(6p) = (6, 0) + K, (x, ) + & h* + K.

Se da el nombre de diferencial de la funcion a esta parte lineal y se escribe

Lo ¥ ey &y,
Y

(15a) du =df (x,y) = —_- . o

Oox

La diferencial, a veces llamada diferencial total, es una funcion de cuatro variables
independientes, a saber, las coordenadas x y y del punto bajo consideracion y los
incrementos 4 y k de las variables independientes.[...] Para las variables independientes x
y y, a partir de (15a), se encuentra que

dx:gAx+@Ay:Ax, dy:a—ym+a—yAy:Ay.
ox Oy ox Oy

De aqui que, con mayor frecuencia, la diferencial df{x, y) se escriba

(15b) df(x,y):2fdx+afdy:fx(x,y)derfy(x,y)dy.
x y

Para este concepto de diferencial total, siendo un concepto de andlisis local, no existe el
requerimiento de tipo geométrico para el abierto R en que son continuas las derivadas
parciales. En este sentido, la nocion de diferencial total, en el contexto de la integral de
linea, tiene una restriccion mas. Es decir, las formas diferenciales cerradas no son
diferenciales totales, porque sus coeficientes a pesar de cumplir con las condiciones (19),
no son continuas en un abierto simplemente conexo R, en tal caso no se cumplira el teorema
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fundamental de las integrales de linea. Pero en el discurso parcializado de los textos,
confunde el hecho de que cuando se define la diferencial total de funciones de dos o mas
variables, no se introduce un requerimiento acerca del abierto R. En consecuencia el
nombre de diferencial total en capitulos anteriores no tiene el significado que ahora se le
asigna (ruptura explicativa).

b) La forma diferencial (20) del ejemplo que se presenta para concluir en que las
condiciones de integrabilidad (19) son necesarias pero no suficientes, es una forma
diferencial lineal cerrada; para la cual, la integral de linea sobre cualquier curva cerrada
simple no siempre es igual a cero. Esquematicamente podemos explicar el hecho con el
siguiente diagrama:

La forma diferencial lineal
L=A(x,y,z)dx+ B(x,y,z)dy + C(x,y,z)dz.
que tienen coeficientes de la forma

LDy @y o P )
Ox oy oz

es una forma diferencial cerrada.

A 4

Esta forma diferencial Esta forma diferencial
cerrada es total o exacta si cerrada no es total si el

el dpm1mo R dF: las dominio de las derivadas
derivadas parciales es un parciales R es un conjunto no
conjunto simplemente simplemente conexo.

conexo.

A 4

A 4

La integral de linea sobre toda

La integral de linea sobre curva cerrada simple no
toda curva cerrada simple siempre sera igual a 0.

serd igual a 0.

§L=0,

Se sabe desde la fisica clasica que, la nocion de campo conservativo tiene un significado
global y no local; de hecho, el nombre de conservativo se debe al principio de la
conservacion de la energia, y el nombre de funcidon potencial se hereda de la energia
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potencial. Esta exigencia de la fisica pasa a la matematica y se construye una nueva
condiciébn geométrica para las diferenciales totales y, en consecuencia, la nocion de
diferencial total se modifica, hecho que no se documenta en el discurso matematico
escolar.

c) Con base en nuestra interpretacion grafica de la independencia de trayectoria para la
integral de linea de una diferencial total, podemos dar una explicacion grafica de porqué la
integral de linea de la forma diferencial (20) sobre la circunferencia con centro en (0,0), no
es igual a 0. Dado que los recursos graficos so6lo nos posibilitan interpretaciones en el
espacio x, y, z, tomaremos esta forma diferencial cerrada (20) para una funcién potencial de
dos variables independientes.

Tenemos a la forma diferencial L, dada por:

L= z_yde+ 2x _dy, donde: A=M, B:M,

X4y X +y ox oy

para este caso tenemos que f(x,y) =arc tan? . Entonces la integral de linea de L sobre el
X

, . . 2 2 .
circulo unitario x” + y~ = 1, significa que queremos encontrar el valor de Af(x, y), cuando se
produce un cambio ciclico, a partir de integrar L sobre este circulo. Aqui presentamos la

grafica de la funcion f(x,y) = arc tan? y de la curva sobre la que se integra d f(x, y):
X

>
X

S
o

Figura 1 Figura 2

Como se ve, esta funcidon no es continua para todo x = 0, en consecuencia, no tiene sentido
alguno integrar L (su diferencial cerrada df(x, y)) sobre el circulo unitario (Fig. 2) con
centro en (0, 0). Es decir, la trayectoria C no se encuentra completamente en el dominio

de fix, ).

Si bien las representaciones graficas no son la solucién para la didactica, es vital
propiciarlas porque, en muchos casos, las representaciones graficas muestran lo que la
formalidad esconde. Ademas, Raymond Duval (1993), que se ocupa del estudio de las
distintas representaciones de un concepto, dice:
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Si la conceptualizacion implica una coordinacion de registros de representacion, entonces
el envite principal de los aprendizajes de base en matematicas no puede solamente ser
la automatizacion de ciertas técnicas operatorias (calculo) sino que debe también ser la
coordinacion de los diferentes registros de representacion que son ahi utilizados.

En este sentido, la representacion grafica (con sus limitaciones) de la integral de linea es
un referente importante para significar algunas nociones centrales relacionadas con este
concepto.

d) Al final de todas estas explicaciones de la integral de linea de formas diferenciales
lineales, el texto introduce un Apéndice donde se desarrollan temas relacionados con la
nocion de conjunto. Lo interesante son las ideas que el autor expone acerca de la intuicion
geométrica en la introduccion a este apéndice.

La intuicion geométrica y la realidad han proporcionado motivacion poderosa e ideas
guia para el pensamiento matemdtico constructivo. Sin embargo, con el avance del
analisis desde principios del siglo XIX, se ha vuelto una necesidad imperiosa dejar de
invocar a la intuicion como justificacion principal de las consideraciones matemdticas.
Nos hemos vuelto cada vez mas hacia las demostraciones rigurosas basadas en la
precision robustecida axiomaticamente y los conceptos y procedimientos claramente
enunciados. En este desarrollo, la nocion de conjunto, en particular de conjunto de
puntos, ha jugado un papel primordial y, por ahora, ha sido absorbido en la trama del
analisis.

Este parrafo describe con elocuencia las caracteristicas de la postura epistemologica de
Richard Courant y de los autores que rescribieron la obra; la forma del discurso explicativo
del concepto de integral de linea de formas diferenciales lineales es totalmente axiomatico,
discurso que descarta cualquier interpretacion grafica de la integral de linea.

e) Finalmente, debemos reconocer la seriedad y minuciosidad con que el texto aborda cada
concepto alrededor de la nocion de integral de linea, hecho que hizo posible la
identificacion del momento explicativo en el que las diferenciales inexactas quedaron fuera
del “discurso matematico escolar”. En este sentido es preciso hacer los siguientes
seflalamientos:

e El hecho de que las ideas geométricas, desde hace muchos afios, dejaron de ser
argumentos para definir o demostrar conceptos, no es sustento para eliminar del
discurso explicativo los acercamientos graficos. Este texto que supuestamente
abandona las justificaciones geométricas, sigue utilizando palabras que pertenecen a
la geometria como son: punto, plano, curva, recta, coordenadas, etcétera. Eliminar
del calculo palabras e ideas geométricas tal vez seria posible, pero resultaria un
discurso totalmente inaccesible para la mayoria de estudiantes y profesores.

e Si bien se reconoce que las ideas geométricas no son fundamentos para
demostraciones formales en el calculo, desde la matematica educativa, el registro
grafico es necesario para significar nociones. Las representaciones graficas
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muestran significados que la formalidad no hace evidentes. Es decir, el recurso
grafico no es justificacion ni ilustracion o traduccion de lo formal, es una manera de
pensar, que -segun T. Eisenberg y T. Dreyfus (1991)- demanda mayores niveles
cognitivos que el pensamiento algoritmico.

cArcuro VECTORIAL de Claudio Pita Ruiz (1995)

Este manual, es el que con mayor extension trata el concepto de integral de linea. El indice
tematico que presenta es:

Capitulo 7. Integrales de linea

7.1 Curvas en el espacio: resumen de hechos importantes

7.2 Campos vectoriales

7.3 Integrales de linea: definicion y propiedades

7.4 Independencia del camino, campos conservativos y funciones potenciales
7.5 Un interludio topologico: conexidad

7.6 Ecuaciones diferenciales exactas

7.7 Integrales de linea con respecto a la longitud de arco

7.8 La perspectiva de la fisica

7.9 El teorema de Green

Este texto se puede clasificar como un texto formal porque su lenguaje asi lo denota, sin
embargo, la forma de su discurso no es totalmente axiomatico, después de una definicion
inicial de la integral de linea de campos vectoriales, presenta una interesante secuencia de
problemas resueltos, cuyas respuestas se analizan provocando preguntas centrales acerca de
los multiples conceptos que se requieren para llegar a formular las condiciones suficientes y
necesarias para que un campo vectorial sea conservativo.

Si bien, la secuencia de conceptos es muy parecida a la del texto de R. Courant, hay una
diferencia sustancial en la forma del discurso. Las definiciones y teoremas se enuncian
como respuestas a las preguntas e inquietudes planteadas después de resolver problemas
concretos.

El concepto de Integrales de linea, se introduce con la definicion general:
Definicion. Sea F: U c R" —» R", F = (F}, F>,..., F,) un campo vectorial continuo y sea
A:[a,b] & R™, A = (A, Aa..., Ay) un camino de clase C' cuya traza esta contenida en U, es

decir, A([a,b]) < U. La integral de linea del campo F a lo largo del (o sobre el) camino A,
se define denotada por

LF, LF-dl 0 LFl(x)dxl+F2(x)dx2+...+Fn(x)dxn

como
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[ F.an- j” FOD) . A1) d

Con esta definicion se inicia una larga secuencia de explicaciones, pero antes se resuelven
problemas que invitan a reflexionar sobre los resultados que se obtienen. Aqui
reproducimos, de manera simplificada y esquemaética, la secuencia de ejemplos y las
conclusiones a las que se llega

Ejemplo 1. Se calcula la integral
de linea del campo vectorial
F(x,y) = (x +y, y) a lo largo del
camino A(¢) = (1, £), y
A:[0,1]>R? El resultado es 4/3.

Ejemplo 2. Se calcula la integral de
linea del mismo campo vectorial, pero
ahora a lo largo del camino p(t) = (kz,
k%) donde k es un niimero positivo,
1:[0, £']—>R*. El resultado es el
mismo, igual a 4/3.

Conclusion: la integral de linea tiene la propiedad (1) de ser invariante de las
reparametrizaciones del camino sobre la que se integra el campo F.

Ejemplo 3. Se integra el mismo
campo vectorial pero sobre una
trayectoria inversa a la del ejemplo 1,
—Mt) = (1- 1, (1- #)). El resultado es
—4/3

Conclusion: la integral de linea tiene la propiedad (2)

[ Foa=[ F.d

es decir, la integral de linea de un campo F sobre el camino inverso —A es el negativo de la
integral del campo F sobre A.
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Después de precisar estas dos propiedades, con el ejemplo que sigue muestra que para
trayectorias distintas con los mismos puntos inicial y final la integral de linea del mismo
campo vectorial tiene un resultado diferente.

Ejemplo 4. Se calcula la integral de linea
del mismo campo de los ejemplos
anteriores, pero a lo largo de una nueva
trayectoria v(f) = (¢, ), v:[0,1]. El
resultado es 5/4

Conclusion: la integral de linea de un mismo campo vectorial a lo largo de caminos
distintos pero con puntos inicial A(a) y final A(b) iguales no nos da el mismo resultado.
Esto hace suponer que la integral de linea de F sobre un camino dado, no sélo depende de
los puntos inicial y final del camino, sino de la funcion misma que lo define.

Ahora muestra otros dos ejemplos donde se observa que para el mismo campo vectorial
para dos trayectorias distintas con los mismos puntos inicial y final se obtiene el mismo
resultado.

Ejemplo 5. Se calcula la integral de
linea de un nuevo campo vectorial
F(x,y)=(x+ y2, 2xy) sobre la
trayectoria del ejemplo 1 (A(t) = (t, t*),
A:[0,1]). El resultado es 3/2.

Ejemplo 6. Se calcula la integral de
linea del mismo campo vectorial del
ejemplo 5, pero a lo largo de la
trayectoria del ejemplo 4 (v(t) = (t,
t%), v:[0,1]). El resultado es 3/2.

Conclusion: Para este campo vectorial se obtiene el mismo resultado para dos caminos
distintos pero con los mismos puntos inicial y final.

Después del ejemplo (6), el autor formula una pregunta central:
[...] ¢la integral de linea de un campo F sobre un camino A:[a,b] — R* depende s6lo de los
puntos inicial A(a) y final A(b) del camino A (como en los ejemplos 5 y 6), 6 depende

también de la funcion misma que define al camino (como los ejemplos 1 y 4)? Este es uno
de los temas centrales a tratar en la proxima seccion de este capitulo.
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Antes de pasar al capitulo donde el autor responde esta pregunta, el texto formula un
teorema que prueba las propiedades (1) y (2) de las integrales de linea. Luego, aparece otra
secuencia de ejemplos, entre ellos, llama la atencion uno en el cual se propone el campo un
campo vectorial para el cual se calcula la integral de linea sobre una trayectoria cerrada
simple.

Ejemplo 11. Consideremos el campo F: R* — R* — {(0,0)}

dado por
Fx? = b b
( y) [x2+y2 x2+y2j

y M sea el camino Ay: [0, kn]— R?, M(f) = (rcos t, r
sen t), donde 0 < k< 2.
La integral de linea de este campo es igual a k.

Conclusion: el resultado no depende de r. Este hecho discute el autor en el apartado donde
trata aspectos topologicos.

Este campo vectorial en R?, es equivalente a la forma diferencial L (cerrada) que se analiza
en el texto de Courant para mostrar que la condicion de la igualdad de las derivadas
parciales es necesaria pero no suficiente para que L sea exacta. En este sentido, este
ejemplo lo utiliza este texto para introducir un nuevo apartado “Independencia del camino,
campos conservativos y funciones potenciales”. Pero antes de discutir las condiciones
necesarias 'y suficientes para que un campo vectorial sea conservativo formula el siguiente
teorema:

Teorema 7.4.1 Sea F: U = R" — R" un campo de clase C* (k > 0) definido en el conjunto
abierto U de R". Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. F es el campo gradiente de una funcion 2 U < R" — R" de clase C**".

2. Laintegral LF -d) del campo F a lo largo del camino A:[a,b] — R" seccionalmente

C’ (tal que AM([a,b]) < U), depende solamente del punto inicial A(a) y final A(b) del
camino A.

3. Laintegral LF -dh del campo F a lo largo del camino A:[a,b] — R" cerrado
seccionalmente C’ (de modo que A([a,b]) = U) es igual a cero.
Luego, se resuelven otra secuencia de ejemplos donde en cada uno de ellos se especifica si
el campo es conservativo o no lo es, en los ejemplos solo se verifica si se cumple con
alguna de las condiciones de este teorema. En este momento se vuelve a discutir el ejemplo

(11) para el caso k = 2, y se concluye en que la integral de linea de este campo vectorial
sobre un camino cerrado simple es igual a 2w # 0, es decir, no es conservativo.
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A diferencia del texto de Courant, este texto hace explicito el hecho de que la igualdad de
las derivadas parciales son una condicién necesaria pero no suficiente para determinar que
un campo vectorial sea conservativo y formula el siguiente teorema:

Teorema 7.4.2 (Condiciones necesarias para que un campo sea conservativo) Sea F: U
R" > R", F = (F,, F, ..., F,) un campo de clase C*, k > 1, definido en el conjunto abierto
U de R". Si F es conservativo entonces

OF OF
—(x)=—(x
o =5

parax e U, 1 <i<j<n.

Este teorema da pie para comprobar si las derivadas cruzadas de las funciones coordenadas
de F son iguales. Se comprueba que son iguales y, sin embargo, la integral de linea sobre
una trayectoria cerrada simple no da cero sino que es igual a 2m. En este momento se
establece que las condiciones (1) son necesarias pero no suficientes para afirmar que un
campo es conservativo.

Los argumentos que vierte el autor para seguir analizando el ejemplo (11) son ilustrativos e
interesantes, a la letra dice:

Un hecho sobre el que llamamos la atencion es que la propiedad del campo F de ser
conservativo, es una propiedad global: se pide que haya una funcion f definida donde
esta definido el campo F, y que en todo U se tenga que F es el campo gradiente de f. Por
otra parte, la propiedad establecida en el teorema 7.4.2, que estd expresada en términos de
derivadas parciales de las funciones coordenadas de F, es una propiedad local: tales
derivadas parciales establecen un comportamiento determinado del campo F en los
alrededores del punto en que ocurre la igualdad de las derivadas parciales. No es extrafio
pues que, en principio, estas dos propiedades no sean equivalentes. Lo que si podemos
esperar que acontezca, en base a la observacion hecha en este parrafo, es que la propiedad
establecida en el teorema 7.4.2 garantice localmente que el campo F es conservativo.

Esta explicacion aclara lo que en el texto de Courant se caracterizO como un vacio
explicativo, esto es, que en el contexto de la integral de linea la forma diferencial lineal
debe satisfacer una propiedad global, a diferencia del concepto de diferencial total fuera
para el analisis local de funciones. De hecho, este manual fue muy significativo para lograr
elaborar el mapa conceptual de la integral de linea que presentamos en este trabajo en el
capitulo 4.

Después de estas aclaraciones el autor define, en un nuevo teorema, a un campo vectorial
localmente conservativo:

Teorema 7.4.3 Sea F: Uc R" —» R", F = (F,, F>, ..., F,) un campo de clase C*, k > 1,
definido en el abierto U de R". Suponga que
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OF OF
="K
Ox, ox;

parax € U, 1 <i<j <n. Entonces F es localmente conservativo.

De la demostracion de este teorema, podemos concluir, de que la igualdad de las derivadas
parciales asegura la existencia de una funcion potencial f(x, y) de F en una bola B, pero
para lograr que la integral de linea del campo vectorial F sea independiente del camino
sobre el que se integra, se necesita que la imagen del camino A esté contenida en el abierto B,
donde estd definida la funcion potencial flx, y). El autor explica que, la bola B, tiene
justamente la propiedad de que habiendo dos puntos p 'y q de ella, la recta que los une
queda completamente dentro de la bola. Por lo tanto, “la forma” del abierto U juega un
papel importante en el hecho de que las condiciones de igualdad entre las derivadas
parciales de las funciones componentes del campo F, sean condiciones suficientes para que
el campo sea conservativo.

Luego, hay explicaciones de conjuntos convexos, y se concluye en que el conjunto abierto
U: R* - {(0,0)} del ejemplo (11) no es un conjunto convexo. Bien vale la pena reproducir
los comentarios del autor antes de enunciar el teorema central de todos estos contenidos:

Como ya apuntdbamos, la forma del dominio U (su estructura topologica) donde esta
definido F es fundamental para tener la afirmacion reciproca del teorema 7.4.2. Ya se vio
que si U es convexo, las condiciones mencionadas son suficientes. Sin embargo, esta
suficiencia se tiene también con condiciones mas generales que la convexidad de U. La
propiedad topoldgica que debe tener U es la de “conexidad simple”.

En el espacio R, podemos pensar de manera intuitiva un conjunto simplemente conexo
como un conjunto que “no tiene hoyos”.

En este texto, a diferencia del texto de Courant, al abierto U se le denomina dominio. Este
término posibilita un mejor entendimiento de la insuficiencia de las condiciones de
igualdad de las derivadas parciales.

Teorema 7.4.5 Sea F: Uc R" —» R", F = (F,, F>, ..., F,) un campo de clase C*, k > 1,
definido en el abierto U de R". Una condicion necesaria y suficiente para que el campo sea
conservativo es que

OF OF
(="K
Ox, ox;

parax € U, 1 <i<j <n. Entonces F es localmente conservativo.

Este teorema es el equivalente al que se formula en el texto de Courant para las
diferenciales exactas.

Toda la secuencia de ejemplos y explicaciones se centran en definir condiciones necesarias
y suficientes para que un campo sea conservativo, pero no se dice nada de los campos no
conservativos. A pesar de que en los ejemplos en los que la integral de linea no es
independiente del camino de integracion se dice que no son conservativos, no existe
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ninguna explicacion puntual de las caracteristicas de estos campos. Desde nuestro juicio,
los campos no conservativos, son para los que la formula de Green no es igual a 0.

Al igual que en los otros textos, después de abordar la integral de linea centrada en campos
conservativos, el autor formula el teorema de Green. El tema se introduce diciendo: En esta
seccion estudiaremos uno de los resultados cldsicos del cdalculo R" el cual relaciona
integrales de linea con integrales dobles. Pero antes de enunciar el teorema aclara que: Las
dificultades técnicas para precisar el enunciado de este teorema comienzan al tratar de
definir con rigor el tipo de regiones S C R’ en las cuales el resultado es vdlido.

Teorema Teorema de Green Sea F: U R*> — R?, F = (M, N) un campo de clase C'
definido en el abierto U de R®. Sea S ¢ U una regién compacta con su frontera dS"
positivamente orientada. Entonces

oN oM
fo Fen=[] o oy S

donde A es un camino seccionalmente C' cuya traza es 4S”.

Inmediatamente después de este teorema se explicita: La demostracion de este teorema en
toda su generalidad, como deciamos anteriormente, cae fuera de los alcances de este libro.
Por lo anterior, se enuncian teoremas para regiones, en palabras del autor, mds o menos
decentes.

Consideraciones finales

a) Es un libro con una estructura de discurso totalmente diferente al de Courant. La forma
en que alterna: ejemplos, explicaciones, preguntas, teoremas y definiciones obedecen a una
vision constructivista del aprendizaje. De acuerdo con Gil Pérez (1993), las distintas
posturas del constructivismo, en una forma u otra, consideran el aprendizaje es un cambio
conceptual que contempla las siguientes etapas:

- una fase de elicitacion de las concepciones de los alumnos,

- una fase de reestructuracion, con la creacion de conflictos cognitivos que generen la
insatisfaccion con dichas concepciones y preparen para la introduccion de otros
conceptos, y

- una fase de aplicacion que proporcione oportunidades a los alumnos para usar las
nuevas ideas en diferentes contextos.

En la exposicion del concepto de integral de linea Pita sigue esta secuencia de etapas:
- Al inicio, propone ejercicios resueltos con las concepciones con que se cuentan
hasta ese momento.

- Luego, formula conclusiones y preguntas que no se pueden responder sin un nuevo
conocimiento, es decir, propicia conflictos cognitivos.
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- Formula teoremas y definiciones que son el nuevo conocimiento que ayuda a
responder las preguntas planteadas.

- Finalmente, propone ejercicios en distintos contextos, donde se aplican los nuevos
conocimientos

Esta nueva forma de estructurar el discurso explicativo en el texto, denota que el autor
Claudio Pita cuenta con una formacion en didactica de las matematicas.

b) A pesar de ser un texto con un alto grado de lenguaje formal, explica en lenguaje natural
muchos aspectos que la formalidad elimina. Por ejemplo, el hecho de que un campo

conservativo modifica la visién de diferencial total que tenia una connotacion local.

c) Es el unico texto que presenta una interpretacion grafica de las integrales de linea y
propone problemas cuya solucion necesariamente requiere de esta interpretacion.

3.4.2 Textos con un discurso algebraico

Como se especificd en la clasificacion de los textos, en esta categoria se analizé el
texto: Cdlculo diferencial e integral de William Anthony Granville (1982). Este libro trata
por Unica vez el concepto de integral de linea en el capitulo que aborda la integral definida,
en el apartado “Calculo de area cuando las ecuaciones de la curva se dan de forma
paramétrica”. La explicacion de esta nocion se reduce a proponer una féormula como un
procedimiento algoritmico que calcula areas contenidas en curvas cerradas simples, cuando
éstas se dan de forma paramétrica. El tratamiento es corto y consiste en lo siguiente:

Sean las ecuaciones de una curva en la forma paramétrica:

x=f), y=¢0.

Entonces tenemos que y = ¢(t) y dx =f’(t)dt. Por lo tanto,
b 6
Area = j ydx = j é(t) [ (t)dt,

endondet=¢;cuandox =a y t=t, cuandox = b.

Luego, se resuelve el mismo ejemplo que presenta el manual de Courant. Sin embargo, aqui
la férmula para calcular el area difiere de la que se utiliza en este texto, formula que se
expresd como:

A=1[7 (xdy— yd
=), Gy ydv)

Es interesante observar la solucion que desarrolla el autor a este calculo.
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EJEMPLO. Hallar el area de la elipse cuyas ecuaciones paramétricas son
x=acos¢, y=bsenda.
Solucion. Aqui

y=bsen¢
dx =-asen ¢ do.

Cuando x=0, ¢=Y%m
ycuandox=a, ¢=0

Sustituyendo estos valores en (1), obtenemos

a o 5 _ mab
jo ydx = — j,zf absen’pdp == .

Area
4

Luego el area total es igual a mab.

La solucidon es una aplicacion algoritmica de la féormula propuesta, ni la explicacion ni el
proceso de solucién posibilitan la construccion de algin significado del concepto de
integral de linea. A pie de pagina el autor sugiere: El lector puede ver en tratados de
Cdlculo mas avanzados, la demostracion rigurosa de esta sustitucion.

3.4.3 Textos editados a finales del siglo XX

Como se especifico en la clasificacion de textos, las obras revisadas en esta categoria son:
Cdlculo de R. Larson, et al. (1999), Calculo con Geometria Analitica de Thomas G. y R.
Finney (1986), Cdlculo con Geometria Analitica de E. Sowkowski (1989), Cdalculo.
Trascendentes tempranas de J. Stewart (2002).

Los contenidos y la forma de las explicaciones de estos manuales son una muestra de la
homogenizacion del discurso matematico escolar actual. Este hecho se puede constatar
desde los indices del capitulo en que se aborda la nocion de integral de linea hasta la
profundidad y extension de sus explicaciones. Como muestra de este discurso
institucionalizado que se reproduce, no so6lo en las paginas de estos manuales sino en los
programas de estudio, se presenta la relacion tematica de los textos Larson, et al., de
Sowkowski y de Stewart .
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Capitulo 14. Anlisis vectorial - 18 CALCULO VECTORIAL 925 16  Calculo vectorial 1040
— 18.1 Campos vectoriales 926

14.1. Campos de vectores 1290 18.2 Integrales de linea 934 16.1 Campas vectariales. 1041

142, Integrales de linea 1302 18.3  Independencia de la trayectoria 944 16.2  Integrales de linea 1047

14.3. Campos vectoriales conservativos e independencia }:: Tm'cml"' d: G“"”{ 953 061 16.3  Teocrema fundamental para int
dal camino 1316 . niegrales de superficie Ta, et e

14.4 Trmrm\n de Green 1327 18.6 Teorema de la divergencia 969 e ]wm.“d e (”.“” 10‘.’)8 -

4. ma n L - 18.7 Teorema de Stokes 976 16.5 Rotacional y divergencia 107,

14.5. Superficies paramétricas 1338 188 R 083 . g T e T G -

14.6. Integrales de superficie 1349 - cpaso 3 16.6  Superficies paramétricas y sus

14.7. Teorema de la divergencia 1363 16.7 Integrales de superficie 1093

14.8. Teorema de Stokes 1371 16.8 Teorema de Stokes 1105
Ejercicios de repaso 1378 Proyecto de investigacién histt

y dos teoremas 1110
16.9  Teorema de la divergencia 11
16.10 Resumen 1118
Repaso 1119
Problemas especiales 1122

La semejanza en temas y su secuencia es obvia. De manera esquematica presentamos, de
acuerdo al integrando, las integrales de linea que abarcan estos libros:

Integrales de linea de funciones
de varias variables:

| fGeyyds
J £ Ceyydx
[/ y)dy

v

Integrales de linea campos vectoriales:

[ Fodr= j:’F(x(t), (1), 2(6)) - ¥ (£) dt

A\ 4

Integrales de linea formas diferenciales
lineales:

[L(M (x, yydx + N(x, y) dy)

Estos tres tipos de integrales de linea que, de acuerdo al integrando, difieren en su
significado, se explican en pocas paginas, de alli que su tratamiento cumpla un rol
informativo mas que explicativo. Por ejemplo, el texto de Larson et al., destina a estos
complejos temas 11 paginas (pp. 1302-1312); el manual de Swokowski 9 paginas (pp. 934-
942).
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Dado que los textos de esta categoria se parecen en lo esencial, tomaremos la obra de
Larson et al. para realizar el seguimiento del discurso explicativo.

En el apartado “Integrales de linea”, se introduce el tema con un comentario breve acerca
del campo gravitatorio:

Una propiedad del campo gravitatorio es que, bajo ciertas restricciones, el trabajo
realizado por la gravedad sobre un objeto que se mueve de un punto a otro es
independiente del camino que siga el objeto. Una de las restricciones es que el camino sea
una curva suave.

Luego se explica de manera breve las curvas suaves a trozos y se desarrolla un ejemplo de
parametrizacion de estas curvas. Después se recuerda las integrales simples y dobles para
introducir un nuevo tipo de integrales.

En las integrales simples
b
I f(x)dx Integral sobre el intervalo [a, b]

se integraba sobre un intervalo [a, b]. En las integrales dobles

J J f(x,y)dA Integral sobre una region R
R

se integraba sobre una region R del plano. En esta seccion definiremos un nuevo tipo de
integral, llamada la integral de linea,

.[c f(x,y)ds Integral sobre una curva C

en la que se integra sobre una curva C suave a trozos.

Con esta breve preparacion del tema y después de resolver de manera aproximada el
calculo de la masa total de un cable se da la siguiente definicion:

DEFINICION DE INTEGRAL DE LINEA

Si f estd definida en una region que contiene una curva suave C de longitud finita, la
integral de linea de f sobre C se define como

L f(x,y)ds = lim Zn:f(xi ,y.)As,  Plano

e

0 por

Jo £ Gey2yds = fim 3 f (5312 )As, - Espacio

siempre que el limite exista.
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Esta definicion de la integral de linea de funciones de dos y tres variables, s6lo cumple una
exigencia formal del discurso oficializado, porque no se resuelve ningun caso que amerite
tal formalidad. En consecuencia antes de presentar ejemplos, los autores advierten:

[...] la evaluacion de una integral de linea es conveniente efectuarla pasando a una integral
definida. Se puede demostrar que si f'es continua el limite anterior existe y tiene el mismo
valor para todas las parametrizaciones suaves de C.

Sin mayor explicacion, se establece que para calcular una integral de linea sobre una curva
plana C dada por r(¢) = x(?)i + y(¢)j, se utiliza

ds =|r'(6)|dt = [[¥ (O + [V ()] dt

y se enuncia el siguiente teorema

TEOREMA 14.4 CALCULO DE UNA INTEGRAL DE LINEA COMO INTEGRAL DEFINIDA

Sea f continua en una region que contiene a la curva suave C. Si C viene dada por r(?) =
X(Hi+ y(t)j, con a <t <b, entonces

[ fGeyyds = [ @), yo) ¥ OF +1y' 0 de

Si C viene dada por r(?) = x(t)i + y(¢)j + z(¢)k, con a <t <b, entonces

[ f@y.2) = [ £, 0,200 [ OF + 1y OF +[2' () de

Este teorema se da sin demostracion, sélo se recuerda que si f{x,y,z) = 1, entonces, la
integral de linea calcula la longitud del arco de la curva C. Acto seguido, se muestran
ejemplos de calculos algoritmicos (sin significado alguno) de integrales de linea sobre
curvas parametrizadas.

Sin previa reflexion aparece un nuevo apartado “Integrales de linea de campos vectoriales”.
En esta seccion se argumenta que una de las aplicaciones mas importantes de la integral de
linea es el célculo del trabajo realizado sobre un objeto que se mueve en un campo de
fuerzas.

Para ver como una integral de linea sirve para calcular el trabajo en un campo de fuerzas
F, consideremos un objeto que se mueve por una curva C (Figura 14.13). Para hallar el
trabajo efectuado por la fuerza basta tener en cuenta la parte de la fuerza que acta en la
misma direccion en que se mueve el objeto (o en la opuesta). Eso significa que en cada
punto de C hemos de considerar la proyeccion F - T del vector fuerza sobre el vector
tangente unitario T. Sobre un pequefio subarco de longitud As; el incremento de trabajo es

AW, = (fuerza) (distancia)
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~ [F(x;, yi, z) - T(x, yi, zi)] As;

donde (x;, yi, z;) es un punto de ese subarco. Por lo tanto, el trabajo total viene dado por la
integral

W = L Fxyz) . T(x,y,z) ds

En esta explicacion se comete un error importante, desde el punto de vista de la
termodinamica, el simbolo AW; , significaria que un sistema contiene un trabajo inicial y
uno final, lo cual no tiene sentido, porque el trabajo es un proceso no un estado.

Después de particularizar la integral de linea al calculo del trabajo, se generaliza el
concepto al de integral de linea de un campo vectorial y aparece la definicion:

DEFINICION DE LA INTEGRAL DE LINEA DE UN CAMPO VECTORIAL

Sea F un campo vectorial continuo definido sobre una curva suave C dada por r(¢), con
a <t <b. La integral de linea de F sobre C se define como

jc F.dr:jc F.Tds=r Fx(t), v(1), 2(1) . ¥ (1) dt

A esta definicion le siguen: un ejemplo de calculo del trabajo realizado por un campo de
fuerzas F sobre una trayectoria en el espacio x, y, z; y otro, para mostrar que el signo del
valor de la integral depende de la orientacion de la curva.

Comentarios preliminares

a) Sin mediar explicacion alguna se transita de la nocidn de integral de linea de una funcion
de dos variables independientes a la integral de linea de un campo vectorial. Esto constituye
una ruptura en la secuencia logica del discurso, porque las integrales:

IC f(x,y)ds IC F-dr

no tienen el mismo significado ni tratamiento formal.

b) Cuando se introduce el contexto del trabajo como aplicacion de la integral de linea, se
dice: sobre un pequerio subarco de longitud As; el incremento del trabajo es AW;. Esta
afirmacion es incorrecta en dos sentidos:

e Matematicamente AW; significa la diferencia de valores del trabajo en dos puntos de
la trayectoria, lo cual no tiene sentido porque el trabajo no se define como la
funcion potencial de F.

e En la fisica clasica, solo cuando el trabajo se realiza en condiciones ideales (sin
rozamiento) y en campos conservativos, el concepto “trabajo” coincide con la
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nocioén de energia, la cual si es conceptualmente la funcion potencial del campo
vectorial F. De alli que la integral de linea sea un recurso matematico para definir la
ley de la conservacion de la energia (ver el texto de Pita, pp. 771-776)

¢) La expresion correcta para expresar el trabajo cuando un punto se mueve en un campo
F, a través de una trayectoria del punto p al punto ¢, es

n
qu ~ z
i=1

P; _pi—]H

d) En las explicaciones que se vierten en este texto, el contexto del trabajo no aporta
compresion, pero si confusion de conceptos, no solo fisicos, sino también matematicos. En
este sentido, contextualizar el conocimiento matematico no siempre es un recurso didactico
adecuado, porque si se carece de conocimientos del contexto (en este caso de fisica clasica),
el concepto matematico se vuelve mas incomprensible.

¢) Los ejemplos que se resuelven, son una aplicacion algoritmica de las definiciones. A
diferencia de los textos de Courant y de Pita, los ejercicios que se presentan no aportan ni
siquiera dudas.

Regresando al texto, en una nueva seccion titulada “Integrales de linea en forma
diferencial”, se aborda las integrales de linea de formas diferenciales lineales. Pero, desde
el titulo se percibe la ausencia del significado de estas integrales. Tanto las explicaciones
como los ejercicios que resuelven se presentan como una forma de resolver integrales de
linea de campos vectoriales.

A partir de la definicion de la integral de linea de un campo vectorial, se pasa a la integral
de linea de una forma diferencial lineal de la siguiente manera:

Si F es un campo vectorial de la forma F(x,y) =Mi + Nj,y C viene dada por r(t) = x(t)i
+ y(t)j , entonces F. dr se escribe a menudo como Mdx + Ndy.

d
L F.dr :jc F.;:dt

:J'b (Mi + Nj) . (x’(i + y’(1)j) dt

=f’(de+Ndyjdt
A\ a " a

=IC(M dx + N dy)
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Luego se proponen un par de ejemplos que consisten en calcular de manera algoritmica
integrales de linea en forma diferencial. Para ello se parametriza la forma diferencial y se
realiza la integracion.

Consideraciones preliminares

a) Se introduce el concepto de integral de linea de una forma diferencial lineal, sin ninguna
explicacion, solo se dice que F. dr se escribe a menudo como Mdx + N dy. Esto es, no se

explica que la integral de IC(M dx+ Ndy) es parte del estudio de las ecuaciones

diferenciales, y en el capitulo en que tratan este tema no se retoma el concepto de integral
de linea. Este hecho muestra un proceso de desincretizacion que produce compartimentos
aislados sin posibilidad de establecer vinculos entre ellos.

b) En los manuales de esta categoria se abordan: integrales de linea de funciones de dos o
mas variables, integrales de linea de campos vectoriales e integrales de linea de formas
diferenciales lineales; temas que requieren minuciosidad y profundidad para poder
significarlos, pero si su tratamiento es superficial, como es el caso (cudl es el sentido de
abordarlos?

¢) El contexto de aplicaciéon de las nociones del calculo puede jugar un papel importante
para el aprendizaje significativo, pero en este caso, la nocion trabajo, en lugar de ser un
elemento de motivacion se vuelve un obstadculo. Para un estudiante sin conocimientos
previos de fisica, lejos de favorecer la comprension del concepto de integral de linea, este
contexto le ocasionara mayores dificultades cognitivas. En los textos de Courant y de Pita,
las aplicaciones en la fisica se consideran como temas que requieren conocimientos mas
avanzados para entenderlas.

d) Dado que el concepto de integral de linea dentro del analisis vectorial lo convierte en un
concepto complejo, los teoremas y definiciones se dan sin demostracion ni reflexion, solo
se realizan calculos algoritmicos de integrales de linea que no aportan explicacion alguna a
esta nocion.

Finalmente, en el apartado “Campos vectoriales conservativos e independencia del camino”
se discute el “Teorema fundamental de las integrales de linea”. Antes del enunciado se
repite el comentario con que el texto inicia el concepto de integral de linea: el trabajo
realizado por el campo gravitatorio sobre un objeto que se mueve entre dos puntos es
independiente del camino seguido. Después de retomar esta idea suelta, que no se discute
en toda la trama expuesta, se dice: estudiaremos una importante generalizacion de este
hecho, el teorema fundamental de las integrales de linea.
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TEOREMA 14.5 TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS INTEGRALES DE LINEA
Sea C una curva suave a trozos, contenida en una region abierta R, dada por
r@t) =x@i+y@)j, a<t<b

Si F(x,y) = Mi +Nj es conservativo en R, y ademas M y N son continuas en R, entonces
IC F. dr = f(x(b), y(b)) - fix(@), y(@))

donde f'es una funcién potencial de F, es decir, F(x,y) = Vf{x,y).

A este enunciado le siguen dos ejercicios resueltos: uno para un campo conservativo sobre
una trayectoria que estd en el plano, y otro, para una trayectoria en el espacio.

Para enunciar el teorema sobre la independencia del camino de las integrales de linea de
campos conservativos, simplemente se dice que si F es un campo conservativo entonces la
integral de linea de este campo es independiente del camino de integracién. Luego, sin
propiciar alguna necesidad que amerite introducir el concepto de region conexa, se emite
una explicacion coloquial y erronea de esta region.

TEOREMA 14.6 INDEPENDENCIA DEL CAMINO Y CAMPOS CONSERVATIVOS

Si F es continuo en una region abierta y conexa, la integral de linea
j F-dr
C
es independiente del camino si y solo si F es conservativo.

En este teorema la condicién de que la region sea abierta y conexa es innecesaria porque si
F es conservativo su dominio cumple con tales requerimientos. Lo que sucede es que nunca
se aborda las condiciones necesarias y suficientes para que un campo sea conservativo, en
tal caso, el conocimiento que se presenta es confuso. En suma, el discurso explicativo se
reduce a dar informacion sesgada y no aporta explicacion significativa (al lector) acerca las
integrales de linea.

Después de estas explicaciones de las integrales de linea de funciones de dos o mas
variables, de campos vectoriales y de formas diferenciales lineales, en otra seccion del
mismo capitulo, presenta el teorema de Green:

TEOREMA 14.8 TEOREMA DE GREEN

Sea una region R del plano simplemente conexa cuyo borde es una curva C suave a trozos
y orientada en sentido antihorario. Si M y N tienen derivadas parciales continuas en una
region abierta que contiene a R, entonces
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En este enunciado se exige que la region (cuyo borde es la curva C) del plano sobre la que
se integra sea simplemente conexa y da ejemplos de regiones simplemente conexas con las
siguientes graficas:

(a) = r(b)

Simplemente conexa No simplemente conexas

Sin embargo, el enunciado del teorema de Green del texto de Pita establece que la
condicién para la region sobre la que se integra de la siguiente manera: Sea S ¢ U una
region compacta con su frontera J5° positivamente orientada. Es decir, la restriccion para
la region es que esta sea compacta lo cual es conceptualmente diferente. Como regiones
compactas presenta las siguientes graficas:

Figura 2. Una regién S en la que el Teorema de Green es vdlido.

Como vemos hay contradiccion entre las regiones que presenta Larson y las que presenta
Claudio Pita como regiones sobre las que es valido el teorema de Green. Es decir, no es
equivalente una region simplemente conexa a una region compacta. Si se quiere evadir el

99



terreno de la topologia es mejor exigir, de manera sencilla, que M y N sean continuas en la
region abierta R que estd limitada por C, como lo hace el texto de James Stewart.

Por otro lado, tanto en el comentario que introduce el teorema como en el mismo enunciado
del teorema no se explicita lo que se estd integrando. Esto se origina porque si se
especificara la naturaleza del integrando, tendrian que establecer el enunciado para campos
vectoriales o para formas diferenciales lineales, pero como en su discurso se omite la
diferencia entre estos dos contextos, es evidente que el enunciado quede incierto en cuanto
al integrando. Razén por la cual el teorema de Green se reduce a un procedimiento
algoritmico para encontrar areas contenidas en curvas simples.

Lo importante de este teorema es que la formula de Green siempre sera igual a cero para
toda diferencial exacta. Es decir, el teorema es importante justo para diferenciales no
exactas. De hecho, este manual propone el calculo de 4reas dentro de curvas cerradas como
sigue:

Un caso interesante ocurre cuando ON/0x - OM/0y = 1, en tal caso tenemos

ON oM
jc Mdx + Ndy = j jR [8x - ayjdA

- s

= drea de la region R

Entre muchas elecciones posibles de M y N que satisfacen la condicion
requerida, la eleccion M = -y/2, N = x/2 produce la siguiente integral de linea
para el area de la region R.

Después de esta explicacion se establece el siguiente teorema:

TEOREMA 14.9 UNA INTEGRAL DE LINEA PARA EL AREA

Si R es una region del plano acotada por una curva simple C, cerrada y suave a trozos,
orientada en sentido antihorario, el area R viene dada por

1
A =5Lxdy—ydx

Como aplicacion de este teorema se resuelve el mismo ejercicio que aparece en los textos
revisados y es el de calcular el 4rea de una elipse. Tanto en el enunciado como en el
gjercicio de aplicacion no se especifica la naturaleza del integrando, es decir, no se
establece que el integrando es una forma diferencial lineal pero que no es exacta.

En otro ejercicio que titulan Cdlculo del trabajo usando el teorema de Green, se calcula el
trabajo realizado por un campo de fuerzas y se obtiene un resultado diferente a cero, pero
llama la atencion que no se especifica que esto significa que el campo de fuerzas no es
conservativo.
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Consideraciones finales

a) Dado el bajo nivel de profundidad con que se aborda la nocidon de integral de linea en
estos manuales, el seguimiento de sus explicaciones no aportaron ningun elemento para
poder ubicar y entender la diferencia fundamental entre la integral de linea de campos
vectoriales conservativos y de campos vectoriales no conservativos.

e La integral de linea de campos conservativos sobre una curva cerrada simple es
igual a 0,

jSCFm:o

e La integral de linea de campos no conservativos sobre una curva cerrada simple es
diferente de 0,

jBCF-dr;tO.

b) En las primeras paginas del texto de Larson et. hay una pequena seccion donde los
autores presentan las caracteristicas de la edicidon que se reviso, en ella dicen:

Esta edicion presenta 3,500 figuras generadas por ordenador, lo que garantiza su realismo,
precision y claridad; este nuevo arte de disefio grafico ayudara al estudiante a visualizar
los conceptos matematicos sin dificultad. Las superficies y soélidos de figuras
tridimensionales complicadas se han creado usando transparencia, perspectiva,
iluminacion y sombras, de forma que adquieran un aspecto lo mas realistaposible.

Sin embargo, para el caso de las integrales de linea, solamente se presentan graficas que
muestran trayectorias y campos vectoriales, pero no se reflexiona acerca del significado
grafico de la integral de linea de funciones de dos variables f{(x,y), como el area bajo la
curva que forman los valores de la funcién siguiendo la trayectoria de la integracion. Como
tampoco se le da interpretacion gréafica a la integral de linea donde f{x,y) = 1:

Joas= [

Para la cual mostramos una interpretacion grafica en el capitulo 5 de este trabajo.

r' (t)Hdt = longitud de arcodela curva C

3.5 Conclusiones acerca del concepto de integral de linea y el teorema
fundamental de las integrales de linea

En el seguimiento del discurso para ubicar obstaculos didacticos se hicieron sefialamientos

puntuales en cada momento que se considerd pertinente, en esta parte del trabajo
presentamos conclusiones generales para los textos analizados.
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a) La presentacion axiomadtica, del texto de R. Courant, ordena los conceptos en una
secuencia estricta que elimina del discurso explicaciones que no le son necesarias para
demostrar las implicaciones de la integral de linea de las diferenciales exactas. Por ejemplo,
para una forma diferencial lineal, después de la parametrizacion de la curva de integracion,
con sustento en la regla de la cadena L, necesariamente se transforma en df(?), expresion
que simboliza dos diferenciales distintas, sin embargo el texto centra sus explicaciones en
demostrar las condiciones necesarias y suficientes para reconocer una diferencial exacta.
Para las formas diferenciales lineales no exactas no existen explicaciones ni ejemplos.

b) La postura epistemologica de R. Courant es muy clara, no recurre a representaciones
graficas porque no las considera un recurso didactico, sino un obstaculo para la
construccion del pensamiento matematico. El autor sostiene que lo grafico no puede ser
demostracioén ni justificacion, con lo cual estamos de acuerdo, pero eso no justifica la
eliminacion de representaciones graficas como un recurso que contribuye a la construccion
de significados de un concepto. Al respecto, R. Duval en su articulo “Semiosis y noesis”
dice:

A través de la historia podemos observar que la formacion del pensamiento matematico es
inseparable del desarrollo de simbolos. Por esta razén, en los textos de matematicas,
ademas del lenguaje natural, se utilizan distintos sistemas de expresion, como son: los
variados sistemas de escritura para los nimeros, las notaciones simbolicas para expresar
relaciones y operaciones, las figuras geométricas, los graficos cartesianos, los diagramas,
las tablas, etc. Esta utilizacion de diferentes representaciones semioticos tienen una
implicacion importante para el desarrollo de actividades cognitivas, porque los distintos
sistemas de simbolos deben evocar en los estudiantes significaciones relativas al concepto
representado. Es crucial entender la inutilidad de los simbolos y sus manipulaciones
cuando no se tiene ningun significado del concepto. Si bien, confundir el concepto
representado con su representante puede constituir un obstaculo para el aprendizaje
porque el estudiante no podrd establecer otros significados relacionados a otras
representaciones, no es la solucion dejar de utilizar distintas representaciones del
concepto, sino propiciar el transito entre estas representaciones lo que favorecera la
actividad cognitiva.

¢) En el manual de R. Courant, el desarrollo de las explicaciones del concepto de integral
de linea de formas diferenciales lineales es minucioso y aborda con profundidad conceptos
que en los textos actuales no estdn presentes. A partir del andlisis de este discurso
explicativo que pudimos identificar y entender matematicamente el significado de una
“diferencial inexacta”, término que se utiliza en los libros de termodindmica, pero que en
los textos de calculo no aparece (vacio explicativo).

d) El manual de Claudio Pita presenta un discurso explicativo que obedece a una vision
constructivista del aprendizaje. Este elemento lo vuelve un texto diferente y con mayores
alcances explicativos. De hecho, este libro fue significativo para esclarecer y especificar los
obstaculos didacticos de los otros textos.

d) De la historia de la matematica se sabe que, en el siglo XVIII las explicaciones y

definiciones de los conceptos del calculo estaban fuertemente impregnados del lenguaje de
la geometria, pero como en el siglo XIX, la revision cada vez mas minuciosa de los
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fundamentos del analisis, reforzada por la difusion de las geometrias no euclideas, lleva a
los geometras a un andlisis critico de los principios y de los fundamentos de la geometria
cléasica, esto a su vez, origind el abandono de explicaciones geométricas en los textos de
calculo de principios del siglo XX. Sin embargo, en los textos actuales (segunda mitad del
siglo XX), debido al avance de los recursos computacionales y a la influencia de las
investigaciones en didactica de las matematicas, podemos constatar la recuperacion del
recurso grafico como una herramienta didactica-intuitiva. Pero en estos textos las graficas
solamente juegan un papel ilustrativo y no un recurso didactico que muestre lo que la
formalidad esconde.

e) En los textos clasificados como actuales, el discurso explicativo de las integrales de
linea esta atomizado y compartamentalizado, de tal suerte que no son textos adecuados para
entender la integral de linea. En el mejor de los casos, el lector se quedara con la idea de
que la integral de linea es un procedimiento algoritmico para calcular quien sabe qué. De
hecho, el seguimiento del discurso de estos textos no aportd elemento alguno para orientar
nuestra busqueda de la diferencial inexacta.

f) En general, los textos revisados presentan ejemplos, teoremas, demostraciones y
definiciones con el objetivo de establecer las condiciones necesarias y suficientes para que
un campo F sea conservativo. En consecuencia el estudiante se quedara con la idea de que
la integral de linea sirve para identificar campos conservativos. Y luego, cuando se
encuentre con el teorema de Green debe descontextualizar este concepto porque este
teorema tiene sentido justo para campos que no son conservativos. Ademas, queda fuera del
discurso la naturaleza matematica de estos campos.
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Capitulo 4.

Mapa conceptual
de la integral de linea
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4. Mapa conceptual de la integral de linea

Los mapas conceptuales, en su sentido méas amplio, son diagramas que indican relaciones
entre conceptos. Especificamente, aquéllos pueden ser vistos como diagramas jerarquicos
cuyo proposito es reflejar la organizacion conceptual de una nociéon compleja por la
cantidad de relaciones que requiere su entendimiento.

La comprension significativa de la nocion de integral de linea depende de la naturaleza del
integrando y de la trayectoria de integracion. Esto es, no podemos generalizar su
significado aunque desde la formalidad el proceso de integracion se defina como la
existencia del limite de las sumas de Riemann. La definicion formal del concepto de
integral definida esconde las diferencias sustanciales entre los significados de las integrales
de linea de:

e funciones de dos o mas variables independientes,
o formas diferenciales lineales, y
e campos vectoriales.

Estas diferencias s6lo se haran explicitas con un acercamiento grafico o en el contexto de
problemas de otras disciplinas. La construccion del conocimiento matematico a través de la
historia nos muestra que la geometria y la fisica jugaron un papel importante en la
generacion de las primeras ideas del calculo. En este sentido, es preciso recuperar las
interpretaciones graficas de los conceptos que fueron abandonadas por la vision formal de
la matematica.

En el proceso de transposicion didactica es inevitable la desincretizacion del saber, esto es,
se produce un registro de conocimientos parciales, cada uno de los cuales se explican como
entes autonomos, fuera de un contexto general. En este sentido, los mapas conceptuales
constituyen una estrategia didactica que revierte este proceso porque establece vinculos
entre conceptos organizandolos de manera jerarquica. Ademas, esta herramienta podria ser
una forma clara de explicitar los alcances y las limitaciones de los contenidos que los textos
abarcan respecto a un conocimiento especifico.

Es importante sefialar que, los mapas conceptuales registran necesariamente los obstaculos
epistemologicos que son intrinsecos al desarrollo del conocimiento mismo, porque al
jerarquizar un conocimiento desde lo general hasta sus particularidades conceptuales se
transita por distintos niveles de abstraccion que implican una evolucion (saltos cualitativos)
en los significados y definiciones formales del mismo. En suma, el objetivo central de estos
mapas es establecer la estructura logica interna de la nocidon que se quiere abordar.

El siguiente mapa que se presenta es el resultado del andlisis minucioso del discurso

explicativo de varios textos, todas las vertientes de la integral de linea que en ¢l se
organizaron no son tratados en un solo manual.
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Capitulo 5.

La integral de linea y
el trabajo en la termodinamica

Uk Kapuo
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5. La diferencial inexacta y el enunciado del primer principio de la
termodinamica

La termodindmica surge como una ciencia experimental, antes del enunciado de la primera
ley de la termodindmica, los experimentos que realiza James Prescott Joule (1842-1867),
establecen la equivalencia entre el trabajo mecénico y el calor. Estos experimentos, son
cruciales para formular la ley de la conservacion de la energia, porque demuestran que la
energia no se gasta o desaparece cuando se realiza trabajo mecanico, sino que se transforma
en calor. A partir de la equivalencia, entre trabajo mecanico y calor, que se prueba
experimentalmente se construye una teoria termodindmica con los recursos del calculo v,
en este caso concreto, es importante el concepto de integral de linea. Sin embargo, las
explicaciones y los términos que se utilizan en la termodindmica son excluidos del discurso
de los textos de célculo. En el caso que nos ocupa, podemos ver dos discursos paralelos
para referirse a los mismos conceptos, por un lado en la termodinédmica hasta la actualidad,
aparecen términos como: “cantidad infinitamente pequefia”, “cambio elemental”,
“diferencial inexacta”, entre muchos otros, pero en los textos de calculo este lenguaje
desaparece. En el texto de R. Courant, en el apartado donde se define analiticamente la
integral, el autor expresa:

[...] no debe tolerarse el misticismo del siglo XVIII de considerar dx como un
“infinitamente pequefio” o “cantidad infinitesimal”, o de considerar la integral
como una “suma de un niimero infinito de cantidades infinitamente pequefias”. Tal
concepcion esta desprovista de significado claro y oscurece lo que anteriormente
se ha formulado con precision.

Esta clara descalificacion del lenguaje inicial del calculo es producto de su formalizacion
con base al concepto de limite, después de este hecho, dentro de la comunidad matematica
se abandonan las primeras ideas de esta disciplina, las cuales en efecto, para problemas
donde la complejidad asi lo requiere no nos serian propicias. Pero, a partir de las
investigaciones en didéactica de las matematicas se sabe que la ensefianza del célculo que
deshecha las primeras ideas de los conceptos que corresponden a las etapas historicas de su
construccion, no logra formar en los estudiantes un pensamiento formal y, en el mejor de
los casos, éstos solo adquieren una habilidad algoritmica. En concreto, el lenguaje formal,
preciso y axiomatico vuelve inaccesible los conceptos para la mayoria de los estudiantes.
Los teoremas y definiciones formales deben pensarse como una meta del aprendizaje de la
matematica pero no el inicio.

Por otro lado, a pesar de que en los manuales de céalculo estas ideas intuitivas han
desaparecido, en los textos de otras disciplinas se conserva como un lenguaje paralelo. Por
ejemplo, en el texto de Fisicoquimica de Ira Levine (1983), como en la mayoria de textos
de esta disciplina, encontramos:

Para un proceso infinitesimal, la ecuacion, AU = g + w, se transforma en:

dU=dqg + dw sistema cerrado
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donde, dU es el cambio infinitesimal en la energia del sistema, en un proceso en que se
cede al sistema una cantidad infinitesimal de calor dg y se realiza sobre ¢l un trabajo
infinitesimal dw.

Incluso, la integral de linea para un proceso ciclico se explica de manera coloquial con las
siguientes expresiones:

El trabajo adiabatico total del ciclo w,q.i. es la suma de los elementos dw para cada una de
las partes infinitesimales del ciclo, y esta suma es la integral de linea alrededor del ciclo.

Como se percibe con claridad, en estas explicaciones se utiliza una terminologia que en el
lenguaje actual de los matematicos ha desaparecido. Los cambios que se han producido en
los conceptos del calculo las otras disciplinas no los han asimilado porque evidentemente
para los problemas que resuelven no les es necesario. Este hecho paradojico tiene serias
repercusiones en los estudiantes porque dificulta la integracion de los conceptos del calculo
a la construccion de los conceptos basicos de la termodindmica cldsica. Ademas, es una de
las causas por las que el estudiante aprende calculo y termodindmica como dos disciplinas
ajenas. En resumen, en muchas disciplinas usuarias de las matematicas, las primeras ideas y
términos del céalculo sobreviven a su formalizacion. Si se eliminara la terminologia
matematica “intuitiva” de las explicaciones termodinamicas, éstas se volverian inaccesibles
para un estudiante de quimica.

En suma, en el contexto de la matematica misma y en el contexto de las ciencias aplicadas,
existe un discurso paralelo del calculo que dificulta:

e El aprendizaje del calculo

e El aprendizaje de la disciplina de aplicacion

e La integracion de los conceptos del calculo a la resolucion de problemas de otras
disciplinas.

5.1 La diferencial inexacta y el primer principio de la termodinamica

En los textos de fisicoquimica, en el enunciado de la primera ley de la termodindmica, se
utiliza el término de diferencial inexacta para representar una “pequefia cantidad de
trabajo” realizado por un sistema o una “pequefia cantidad de calor” que recibe el sistema;
el simbolo con el que se representa varia de acuerdo al autor del texto. En la revision de
algunos manuales se encontraron los siguientes: df(z) en el texto ruso de A. 1. Gerasimov, et
al (1970) , df( t)en el texto de G. Castellan (1998), df(¢) en el texto de L. Garcia-Colin

(1976). Sin embargo, como se puede ver en el analisis del discurso explicativo de los textos
(capitulo 3), el nombre de diferencial inexacta y, en consecuencia, su simbolo no aparecen
en los textos de célculo.

Expondremos algunos enunciados de los manuales de termodindmica para visualizar el

contexto en el cual se utiliza el término de “diferencial inexacta”, el cual no existe en el
discurso matemdtico escolar del calculo. En el libro Fisicoquimica de Castellan, que es
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ampliamente utilizado en las licenciaturas de quimica, se explica este término de manera
coloquial pero matematicamente confuso, textualmente dice:

El trabajo total producido en una expansion de V; a V, es la integral
2 v,
w=[dw=[Pav.

Una vez conocido P,, como una funcion del volumen, la evaluacion de la integral sigue
los métodos corrientes.

Obsérvese que la integracion de la diferencial d W no se realiza con los métodos

ordinarios. La integral de una diferencial ordinaria dx entre limites proporciona una
diferencia finita, Ax,

X2
.[ dx =x, —x, = Ax,
X

pero la integral de dW es la suma de pequefias cantidades de trabajo producidas a lo
largo de cada elemento de la trayectoria,

de:W,

donde W es la cantidad total de trabajo producido. Esto explica por qué empleamos o en
vez de d como es costumbre. La diferencial d W es una diferencial inexacta, dx es una
diferencial exacta.

En el calculo de funciones de una variable independiente no tiene sentido hablar de
diferencial exacta, como vimos en el capitulo anterior este es un concepto que tiene sentido
para funciones de varias variables. Entendemos que el alcance de estos libros no posibilitan
explicaciones matematicas de profundidad, sin embargo, pensamos que sus autores carecen
de una explicacion matematica acertada de este hecho, en consecuencia, repiten un discurso
mutilado y confuso producto del proceso de transposicion didactica.

Lo que realmente se desea explicar en la cita anterior es que, el trabajo no es la funcion
potencial de un campo de fuerzas. En el contexto de la fisica, la funcién potencial de un
campo de fuerzas es la energia potencial, es decir, en la expresion:

fCp) = fG) = [ Fode=W,,.

la funcién f{x, ) no es el trabajo, sino la energia potencial, pero a la diferencia de valores
de esta energia se le llama trabajo. Bajo esta observacion d W no significa la diferencial de

la funcion trabajo, sino una “pequefia cantidad” de trabajo realizado que en valor —pero no
conceptualmente- es igual al cambio de la energia interna del sistema.
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En termodinamica un sistema cerrado (que no intercambia masa), se caracteriza por la
energia interna del sistema U(7, V) que depende de la temperatura y el volumen, si se
produce un cambio de la energia interna AU significa que el sistema cedi6 o recibid
energia. El intercambio de energia del sistema con el exterior es en forma de calor y
trabajo.

Esta pequena aclaracion es necesaria para seguir analizando este manual. En otro apartado,
antes del enunciado del primer principio de la termodinamica se explica:

El trabajo producido en una transformacion ciclica es la suma de las pequeiias cantidades
de trabajo AW producidas en cada etapa del ciclo. De forma analoga, el calor transferido
desde el entorno en una transformacion ciclica es la suma de las pequefias cantidades de
calor }{Q , transferidas en cada etapa del ciclo. Estas sumas se simbolizan mediante las

integrales ciclicas de AW y }Z{Q :

Wi = Sf)dW, Qi = CJ'W{Q

En general, W.. y Q. no son cero, una de las caracteristicas de las funciones de
trayectoria.

En estas lineas se dice que las integrales ciclicas de AW y de AQ en general no son cero,
pero no se explica por qué. Ademas se habla de funciones de trayectoria, término no
reconocido en los textos de célculo. Estos dos vacios conceptuales los explicaremos a la luz
del concepto de integral de linea.

Primero, lo que omiten estos textos es que el simbolo AW se utiliza para representar la
expresion: F.dr en el contexto del calculo vectorial. En tal caso, la expresion “en general
no son cero” significa que solo en el caso en que el trabajo se realice por un campo de
fuerzas conservativo seran igual a cero, pero para los casos en que el campo de fuerzas no
sea conservativo la integral de linea de este campo sera diferente de cero.

En este trabajo de investigacién, producto del estudio de la integral de linea, se pudo
reconstruir la explicacion que en los manuales de termodindmica estan ausentes:

e Cuando el trabajo es realizado por un campo de fuerzas conservativo se tiene que la
integral ciclica es igual a cero:

§F-dr=§dW=o

¢ En la termodinamica que es una ciencia experimental, un proceso de trabajo real (no
ideal) participan fuerzas no conservativas (la friccion), en este caso la integral
ciclica no es igual a cero.

§F.dr:§dW¢0

Por otro lado, el término “funcién de trayectoria” tiene un significado crucial. Resulta que
si un sistema cerrado realiza trabajo mecénico real (por tanto es inevitable la friccion), se
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producird una disminucion de la energia interna del sistema, pero esta energia no se
desaparece o se “gasta”, sino que se transforma en calor y su valor es equivalente al trabajo
que se realizo. En otras palabras, la friccion transformara la energia en calor y su valor
dependera de la trayectoria del desplazamiento.

Matematicamente para reflexion anterior se encontr6 la explicacion a partir del analisis del
texto de Courant. Recordemos parte de las explicaciones de la integral de linea:

La razén por la que tiene sentido considerar una forma diferencial L, incluso cuando no
es una diferencial exacta, es que, a lo largo de cualquier curva C dada paramétricamente
en la forma

x=@t), y=y(@), z=x0@),

L se transforma en la diferencial

L= A@+B@+C£ dt (5
dt dt dt

de una funcién de una sola variable. Esta funcion, es simplemente la dada por la integral
indefinida

J.L = I(Adx+de+Cdedt. (6)
dt dt dt

De estas explicaciones se entiende que existe la integral indefinida f(f) de formas
diferenciales L atin cuando éstas no sean exactas, pero esta funcion tiene dos significados
totalmente distintos:

e La integral indefinida f{f) de un campo de fuerzas conservativo es la funcion
potencial de este campo es decir: V/=F.

e La integral indefinida f£{#) de un campo de fuerzas no conservativo es una funcion
cuya naturaleza no se especifica en los textos de calculo pero en la termodinamica
se llama “funcion de trayectoria”.

Ademas de lo sefnalado, en la fisicoquimica tienen distinto significado el concepto energia
y los conceptos de trabajo y calor. Si bien, es permitido decir que el trabajo y el calor son
formas de energia, esto no es exacto. El trabajo y el calor, a diferencia de la energia interna
de un sistema, son procesos y no estados; en tal sentido, no es correcto decir que un sistema
contiene trabajo, sino que realiza trabajo; como tampoco se puede hablar del contenido de
calor de un sistema, el calor también es un proceso de intercambio de energia (Bravo, A. S.,
1997). En otras palabras un sistema contiene energia interna U pero no contiene trabajo ni
calor. Bajo esta perspectiva, en esta disciplina el darea bajo la curva de la funcion que se
integra es el trabajo, pero la funcion primitiva es la energia. En términos matematicos,
tenemos que a partir del teorema fundamental del calculo se establece:
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Si fix) es una funcién continua en el intervalo [a,b], y F(x) es la primitiva de esta funcion,
entonces:

j” f(x)dx = F(b)—F(a)=AF(x), (1)  donde F'(x) = fx).

Como se expuso en el capitulo anterior, la interpretacion grafica de la expresion (1) es la
siguiente:

A

F(x)
EnergiaF (b)
Sx)
EnergiaF| (Cl 1} |
- i Trabajo
" a I
AF(x) — diferencia de estados area bajo la curva- proceso

En el célculo, el area bajo la curva de f(x) es lo mismo que AF(x), pero en la termodinamica
el area bajo la curva f{x), representa el trabajo (un proceso), pero la diferencia de valores de
F(x) representa el cambio de energia (cambio de estado). Por ello, por ejemplo, en el texto
Termodinamica Quimica de M. X. Rarapetianz (1975, pp.35-36), se dice que para un
proceso isobdarico (a presion constante), la integral para calcular el trabajo esta dada por:

W=[ Pav=PW,-V,)=PV, - PV,

donde el producto P(V; —V7) es el trabajo realizado por el sistema, pero el producto de PV,
y PV, son la energia interna del sistema en los estados 1 y 2. Esto quiere decir que la
primitiva de la funcion presion P es la funcion energia interna U. Como ya lo sefialamos, en
la fisica la funcion potencial del campo gravitacional es la energia potencial.

Ahora analizaremos el discurso del texto Introduccion a la termodindmica clasica de
Leopoldo Garcia-Colin Scherer (1976), este autor antes de explicar la diferencial inexacta,
establece lo siguiente:

La condicion necesaria y suficiente para que una forma diferencial sea exacta es que la
integral de linea a lo largo de una curva en la region donde esta definida, sea
independiente de la eleccion particular de dicha curva:

M(X,Y) = (S)Z(J N(X;Y) = (SQ .
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Como M y N son, por hipétesis, funciones continuas

M _ oz _oN
oY o0XoY oX

y la ecuacién (4.20) es una condicion necesaria y suficiente' para que una forma
diferencial de dos variables del tipo (4.19), sea exacta. Si dZ es exacta decimos que Z es
una funcién de punto,[...]

Después de esta explicacion, el texto nos recomienda que se revise el segundo volumen del
texto de Courant, a la letra dice: “La suficiencia, en este caso, no es trivial de obtener, por
ejemplo, ver R. Courant, Differential and Integral Calculus, Vol. I1”. Es cierto que el texto
de Courant trata con minuciosidad el asunto de la suficiencia de la igualdad de las
derivadas parciales pero esto no esclarece lo que se pretende, que es entender el significado
de la diferencial inexacta.

A partir de la condicion que establece para una diferencial exacta enuncia un lema cuyo
objetivo es demostrar que la diferencial del trabajo & W es inexacta.

LEMA. El trabajo ejecutado o absorbido por un sistema dado no es una diferencial exacta.

En efecto, consideremos un par de coordenadas conjugadas cualesquiera Xy Yy
seleccionemos arbitrariamente dos estados (Xi, Y1) v (Xz, Y2). Calculemos el trabajo

necesario para llevar al sistema de 1 a 2 por tres trayectorias distintas I, II y III (véase la
fig. 4.3).

X
4 Fig. 4.3

v

Entonces

W, = J;1) X dY =X,(Y, —Y,) +cero = area bajo la curva 1-3

w,=[ Xdy-=

r)

Y. —Y X. — X
( 2 1 )(2 2 1 ) X’l ()72 Yl )
=area A 123 area bajO 1-3

Wy = J'(IH) XdY = X, (Yz - Y1) =area bajo la curva 4-2
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Claramente
Wi = Wy = Wi

Luego dW es inexacta.

A toda diferencial inexacta de una funcion la denotaremos pord’ o ¢ .

Este procedimiento demuestra que la diferencial del trabajo es inexacta, pero no elucida
que pueden darse dos casos distintos:

a) En el procedimiento de célculo del trabajo se estd considerando el campo de
fuerzas F(x,y) = (0, x), y tres trayectorias distintas (que tienen el mismo punto inicial
y final) sobre el plano x,y. En este caso se calcula la integral de linea de la forma
diferencial lineal:

L= M dx + N dy, donde el coeficiente M = 0, y en coeficiente N = x,

en este caso obtenemos la integral de linea IC xdy , la cual evidentemente dependera

de la trayectoria sobre la que se integra porque la forma diferencial lineal L no es
exacta.

b) Pero si se toma un campo de fuerzas dado por F(x, y) = (y, x), sobre estas mismas
trayectorias, tendriamos la integral de la forma diferencial lineal:

L =y dx + x dy, esta es una forma lineal diferencial lineal exacta, en tal caso la
integral de linea: IC ydx + xdy, serd independiente de la trayectoria.

El discurso matematico de los manuales de fisicoquimica presenta vacios explicativos que
en los textos de matematicas dificilmente podremos elucidar porque en ellos no existen
explicaciones de la diferencial inexacta, s6lo se encontrard definida con precision la
diferencial exacta.

En resumen, si nos referimos al concepto especifico de trabajo, se presentan dos
situaciones distintas en funcion de la naturaleza del campo de fuerzas: a) para el calculo del
trabajo realizado por un campo vectorial conservativo, la integral de linea es independiente
de la trayectoria y, b) cuando el campo vectorial no es conservativo, la integral de linea
depende de la trayectoria de integracion. En estos dos casos el integrando necesariamente
es la expresion analitica de un campo vectorial y, si nos ubicamos fuera del célculo
vectorial, entonces el integrando es una forma diferencial lineal.

5.2 Enunciados de la primera ley de la termodinamica.

Lo fundamental del primer principio de la termodindmica es que la energia se conserva,
esto se traduce en que si hay una disminuciéon en la energia interna del sistema
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(termodinamico) no significa que ésta se gasta al realizar trabajo, sino que se transforma en
calor porque el trabajo real es imposible sin friccion. La matematizacion de este hecho es
mucho mas compleja que las explicaciones fisicoquimicas, razéon por la cual éstas son
confusas.

El enunciado de la primera ley de la termodindmica en el manual de Castellan aparece
como sigue:

Si un sistema se somete a cualquier transformacion ciclica, el trabajo producido en el
entorno es igual al calor que fluye desde el entorno. En términos matematicos, la primera
ley establece que:

§dW = §dQ (para todos los ciclos). (7.8)

Reordenando la ecuacion (7.8) es cierta, entonces el teorema matematico exige que el
integrando sea la diferencial de alguna propiedad de estado del sistema. Esta propiedad
del estado se denomina energia, U, del sistema y la diferencial es dU, definida por:

dU = dQ — dW ;
tenemos entonces

§ dU =0 (para todos los ciclos).

Este enunciado significa que cuando un sistema cerrado realiza trabajo (sobre sus
alrededores) en un proceso ciclico, éste sera a expensas de la energia externa que recibe de
sus alrededores en forma de calor. Es decir no existen motores que produzcan trabajo sin
“gasto” de energia. En la termodinamica, teéricamente, un proceso ciclico adiabatico es

imposible. Es decir, un proceso adiabatico donde: §dU = § dW =0 es imposible, incluso

en situaciones ideales. Esto significa que no existen motores que produzcan un trabajo neto
sobre sus alrededores sin consumo de energia.

Vale la pena reproducir un apartado que el texto titula “Interludio matematico: diferenciales
exactas e inexactas”

2

Una diferencial exacta se integra hasta una diferencia finita, L dU =U, -U,, que es

independiente de la trayectoria de integracion. La integracion de una diferencial inexacta
2

da como resultado una cantidad total, L dQ = Q, que depende de la trayectoria de

integracion. La integral ciclica de una diferencial inexacta es, por lo general, diferente de
cero.

Obsérvese que el simbolismo AQ y AW no tiene significado. Si AW significara algo,
este significado seria W, — Wy; pero el sistema, ya sea en el estado inicial o en el final, no
tiene ningln trabajo W, o W,, ni ningln calor O; o O,. El trabajo y el calor aparecen
durante un cambio de estado. No son propiedades de estado, sino de la trayectoria.

116



Este interludio matematico es realmente una justificacion fisicoquimica de los recursos
matematicos que no estan presentes en los textos de calculo.

En el texto de Garcia-Colin el enunciado se formula de otra manera:

Si el estado de un sistema adiabatico se cambia mediante transferencia de trabajo con
sus alrededores, la cantidad de trabajo requerida depende solamente de los estados final
e inicial y no del dispositivo que produzca el trabajo, ni de los estados intermedios por los
cuales pasa el sistema.

Como una consecuencia inmediata de esta ley podemos establecer una definicion
operacional de la llamada energia interna del sistema que denotaremos por U. En efecto, si
dW, representa el trabajo adiabatico transferido al (o por el) sistema en una porcion
infinitesimal del proceso, entonces, la integral

A
[aw,

i

no depende de la trayectoria y, por lo tanto, es funcion solamente de los estados inicial i y
final f. Definimos una funciéon U tal que U; — U; sea numéricamente igual al trabajo
adiabatico total transferido entre el sistema y sus alrededores. Entonces

U,~U,=[dW,=W,.

a

El autor explica que en un proceso adiabatico el sistema realiza trabajo sobre sus
alrededores a expensas de su energia interna pero no hace explicito de que en este caso el
valor del trabajo serd independiente de la trayectoria de integracion y que la funcion
potencial es la energia interna.

Hay una ruptura en la secuencia logica del discurso, primero, se expone una “demostracion
matematica” de que la diferencial del trabajo es una diferencial inexacta porque depende de
la trayectoria de integracion, y luego, en el enunciado de la primera ley (que presenta) el
trabajo es independiente de la trayectoria de integracion.

Ademas, para un proceso ciclico en un sistema cerrado el trabajo adiabatico estara dado
por:

fav =faw, <o,

lo que significa que el trabajo realizado serd independiente de la trayectoria. De la
experiencia se sabe que un sistema adiabatico (aislado térmicamente) no puede realizar
trabajo neto en un proceso ciclico sin consumo de energia. Es decir, no existen maquinas
que puedan crear energia.
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L  En el texto de Ira Levine, encontramos una formulacion alternativa de la primera ley
que pertenece al matematico Constantino Carathéodory

En un sistema cerrado, el trabajo w,q (1-2) es el mismo para todas las trayectorias
adiabaticas entre los estados 1 y 2.

En este enunciado, que fue formulado en 1909, ya no encontramos simbolos ni alusiones a
la diferencial del trabajo y del calor, pensamos que esto se debe a la formacion matematica
de Constantino Carathéodory. Desde la formalizacion del céalculo los matematicos
desecharon de su vocabulario términos como: “cantidad infinitesimal de trabajo”,
“diferencial inexacta”. Sin embargo, Levine, a pesar de presentar este enunciado dice:

Esta forma de expresar la primera ley no aportara nada esencialmente nuevo para
nosotros, pero mejora los fundamentos logicos de la termodinamica y, por tanto, se
presenta en esta seccion (que puede verse por encima)

En efecto, este enunciado no aporta informacion pero elimina de su enunciado términos que
no son validos dentro de la comunidad matematica. Tal como lo expresa el autor, el manual
abandona este enunciado y regresa a la clasica expresion matematica de este principio
termodinamico (dU =dq+dw) para seguir con su discurso. Ademas, ya habia una

explicita aclaracion que decia: el calor q y el trabajo w dependen del camino seguido para
ir del estado 1 al 2.

Estas rupturas en la secuencia légica de las explicaciones de los textos no es trivial ni
sencilla. Lo que sucede es que las disciplinas usuarias del calculo construyeron
explicaciones y expresiones matematicas con las primeras ideas del calculo, la
reestructuracion de este discurso seria innecesario porque no modificaria los resultados de
esta ciencia experimental, lo Ginico que obtendriamos es un discurso formal incomprensible.

5.3 Conclusiones finales

a) Como hemos mostrado en esta parte del trabajo, el discurso matematico de los manuales
de fisicoquimica es sustancialmente distinto al discurso formal del calculo. Las primeras
ideas del célculo como: “cambio infinitesimal”, “pequefas cantidades”, “sumas de
elementos d”’, han desaparecido del discurso matematico formal.

b) Existe una dificultad real para simbolizar una cantidad de trabajo o de calor, porque en
fisicoquimica el trabajo y el calor son procesos de intercambio de energia interna del
sistema con sus alrededores y no estados energéticos. Es decir, no se puede representar por
una funcion al trabajo ni al calor.

De la fisica se sabe que el trabajo es fuerza por distancia, si se tiene que la variacion de la

magnitud de la fuerza estd dada por f(x), entonces el trabajo realizado para un
desplazamiento de un punto a a otro b se calcula con la integral:
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I: f(x)dx = F(b)— F(a) =W (trabajo), donde F’(x) = f(x).

Pero en esta expresion F(x) no representa a la funcidn trabajo, sino a la funcidon energia
potencial. En otras palabras, el valor de la diferencia de la energia potencial es igual al
trabajo realizado.

En termodinamica si se tiene una expansion, es decir el volumen del sistema cambia de V;
a V,, entonces el trabajo sera:

I:z PresiondV =U(V,)-U(V,) = Trabajo,

Es decir, matematicamente, la primitiva de la funcion presion no es la funcion trabajo, sino
la energia interna del sistema, es decir, U’(V) = Presion.

¢) En el contexto del calculo vectorial las cosas tienen mayor complejidad. Si tenemos un
campo F, con funciones coordenadas de clase C', entonces para calcular el trabajo
realizado sobre una trayectoria A, resolvemos la integral de linea de F y tendremos dos
casos:

. W= J;ZF -dh = Lz grad fdt = AU , la integral indefinida f{¢) es la funcion potencial de

F. En termodindmica a esta funcion f{¢) se le llama funcion de estado.

. W= Jl F-d = f df (t) = AU , la integral indefinida f{¥) no es la funcion potencial de F.

En termodindmica a esta funcion f{¢) se la llama funcién de trayectoria.

Como se ha sefialado repetidas veces, esta dualidad de la funcion f{¢) no estd explicada en
los textos de calculo.

d) Muchos docentes justifican la dificultad del aprendizaje de la termodinamica en que los
estudiantes no saben calculo, argumento que expone Ira Levine en el prélogo de su manual:

Aunque el tratamiento es profundo, las matematicas se han mantenido a un nivel
razonable, procurando evitar desarrollos de matematica superior, a los cuales el estudiante
no esta acostumbrado.

Por haber comprobado que muchos estudiantes que tratan de aprender fisicoquimica
“chocan” con las matematicas, he incluido algunos resimenes breves de aquellos aspectos
del célculo importantes en fisicoquimica. Aunque podria objetarse que los estudiantes
debieran conocer estas cosas antes de empezar a estudiar la fisicoquimica, lo cierto es que
muchos de ellos han hecho poco uso del célculo en cursos anteriores y, por tanto, han
olvidado la mayoria del calculo que aprendieron.

Estos argumentos no tienen ningln sustento desde la cognicion, porque ni los profesores ni

los autores de textos de fisicoquimica tienen claridad sobre la dificultad de representar el
concepto de trabajo y de calor y mucho menos en sus explicaciones de la integral de linea.
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Ademas, el concepto “diferencial inexacta” que con trivialidad explican no existe en los
textos de calculo.

e) En general, los libros de céalculo han eliminado de sus explicaciones las formas
diferenciales que no son exactas (diferenciales inexactas en termodinamica), a pesar de que
en el contexto del enunciado del principio de la conservacion de la energia tienen una
validez conceptual para diferenciar el trabajo y el calor (funciones de trayectoria) de la
energia interna (funcion de estado) de un sistema. Este hecho es el resultado de la
transposicion didactica que sufre la nocion de integral de linea cuando es llevado a las
paginas de los manuales de calculo, efecto que obstaculiza la comprension matematica de
este concepto. Asimismo, los vacios explicativos de los manuales de célculo se convierten
en obstaculos cognitivos para los estudiantes de fisicoquimica porque no encontraran los
términos diferencial inexacta 'y funcion de trayectoria ni sus explicaciones matematicas. En
suma, existe un lenguaje matematico en la matematica sustancialmente distinto al lenguaje
matematico de los textos de fisicoquimica.
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Capitulo 6.

Propuesta grafica para
la integral de linea

121



6. Propuesta grafica para el concepto de integral de linea

En el andlisis de los textos se encontraron situaciones, que a nuestro juicio, se pueden
esclarecer desde una perspectiva grafica. Estamos concientes de que tal acercamiento no
puede generalizarse para significar la integral de linea de funciones de mas de dos variables
independientes, pero resuelve algunas preguntas y establece relaciones entre las distintas
integrales de linea que se abordan en los textos. Es necesario establecer relaciones entre:

e Integrales de linea de funciones de dos variables:

[ fCoyyds, [, fxyydx, [ f(xp)dy
e Integral de linea de una diferencial exacta: Icé

e Integral de linea de una forma diferencial lineal no exacta: IC];

La presentacion de las representaciones graficas desarrolladas para explicar los conceptos
relacionados con la integral de linea, se realiza bajo la forma de preguntas y respuestas,
porque esta forma de exposicidon nos permite responder preguntas centrales que en los
textos revisados no se explican con claridad. Las explicaciones graficas que se presentan
son solo para funciones de dos variables independientes.

6.1 Integrales de linea de funciones de dos variables:

L*f (x,y)ds ,L*f (x,y)dx, L* f(x,y)dy

;Qué significa jc F(x,y)ds?

Si se tiene una funcion f{x, y) continua en una region conexa R que contiene la curva simple
orientada C*, la integral de linea sobre la trayectoria C significa: el area bajo la curva que
forman los valores de la funcion f{x, y) siguiendo la trayectoria de integracion desde el
punto A hasta el punto B.
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e Las integrales de linea de diferenciales exactas o de campos vectoriales que son el
gradiente de una funcién potencial f(x, y, z), no dependen de la trayectoria de
integracion.

e Las integrales de linea de diferenciales que no son exactas o de campos vectoriales
que no son el gradiente de una funcidén potencial f{x, y, z), dependen de la
trayectoria de integracion.

En suma, los textos de esta categoria no presentan ninguna ventaja didactica para explicar
la integral de linea, porque en el contexto del andlisis vectorial, los recursos del calculo de
funciones de varias variables que son fundamentales, quedan fuera de este contexto.

Ademas de lo sefialado, cabe destacar que siendo abundante el recurso grafico en estos
textos (por ejemplo, en el texto de E. Larson, et al, los autores declaran que la edicién que
revisamos contiene 3,500 graficas generadas por ordenador) no encontramos ninguna
grafica que pudiera aportar claridad a las explicaciones o algin significado importante al
concepto que nos ocupa.

En general, los textos actuales, con el afan de ser graficos, aplicativos y precisos, terminan
por no explicar a profundidad la integral de linea. Si bien, las definiciones y teoremas se
enuncian de manera formal, las explicaciones y ejemplos no cubren las preguntas centrales
de este concepto. El objetivo de estos textos: presentar un discurso intuitivo (grafico) y
preciso (formal), se traduce en un discurso hibrido que abandona lo axiomatico, que es
central en la precision de las definiciones, y utiliza lo grafico como un recurso de
ilustracion, es decir, las graficas se limitan a mostrar, en la mayoria de los casos,
trayectorias y campos vectoriales, pero no una interpretacion grafica de la integral linea
como area bajo la curva.

Si bien se pudiera argumentar que se obvia una interpretacion grafica de la integral de linea
porque el significado grafico de la integral definida como el area bajo la curva limita el
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entendimiento de la integracion de funciones generales, en estos textos, tanto en el calculo
de la integral de linea como en el célculo de integrales definidas de funciones de una
variable independiente, los ejercicios y problemas que se resuelven se limitan a calcular
integrales de funciones diferenciables y se calcula la integral definida con ayuda del
Teorema Fundamental del Calculo; justamente, la integral definida de este tipo de
funciones no representa dificultad alguna para ser interpretada como el area bajo la curva.

JPor qué para f(X, y) =1 la integral de linea calcula la longitud de curva?

L*f(x, v)ds = longitud dela curva C *

La propuesta grafica para significar el hecho de que si f{ix, y) = 1 la integral de linea calcula
la longitud de curva, es la siguiente:

J-C* f(x,y)ds = longitud dela curva C *
4

«V

La integral de linea que calcula la longitud de la curva C*, en términos graficos, esta
calculando el area de la pared del cilindro que tiene como base la circunferencia unitaria
C*, y cuya altura estd dada por la funciéon f(x, y) = 1, en consecuencia, el area lateral es
igual en valor a la longitud de la circunferencia dada.

JPor qué se parametriza la curva sobre la que se integra?

La parametrizacion no modifica el proceso de integracion, solo que lo simplifica y, ademas,
es posible representar una curva cerrada como funcion de una sola variable. En suma, es un
proceso algoritmico que facilita el calculo y la explicacion de la integral de linea. Por
ejemplo, si se quiere calcular la integral de linea de la funcion f{x, y) = y’+ 2 sobre el
circulo unitario: x° + 17 = 1, si se parametriza este circulo como:
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X(t) = cos t, V() =sent 0<t<2rx
dx =-sentdt, dy=costdt,

entonces podemos calcular la integral de la siguiente manera:

L* (y* +2)ds = j:” (sen’t +2)[[(cost)' > +[(sent) ] dt

= IOZE (sen’t+2)dt=5nx

<V

Nuevamente, podemos observar graficamente que se esta calculando el area lateral del
cilindro que tiene una base limitada por la circunferencia: x° + y° = I, en el plano x y, y
cuya altura estd dada por los valores que toma la funcién, flx, y) = y*+2, siguiendo la
trayectoria de integracion. La posibilidad de significar la integral de linea con este recurso
grafico posibilita vincular el concepto de integral de linea de funciones de dos variables
independientes con la integral de linea de formas diferenciales lineales, vinculo que esta
ausente en los textos revisados.

. Qué significado tienen las integrales L* f(x,y)dx o L* f(x,y)dy?

A diferencia de la expresion J.C* f(x,y)ds, las integrales J.C* f(x,y)dx, J.C* f(x,y)dy,

graficamente, significan el area resultante de la proyeccion, de la integracion de flx, y)
sobre C*, en el plano z x para el primer caso y en el plano z y para el segundo.
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Graficaremos la integral jc*xds y la integral L*xdy sobre la circunferencia x° + y” =1.

Algoritmicamente, conviene parametrizar la curva de integracion de la siguiente manera

x=cost y=sent, dc=-sent, dy=cost, 0<t<2n

2r 2
_[C*xds = jo cost+[[(cost) | +[(sent)'] dt Ic*xdy = jo (cost)(cost)dt
:[Sent]éﬂ =0 =[%t+%sen2t](2)” =7
Planozy
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Estas graficas son una posibilidad de vincular las siguientes integrales de linea

Integral de linea de una Integral de linea de una
funcion f(x, y), siguiendo una funcion f(x, y) respecto a la
trayectoria de integracion variacion de y.

dada por la curva C*,

[/ dy

[ /G y)ds

Como podemos observar en la grafica, la integral IC*XdS es igual a 0, porque el area lateral

amarilla queda encima del plano x y (se considera positiva) y, el area lateral verde queda
por debajo de este plano (se considera negativa), ademas, estas dos areas son iguales.
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La integral de linea L*xdy , graficamente, es la proyeccion del proceso de integracion

J-C*de sobre el plano z y. Es igual a &, porque el area verde siendo negativa se vuelve

positiva porque la integracion va de 1 a —1 (en contra de las manecillas del reloj).

Ahora graficamos la integral J.C* yds y la integral IC* ydx sobre la misma circunferencia

del caso anterior.

x=cost y=sent, dxc=-sent, dy=cost, 0<t<2r

27 2z
IC* yds = L sent \/ [(cost)' ] +[(sent)']” dt L* ydx = L (sent)(—sent)dt
=[-cost]y" =-1+1=0 =-[1t—Lsen2t)" =-x
Plano z X

Toda el area proyectada, en este caso, se representa como negativa, porque el area verde
que deberia representarse positiva, es negativa porque la integracion va de 1 a —1 (en la
direccion de las manecillas del reloj).

Estas graficas vinculan las integrales de linea de funciones, f(x, y), con la integral de linea
de formas diferenciales lineales.

Las integrales de linea de Integral de linea de la
las funciones f{x, y) =y, forma diferencial lineal
fix, y) =x. L=ydx+xdy.
Ic*ydx, L*xdy J.C*yderxdy
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Como podemos ver, tanto en el calculo algoritmico como en la interpretacion grafica los
resultados de las integrales de linea de las funciones fix, y) = x y flx, y) = y, son:

jc*xdy =, JC* ydx =—m , en consecuencia, la integral de linea de esta forma diferencial

lineal (L = ydx + xdy) sobre una curva cerrada simple es igual a cero,

_[C*ydx+xdy:0.

6.2 Integrales de linea de formas diferenciales lineales: L = A dx + Bdy

Forma diferencial lineal:

L=Adx+Bdy

Diferencial total de una
funcioén f(x, y)

\ 4

Los coeficientes A, B son las
derivadas parciales de f(x, )

L) g TGy
ox

\ 4

Esta forma diferencial lineal
L, alo largo de una curva C
dada paramétricamente por:

x=@t) y y=wd)

se transforma en la
diferencial df{(¢), donde df(t)
es la diferencial total de
una funcién f(x, y). Por
ejemplo:

L = ydx + xdy

No es una diferencial total
de una funcioén f(x, y).

A 4

Los coeficientes A, B de L
no son las derivadas
parciales de una funcion
apropiada f(x, y).

A\ 4

Esta forma diferencial lineal
L, alo largo de una curva C
dada paramétricamente por:

x=¢t) y y=w)

se transforma en la
diferencial df{(¢), donde df(¥)
no es la diferencial total de
una funcioén f(x, y). Por
ejemplo:

L =—ydx + xdy

128



.Si se tiene una forma diferencial lineal L, como reconocer si es una diferencial total?
La forma diferencial lineal

L = Adx+ Bdy,

es la diferencial total de una funcion flx, y), si los coeficientes 4, B tienen primeras
derivadas continuas en una region simplemente conexa R y satisfacen la condicion:

o4 _os
oy Ox

En tal caso, L se puede expresar como

L=df(x.y) = o x,y) 4 ) dy
ox oy
En tal caso, la forma diferencial lineal L se llama exacta.

JPor qué la integral de linea de una forma diferencial lineal exacta es independiente
de la trayectoria?

La integral de linea de una diferencial total, IC df (x,y) , calcula el valor de Af(x, y) , es

decir, la diferencia entre el valor de la funcion f{x, y) en el punto final menos el valor de la
funcion en el punto inicial de la trayectoria C*.

Si una forma diferencial lineal, L = 4 dx + B dy , es la diferencial total de una funcion,
quiere decir que existe una funcion potencial f{x, y); en tal caso, la integral de linea de esta
diferencial total, d f{x, ), es igual a la diferencia de los valores de f(x, y) en los puntos
inicial y final de la trayectoria de integracion. Esto es, se obtiene el mismo valor para

Ic*df (x,y), para todas las curvas C* que se encuentren en el dominio de f{x, y) y tengan el

mismo punto inicial P; y el mismo punto final P;. Esto se puede escribir como
[L.dr ey =1(P)-f(P),

donde, P; y Py son los puntos inicial y final de la trayectoria de integracion C*.

La siguiente interpretacion grafica nos muestra el resultado de la integral de linea de la
diferencial total d f(x, y). En la grafica de la funcion f{x, y) se representa A f{x, y) para las
trayectorias C;, C, que tienen el mismo punto inicial y final y, para la trayectoria cerrada
C;. En suma, la grafica representa el resultado de la integral de linea de la diferencial total
df(x, y) sobre las trayectorias C;, C5, C;.
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Como podemos ver en la grafica:

1. Las integrales de linea de la
diferencial total de la funcion
fx, »), sobre las trayectorias
simples C; y C, tendran el mismo
valor

J.Cu df(x> y) = J.Cz df(x,y) = Af(x,y)

2. La integral de linea de d f(x, y)
sobre una trayectoria cerrada
simple C; serd igual a 0, porque

AP) =1Pr)
farem=0

Esta interpretacion grafica de la integral de linea de una diferencial total nos permite

establecer la relacion entre

Teorema Fundamental del
Calculo

[[dr@ =re)-r@.

para f(x) continua en el
intervalo [a, b]

Teorema Fundamental de las
Integrales de Linea

[Ldrey) = rP)-F(P),

donde la curva simple C*, con
punto inicial P; y punto final
Py, se encuentra en el

dominio de f{x, y).

JPor qué la integral de linea de una forma diferencial lineal no exacta depende de la

trayectoria de integracion?

La integral de linea de una forma diferencial lineal no exacta, depende de la trayectoria de
integracion, porque no existe una funcion f{x, y) cuya diferencial total sea igual a esta forma
diferencial. En consecuencia, la integral de linea de estas formas diferenciales no dan como
resultado el valor de 4 f(x, y), sino que para distintas trayectorias tendran un valor distinto,
o lo que es lo mismo, la integral de linea sobre una trayectoria cerrada simple no sera igual
a 0. En este caso, los coeficientes 4, B de L no son las derivadas parciales de una funcion
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adecuada f{(x, ), en consecuencia, la integral de linea de esta forma diferencial, no calcula
Af(x, y).

La dificultad, que no se explica con claridad en los textos, es el hecho de que la forma
diferencial L sobre una curva C*, expresada en forma paramétrica, se transforma en la
diferencial de una funcién de una sola variable ¢/ y como resultado obtenemos una expresion
para df(¢) que representa dos formas diferenciales distintas. En forma esquematica sucede lo
siguiente:

Integral de linea de una forma diferencial lineal

IC*Adx+de

La curva simple orientada C* se puede representar
paramétricamente por las funciones

x=o1), y=41

L exacta, por la regla de la cadena L no exacta, por la regla de la cadena
de la derivacion, se transforma en de la derivacion, se transforma en
dx dy dx dy
L=|A—+B— |dt=df (¢ L=|A—+B— |dt=df (¢

S (4o
df(t), representa una diferencial df(t), representa una diferencial no
exacta. exacta.

A
La integral de linea de la diferencial La integral de linea de la diferencial
exacta df(t), no exacta df(t),
[Ldr@, [Ldr@,

es independiente de la trayectoria de es dependiente de la trayectoria de
integracion integracion

Este esquema nos permite reconocer la diferencia entre las integrales de linea de
diferenciales exactas y las integrales de linea de formas diferenciales lineales no exactas,
pero estas dos formas diferenciales se representan con el mismo simbolo dft). Cabe
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recordar que en textos de termodinamica se conserva un simbolo distinto para representar
diferenciales “inexactas”, simbolo que varia de acuerdo al autor del texto.

JPor qué la integral de linea jc* ydx + xdy sobre una curva cerrada simple es igual a

cero?

Esto sucede, porque la forma diferencial lineal, y dx + x dy, es la una diferencial total. Esto
se reconoce porque las derivadas parciales cruzadas de los coeficientes 4, B son iguales:

Zy = gx , es decir existe la funcién f(x, y) = x y, cuyas derivadas parciales son
y  Ox

o (x,y) _ y AC I
ox ’ oy

Ya se explico que la integral de linea de una diferencial exacta sobre una trayectoria
cerrada simple es igual a 0. Ahora, utilizaremos la interpretacion grafica de la integral de
linea de cada término de esta expresion para demostrar que en efecto es igual a 0, es decir,
expresaremos graficamente lo siguiente

_[C*ydx+xdy = Ic*ydx+jc*xdy

Graficamente, la integral de linea de cada término de la diferencial total, sobre la
circunferencia, x° + y° = 1, se puede representar como

Plano zx Plano zy
ZA 7 A

AR AR
NI o

v
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En este caso, tenemos que la integral de linea de la diferencial total, y dx + x dy, sobre la
circunferencia, x* + y° = I, es igual a

Ic*ydx+xdy =0

JPor qué la integral de linea de la forma diferencial lineal .fc*— vdx + xdy es igual al

area contenida en una curva simple cerrada?

La forma diferencial lineal, -y dx + x dy, no es la diferencial total de una funcion adecuada
fx, y), porque las derivadas cruzadas de sus coeficientes 4, B no son iguales

o=y __; &y
oy " ox

Graficamente, la integral de linea sobre la circunferencia, X+ yZ = 1, de cada término de
esta forma diferencial lineal (que no es una diferencial total) se puede representar como

_[C*—ydx:ﬁ J-C*xdy:ﬂ-
Plano zX Plano zy
7 A yi A

e AR
- Y @

En este caso, tenemos que la integral de linea de la forma diferencial lineal, y dx + x dy,
sobre la circunferencia, x* + y° = I, es igual a

Jc*—ydx+xdy =2z

Estas representaciones graficas son, también, una significacion de la formula,
1 _[C*— ydx +xdy = drea , tratada en todos los textos revisados, para encontrar areas

contenidas en de curvas cerradas simples.
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Consideraciones finales
Las graficas presentadas fueron disefiadas a partir de un proceso de introspeccion personal.
Estas interpretaciones jugaron un papel importante para realizar el seguimiento del discurso

explicativo de los textos, y nos posibilitaron una mejor compresion de la integral de linea.

Estos recursos graficos junto a la reflexion formal de este concepto pueden contribuir a una
mejor y mas completa imagen mental del concepto de integral de linea en los estudiantes.

134



Comentarios finales

135



Comentarios finales

En los capitulos anteriores se han expresado comentarios especificos y algunos mas
generales en relacion a los temas de calculo que se revisaron en los textos. Como se
demostrd estos manuales reproducen un discurso matemdtico escolar, en el cual se
identificaron obstaculos didacticos como: rupturas en la ldgica de las explicaciones, vacios
explicativos e incongruencia entre las definiciones formales y los ejemplos que resuelven.

Ahora, haremos una reflexion de cardcter epistemoldgico acerca de la naturaleza del
discurso matematico que prevalece en los textos. En las ciencias experimentales, la
objetividad y por tanto la validez de los nuevos conceptos y teorias que se construyen se
fundamentan en la experimentacion y en la tecnologia. Pero la matematica es un campo
disciplinario que demuestra la validez de sus conceptos en la congruencia légica de sus
axiomas, por lo cual, a medida que los fundamentos del calculo evolucionaron con la
nocion de limite, se produjo un salto cualitativo en los significados de los conceptos y se
abandonaron las primeras ideas. Sin embargo, en las otras disciplinas algunas de las viejas
teorias conviven con las nuevas en tanto resuelven problemas practicos, por ejemplo, para
resolver problemas de mecanica no se recurre a la teoria de la relatividad. En el calculo, los
libros de texto recurren a definiciones formales abandonando los primeros significados de
sus conceptos, sin que los problemas que resuelven lo ameriten. Este hecho es de vital
importancia desde un dngulo cognitivo, porque se pretende que el estudiante construya un
pensamiento formal sin transitar por los primeros significados del célculo. Es por esto que
se debe cuestionar el discurso explicativo de los textos en tanto no justifiquen la formalidad
de sus definiciones con la necesidad de resolver problemas que asi lo requieran.

En los textos revisados, los autores manifiestan la inquietud de ser precisos e intuitivos,
pero debemos sefalar que si la preocupacion central es definir los conceptos con precision,
mas que explicar sus significados, no tiene cabida la intuiciéon. Los recursos graficos
ilustrativos junto con la formalidad del discurso no logran su cometido.
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	  2. Marco teórico 
	Para el autor el carácter inverso de las operaciones de derivación e integración es el hecho básico del cálculo. En este sentido, en el enunciado se afirma que la derivación de la integral indefinida de una función continua produce siempre el integrando, sin embargo, vemos que el integrando es  f(u) y no f(x). Este hecho, que también se da en los textos anteriores, queda sin explicación y por lo tanto cabe hacerse la pregunta: ¿por qué utilizar dos letras distintas para simbolizar la misma variable?  
	 
	En otro inciso titulado “La función primitiva y su relación con la integral” se formula la segunda parte del teorema fundamental 
	 
	Sin previa reflexión aparece un nuevo apartado “Integrales de línea de campos vectoriales”. En esta sección se argumenta que una de las aplicaciones más importantes de la integral de línea es el cálculo del trabajo realizado sobre un objeto que se mueve en un campo de fuerzas. 
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