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Glosario

Ensefianza secundariaSe refiere a la ensefianza posterior a la primaria. Aharca
total de seis afios que se dividen en tres de Ciclo B&si&?,(B%) y tres de Bachillerato

(4°, 5°, 6°). La ensefianza secundaria completa habiilitgreko a la Universidad.

Ciclo Basico: Se refiere a los tres primeros afios de ensefianza secumddriageay.

Abarca la franja de edades que va de los 13 a los 15 afiograguiariente.

Bachillerato: Se refiere a los tres ultimos afios de la ensefianza secusrafiaguay.

Abarca la franja de edades que va de los 16 a los 18 aibes@guiamente.

Modos de pensamiento:Sierpinska (2000) distingue tres modos de pensamiento en
algebra lineal: sintético-geométrico, analitico-artioeéty analitico-estructural. Sefiala
que cada uno de estos modos de pensamiento conduce a diferentesacugnidel
objeto porque cada uno de ellos permite una mirada diferente del algebraico en

cuestion.

Imagen del concepto:Esta imagen es definida en por Vinner (1991) como algo no
verbal asociado en la mente al nombre del concepto. Esto puede sepresantacion
visual del objeto, si la tiene, o puede ser una coleccién desippes o0 experiencias

relacionadas con el concepto.
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SOBRE EL CONCEPTO DE SOLUCION DE UN SISTEMA
DE ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

Resumen

Como primer objetivo en este trabajo nos propusimos estudiar quéptmaee
soluciénde un sistema de ecuaciones lineales construyen los estadianguayos (de
14-15 afios y 17-18 afos) cuando la ensefianza del tema se inicésaledes sistemas
2x2.

Como segundo objetivo nos propusimos disefiar una secuencia de ensefeanza y
actividades, para los estudiantes de 14-15 afios, del concequituciénde un sistema
de ecuaciones lineales con dos incognitas, que tiene en cuentdssrelevados a
partir del primer objetivo.

De acuerdo a las dificultades de los estudiantes que detsctaungerimos
ensefar el concepto de solucién de un sistema de ecuacionesringid® al ambito de
los sistemas de dos ecuaciones. Podemos ofrecer a los rstdiderentes tareas,
donde tengan que enfrentar distinto tipo de situaciones que involucreo oEs
ecuaciones lineales. También recomendamos que los sistereasatdones deberian
ser presentados en diferentes modos de pensamiento como lostapieEsepor
Sierpinska (2000): el sintético-geométrico, el analitico-atitméy el analitico
estructural. Diferentes maneras de pensar a los objet@snétatos permitirdn a los
estudiantes una comprension mas profunda de ellos.

Consideramos que de esta forma, los estudiantes construirdn wra n&s
amplia del concepto solucién de un sistema de ecuacionegdirpad les permitird en el

futuro aprender estructuras mas generales y abstractas.



A STUDY CONCERNING THE CONCEPT OF SOLUTION OF A
SYSTEM OF EQUATIONS WITH TWO UNKNOWNS

Summary

In this thesis we explore what secondary students (between 14-15 d&d 17-
years old) learn about the concept of solution of a systelmezfr equations with two
unknowns when teachers teach this topic starting with systetws equations.

We also designed a sequence of activities for teaching thisfopsecondary students
ranging between 14 and 15 years old.

According to students” difficulties detected in this resieawe suggest to teach
the concept of solution of a system of equations, not resdrictthe context of systems
of two equations. We could offer students different tasks, whene woaild face
different situations involving two or more linear equations. W® aecommend that
systems of equations should be presented in different modes of thakitige ones
presented by Sierpinska (2000): synthetic-geometric, analytiovaeiic and analytic-
structural. Different ways of thinking about the mathematicgaib will allow students
a deeper understanding of them.

We think that in this way students will construct a wider visibthe concept of
solution of a system of linear equations that will allow therthenfuture to learn more

abstract and general structures.



SOBRE EL CONCEPTO DE SOLUCION DE UN SISTEMA
DE ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

CoOmo esta organizado este trabajo

En la primera seccion presentamos la introduccion a estedraRaplizamos una
presentacion explicando nuestra motivacion para realizar el anigkelatamos
brevemente los estudios exploratorios realizados y determinanuigdtisos.

En el Capitulo | realizamos una revision bibliogeafitonde relevamos varios
trabajos que consideramos como antecedentes importantes ya sedgptapdtica que
abordan se relaciona con la nuestra o porque sus resultados nos ayuaaisgn mas
rica de los fenbmenos que decidimos estudiar.

En el Capitulo Il describimos el marco tedrico que guéstro trabajo. Utilizamos
los modos de pensamiento presentados por Sierpinska (2000) y los contpfease
con la nocion de imagen del concepto presentada por Vinner (1991).

En el capitulo Il realizamos un estudio del método mestigacion y lo
definimos. Justificamos por qué hicimos esa elecciéon y no otrasbidia presentamos
la descripcion de dos libros de texto, el disefio del cuestionatiandlisis a priori, las
observaciones de clases y las consideraciones que se tendrantamparger! disefio de
una secuencia de ensefianza.

En el Capitulo IV presentamos los resultados obtegigosurgen de la aplicaciéon
del cuestionario y realizamos el andlisis de las respugstas estudiantes.

En el Capitulo V presentamos las conclusionesognmeedaciones didacticas que
se desprenden del primer objetivo de esta investigacion.

En el Capitulo VI tomamos las recomendaciones deutaM que, sumadas a
todo el estudio realizado en el Capitulo Ill, nos permiten psehtdisefio de una
secuencia de ensefianza y de actividades de aprendizaje deptomatucionde un
sistema de ecuaciones. Reportamos la puesta en practicasge@sacia en dos grupos
de estudiantes. Al finalizar esta puesta en practica propusinessos estudiantes el
cuestionario disefiado en el Capitulo Il y resefiamos los resultaliEnidos.

Realizamos conclusiones a la luz de la puesta en préetieasecuencia.



SOBRE EL CONCEPTO DE SOLUCION DE UN SISTEMA
DE ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

Introduccion

Teresa la bisabuela, Teresa la abuela,

Teresa la madre, Teresa la hija.

1. Presentacion

En el Uruguay, aproximadamente a los 14-15 afos de edad, sesiresiadio de los
sistemas lineales de dos ecuaciones con dos incégnitas parma emacursos de
Bachillerato posteriores, los sistemas lineales de treacemes con tres incognitas.
Tradicionalmente, el estudio de los sistemas 2x2 ha marcado el grigartida para
introducir al alumno en el estudio de los sistemas de ecuadioeates, donde la
atencion se sitia principalmente en el aprendizaje de ébsds de resolucion, en la
ejercitacion de los mismos y para finalizar la ensefianzatemeh, se proponen
problemas en lenguaje verbal que pueden resolverse traduciendariaaitibn que da
el enunciado de dichos problemas a través de un sistema deoeesaci

Nos preguntamos si es adecuado introducir a los egglien el estudio de los
sistemas lineales por medio del caso particular de 2x2. Cuamekiiomamos la
adecuacion de esta opcidn didactica apuntamos a una reflexiomem twirel concepto
solucionde un sistema que se construye, favorece posteriormentenfrension del
concepto desolucion de un sistema de ecuaciones lineales con mayor numero de
ecuaciones e incognitas o por el contrario obstaculiza visiomes generales y
abstractas. Tradicionalmente, el estudio de los sistemasudei@tes lineales 2x2,
aparece en el curriculum en el tercer afio de la ensefianza siecdesdde el inicio de la
ensefianza secundaria en Uruguay y pareceria que nadie ha cdestiofiainclusion,
ni las maneras de abordar este tema ya que no encontramos ganbtes @n los
curricula en este sentido.

Lo que comentamos no es exclusivo de Uruguay. Alcanza con milguiena

texto de matemética para alumnos de 14-15 afios, de origen argiatinés, espafiol

! Ver por ejemplo:
Kaczor, P., Schaposchnik, R., Franco, E., Cicala,Raz, B. (1999). Matemética |. Buenos Aires:
Ediciones Santillana. Pag. 60.



por citar solamente algunos casos, para poder ver que la ensdéasta tema se hace
en forma similar en los diferentes paises.

Tomando en consideracion las dificultades que muestran los estudianteste tema
(Ramirez (2008 y 2005), Cutz (2005)) y con el fin de plantear alteasat su
ensefianza, es que proponemos el presente trabajo de investiGacisideramos que
nuestro estudio nos permitird una visibn mas clara del apremdieajos alumnos en
torno a los sistemas de ecuaciones y nos permitira readicgamendaciones sobre la

ensefianza de este topico.

2. Estudios exploratorios

Para hacer preguntas tengo que saber algo.
Déja Vu

Se realizaron estudios exploratorios con varios propositos. En pugagrpara obtener
evidencias de que los estudiantes uruguayos presentaban difisudtideconocer el
namero de soluciones de un sistema, poniendo en evidencia la proldeexiiente.
En segundo lugar para mostrar que hay problemas que persisten goladdata
ensefianza. En tercer lugar se pretendia ver como reaccidoal@nmnos frente a las
preguntas que se disefiaron y qué dudas manifestaban frente acldoredk las
mismas, para luego realizar las modificaciones que fuendimgrdges hasta lograr su
formulacion definitiva para ser utilizadas en el presentsajoa Las preguntas fueron
contestadas por escrito en forma individual. Mas adelante desasibos estudiantes

con los que trabajamos y los cuestionarios utilizados.

2.1 Los estudiantes con los que trabajamos

Los estudios exploratorios fueron realizados en varios grupos de etdadgue
describimos a continuacién. Mas adelante presentamos los cuéstarsaidos.
(1) Un grupo de 22 alumnos de tercer afio liceal de 14-15 afios. Los estudiaests

nivel estudian por primera vez sistemas de ecuaciones.n¥antexperiencia en los

Lanoélle, A., Perrinaud, J., Porté, D., Rivoallan(1999). Dimathéme®3Paris: Les Editions Didier. Pag.
112.

Seminario de Matematicas de Santillana (1999).t&2000 Matematicas 3°. Madrid: Grupo Santillana de
Ediciones. Pag. 77.



sistemas 2x2, resolucion por el método grafico y por el de renucbio habian
estudiado sistemas 3x2. Respondieron un cuestionario con 7 preguntas.

(2) Un grupo de 7 estudiantes de segundo afio de Bachillerato de 16-17 afios. Los
estudiantes de este nivel estudiaron en cursos anterioresasige?ny sistemas 3x3. No
estudiaron sistemas no cuadrados. Respondieron un cuestionario comasreg

(3) Un grupo de 11 estudiantes de tercer afio de Bachillerato de 17-1&siitiolsaron
resolucién de sistemas con cualquier nimero de ecuaciones e asogeito
basicamente las practicas se centran en los sistemasdnsadb®e forma que estos
estudiantes tenian amplia experiencia con sistemas de e@&sgiosus meétodos de
resoluciéon. Respondieron un cuestionario con 4 preguntas.

(4) Un grupo de 11 alumnos de segundo afio de profesorado de matematica cen edade
variadas entre 21 y 30 afios. Estos estudiantes tenian amplizesipedon sistemas

2x2 y 3x3. Por provenir de diferentes orientaciones en Bachilledatonos estudiaron
matrices y determinantes y otros no. Respondieron un cuestionaribpreguntas.

(5) Un grupo de 14 alumnos de cuarto afio de profesorado de mateméaticaades ed
que variaban entre los 24 y 40 afios. Tenian amplia experiencia stemas de
ecuaciones. Todos cursaron Algebra Lineal. Respondieron un cuesticoari®

preguntas.

2.2 Los cuestionarios

Tomando en cuenta los modos de pensamiento presentados en Sierpinska (2000)
disefiamos cuatro cuestionarios con pequefias diferencias paraegpdementar y
finalmente decidir qué tipo de preguntas ibamos a incluir emestionario a aplicar en
la fase empirica del presente trabajo.

En los cuestionarios se incluyeron preguntas con algunas difergacipge se
trataba de grupos con diferentes niveles educativos y con distivel de
conocimientos. A continuacién presentamos los cuestionarios queicE@pla cada

uno de los grupos mencionados.

% Los modos de pensamiento presentados por Siegp{88K0) se describen en el Capitulo II.



Grupo (1)
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En la pregunta 1, cuando hablamogeldtas asociadaa un sistema de tres ecuaciones
de primer grado con dos incognitass referimos a las rectas como figuras geométricas
correspondientes a cada una de las ecuaciones lineales dehsiSabemos que toda
ecuacion lineal con dos incégnitas tiene por representacidcagtafa Unica recta del
plano cartesiano, es a esta recta que nos referimos y depimesta recta estd asociada
a tal o cual ecuacion.

Resolver un sistema es determinar su conjunto solucién por algudiprirego (mental

o con lapiz y papel, algebraico o gréfico).

Un sistema es un conjunto de ecuaciones a las cuales exigimee gerifiquen a la
vez. Solucion de un sistema es cada uno de los pares ordenados de réetesague
verifican todas las ecuaciones del sistema. Un par ordenado sslucian. Es asi que
si existe un unico par ordenado que verifique todas las ecuadehsistema, decimos

gue el mismo tiene solucion Unica. Si no existe ningun par ordenado lés gee



verifique a todas las ecuaciones del sistema decimos gistegh& no tiene solucién o
lo que es equivalente: el conjunto solucién del sistemacés.va

Como un sistema de ecuaciones lineales puede admitir magee andenado solucion,
es valido preguntar cuéntas soluciones puede tener un sistemaagenes lineales. Es

el caso de las preguntas 1, 2y 3.

23

23

Las preguntas 6 y 7 fueron realizadas al final porque queriamosreat fugar sondear
las intuiciones de los alumnos e interrogarlos luego acerca daegodefiniciones
personales de los conceptos en juego. De preguntar primero por itasiateds, el
alumno podria intentar adecuar sus respuestas a éstas y pensamses gpdrian

bloguear las intuiciones respectivas.



Grupo (2)
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Grupo (3)
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Grupo (4)
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Grupo (5)
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Como podra observarse en los cuestionarios, se experimentdé cantddetipos de
preguntas y redacciones. Vemos a continuacion dos redaccionesinzarmisma

propuesta. Finalmente optamos por la redaccion del tipo B pazestionario final,

como se vera en el capitulo Ill, pues la versién A resulté canfussquedaba del todo
claro a los estudiantes lo que se les estaba preguntando.



6#

2. 3 Algunas impresiones que surgen a partir de la aplicaciéredos cuestionarios

exploratorios

Reportaremos a continuacion algunas respuestas dadas por los estuglientzeemos
comienzan a aportar informacion valiosa acerca del temal eyuee nos hemos
concentrado.

Para exponer las primeras impresiones nos referiremos adanpa 1 de los
cuestionarios (1), (3), (4) y (5) y en el caso del cuestiof2yia la pregunta 2. Creemos
gue esta pregunta, aun con pequefas diferencias en su redaccidernmtes explorar
tanto la nocion de sistema como de solucion de un sistema gestimiantes han
construido. Pudimos observar que las experiencias previas dsstlafiantes no les
permitieron interpretar adecuadamente la actividad que salds(l

Los estudiantes del grupo (1) se habian iniciado estedlio de las ecuaciones
lineales con dos incognitas y los sistemas lineales 2x2. Defqua al tratarse de su
primer acercamiento al tema, podemos presumir que sus prira@rendizajes
constituirdn la base para la adquisicion de posteriores concagiesgenerales y mas
abstractos. En este grupo 12 estudiantes contestaron a la pregunt $isfeena tiene
3 soluciones, 7 que no tiene solucion y 3 dieron otro tipo de respuestajuéos
respondieron que el sistema de ecuaciones tiene tres soludenéficaron cada punto
de corte de las rectas con una solucion del mismo. Entendemos césttaynente dos
razones por las cuales estos estudiantes consideran queerlaswdé ecuaciones

asociado tiene tres soluciones:



- Asocian solucion con punto de corte de dos rectas. Los alumndsezearrespuestas
como las siguientes:hay tres soluciones porque hay tres puntos de ‘tartési se
cortan una sola vez es una solucién si se cortan dos veces bayasas solucionés

- Al tratarse de un sistema con tres ecuaciones dudarusioldel sistema significa
gue verifique las tres ecuaciones o tomadas de dos en dos, ado al@reguntarles
qué significa que un par sea solucion de un sistema respondan querifetse todas

las ecuaciones. Es asi que insisten con respuestas oconf@y solucion del sistema
pero si tomadas de a do€ste grupo sélo tenia experiencia con el caso 2x2 y asi la
generalizacion que se les pedia hacer tenia que ser totapuestepropia cuenta.

En el grupo (2) de estudiantes del segundo afio de Bathjll8 alumnos
manifestaron que el sistema presentado en la pregunta 2 tenisoluesones,
identificando cada punto de corte como una solucion del sistema. Nésgusiante
contestd que el sistema no tenia solucion y 4 alumnos dieron otro tipspdestas. De
aqui que nos cuestionemos si la tradicional secuencia de apjeneiraictura en forma
adecuada el concepto de solucion que el alumno construye.

Por otra parte, estos estudios exploratorios nos pEonitobservar que muchos
estudiantes conciben un sistema de ecuaciones como kequéede haceron él, es
decir resolverlo. Ante la presencia de un sistema de etescel estudiante piensa en
cémo obtener la solucion y no en qué condiciones debe cumplir esarsoligio queda
evidenciado, por ejemplo, en las siguientes respuestas destimbamltes ante la
pregunta “Explica qué es para ti un sistema de ecuaciones”:

Estudiante 1:Un sistema de ecuaciones para mi es la forma de hallar las incogratas x

y”.
Estudiante 2: Para mi, un sistema de ecuaciones es un modo de encontrar valores para
las incognitas de dichas ecuaciohes

En el grupo (3) de estudiantes del Ultimo afio de Baeald|e2 contestaron que el
sistema tiene 3 soluciones, 2 que no tiene solucion, 4 dieron otro tipspieesta como
por ejemplo que el sistema tiene una solucion y 3 no contestaros. éstidiantes
tenian amplia experiencia con sistemas de ecuacionesmgétodos de resolucion.

En el grupo (4) de estudiantes de profesorado de matgmétiestudiantes
contestaron que el sistema formado por las tres rectas nostdun@on, 4 dieron
respuestas de otro tipo y 1 no contesto.

En el grupo (5), de estudiantes de profesorado de ntiger8écontestaron que el

sistema de la pregunta 1 tenia 3 soluciones y 11 que el sisbetieae solucion.



En este grupo, uno de los estudiantes que contestd que el sisgeend Boluciones,
identifico cada punto de corte con una solucién del sistetieae“3 soluciones porque
el corte de ellas implica que ese punto pertenece a ambaasreor lo que sus
coordenadas van a satisfacer la tercer®tros manifestaron confusién con el concepto
de sistema, dando una respuesta similar a la de los estudigst@equenostiene tres

soluciones (si tomamos del sistema dos ecuaciones de |&s tres)

3. Determinacion de objetivos

Consideramos que si aun a nivel terciario persisten problemaslac adecuada
interpretacion del numero de soluciones de un sistema de ecuadieadss|y con el
concepto de sistema, este problema merece ser analizado ea pi@ader arrojar luz
sobre su ensefianza y aprendizaje. Nos proponemos entonces estudarcepé de

solucion de un sistema de ecuaciones lineales construyen los esgidiarguayos a
partir de la secuencia de ensefianza habitual que se desprérglprdgramas vigentes,
poniendo atencién en las dificultades que presentan cuando sertogaeafinterpretar
la solucién de sistemas de mas de dos ecuaciones lineales concdigsitas y

planificaremos una secuencia de ensefianza del consejpition de un sistema de
ecuaciones lineales con dos incégnitas para los alumnos de 14-15@tside@remos
entonces los siguientes objetivos de investigacion:

1) Explorar el concepto de sistema y s@ucion de un sistema de ecuaciones
lineales que construyen los estudiantes de ensefianza secundarid5lafiot y
los de 17-18 afos.

Nos concentraremos en los estudiantes de 14-15 afios y en los de 17-18 afios porque
pretendemos explorar, por un lado, la nociéon que construyen los alumrgesigigtan

por primera vez en el tema y también la de los estudiantesstareen el Gltimo afio de
Bachillerato, para poder realizar comparaciones, para obs#Emer han evolucionado.

En los dos casos se trata de una exploracion, partiendo de Uas@as habituales de
ensefianza de este tema y el objetivo es dar cuenta de kenmitibh. Nos proponemos
también aqui identificar qué dificultades presentan los estudiahte@somento de
interpretar los sistemas de ecuaciones lineales y el condeolucion de un sistema

que esta ligado a la interpretacion del nimero de solucionassiab.



2) Diseflar una secuencia de ensefianza y actividades pajgaeediaaje del
conceptosolucidonde un sistema de ecuaciones lineales para estudiantes de 14-15
afios y ponerlas en practica.

Aqui proponemos actividades de aprendizaje para los estudiantes maSopeqiad
concepto desolucionde un sistema de ecuaciones lineales. El objetivo esagemer
conjunto de actividades para el alumno que no obstaculice visionegen&ales 0 mas
abstractas del concepto. Para ello pondremos especial ateartidoren las dificultades
gue manifiesten los estudiantes como en las nociones que ledepesaperar esas
dificultades. Estas actividades seran trabajadas con dos grupestutiantes y se

reportaran los resultados obtenidos.



CAPITULO |

Revision bibliografica

A continuaciéon reportaremos algunos trabajos que por sus objetivogedégacion o

problematica de estudio, guardan relacion con la tematicaagugroponemos abordar.

La presente seccion estara organizada de la siguiente manera

+ Resultados referidos a aportes tedricos para interpretar etalesdel pensamiento
algebraico.

+ Resultados de investigacion referidos a las dificultades mjuengan los estudiantes
en el estudio del algebra.

+ Resultados referidos a puestas en escena de disefios de enseédazctividad del
profesor.

Presentaremos estos diferentes resultados en orden cronolégicogqysaraueda

observarse como ha evolucionado en el campo la problemética que resairéfinal

de las resefias realizaremos una sintesis de los diferestdtmdos de investigacion y

ubicaremos este nuevo trabajo.

Resultados referidos a aportes teéricos para interpretar el ebarrollo del

pensamiento algebraico

Reportaremos dos importantes puntos de vista en relacion alotlesdet pensamiento
algebraico: Sfard y Linchevski (1994) y Sierpinska (2000). Este (ttiat@jo, como se
vera mas adelante, es el que adoptaremos como referertge.teori

Sfard y Linchevski (1994) sitban su atencion en qué es largurdividuo es
capaz de percibir y notar cuando observa simbolos algebraicosinBipgbrfoco de
atencion es la versatilidad y adaptabilidad del conocimiento algebide los
estudiantes. El andlisis que realizan usa como marco tedrieoria de la reificacion.
Sostienen que existe una dualidad proceso-objeto en la mayoria denlEptos
matematicos, la concepcion operacional (orientada hacia los pspesserge en primer

lugar y los objetos matematicos (concepcion estructural) serdésn a través de



reificacioned de procesos. Desde el punto de vista de esta teoria, ldedatma

principal de las construcciones matematicas se reflejeehiémsiguiente cita:
[...] la matemética es una estructura de varios esvelonde basicamente las
mismas ideas son vistas de forma diferente cuaondoobservadas desde
diferentes posiciones. (Sfard y Linchevski, 1994)

Para el analisis, las autoras utilizan una perspecgiggeenoldgica y fundamentada en
observaciones histéricas. Después de identificar las etapasiesaerollo del algebra,
concluyen que el algebra es una estructura jerarquica en ldocgaé es concebido
operacionalmente en un nivel, debe ser percibido estructuralmenin nivel més alto.
La teoria de la reificacion conjetura que el crecimiento tiegrie los estudiantes en el
estudio del algebra sigue la légica de las etapas que ideptifiear el desarrollo
historico del algebra.

En este trabajo las autoras presentan el caso de una estudi®itaftb de secundaria
(3er. aflo de secundaria en Uruguay) en torno a un sistema deoresagie admite
infinitas soluciones, para ejemplificar el acercamiento hmadial algebra. Esto supone
situar la atencion en la habilidad de los estudiantes para pensés formulas
algebraicas en términos de funciones y poder aplicarlo siemprseguapropiado a la
resolucion de problemas. El problema que se esta enfrentando axesntla
versatilidad y adaptabilidad del pensamiento algebraicestiediante.

A la mencionada estudiante se le propuso un sistema de ecsaZx@ndonde las dos
ecuaciones eran equivalentes. Las autoras sefialan que sinaxiaagion funcional a
las expresiones algebraicas, es dificil darse cuenta qustemaipuede tener infinitas

soluciones:

Si las letras en las ecuaciones representan nurdesz®nocidos pero fijos,
¢,cémo puede alguien esperar que uno o ambos de@sesos fijos podrian

ser “cualquier nimero™? (Sfard y Linchevski, 1994)

Observan que en el caso de un sistema 2x2 donde las ecuaciones \werdgs) el
conjunto solucién es una funcién donde para cada valrredéste un Unico valor dg
que le corresponde. Para visualizar esto, el estudiante steb@reparado para entender

gue cada ecuacion del sistema puede ser entendida como una fuga&iog graficos

® Para Sfard y Linchevski la reificacién es la caged del estudiante para visualizar casi
simultdneamente, los resultados de los proceso® oijetos permanentes inseparables de los procesos
subyacentes de los cuales surgen.

*1...] mathematics is a multi-level structure wheasibally the same ideas are viewed differently when
observed from different positions. (Sfard y Lincblkiy 1994)

® If the letters in the equations represent unknbwinfixed numbers, how can anybody expect thatasne
both of these fixed numbers will be “any numbeiS?afd y Linchevski, 1994)



de esas funciones son el mismo. Sostienen que solamenéstickhnte se da cuenta de
esto, podré interpretar adecuadamente una tautologia como Que 8s comunmente
obtenida al aplicar alguno de los métodos algebraicos de resokodste tipo de
sistemas.

Sfard y Linchevski concluyen que la aproximacion funcional no es faunaecesible
para la mayoria de los estudiantes, inclusive para los adg rmegdimiento. Esto sugiere
gue en la ensefianza se debe comenzar por aproximaciones operanidsatge con
objetos matematicos ya hechos, si bien no se descarta que pisedfinsé secuencias
de aprendizaje en base a enfoques funcionales desde temprana gaadegulten
exitosas.

Sierpinska (2000) se concentra en algunos aspectos dehmagnto de los
estudiantes, que podrian ser los responsables de algunas dificaltaelesstudio del
algebra lineal. La autora argumenta que los estudiantes tiermsar mas en forma
practica que tedrica, y sefiala que esta tendencia afectivaegamte el razonamiento
en el dmbito del &lgebra. Distingue tres modos de pensanmeentadlgebra lineal:
sintético-geométrico, analitico-aritmético y analitistrectural. Estos tres modos de
pensamiento aparecen en la historia de la matematica de $ewuencial, pero ninguno

de ellos eliminé a los otros dos. La autora sefala que:

[...] el hecho mas interesante es que el algebeallipuede ser vista como el

resultado de la superacién de dos obstaculos opdsiiones dogméaticas

opuestas: una rechazando la entrada de los nlmerasgeometria, y la otra

de la “intuicion geométrica” en el dominio puro ldearitmética. (Sierpinska,

2000%
Segun Sierpinska (2000), estos modos de pensamiento no constituyen etapas en
desarrollo del pensamiento algebraico sino que son vistos como nmegesshmiento
que son igualmente Utiles, cada uno en su contexto, y para propositosicespy
especialmente cuando estan en interaccion.
Cada uno de estos modos de pensamiento utiliza un sistema deemtgmién. El
sintético-geométrico usa el lenguaje de las figuras geom®tritn el modo analitico-
aritmético, las figuras geométricas son entendidas como conjdetasuplas de

nameros que cumplen cierta condicion. En el modo de pensamientaaredttuctural

6 [...] the most interesting fact is that linear algelman be seen as the result of an overcoming of two

obstacles or two opposed dogmatic positions: ofusirgy the entry of numbers into the geometry, tued
other that of “geometric intuition” into the patemain of arithmetic. (Sierpinska, 2000)



los objetos del algebra son vistos como un todo estructural, esqdecjpueden ser
identificados a partir de un conjunto de propiedades. Cada uno de estos de
pensamiento conduce a diferentes significados de la nocion inddigrarque cada
uno de ellos permite una mirada diferente del objeto algebeaicuestion.

Como nuestra tematica de estudio guarda relacion comadpto de solucién de
un sistema de ecuaciones lineales, nos centraremos ahora @souregortado por
Sierpinska (2000) donde a un estudiante se le muestran tres plarsecérndose en una
Unica recta. El estudiante sefiala que ello representa umaiste ecuaciones con
solucion Unica. Se observa que el alumno estd generalizando epimode solucion
para sistemas 2x2 a sistemas 3x3, desde un punto de vistacigedtnétrico pero no
de un modo analitico. Todavia no puede ver que las generalizacions detres
dimensiones en el algebra lineal no se hacen geométricameptmtds a rectas ni de
rectas a planos, sino aritméticamente, esto es, de puntos dmdibsnadas a puntos de
tres coordenadas.

La autora concluye que independientemente de la forma en que tdgaaproximar el
algebra lineal a los estudiantes, las dificultades pensisti La razon podria estar en que
nunca se abandond la presentacion estructural de la teoria. §ediala es suficiente
con hacer los contenidos estructurales mas concretos a ¢elrtirabajo en bajas

dimensiones y usar visualizaciones.

Resultados de investigacion referidos a las dificultades quenfrentan los

estudiantes en el estudio del algebra

Existen varios trabajos de investigacién que analizan dessterti#s puntos de vista y
en diferentes niveles educativos las dificultades de los estesliant el estudio del
algebra. Reportaremos a Duval (1998 y 1992), Acufia (1998), Marines pWd998),
Eslava y Villegas (1998), Barrera et al. (1998), Panizzal.e{1999), Mora (2001),
Filloy et al. (2003), DeVries y Arnon (2004), Cutz (2005), Ram{2008 y 2005),
Alcocer (2007), Manzanero (2007), Barrera (2008), Monroy (2008).

A continuacién reportaremos el trabajo de Duval (19@@) si bien no trata
directamente con sistemas de ecuaciones, analiza las tddesilque presentan los
estudiantes al leer e interpretar representaciones en unasidteejes cartesianos. Como

en el trabajo que estamos elaborando planificamos trabajar ceseefaciones gréaficas



y ello requerird la interpretacion de representaciones erstemsi de ejes coordenados,
consideramos que es valioso conocer lo estudiado por este autor.

Duval (1992) sefiala que en numerosas investigaciones se handdetkfitaltades de
lectura y de interpretacion de las representaciones carteskeasentemente no se
relaciona el concepto de pendiente con el de direccion, se coqfeindiente con altura
y resulta dificil deducir la ecuacién de una recta a partsudeepresentacion grafica.
Aln después de estudiar las funciones afines, los alumnos no ldigatalel registro
de las representaciones gréaficas y el de las ecuacionemzdrade estas dificultades se
deberia al desconocimiento de las reglas de correspondencidiceendre el registro
de las representaciones graficas y el de la escritgebralica. Para el paso de la
representacion a la ecuacion, la aproximacion punto a punto no solanémielecuada
sino que constituye un obstaculo.

No puede haber una utilizacion correcta de las representaciofiisag si no se
discriminan explicitamente las variables visuales pertisegtsi no se establecen los
valores de esas variables y las unidades significativeseseritura algebraica.

Los resultados de investigaciones realizadas a alumnos dergbogpa donde se
proponia asociar una recta con su ecuacion, muestran el grano @jie separa la via
del punteo y la via de la interpretacion global. Esta Ultimaeexig discriminacion de
todas las variables visuales pertinentes, cosa que no se dwlleceonstruccion de las
rectas a partir de su ecuacion.

El autor sefiala que sin una via de interpretacion global, no hagcitih posible de las
gréficas para expresar analiticamente las propiedades geasiétipara interpretar las
gréficas en las cuales los ejes representan magnitudesgeéeteas (tiempo, distancia,
velocidad, etc.). Los ejercicios de construccion en el plang yaleas de lectura que
ponen en juego asociacién punto-coordenadas, resultan insuficientegjuearas
alumnos logren competencia en la interpretacion de las represapgaojraficas
cartesianas. Se ha observado que los estudiantes permanecen arodimaacion
sincrética e inoperante frente a las representacionesagrafic

La dificultad para pasar de un registro a otro dependeria dengruencfaentre los

registros de representacion. A mayor congruencia correspondsiba tasa de éxitos.

" En el caso en que la representacion es una lesteariables visuales correspondientes son: ébisede
inclinacion del trazo —ascendente, descendentegylds con los ejes, corte con el eje vertical barri
abajo, en el origen).

8 Se entiende que hay congruencia entre registansdocuse da correspondencia uno a uno entre unidades
significantes (Duval, 2002).



Duval (1998) sefiala que el cambio de representaciomot®a de un
conocimiento es causa de dificultades del aprendizaje conceptuahas de las
dificultades que presentan los estudiantes pueden ser descexpticadas como una
falta de coordinacion de registros de representacion.

En el caso del sistema semidtico de representacion gr&iaefne una regla de
codificacion: a un punto le corresponde un par ordenado de nimeros y cuzdgejer
de nameros codifica un punto del plano. Sin embargo, esta regtalifieacion resulta
insuficiente al momento de cambiar de registro, por ejempémdmuse quiere pasar de
una relacién comg = x a la representacion grafica correspondiente. La regla germit
representar tantos puntos como se desee pero no nos dice nagedabrdsl trazo

continuo que debe realizarse para obtener la representacenedéat

Para ello, es necesario interpolar y aceptar léngecia de la ley gestaltista de
contigtiidad. (Duval, 1998)

La insuficiencia de la regla también se revela al tejer pasar de la representacion
grafica a la algebraica, a excepcion de la lectura dedaslenadas de un punto. En
actividades que requieren de este tipo de conversion los estudiahteen mayores
dificultades. En estudiantes de 16 afios que habian estudiado funcinesy aéalizado
un trabajo en diferentes registros, se detectdé que menos dedios de los alumnos
tuvieron éxito en reconocer = X e y = - x en las dos representaciones gréficas
correspondientes y menos de un tercio en recongcelx e y = x + 2. Duval sefiala
gue las tareas de conversion son descuidadas en la ensefianzacamset problemas,
por el papel fundamental que éstas juegan en la conceptifalizac

A continuacién reportaremos el trabajo de Acufia (1998) gbeersino trata
directamente con sistemas de ecuaciones, realiza una &poréac relacion a las
dificultades que presentan los estudiantes al trabajar con mgp@sees en un sistema
de ejes coordenados. Como en el trabajo que estamos elaborandcaptasiftrabajar
con representaciones gréficas y ello requerird de la locilizde puntos en un sistema
coordenado, creemos importante tener en cuenta lo detectado Eartesta
Acufia (1998) observa el manejo que hacen estudiantes de 16 afosibieataon
espacial de conjuntos de puntos en el plano cartesiano. Para aglasgrvarios
cuestionarios con ejercicios que requerian de la conversion emgigtto grafico y
pareja ordenada en tareas de localizacion de puntos y movimientfiguras
geométricas. Desde el punto de vista tedrico se basa en ([@898), considerando que

la relacion entre las diferentes representaciones como sorfitaglé algebraica o el



lenguaje natural la lleva a colocarse en una interpretaemiotca del fenébmeno. Esto
es, sobre la relacion entre distintos sistemas de signamdmi$ que representan el
mismo objeto.

La autora concluye que los estudiantes pueden desempefiarse exitesamiareas de
representaciéon de puntos y de conjuntos de puntos siempre que coemtema
identificacién de los ejes cartesianos. Las tareas se icammuando la consigna de
trabajo incluye conceptos como: la ordenada, la abscisa, los mlentogerseccion, la
recta que pasa por los puntos, los puntos que corresponden a uninddteruna, los
puntos que estan sobre alguna recta, entre otros. En la utilizieitin estrategia de
localizacion horizontal-vertical de puntos, observa que hay dasstareolucradas que
son diferentes: una que va del registro grafico al de parégmada y la otra en sentido
inverso. La primera es mas compleja que la segunda pues itapdilccion de puntos
que se deben traducir a través de parejas ordenadasa Sevdinente que la
articulacion de los registros de pareja ordenada y grait@l tipo de tareas que ella
trabajo, no esta establecida.

Marines y Monroy (1998) estudian las dificultades que se presentael e
pensamiento del estudiante al relacionar un sistema de trasopesalineales con tres
incognitas, partiendo de una representacion grafica a su correspendg@essentacion
analitica. La investigacion se desarrolla en base a umavistd, partiendo de una
descripcion verbal, pasando posteriormente a una representaciga gréihalizando
con una parte analitica, todo aplicado a los sistemas 3x3. Lavistais fueron
propuestas a un grupo de maestros que habian recibido cursos da ligebry que
impartian la materia algebra lineal a nivel superior.

Observaron que en general existen dificultades al transitgredshmiento sintético al
pensamiento analitico, mayor es la dificultad al trabajaglenivel de tres dimensiones.
Los autores consideran que esto se debe a que cuando se habmgraé de
soluciones, solo se realiza en un contexto bidimensional y no tridonahdo que hace
gue no se pueda generalizar. Detectaron que existen catep@iasn mas dificiles de
pensar, como es el caso de tres planos concurrentes, planecérdose dos a dos, dos
planos coincidentes y uno secante a ellos, dos planos paraiglossgcante a ambos y
dos planos coincidentes y uno paralelo a ellos. Existe una categotéaque todos
pensaron que es la de tres planos distintos y paralelos. Ebhagbtsa sefiala que faltan
estrategias de graficacion y visualizacion que permigmampde la forma analitica a la

forma geométrica y mucho mas de la forma geométricaraléiea.



Marines y Monroy concluyen que en general, la mayoria de los predesortratan en
sus cursos normales los sistemas 3x3 en modo grafico, lo cumlideoicon los
programas de estudio y los libros de texto. Consideran que para qeteomas3x3 se
pueda relacionar con mas facilidad con su representacion geameésgiposible aplicar
algunos de los siguientes conceptos: vector perpendicular, productos gnirgo
vectores, dependencia e independencia lineal entre vecttaefsiycion determinante,
esto facilitaria el modo de pensamiento analitico-estructura

Eslava y Villegas (1998) analizan los modos de pensamientticongéanalitico
en la representacion de las posibles posiciones relativassdeettas en el plano. Para
ello realizan entrevistas a ocho estudiantes del nivaliansuperior. Los autores
concluyen que los alumnos entrevistados presentaron dificultadesdpatdicar de
manera detallada las diferentes posiciones relativas dectias en el plano (sistemas
de tres ecuaciones con dos incognitas). Ademas, los estudiantiisnen claro el
concepto deolucionde un sistema de ecuaciones; algunos pensaron que la solucion del
sistema de ecuaciones es la interseccion de las remtafs ejes coordenados. Al
plantearles el caso de tres rectas en el plano que sedateidos a dos, de tal forma que
los puntos de interseccion son vértices de un triangulo en el piesode la mitad de
los estudiantes entrevistados afirmaron que el sistema repicksdigne tres soluciones.
Esto revela que los estudiantes asocian cualquier interseati@rectas cosolucion
del sistema.
Los estudiantes presentaron también dificultades para reladiomados tipos de
pensamiento sintético-geométrico y analitico-aritméticopatorresponder sus gréaficas
disefiadas con sus ecuaciones propuestas.

Barrera et al. (1998) estudian la relacién y coexigteque se presenta entre los
modos de pensamiento geométrico y analitico en el estudiantengartde una
representacibn geométrica hacia una representacion analitiaanbyén analizan el
concepto que los estudiantes tienen de solucion de un sisterea deuaciones lineales
con tres incAgnitas. La investigacion se desarrolla enébasa entrevista, partiendo de
una descripcion verbal, pasando posteriormente a una representaciima graf
finalizando con una parte analitica, todo aplicado a los fste3r3. Las entrevistas
fueron propuestas a un grupo de maestros que impartian la magebieadineal a nivel
superior.

Observan que el concepto solucion de un sistema de tres eesalin@ales con tres

incognitas, en la mayoria de los entrevistados, esta ententlideéa de la definicion,



pero no esta aprendido, ya que manifiestan dificultades al &pliearuna situacion
geométrica. El nivel de entendimiento en sistemas 2x2 es magorqug su
representacion geomeétrica se realiza en el plano y aparézenayoria de los textos de
algebra lineal. Razon por la cual los profesores lo manegjasu eliscurso matematico
escolar. Obtuvieron evidencias de que tres planos que se iateides a dos y dos
planos paralelos y uno secante a ellos, son considerados por loss&utosvcomo
sistemas que tienen solucién (las rectas de interseccibmdaien realidad estos
sistemas no poseen solucion. La categoria menos pensada pordastadbs fue la de
tres planos coincidentes porque consideraban que se tratabaoite plarso.

Concluyen que en el discurso matematico escolar vigente, edatorae solucion de un
sistema de tres ecuaciones con tres incognitas es tratadd @ntexto analitico
aritmético, a través de algoritmos y métodos para la oldtert@l conjunto solucién.
Esto conduce a estudiantes y profesores a trabajar en formaicaegéno se logra
interiorizar el concepto de solucion. Proponen que se trabaje taemiél &mbito del
pensamiento sintético-geomeétrico y en la relacion entre estdfpdesde pensamiento
para poder llegar asi a un nivel de pensamiento anal#&tooctural.

Panizza et al. (1999) presentan el trabajo de seis estudiante@on al tema
ecuacion lineal con dos variabledos estudiantes habian previamente elaborado la
concepcion de ecuaciones como igualdades numéricas en las detamglesignan
nameros a ser encontrados y habian ademas, estudiado recientemaigiemas de
ecuaciones 2x2. Las autoras se preguntaron si los estudiantes muufréabir una
ecuaciéon con dos variables aislada de los sistemas de@mscsi serian capaces de
otorgar entidad al objeto ecuacion de dos variables y al mismpo reconocerlo como
parte de un sistema de ecuaciones lineales y como enfrertagiuacion de que una
ecuaciéon puede tener infinitas soluciones, habida cuentaamdapcion de las letras
como incognitas que habian elaborado previamente. También se cuestien&ws
conocimientos aritméticos ayudarian a los estudiantes como cuatadiames
ecuaciones con una incognita y si la nocion de variablelezsdé en el trabajo con los
estudiantes en el &mbito de las ecuaciones o su mencion sgyecatrcontexto de las
funciones que en general se ensefian en forma separada.

Si bien sefialan que no es su intencidn contestar a todas estagantes, las autoras

concluyen que la ecuacion lineal con dos variables no es reconocitts pstudiantes

° Se respeta la denominacién que utilizan las asieatrabajo.



como un objeto que define un conjunto de infinitos pares de numerosdcCla
ecuacion aparece en un sistema, estos adaptan bien la @admcdpcletra como
incognita a la resolucion de sistemas con solucion Unica emtelcsele que ahora en
lugar de determinar Unicamente hay que determinarey. Pareceria que la nocion de
incognita no resultaria eficaz para interpretar el rol deetesss en una ecuacion con dos
variables, objeto éste que deberia ser comprendido si lesiaste ecuaciones lineales
fueran concebidos como un conjunto de condiciones independientes alésssaules
exige que se deben cumplir a la vez. Por otra parte, a pdstmatdeniento de la
ecuacion lineal con dos variables como ecuacion de la rexaallmnos tienen
dificultades en establecer una relacion entre los puntos dedayrks soluciones de la
ecuacion correspondiente.

La posibilidad de aproximarse a las infinitas soluciones descmacion lineal con dos
variables aparecio bajo dos concepciones diferentes y cahieadobjetos distintos. Un
estudiante interpretd la ecuacién lineal como una funcion lingalite de la cual pudo
construir soluciones otorgandole valores a una de las variablestriogsestudiantes,
concibieron las infinitas soluciones a partir de las distinbhsci®nes Unicas que se
fueron encontrando a sistemas de ecuaciones donde una misma epeatianecia
fija. Estos alumnos parecen estar mas lejos de hacer canflalrobjeto ecuacion lineal
las nociones de variable y de dependencia para obtener sotudiste significa que si
centran su atencién en la concepcion de letras como incognitasareshas lejos de
construir un sentido para el nuevo objeto. Las investigadoras queiieadelante este
trabajo dejan asentada finalmente la importancia de avanzelr @nocimiento de la
relacion que existe entre el aprendizaje de las nociones de incggratable, para
arrojar luz sobre la relacion entre la aritmética y edlddg.

Mora (2001) estudia algunas dificultades asociadastelpretacion del concepto
solucion de un sistema de ecuaciones lineales. Menciona lo reportado lpua ks
Villegas (1998) que detectaron que la mayoria de los estudiamésstan que un
sistema de tres ecuaciones de primer grado con dos incognitadaloretdas asociadas
a las ecuaciones tienen una configuracion del tipo que mugstnaden siguiente, tiene
tres soluciones pues las asocian a los puntos de corte que sitgemad las rectas dos

a dos.



Mora también menciona que en las practicas de aula, los doceitdespeoponer a los
estudiantes sistemas de ecuaciones incompatibles o indetermirsatoetodo al
momento de emplear un método algebraico de resolucién, pues coadsitesciones
donde aparecen por ejemplo expresiones del tipo 0 = 0 0 0 = 5, guemadhficultades
al momento de ser interpretadas. Especificamente, Moraopaspr entonces, estudiar
qué afirman los estudiantes cuando al resolver un sistema déeesdmeales llegan a
expresioneslel tipo 0 = 0 o 0 = donder es un numero real distinto de cero, y trat6 de
explicar a lo largo de su investigacion, qué significado teste para los estudiantes en
el contexto de los sistemas de ecuaciones, y cOmo podria destses &xpresiones una
interpretacion geomeétrica. Su objetivo de investigacion fuetagna conexion en los
modos de pensamiento analitico y sintético-geométrico a tdevésia secuencia de
problemas, que permitieran ver en juego estos dos modos de perieaniecando la
construccion de la nocién delucionde un sistema de ecuaciones.

En la secuencia que aplicé a los estudiantes aparecian sisieneguaciones que no
tenian solucion y sistemas que tenian infinitas solucioneisiteracion fue provocar un
debate entre los estudiantes que los condujera a una situacion widizapee de tal
manera que estuviera en juego el conceptesalacion de un sistema y pudieran
distinguir los tres casos que se pueden presentar en un sitatnaanalitica como
geométricamente. Comprob6 que el modo de pensamiento geométrico furmioma
una herramienta de apoyo para dar significado a los procedimientiicasg ademas
motiva a la reflexibn matematica en el estudiante. Alizaralas expresiones del tipo
0 =0y 0 =1, observd que los estudiantes ofrecen algunas respbhastaas
Unicamente en la memoria, recordando lo que sus profesores learenséi®d que si

mostraron con claridad al resolver la secuencia es que bustdudsdn de un sistema



de dos ecuaciones con dos incognitas, graficamente es encastarordenadas del
punto de interseccién de las dos rectas.

Mora sefiala que el hecho de que el 0 = 0 sea siempre c&rby 1 sea siempre falso
desde un punto de vista aritmético, podria constituir un tipo de olus{dara permitir
profundizar en su significado geométrico dentro de los sistemesudeiones. La falta
de una interpretacion geométrica directa de estas expresamssdificultad.

En su analisis pudo constatar que los estudiantes manejan un petsamalitico y un
pensamiento geométrico mas o menos elaborado, pero no lograncestabéerelacion
clara entre ambos pensamientos. Después de haber analizado agpressones
verbales y escritas de los estudiantes, pudo detectar algunos ti@zpensamiento
analitico y sintético-geométrico y vio que este Ultimo les propordidfoamacion mas
natural para contestar correctamente ciertas cuestiones dtiatsnEs en la interaccion
entre ideas intuitivas y formales que los estudiantes narloggtablecer, por ejemplo,
las equivalencias entre una expresion 0 = 0 y dos rectasdzsmtes.

Filloy et al. (2003) analizan el significado delnsigle igual que es generado
cuando los estudiantes utilizan el método de sustitucion o igualparénresolver un
sistema de ecuaciones con dos incognitas. Estos métodos sonenseigresentados a
través de un proceso de extension de la sintaxis y significadeSagios para resolver
ecuaciones lineales con una incégnita. A través de estos gsoalgsinos estudiantes
pudieron dar sentido a los métodos y generar nuevos significadasutboss concluyen
gue la dialéctica entre la sintaxis y la semantica constalypeincipal obstaculo en la
ocurrencia de errores cuando se sigue una regla para Bsauedesario usar una o mas
reglas que requieran de competencia previa.

DeVries y Arnon (2004) reportan una investigacion realizada emeto de la
teoria APOE (Accion, Proceso, Objeto, Esquema), que abomnetpto de solucion
de un sistema de ecuaciones. Las entrevistas que realizavetaron varias
concepciones erréneas del concegatinicibnde una ecuacion.

El propdsito del trabajo que reportan fue lograr una aproximaciés mléas que los
estudiantes poseen sobselucion y comenzar a realizar una primera versién de
descomposicidn genética para este concepto.

En particular, sefialan que en esta primera fase de suigaedst y de acuerdo a las
deficiencias del cuestionario que aplicaron, pudieron obtenerpocg informacion

acerca del concepto delucionde una ecuacion.



Reportan que algunos estudiantes confunden la solucion de una ecuasigienia),
con la constante que esta escrita, en muchos casos, a la déeetzhacuacion (o
sistema), es decir cuando la ecuacion esté escrita fdema f(X)=k conk real. Esto
guarda relacion con las investigaciones que sefialan que estudadieyentes edades
tienden a pensar que el signo de igual significa “el @edoles”.

Otros estudiantes confunden el conceptsalacionconresolver Es decir que, en lugar
de utilizar el procedimiento de verificacién para determinastsmos o no frente a una
solucion, optan por resolver en lugar de sustituir. En este @asaiores interpretan que
el concepto de solucion que desarrollaron los estudiantes consiste aggion de
resolver una ecuacién (o sistema de ecuaciones), mas quaceilade sustituir. En el
nivel de accion el estudiante tampoco puede predecir cual sienédnka de la solucion
gue obtendrd sin pasar por el proceso de resolucion. Los investgyaidedicen que
usar la accién de sustituir como base para el desarrollo deépmonde solucion
favorecerd la interiorizacion de la accion y su transfoi@naen un proceso.

Los autores terminan sugiriendo una secuencia de aprendizaje qe drirla
descomposicion genética por ellos realizada. Proponen comenzar ayuddogo a
estudiantes a construir el nivel de Accién del concepto de ecuactdayendo el
concepto de solucion, la habilidad de identificar en ella dos fuegida interseccion de
sus dominios, sus codominios, y solucion como un elemento del domingyetal
realizarse la sustitucion permite obtener una proposicion verddglerasta instancia
proponen sustituir por elementos del dominio comdn y ver si son 0 NCOFESICI

Para el nivel de ecuacién como Proceso, incluyendo el condepolucion, sugieren
gue se debe ensefiar a los estudiantes a identificar las damnésncsus dominios y
codominios para diversas formas de la ecuacién. No se lesragoiteiones de las
ecuaciones y se les pide que describan el formato de las posddleiones y no
soluciones.

Para alcanzar el nivel Objeto del concepto de solucién, fendan trabajar con
conjuntos finitos. Con ayuda del programa ISETL, se les pide eslndiantes disefiar
un programa tal que al ingresar una ecuacion, la computadoraviedvdeel conjunto
solucion. El programa lo que hace es ir chequeando uno por uno los ekerdeht
conjunto dado y de alli obtiene los que verifican. Cuando los esteslianfrenten mas
tarde sistemas de ecuaciones sobre conjuntos infinitos, delestémla necesidad de
otros métodos, ya que no es posible la verificacion uno a uno déetnsnéos del

conjunto dado por ser infinito. Aprender a resolver algoritmos ndclahora el



entendimiento de lo que el algoritmo hace: produce solamente Gosis que generan
proposiciones verdaderas y so6lo esas sustituciones. A partirtaedissfiaron un
segundo cuestionario para continuar con sus investigaciones.

Cutz (2005) analiza algunos fendmenos relacionados con la representaci
geométrica del concepto de solucién de un sistema de ecuaci@adsslioon dos y tres
incognitas, y las dificultades de los estudiantes relativasanakito entre diferentes
representaciones de los sistemas de ecuaciones linaajleemétrica y la analitica.
Utiliza como marco tedrico el presentado en Sierpinska (2000)veekatios diferentes
modos de pensamiento en algebra lineal y propone diversas actvalbeestudiantes
gue ponen en juego estos modos de pensamiento. Cutz concluye que la dejasia
estudiantes entrevistados presenta una gran dificultad para logteatamiento de los
sistemas de ecuaciones lineales tanto de dos como de trestes0Bni particular, los
estudiantes presentan problemas con el concepto solucién en el mdmef¢otuar un
pasaje del modo sintético-geométrico al analitico-atibtmé analitico-estructural.
También quedd en evidencia que los estudiantes tienden a relaciarsalion de un
sistema de tres ecuaciones con dos incégnitas, con el pumizidedcion de al menos
dos de las rectas que representan graficamente ahaiste
Recomienda relacionar a la solucibn de un sistema de ecumdineales con su
representacion grafica y poner mayor atencion al significadootekepto, evitando que
la explicacion quede sujeta a los métodos de resolucion. Sugiedr ksfrategias que
favorezcan el tratamiento de los sistemas en los diferembe®s de pensamiento y
proponer actividades a los estudiantes que requieran el transite kog.

Ramirez (2005) se plantea identificar y analizar las difidels que presentan los
estudiantes en la representacién grafica y la presentaciditicande sistemas de
ecuaciones lineales con dos incégnitas. Utiliza como marcocde@ws modos de
pensamiento presentados por Sierpinska (2000).

Los estudiantes que entrevistd evidenciaron dificultades al draban sistemas con
infinitas soluciones y su representacion grafica; tuvieron praddepara plantear las
ecuaciones de un sistema dado, mostrando dificultades c@m&tdrentre el modo de
pensamiento geométrico y el modo analitico. Manifestaron ddide$ también para
interpretar la expresion 0 = 0, sefialando que el sistemarngosolucion.

Ramirez recomienda el disefio de situaciones novedosas que invdiiferemtes
modos de pensamiento y que requieran tanto el analisis de sismmssucion Unica,

como los casos sin solucién o con infinitas soluciones, sitggiar el primero de ellos.



Alcocer (2007) se propone profundizar en el entendimiento de las @itleslt
que presentan los estudiantes del nivel superior con el conceptud&rs de un
sistema de ecuaciones lineales en los contextos analiteonyégrico, considerando los
casos de solucién Unica, infinitas soluciones y el caso de noi@ul Como marco
tedrico utiliza los modos de pensamiento propuestos por Sierpid8Ra)( Alcocer
observa que los estudiantes de Ingenieria con los que trabajd, comsioleo solucion
de un sistema de ecuaciones lineales los puntos de intersecca@nreetds del sistema
tomadas de a dos o los puntos de interseccién de las rectsistelela con los ejes
coordenados. También observé que los estudiantes piensan que el nUsucidees
de un sistema esta relacionado con el nimero de incognitas deissigisto es, si un
sistema tiene dos incégnitas tendra dos soluciones, si teméntognitas tendra tres
soluciones, etc. Los estudiantes con los que se trabajé no pudietiogudisios
diferentes casos de solucion para un sistema, presentando mploejm sistema con
solucion anica cuando se les pedia un sistema sin solucion. cBstapciones erroneas
permanecieron aun después de un curso de algebra lineal que twi® @mfzorregir los
errores antes mencionados. Alcocer sugiere entonces que accbadratar ejemplos
aislados, sino que es necesario dotar de sentido a los congg@pbaedimientos que se
desea ensefiar.

Manzanero (2007) identifica las dificultades que prasefds estudiantes al
estudiar el concepto de conjunto solucion de un sistema de ecudrieaks. Sustenta
su trabajo en la teoria APOE (Accidn, Proceso, Obj&squema).

Entrevisto a seis estudiantes del nivel superior y observé que resgigiante mostro
tener una concepcion objeto para el concepto de conjunto solucién papsede ellos
mostraron haber construido un proceso de solucién, en particular escelde los
sistemas con tres variables. También se apreciarculthfies con la parametrizacion.
Manzanero recomienda que en vias de lograr la encapsulaciécessamo presentar a
los estudiantes la solucion de los sistemas de ecuaciofi@sr& algebraica, trabajando
en forma coordinada con la construccion y solucion del sistema ea fométrica. La
coordinacién de estas dos representaciones permitira lograrajoacomprension en la
solucion de los sistemas de ecuaciones. También sugiere presdéod alumnos todos
los casos posibles de solucion de un sistema de ecuacionesnddliziiferentes
representaciones y no limitarlos a la solucion de ejemplos {picttd. Recomienda
ademas presentar a los estudiantes problemas no triviales pasallcion de sistemas

de ecuaciones, con el fin de que se enriquezca su esquema delaalecsptucion.



Estos problemas necesitaran al menos de una concepcion procesosperse y
deben incluir preguntas que inviten a la reflexion para lograntapsulacion; un
ejemplo son los problemas que involucran parametros o los prolpessastados en un
contexto geométrico.

Barrera (2008) analiza los modos de pensamiento sintético-gemmatralitico-
aritmético y analitico-estructural en algebra lineal (Bneska, 2000), que se ponen en
juego en la solucion y planteamiento de una seleccién de probiEmaistemas de
ecuaciones lineales homogéneos con dos incégnitas, y su relacion ceptesrae
dependencia e independencia lineal, asi como las estratatifacsiltades que presentan
los estudiantes de los primeros semestres de la carrargeséeiria. Barrera detecta que
existen dificultades en la transicién entre los diferentes moelgensamiento y con el
concepto de sistema homogéneo. Detecta también que no existe unarcenae los
distintos modos de pensamiento en los estudiantes al abordar los psot&esistemas
de ecuaciones lineales y de conceptos estructurales relagor@do ser combinacién
lineal y dependencia lineal. Observa que los estudiantegantilun modo de
pensamiento y no recurren a otros aun cuando la situacion matelm&éqaiera. Por
ejemplo, algunos estudiantes utilizan el modo de pensamientticareditructural, y no
otros, mientras que algunos estudiantes trabajan en el modo de ipetsaintético-
geométrico y no pueden pasar a los otros modos de pensamiento.

Ramirez (2008) retoma los resultados que obtuvo en Ramirez (200abgcse
en este trabajo a profundizar en el entendimiento de las cimoep de los estudiantes
de nivel superior respecto a los sistemas de ecuacionegsirEatios y tres ecuaciones
con dos incognitas, utilizando como marco teorico los modos de pensapropuestos
por Sierpinska (2000). Los cinco estudiantes con los que trabajanhabiminado un
curso de algebra lineal en donde habian estudiado los sistemasadiomres lineales.
Ramirez concluye que la mayoria de los estudiantes no lognanolete el caso de
infinitas soluciones de un sistema de tres ecuaciones Bneale dos incognitas,
analiticamente tres ecuaciones equivalentes y gréficarmmenteectas coincidentes. Los
estudiantes evidencian dificultades en el modo de pensamientccaraditiuctural pues
no consideran las propiedades de los sistemas.

Monroy (2008) estudia las estrategias y dificultades que predestastudiantes
de los primeros semestres de la licenciatura de la cateeiregenieria y los profesores
de matemética que imparten algebra lineal a nivel de leteina, en relacion al

concepto de solucion y planteamiento de sistemas de ecuaciomsslihemogéneos



con tres 0 mas incognitas y su relacién con conceptos de dependemsaendencia
lineal. Realiza su andlisis en base a los tres modos de pensarsintético-geométrico,
analitico-aritmético y analitico-estructural, propuestos papiBigka (2000).

Monroy encuentra evidencias de que los estudiantes y algunos profesciigelda
lineal tienen dificultades para transitar entre los difeeemedos de pensamiento al
trabajar con sistemas de ecuaciones lineales homogéneos gudliferente nimero de
ecuaciones que de incégnitas asi como en la interpretacigéoramipto de solucién en
relacion con el concepto de dependencia e independencia lineal.

Recomienda que tanto los libros de texto como el profesor em, al@m menor
relevancia al pensamiento analitico-aritmético en losras$ homogéneos, dedicando
menos tiempo a la parte algoritmica con los casos mas corfpnoédemas con el
mismo numero de ecuaciones que de incognitas con solucion triviatyoy sugiere
dar mayor importancia a los casos que permitan unir un conoam@amt otros
mediante el disefio de actividades donde el estudiante descubagitargque tiene este
tema en particular con los conceptos de dependencia e indepantieeal, base,
dimension, transformacion lineal y espacio vectorial. Asiroisogiere que los libros de
algebra lineal y el profesor, tengan en cuenta el desarrotliribisde los sistemas de
ecuaciones lineales homogéneos para implementar actividadecdgl@uie permitan
al estudiante reflexionar y construir su propio conocimiento redeeajuizas, las
condiciones en que fue creado.

Monroy concluye que el modo de pensamiento estructural es el meocecfde en el
tratamiento de sistemas de ecuaciones lineales homogénaen®naet desarrollo del
tema que aparece en los libros de texto como por parte de fesques, por lo tanto
recomienda trabajar en sentido inverso de como se trabajaaln@nie: partir de
conocer la solucién del sistema homogéneo (pensamiento anraltractural) para
plantear el sistema correspondiente (pensamiento analitica&teiny hacer su gréfica
si existe (pensamiento sintético-geométrico). También sugierelaquélizacion de
algun software podria facilitar el trabajo con temas fundamentk &lgebra lineal

como los sistemas de ecuaciones lineales homogéneos.



Resultados referidos a puestas en escena de disefios def@arsza o a la actividad

del profesor

En esta seccién reportaremos los trabajos de Coulange (2001), 20042 y
Haggstréom (en progreso).

Coulange (2001) aborda el estudio de la actividad del profesor apoyanddse en e
enfoque antropoldgico de Yves Chevallard y de la teoria déuasienes didacticas de
Guy Brousseau. Estas herramientas le permiten cuestionaivideatde un profesor en
relacion a su proyecto de introduccion de los sistemas de ecusmaeonga clase de
tercer afio de secundaria y de su puesta en practica en un grapmdlantes de ese
nivel. También realiza un andlisis de los programas, de exi®st del alumno y
entrevistas a profesores.

El estudio muestra las limitaciones de los significadodoslaa los sistemas de
ecuaciones inducidos por las intervenciones del docente en situadtaselemas alla
de su eleccion inicial, las elecciones y las decisiones detgmohacen aparecer el
sistema como traduccion algebraica del enunciado que permitmaubrtravés de una
sustitucién en una ecuacion con una incognita, que aparece adue@s como la
Unica herramienta de resolucion a los problemas planteados.

La autora concluye que a partir de los diferentes andlidizagas sobre un estudio de
caso, se dibuja un plan metodolégico para estudiar la actividagrafesor en la
elaboracion, la instalacion y la gestion de las situacionesskfianza.

En Segura (2004) se reporta un trabajo cuyo objetivo consistié enrdigesizer
a prueba una secuencia de ensefianza que hiciera asequirkndizaje y solucion de
los objetos sistemas de ecuaciones lineales, con miraep&igr comportamientos
matematicos y cognitivos en el quehacer de los alumnos, hacjeredd tratamiento y
pasaje de registros de representacion fuera el ejéapamastruccion de las actividades.
En este trabajo se mencionan algunas dificultades de los estgdiasociadas a los
sistemas de ecuaciones. Por ejemplo, se sefiala que loam@smidesuelven un sistema
de ecuaciones y no verifican la solucion. Es decir, que existdasaaticulacion entre el
objeto sistema de ecuaciones lineales y su conjunto solucién (Pahizza 1995;
referido en Segura, 2004). Se ha observado también que los estud@mtsdizan
correctamente el pasaje del registro verbal al algebraamdoroblema que involucre
un sistema de ecuaciones lineales y recurren pocas vaguesag del registro grafico al

algebraico para resolver un sistema de ecuaciones lir{Palesz Donoso, 1998; referido



en Segura, 2004). Por otra parte, se sefiala que los alumnos degisab de
representacion grafico un estatus inframatematico, no utilaté para resolver sistemas
de ecuaciones lineales (Ramirez, 1997; referido en Segura, 2004)

En cuanto a la situacién didactica disefiada, se buscé queiVadadets giraran en torno
al pasaje entre registros de representacion semibtictagntemto entre ellos, es decir la
conversion dentro del mismo registro. Los registros utilizados fnerbal, el grafico
y el algebraico. Se trabajo en el campo de los nimeros,rabl@sando sistemas de
ecuaciones lineales con conjunto solucion unitario, vacio o mfinit

Con el fin de desarrollar y observar los comportamientos matasaéke los alumnos se
utilizé la teoria de situaciones, mientras que para los cogmikivteoria de registros de
representacion semiotica.

Al término de la secuencia, y de todas las actividades ipkaadfs la autora afirma que
se pudo constatar el logro de las intenciones didacticas prapyestaespeto al objeto
matemético seleccionado. En forma posterior a la experiméntaon la secuencia, se
observé que quedaron subsanados algunos fendbmenos como ser: la desarticitacion e
los sistemas de ecuaciones lineales y su solucion. E&igréepartiendo de la solucion
del sistema y generando las ecuaciones lineales que tuvsaranlacion. De esta forma
son los alumnos que deciden que tal sistema tenga a esa sqgiocilngual se afirma la
articulacion. Luego de esto se pasaria a la forma habituahgiiar los sistemas, que
consiste en empezar por los sistemas y hallar la solucion.

El trabajo con los tres registros de representacion posibi@lalumno identificara al
objeto sistema de ecuaciones en todos los registros ya que searenapl forma
indistinta para simbolizarlo. Es importante destacar que lgegsei@ utilizada no asocia
el objeto sistema de ecuaciones lineales con los métodos deci@sopor lo cual evita
gue se confunda el objeto con los procesos de resolucion.

Haggstréom (en progreso) analiza tres lecciones sobre la engafialas sistemas
de ecuaciones 2x2 por parte de tres profesores diferentes yedenti$ lugares
geogréficos (Hong Kong, Shanghai y Suecia). Encuentra entre difia®ncias
importantes. Sostiene que lo que los estudiantes aprenden o no apesndaierto
contexto, depende de las caracteristicas y de los contewiddsscque los estudiantes
pueden experimentar. Su marco teérico éedaia de la variacidorgue sostiene que es
necesaria la experiencia en la variacion para poder disselmi nuevos aspectos de un
objeto de aprendizaje. Como ejemplo propone el caso en que a un estuglismte s

ofrecen tres sistemas de ecuaciones 2x2 para resolver, usolgoidn Unica, otro con



infinitas y el tercero sin solucion. Dice que un estudiante queime@a con estos tres
tipos de sistemas seguramente advertira que el nimero de scuigome sistema no es
algo que podamos dar por supuesto. En el articulo hace mencion a Pangy(2068)
su tesis demostré que lo que los estudiantes aprenden o no apreriesgpexplicado
por los patrones de variacion que se les han ofrecido a ttavaensefianza.

En las observaciones de clase, el autor detecta vamasrdifas en las caracteristicas del
concepto sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas gquesest® a los
estudiantes. Uno de los aspectos refiere al concepto de sistenta método para
resolver problemas. En una de las clases observadas, a d#ederiais otras dos, los
sistemas no se presentaron como una herramienta para resolvanagsolefnala que es
dificil que los estudiantes de esa clase adviertan esertasge los sistemas de
ecuaciones, al menos durante la secuencia de aprendizaje dasedDiep aspecto
diferente que encuentra entre las tres clases es que en eifesdg profesor plantea a
sus alumnos varios sistemas de ecuaciones para que ellos nnsiicgom lineales y en
dos incognitas. Les permite a los estudiantes experimentatizaartferentes tipos de
ecuaciones y sistemas, y brinda elementos para poder deciddoce&atdn ante un
sistema lineal y cuando no. Esta experiencia no fue ofradimmestudiantes de los otros
dos grupos sino que se pas6 inmediatamente de la presentacion ideema & su
resolucién. Estos ultimos estudiantes podrian dar por supuesto dgierusistema es
lineal y con dos incégnitas. Haggstrom no saca conclusiones tatesm@or ahora, sino
gue sefiala que debe continuar con su investigacion, analizandoases gara poder

obtener mayor informacion.

A manera de sintesis

Entre los trabajos resefiados, los hay de diversa indole. 19&8 { 1992) y Acufia
(1998) reportan diferentes aspectos de la problemética refeladaddicultades de los
estudiantes en la lectura e interpretacion de las represeetdiantesianas y los
transitos entre diferentes registros de representacion tisamss especificamente en el
ambito de los sistemas de ecuaciones.

Sfard y Linchevsky (1994) ofrecen una teoria acerca de qué gse un
individuo es capaz de percibir y notar cuando observa simbolos &gsbizste trabajo
ha constituido una importante contribuciéon a la comprension de céombesaeolla el

pensamiento algebraico.



Panizza et al. (1999) analizan el trabajo de seis estudiastessdificultades para
concebir una ecuacion con dos variables aislada de los sistemasudciones.
Recomiendan avanzar en el conocimiento de la relacion que ertsteel aprendizaje
de la nocién de incégnita y el de la nocion de variable pegarla conocer la compleja
relacion entre la aritmética y el algebra, pero no llegarmoponer actividades para la
ensefianza del tema.

Sierpinska (2000) se concentra en algunos aspectos del razonadeelus
estudiantes del nivel superior, que podrian ser los responsabliegidasadificultades
en el estudio del algebra lineal y realiza aportes teéricoa pderpretar esas
dificultades.

Haggstrom (en progreso) y Coulange (2001) observan lecciones dmrezese
aunque con diferentes objetivos. El primero para saber qué oporemidad/ariacion
en las actividades se ofrecen a los alumnos y cémo esto resluisdiaaprendizaje y la
segunda para establecer un plan metodolégico para estudiavitéadatel profesor.

Filloy et al. (2003) analizan el significado del signo de igua ga genera
cuando los estudiantes utilizan el método de sustitucion o igualparénresolver un
sistema con dos incégnitas. No se ubica en la construccion deida decsolucion en
forma previa al abordaje de los métodos de resolucion.

DeVries y Arnon (2004) trabajan en el andlisis del conceptoldeién que han
construido estudiantes de algebra lineal. Presentan a susaetsdel trabajo con
matrices, ecuaciones con diferente numero de incégnitas ceimcentrarse
especificamente en los sistemas 2x2. Reportan que por lagnigéisi del disefio del
cuestionario no pudieron recoger toda la informacién que buscaban.

Segura (2004) trabaja con alumnos del nivel medio. Disefia y ponelzapina
secuencia de ensefianza para el concepto solucion de un gxferista investigadora
reporta resultados positivos de la puesta en escena de su digefiop pplica un
cuestionario posterior a la puesta en escena en clase de esucs&gogue ponga a prueba
los conceptos construidos por los estudiantes y evidencie léetemsa del concepto a
situaciones nuevas. También asume, acriticamente que largesd@dos sistemas debe
iniciarse por el caso 2x2, punto que se cuestiona en est@traba

Barrera et al. (1998), Eslava y Villegas (1998), Marinesonidy (1998), Mora
(2001), Ramirez (2005), Cutz (2005), Alcocer (2007), Manzanero (2007),r8arre
(2008), Ramirez (2008), Monroy (2008) estudian las dificultades detlodizeges del

nivel medio superior, superior y de docentes del nivel superior cgefizam algebra



lineal, en relacion a los sistemas de ecuaciones, la ietacpin del concepto solucion y
el transito entre las representaciones grafica y anald&tas trabajos dan cuenta de la
problemética, aportan conclusiones y sugerencias didacticas pemwanpan en el
disefio de una secuencia de ensefianza del tema que redugdlazgos.

Nuestro trabajo se propone por un lado dar cuenta de la problesratimano al
aprendizaje del conceptsolucion de un sistema de ecuaciones lineales con dos
incognitas en estudiantes uruguayos del nivel medio y medio supeaiar, luego
proponer una secuencia de ensefianza del concepto para estudiamted deddio. La
importancia de nuestro trabajo radica en que el estudio destesas de ecuaciones
lineales en el nivel medio (estudiantes de 14-15 afios), puedensiiierado como la
puerta de entrada al &lgebra lineal. Dadas las difdrdtaeportadas en alumnos del
nivel superior y en docentes de ese nivel que ensefan algelaia lelativas a su
comprension del conceptsolucion de un sistema de ecuaciones lineales y a las
relaciones entre las representaciones geométricas y agrafionsideramos que es
relevante comenzar a aportar elementos que contribuyan a niejenseiianza del tema
desde su puerta de entrada, para facilitar el aprendizajeedes subsecuentes y que las
nociones adquiridas tempranamente no constituyan obstaculos post@aoae<l
aprendizaje.

Es nuestro objetivo brindar elementos concretos para mejarasddianza del tema y no
ubicar nuestro trabajo en el puro analisis de las dificultades dstladiantes. Deseamos
brindar informacion y actividades de clase, basadas en latigaeion, que puedan

resultar uUtiles a los profesores de matematica parasapsus practicas.



CAPITULO I

Marco teodrico

El hombre es la medida de todas las cosas
Protagoras

En esta seccion se abordan los aspectos tedricos que nos pewhaitindterpretacion al
pensamiento de los estudiantes. Utilizaremos el punto de visGiedanska (2000)
complementado con la perspectiva de Vinner (1991) sobre la forndeidanceptos.
La inclusién de estos aspectos se fundamenta en la necesidad ee glesentos
tedricos para analizar e interpretar las concepciones destiodiantes y poder asi, dar
explicaciones a la probleméatica que se estudia.

Consideramos que los modos de pensamiento presentados en Sierpinska (2000)
(sintético-geométrico, analitico-aritmético, analiticbwetural) son apropiados para
interpretar los fendmenos en los que nos hemos concentrado. Cuaramdsable
modos de pensamiento nos referimos a que los objetos matematiceseaddiierentes
significados al trabajar en diferentes modos. Esto podria sea crudlificultades
cuando, por ejemplo, presentamos una pregunta en el modo sintgtedingos al
estudiante que dé una interpretacién analitica. Como ya se@alem el capitulo
precedente, estos tres modos de pensamiento aparecen en ka déstanmatematica de

forma secuencial, pero ninguno de ellos elimind a los otros daamutiora sefiala que:
[...] el hecho mas interesante es que el algebeallipuede ser vista como el
resultado de la superacién de dos obstaculos opdsiiones dogméticas
opuestas: una rechazando la entrada de los numerdasgeometria, y la otra
de la “intuicién geométrica” en el dominio puro ldearitmética. (Sierpinska,
2000}°
Segun Sierpinska (2000), estos modos de pensamiento no constituyen etabpas en
desarrollo del pensamiento algebraico sino que son vistos como nmegesshmiento
gue son igualmente utiles, cada uno en su contexto, y para propositosicespg

especialmente cuando estan en interaccion.

10 [...] the most interesting fact is that linear algeloan be seen as the result of an overcoming of two

obstacles or two opposed dogmatic positions: ofusirgy the entry of numbers into the geometry, tued
other that of “geometric intuition” into the patemain of arithmetic. (Sierpinska, 2000)



Los modos de pensamiento no sélo constituyen formas de pensar y elusmigetos
matematicos sino que también actian como herramientas heurigtic@solver
problemas. Cada uno de los modos de pensamiento constituye una viasteaatos
objetos matematicos aunque la coordinacion y transito entre elloggepor un lado,
un pensamiento mas versatil, y por otro, ver diferentes fadetasbjeto matematico,
ofreciéndonos diferentes aspectos segun el registro en elequbigie. Tal como
Sierpinska lo sefala, cada uno de estos modos de pensamiento cardiferentes
significados del objeto, porque cada uno de ellos permite una ndifadente del objeto
algebraico en cuestion.

En el modo sintético-geométrico (SG) los objetos son presentaglstsidiante mediante
una representacion geométrica, una figura, un conjunto de puntositégsetaciones
se dan mediante las operaciones que estan definidas ernuatasnen este caso de
puntos, esto es la unién, la interseccién, etc. La visualizacibermaticd’ juega un rol
fundamental en lo que es la resolucién de problemas en edteda pensamiento.

En el modo analitico-aritmético (AA) los objetos matemétiarsgensados a través de
relaciones numéricas, los puntos del plano aparecen como panmesdoside reales, las
rectas como ecuaciones, los vectores covaplas, las matrices son arreglos de nimeros
en filas y columnas. En este modo el pensamiento es tedricoeleadmento en que el
estudiante debe interpretar los objetos a partir de cieelasianes numeéricas o
simbdlicas.

En el modo analitico-estructural (AE) recurrimos mas biensaptapiedades de los
objetos 0 a su caracterizacién a través de axiomas. Liasesafunciones, sucesiones,
entre otras, pueden ser vistas como elementos genéricogsieaaio vectorial.

Los modos de pensamiento, como ya dijimos, son formasrde entender los
objetos matematicos. Estos dependen de los tipos de relacione$og ojpie evoquemos
al momento de pensar en un objeto algebraico o al intensatvee una tarea.
Indudablemente el tipo de tarea que se le presenta a un estudiarda gstrecha
relacién con el modo de pensamiento que éste utiliza para resofedaa porque se le
pide razonar en un determinado registro o porque la tarea mistoaexgiiere. Por otra
parte también debemos tener en cuenta que por los enfoqudwmljtigalmente se
realizan en los niveles educativos que nos interesan en dx trlws estudiantes

funcionardn mas bien en los modos SG o AA.

' En el sentido de Zimmermann y Cunningham (1991)



Como ya se sefialo, el tipo de tareas a lasegasfenta un estudiante de alguna
forma contribuye u orienta a que se utilice un determinado moperdamiento o a que

la coordinacion entre varios de ellos sea necesaria.

Agunos ejemplos que ilustran el marco téorico

A continuacién se propondran, a modo de ejemplo, algunas actividadeanalizaran
gué modos de pensamiento se ponen en juego al enfrentarlas, conal dbjetostrar
de qué forma el marco tedrico elegido permite interpretarabhjp que realizan los

alumnos.

{)"'1$&
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Si el estudiante solamente ha estudiado métodos algebraicosgmvar sistemas 2x2,
funcionara en el modo AA, ya que no tiene otra via de acceso aimdgmo. Las
soluciones del problema son parejas ordenadas de reales digarverila vez las dos
ecuaciones. Si ha estudiado ademas el método grafico podra paouoptar por el
método a emplear, pasando al registro grafico si lo considesaiiaente pero ademas
podria interpretar la situacion en el modo SG aun cuando no utdizarétodo grafico
para resolver el sistema. Me refiero a razonamientos jpiel tcada ecuacién esta
asociada a una recta, debo investigar si se trata s sarantes o paralelas (distintas o
coincidentes)”. Para ello podra utilizar un método algebraicop ger modo de
pensamiento es SG que luego coordinara con el modo AA al tener eueeatar los
resultados obtenidos por el método algebraico para poder dar respussibleama.
Vale aclarar que aun cuando el estudiante resuelva el sigmmel método gréfico
necesitara pensar en relaciones numéricas que le permitan qhtetter para graficar y
por tanto estara usando modos de pensamiento propios del modo AA. Sutbarges
hubieran estudiado la condicion de paralelismo entre rectas (usgmpdacionalidad

de los coeficientes de las ecuaciones) cabria la posibilidagud algun estudiante



observara el segundo sistema y contestara que tiene infiolitagsaes sin necesidad de
ensayar algun método de resolucion o de pensar en rectasgsanadello que podria
encuadrarse en el modo AE. Al pensar en la condicién de paraledis ponen en juego
relaciones numéricas que podrian denotar un modo de pensamiento rdAelpe
estudiante estaria pensando en una propiedad.

Si la tarea anterior la proponemos de otra formaejgonplo pidiendo a los
estudiantes que clasifiquen los sistelhase ponen en juego otros modos de
pensamiento. Vemos a continuacién una actividad de este tipo:

"1$ &
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Ahora no es necesario resolver los sistemas para respondeorssigna. Sin embargo
para muchos estudiantes sera necesario hacerlo, y pafiazneilonaran en los modos SG
0 AA segun el método que empleen o la coordinacién de ambos. Al nogeme
determinar el par ordenado solucién en el primer caso, simplesepiedra utilizar la

condicion de paralelismo (proporcionalidad de coeficientes erclaienes) para dar

respuesta al problema, cuestién que podria denotar un pensafiiento

> 2)3

)" 1S &’
"'5$&"'1

2 Decimos que un sistema de ecuaciones linealesrepatible cuando tiene solucion. Si esta es (nica
decimos que es un sistema compatible determinado tiene infinitas, decimos que es compatible
indeterminado. Cuando un sistema no tiene solud#@imos que es incompatible.



En este tipo de tareas la mayoria de los estudiantes agoasér por la resolucion del
sistema en lugar de verificar, tal como lo reporta Se@2@®4). Esto refleja un
pensamiento del tipo AA. De utilizar el procedimiento de \e&dion también se
pondrian en juego relaciones numéricas pero si bien la persona @ieakanodo AA
también denota conocimientos de orden tedrico, razén por lo cual pociriedpie se
trata de un pensamiento mas del tipo AE pues refleja clarani@ntconceptos de
sistema de ecuaciones y solucion de un sistema.

Se presentardn a continuacién algunas actividades propuestas esiultios
exploratorios que ya se reportaron en la primera seccion deatspiresueltas en esta
ocasién por estudiantes de profesorado de matemaética, y seréiniatdgoretarlas a la
luz del marco tedrico de los modos de pensamiento. Se comentardnen Ipgar la

siguiente actividad:

6#

-

Sebastian, un estudiante con amplia experiencia en sistemas 2x2rgsprBde:'Sé

gue si las 3 rectas son secantes en un punto, el sistema es congedébiginado. Creo

que, si las rectas son paralelas o coinciden, el sistema es indblapatseria
compatible indeterminado?

El estudiante evidencia un modo de pensamiento SG pues reflexiera ae la
solucion Unica en términos geométricos. No logra articular adeveata la
configuracibn geométrica que corresponde a un sistema 3x2 sin sol&eitete
reconocer en cada punto una solucién (aunque no lo hace explicito) pues termin

preguntdndose acerca de la posibilidad de que sea compatibleir egiddiaya solucion



y quizas con indeterminado se refiera a que hay mas de una. @padt evidencia
ciertos conocimientos tedricos en relacion a la clasificaciéloglsistemas segun el
namero de soluciones, y trata de encuadrar el que se le preserigano de ellos. Este
conocimiento tedrico no representa un modo de pensamiento AA, yd gsieidiante
no recurre en ningln momento al uso de relaciones numéricas. Tarapoesenta un
modo de pensamiento AE pues el alumno solamente da nombre a leste#dipos de
sistemas sin que esto constituya un modo de pensamiento qumile gier significado
a la situacion.
En referencia a la misma actividad Flavia escribégioiante:

ax+by=c

dx +ey=f

gx + hy =i
“Que si tengo tres ecuaciones para hallar 2 incognitas, uno no@&saE0”.
Esta respuesta denota un pensamiento AA pues recurre a ecupaaespresar los
objetos que se le presentan. La respuesta verbal que da nstsanwne pensamiento
basado en procedimientos algoritmicos y no parece dar signifecamosistema 3x2
pues sefiala que una de las ecuaciones no es necesarexi®astar pensando en hallar
una solucidn, “las dos incognitas” pero esto seria aplicabte, gia, solo a sistemas
2x2.

Gonzalo dice!No existe un par (x,y) que verifigue simultaneamente las tres

ecuaciones. Si existen soluciones considerando las ecuaciones talmaddss”.
La respuesta al problema es dada en términos de payey (arece tener claro el
concepto de sistema de ecuaciones, ¢evidencia esto un modo de gensaAE? Mas

tarde, cuando se le pregunté si el sistema

X+y=2
X—y=6
3xX-y=3

tiene solucién, agrego:
“El par (4,-2) verifica las dos primeras ecuaciones. No verifi@aercera ecuacion.

Pienso en lo infrecuente de encontrar un sistema que tenga mas ecua@nes



incognitas. Ni en la secundaria ni en el mismo fPéno encuentra sistemas de este
tipo. Entonces la cabeza de uno dice “es encontrar un par de valores dfigueer
simultaneamente ambas ecuaciones’. Extrapolando este pensamientd sigferrea no
tiene solucion’. Pienso, divago, ¢,qué sucederia si alguien dijera péemlun sistema
con mas ecuaciones que incognitas consideramos soluciones a los pesdsre® que
verifican las ecuaciones tomadas de a dos’?
Es decir, pienso en la forma en que nuestra cabeza esta estructuraslapsdblemas
tipo™.” 4
No es del todo claro si reflexiona realmente sobre los modelosndarpento que se
estructuran a través de la experiencia o si se trata deuma éncubierta de mostrar su
inseguridad en referencia a qué significa resolver un sis3&®)asi bien anteriormente
parecié dejar en claro que entiende el concepto de sisterpanSamiento se realiza en
términos tedricos tratando de dar significado a la situacidisapelo en ecuaciones que
se verifican 0 no simultdneamente. Puede encuadrarsenadelAE.

Compararé ahora dos procedimientos que son muy siniaesgue sin embargo
denotan diferentes modos de pensamiento.

Para resolver el sistema:

X+y=2
X—y=6
x3y=3

Hermione presenta:

Sistema incompatible
® No tiene solucién

Néstor presenta:

131PA es el Instituto de Profesores “Artigas”, instion de nivel terciario de formacion de profesor®i

bien en el curriculo los alumnos tienen un cursdigebra Lineal, para este estudiante son inusuates
sistemas como el que se le presento.

14 Comentarios similares a los de Gonzalo, joven@af®s, fueron realizados por estudiantes de 113!
afios a este respecto. Los adolescentes insistéaly otra vez que si tomdbamos las rectas de aidos s
habia solucién y ademés tenian dudas acerca deusi sistema 3x2, la solucion debia verificar tas t
ecuaciones o debiamos encontrar soluciones porduadecuaciones.



X+y=2
2x =18
4x=5

L
A 4

La solucién es S £

Luego presenta la representacion grafica de lasergas:

En el primer caso se recurre a notacion matrigata llegar a que el sistema es
incompatible. En el otro el estudiante utiliza ésiaciones pero presenta ademas una
representacion grafica para dar apoyo al resultpdo ha obtenido algebraicamente.
Quizas la representacion gréafica le dé al estueliardyor sensacion de seguridad a la
respuesta que da basada en un procedimiento algelEa el primer caso se utiliza un

modo de pensamiento AA y en el segundo se arteduteodo AA con el SG.

Complementando dos puntos de vista: Sierpinska (2000) y Vinnét991)

Complementaremos el punto de vista de Sierpindka0(2 con el presentado por Vinner
(1991) sobre la formacion de conceptos en tantmadeale querer interpretar la forma
en que piensan los estudiantes queremos explicatlmaleza del concepsolucionde
un sistema de ecuaciones lineales que se constanyéas secuencias tradicionales de
ensefianza y de aqui nuestro interés en considsrajdmplos, no-ejemplos, situaciones
problematicas, textos y toda la bateria didactica kps docentes aportan durante la
ensefianza y que son los que contribuyen a la fedmatel concepto por parte de los
estudiantes. Por otra parte, nuestro segundo wbjets elaborar una secuencia de
ensefianza del concepto solucion de un sistemaapideuestra necesidad de centrar la
atencion en los ejemplos y no-ejemplos que ser&esomdible trabajar con los
estudiantes, con el objetivo de que construyan @m@gj ricas de los conceptasjuego.
La aproximacién que proponemos es similar a l&zatlh en Dreyfus et al. (1999) donde
se complementa el punto de vista de los modos eapgento con el de Vinner (1983)
sobre formacion de conceptos.

Con el fin de presentar sus ideas a trdeédiagramas, Vinner (1991) modela la

estructura cognitiva de un individuo asumiendoxiatencia de dos celdas. Una celda es



para la definicion y la otra parailaagen del conceptd/inner sefiala que la imagen del

concepto es “algo” no verbal asociado en nuestmateneon el nombre del concepto.

Esto puede ser una representacion visual del ctmaep caso de que la tenga; también
puede ser una coleccién de impresiones o expegieasociadas al concepto.

Una o las dos celdas pueden estar vacias. La delaimagen del concepto se
considera vacia hasta que algun significado seieasdcnombre del concepto. Esto
sucede, en muchos casos, cuando se memoriza hécofefisin entender el significado.
Deberia haber interaccion entre estas dos celdamjuau se pueden formar
independientemente.

Segun Vinner, cuando un alumno se enfrenta a lalug@én de tareas
matematicas seria deseable que consultara ladcileies de los objetos mateméticos
involucrados, pero este autor sostiene que endolds esto no sucede asi. Lo que el
alumno consulta para contestar es la imagen dekpbo. En los ambientes cotidianos o
no técnicos las personas no estan habituadas alt@oras definiciones porque no las
necesitan para poder comunicarse o entender elonguel las rodea, les alcanza con
consultar las imagenes asociadas a las ideas emtosc Esta situacion que se da en los
contextos cotidianos es transferida a los contetdosicos pues es dificil entrenar al
sistema cognitivo a actuar en forma contraria aauraleza y forzarlo a consultar la
definicion ante la resolucion de una tarea. Sinegen de un concepto no es lo
suficientemente rica, si no contiene ejemplos yejeoaplos del objeto, si solamente
contiene aspectos parciales del mismo, el alumdodpmometer errores al responder. Es
importante destacar que la imagen de un concegimpa de cada persona y que puede
contener aspectos inconsistentes. Entonces solamsnposible hablar de imagen del
concepto relacionada a un individuo especificodgnads éste podra evocar diferentes
aspectos de esa imagen segun la situacion, pardadgberia hablarse dmagen del
concepto evocada/inner considera que adquirir un concepto es éoroma imagen de
ese concepto. Destaca que conocer la definiciamdmncepto no garantiza entenderlo.
Entenderlo significa poseer una imagen del concegpierto significado debe ser
asociado al nombre del objeto. El proceso de foiinade un concepto requiere de

interaccion entre la imagen del concepto y su ddin.



Definicion del
concepto

<——> | Imagen del concept{o

Interaccién entre la definicidn de
concepto y la imagen del concepto

Respecto de la resolucién de tareas, Vinner sefi@dos docentes estan convencidos de
gue los estudiantes usaran las definiciones pararta respuesta, sin embargo, en la
practica, esto no es lo que sucede. Asi como edéacotidiana no consultamos las
definiciones de los objetos para poder entendemahdo que nos rodea, en los
ambientes técnicos, debido a la influencia quecejel modo de pensamiento cotidiano,
tampoco nos vemos llevados a consultarlas. Peloseambientes técnicos no consultar
las definiciones puede conducir a cometer errdésge autor describe de la siguiente
manera, el proceso seguido por los estudiantesdaarana respuesta que califica como

intuitiva:

Salida

Definicion del Imagen del
concepto concepto

Entrada

Respuesta intuitiv

Como puede apreciarse en el esquema,luosnas consultaran la imagen del
concepto y desde alli se producira la respuestia i8iagen del concepto no es rica, el
estudiante seguramente cometera errores.

Vinner sostiene que los conceptos matenstieben ser adquiridos en el modo
cotidiano de adquisicién de conceptos y no en alartécnico, esto implica empezar

dando algunos ejemplos y no-ejemplos para quersefta imagen conceptual.



Considera que para que nuestros estudidogeen utilizar las definiciones como
principal criterio en la resolucién de tareas, digveproponerse actividades que no se
puedan resolver solamente usando la imagen corateptu

Realizaremos una reflexion a priori sotwél es la imagen del concepto solucion
de un sistema de ecuaciones lineales que el estagiadria estar construyendo y como
ésta podria estar incidiendo en la interpretaciénud sistema de tres ecuaciones
lineales, cuando las tres rectas son secantesdiiss £omo ya comentamos, el punto de
partida para los estudiantes que se inician erstad® de este tema, al menos en el
Uruguay, son los sistemas lineales 2x2. Ya sabeuesen este caso la representacion
gréfica correspondiente al caso de solucion Ursta eonstituida por un par de rectas
secantes. Podria estar sucediendo que cuandaudlagdé ve pares de rectas secantes
dos a dos como representacion grafica de un siglersauaciones, evoca la imagen que
tiene construida y la reconociera en cada una deintersecciones de las rectas
graficadas, dando una interpretacion incorrectasta aituacion. En este caso el
estudiante centra su atencion en los puntos de.cBereceria que ha construido la
nocion de solucion asociada al punto de corte daeldas y no a la condicién de rectas
concurrentes. Es claro que presentar un sisteman@xBace posible diferenciar la
nocién de corte de dos rectas con la nocion deuwrmsrwia. Esto realmente se hace
posible cuando aparecen por o menos tres reqiessentadas.

Con esto nos referimos a que el estudiante cemtsaratencion localmente, observando
los puntos de corte de las rectas y reconociéndoimso solucionés y no en la
configuracién global que es adecuada a un sistaragpgsee solucion Unica, que es la
de un conjunto de rectas concurrentes. Pareceti@anas que la imagen que se
construye asociada a solucion Unica en sistemasp@gfia estar obstaculizando la
interpretacién de casos sin solucion cuando sept&s mas de dos rectas.

En la secuencia exploratoria observamoditen que los alumnos asocian “no hay
solucion” a la existencia de rectas paralelas dest| que es la Unica configuracion
posible asociada a este caso, cuando se tratasdeskemas 2x2. Para ejemplificar,
presentaremos el caso de un estudiante de segéinddeaBachillerato que frente a la
actividad que presento a continuacion resporidii@ne solucibn porgue no son

paralelas o sea se cortan”

15 Reconocemos un abuso de lenguaje cuando llamashasiomes del sistema a los puntos, ya que la
solucion la constituye el par ordenado de reales son sus coordenadas pero creemos que esta
imprecision facilita la comunicacion escrita.



6 #

Incorporar sistemas con un nimero maycealgciones manteniendo la cantidad
de incognitas creemos que permitiria incorporaasotconfiguraciones en el plano
asociadas al caso @@ solucion que posibilitarian entonces al estudiante disimel
caso de rectas concurrentes en un punto como eb unie refleja la existencia de
solucién unica.

Nos preguntamos en consecuencia, si egpiaplo introducir al alumno en el
estudio de los sistemas de ecuaciones a travéasiePx2 unicamente, pues este tipo de
sistemas restringe tanto el caso de solucion wao® el de no existencia de solucion a
una unica configuracion grafica posible que luegdransferida a otras situaciones en
forma incorrecta. Pensamos que el trabajo connsiste2x2, 3x2, 4x2, entre otros,
podria facilitar el entendimiento del conceptibucionde un sistema, no restringiéndolo
al trabajo en los sistemas 2x2 ni a la imagen deteptosoluciéno no solucién® que
se construye asociado a ellos. Es decir que, destdepunto de vista, seria posible
enriquecer la imagen asociada al conceptaciénde un sistema de ecuaciones lineales
con dos incognitas.

Ahora bien, si consideramos que nuestros estudiateben usar las definiciones
como principal criterio al resolver tareas, entenakberemos disefiar actividades
apropiadas que no puedan ser resueltas consultagidonente la imagen del concepto.

Es claro que con las actividades tradicionales cpmsisten en dar un sistema de

6 Cuando hablamos deo soluciénnos referimos a que no existe ningin par ordemidoeales que
verifique todas las ecuaciones del sistema. E® ¢jae en este caso el conjunto solucién del sistsna
vacio.



ecuaciones 2x2 y pedirle a lestudiantes que lo resuelvan, no lograremos que el

alumno ponga en juego la definicion de soluciémilsistema.



CAPITULO I

Metodologia y método

- Gato de Chesire, comenz6 ella algo timidamente...
¢me diras por favor, qué camino deberia tomar ipara
desde aqui?
- Eso depende mucho de dénde usted quiera ir -eHijo
gato.
- Poco me preocupa dénde ir — contesté Alicia.
- Entonces, nada importa qué camino tome — reglicd
gato.

Alicia en el Pais de las Maravillas

Lewis Carroll

3.1 Una distincidn necesaria

Cuando hablamos de metodologia nos referimos atiestiel método. La reflexion
metodoldgica no esta dirigida solamente a la desion de los procedimientos y pasos a
dar en el marco de una investigacién sino que yeclina justificacion y discusién de
las opciones a realizar y también de los camindssachar. Es frecuente que la palabra
metodologia se utilice como sinénimo de método.eBte trabajo entenderemos por
método la descripcion de los pasos y procedimieqgtas seguiremos con el fin de
alcanzar los objetivos. El método es un medio permvestigacion, la metodologia
refiere a la reflexidn critica sobre la eleccibnede método y no de otros. Creemos que

Burton (2002) expresa bien lo que queremos decir:
En varias tesis de Doctorado que he leido, el wapfitulado Metodologia
trata, de hecho, con los métodos usados por elstigeelor para llevar
adelante su investigacion. Ademas, en la mayorlagdarticulos en revistas y
capitulos de libros, se provee de una descripcién“amo” hizo el
investigador pero rara vez aparece un andlisis adogl “por qué” y, mas
particularmente, de todos los posibles métodogpgdeian haber sido usados,
qué fue lo que llevo al investigador a realizainkgestigacion de la manera

descritat’

n many of the Ph. D. theses that | have readcki@dter headed Methodology has dealt, in fact, with
the methods used by the researcher to undertakerédsearch. Likewise, in the majority of articles
journals and chapters in books, a description éviged of “how” the research was done but rarelgris



3.2 Metodologia

El disefio metodoldégico que proponemos surge armtmi preocupacion por la falta
de conexion entre la investigacion en educaciorematica y la practica educativa.
Como docente e investigadora es una de las probtamdacia las que me siento mas
sensibilizada.

En este sentido, Wittmann (1998) plantea la poadddl de considerar a la
educacion mateméatica como una ciencia del disesta. ffopuesta esta basada en que la
educacion matemética debe orientarse hacia la and@las practicas educativas. Segun
este investigador, tradicionalmente ha existidomenosprecio de los investigadores
hacia el disefio de unidades de ensefianza, cuest@®ha sido dejada a cargo de los
docentes y autores de libros de texto. Wittmanlaaijige esta tarea es muy dificil y debe
ser realizada por expertos en el area. Por taniavisstigacion empirica debe estar
centrada en el disefio de estas unidades de enaefipaza el disefio de esas unidades
de ensefanza es necesaria investigacion empirica.

Schoenfeld (2000, referido en Zazkis, 2002) sostigne uno de los principales
propdsitos de la investigacion en educacién maiematonsiste en usar el
entendimiento sobre la naturaleza del pensamierdtentico, la ensefianza y el
aprendizaje, para mejorar la ensefianza de la matema
Es tanto en el sentido de Wittmann como en el #@&deld que me propongo vincular
la teoria con la practica y es por ello que el sdguobjetivo de este trabajo esta
orientado a la elaboracion de una secuencia dedipege del conceptsoluciénde un
sistema de ecuaciones lineales para el caso daafmmitas.

A partir entonces de mi preocupacion por el vinartre la teoria y la practica, es
que propongo una metodologia que permita conddidnvestigacion con la practica
educativa. Con el fin de concretar esta conexionidepractica es que decidi, por un
lado, incorporar a mi trabajo a dos docentes experiadas y con formacion técnico-
didactica y por otro, trabajar con un grupo de alosnen el que soy la docente a cargo,
un desafio tal como lo sostienen Czarnocha y PraBb05) :

analysis given of “why” and, more particularly, coftall the methods that could have been used, what
influenced the researcher to choose to do the ids@athe manner described.



En consecuencia, el desafio de integrar la investig con la practica se viene
realizando por dos direcciones complementariasdealda ensefianza a la
investigacion a través del desarrollo de metodawgde Ensefianza-
Investigacion, y desde la investigacion a la ensefiaa través de la
importaciéon de un laboratorio de ensefianza a Isectle aquellos docentes
gue, en colaboracion con los investigadores, [paiic en experimentos
disefiadog?

Propongo una metodologia de trabajo gugaten cuenta los escenarios en los que
se producen los aprendizajes, en el sentido gpkaidean Cantoral y Farfan (2003), con
el fin de que el saber producido de la investigasiéa un saber ajustado a la practica y
no un saber elaborado desde la teoria de quiestigae
En este sentido coincido con algunos de los priogigue plantean Moschkovich y
Brenner (2000) para integrar un paradigma nattaalien la investigacion.
Concretamente, estas autoras asumen que el coratings socialmente construido y
negociado en la practica. Por esto, es importansiderar el contexto en el que se
produce el aprendizaje y el escenario natural deedda ese aprendizaje: la clase de
matematica. Por esto es que me interesa conceptemrel disefio de una secuencia de
aprendizaje que sea implementada por una doceatd” “en un ambito “real” de
aprendizaje (una clase comun y no un grupo de iestied elegidos especialmente para
un experimento, tampoco voluntarios) y tambiényra docente-investigadora que a su
vez es una docente “real” con veinte afios de exp&id en lagulas y en particular con
actuacion ininterrumpida durante ese periodo emsafianza de los sistemas 2x2.

La metodologia que propongo y que llanmaetodologia interactivaonsiste en
una forma de trabajo en la que el investigadordieceabaja junto a otros docentes de
forma coordinada con el fin de alcanzar los objetitie investigacion determinados por
el investigador. La interaccion entre estos actgoesmite enriquecer a uno su
investigacion y a los otros su practica docenteddglente puede aportar su punto de
vista como profesor, su conocimiento de los alunynes manejo de las situaciones de
clase. El investigador aporta su conocimiento decasatedricos que sean susceptibles
de darle explicacion a los fenémenos que estéiastm la metodologia de trabajo, es

guien gestiona la investigacion. Pero en nuestso ehinvestigador también es docente

18 Consequently, the challenge of integrating the e with practice is being approached along two
complementary directions, from teaching to resedincbugh the development of the Teaching-Research
methodologies and investigations in the classemdifidual teachers-researchers, and from resetrch
teaching through the import of the educational fabwy intoclassrooms of teachers who, in collaboration
with researchers, participate in designed experisnen



y utilizard uno de sus grupos para aplicar un cuesmto y para desarrollar una
secuencia de aprendizaje. Es asi que cuando habkdenonametodologia interactiva
no solo nos referimos a un investigador-docenteajsamdo en accidén coordinada con
otros docentes, sino que también nos referimoseadgsarrollaremos una metodologia
de corte cualitativo en la que se combina la ingasitdn en el propio grupo del
investigador con la investigacion en otro grupo tjeee otro docente a cargo. Mas
adelante precisaremos las ventajas que aportanestaje.

No estamos planteando un docente al serdiel investigador, sino una accién
participativa que permita a ambas partes nutrilgiamente dentro de los saberes que
cada uno ha construido sobre su practica: pradticante y practica de la investigacion.
En este sentido Desgagné et al. (2001) proponenmodelo de investigacion
colaborativa en el que proponen investigar “con’pebfesor mas que “sobre” su
practica. Definen la investigacion colaborativa comma actividad reflexiva que surge a
partir de diferentes motivaciones dependiendo de pooyectos, en la cual los
investigadores y los docentes interaccionan y eaplguntos algun aspecto de la
practica que sea de interés comun. Este tipo deriexgia favorece el desarrollo
profesional del profesor al acompafarlo en unavidetil reflexiva sobre su préctica.
Esta actividad reflexiva se apoya en el analisimsi@racticas de los profesores, dirigida
a un punto de interés comun definido por el prayeéetinvestigacion.

Para desarrollar el trabajo relativo al primer tiafe la metodologia consistira
en la observacion de las clases donde la profésooaiuce el concepto de sistema de
ecuaciones lineales y de solucién de un sistema pader tomar contacto con su
discurso, con las preguntas que realiza, con Entation que le da al tema, con las
experiencias que ofrece a sus estudiantes. Noesesateobservar como conduce el
proceso de ensefianza del tema en el que nos hemosntrado, qué dificultades
presentan los estudiantes y qué conceptos constragebase a la secuencia de
aprendizaje que la docente ha elegido. Durantes estgaiones la docente no sera
informada de la problemética en la que nos conaenmtros para evitar sesgos en la
enseflanza y poder captar la construccion de logeptms en su secuencia de
aprendizaje. La docente sera informada de la prodtiea en el momento en que se
aplique el cuestionario a sus alumnos que serérenaf posterior a las mencionadas
observaciones.

En el momento del disefio de la secuencia de ap@edi su puesta en practica,

segundo objetivo de la presente investigaciénspera un papel protagénico de la otra



docente con la que trabajaremos, acercando su mimtwista y el conocimiento
didactico que ha sido construido en base a laipeaajue a su vez sera confrontado con
el punto de vista del docente-investigador. Creemas estas condiciones permitiran
formar un equipo que permita ligar la investigaca@m la practica. La tension entre
practica e investigacion que seguramente se daeflagbastante bien ilustrada a través
de las palabras de Zazkis (2002):

Yo creo que esa intervencion [en el proceso derd#leadel conocimiento] es
mas exitosa si se basa en el entendimiento ded@&sel conocimiento de los
estudiantes, qué es lo que todavia les falta sgbéres lo que se percibe como
dificil. Los docentes con experiencia frecuentemetteen que tienen un
“sentimiento” para las dificultades de sus estugignSin embargo, como se
muestra en el ejemplo del siguiente péarrafo, esesilthdes pueden aparecer

en lugares inesperadbs.

Con la referencia a un ejemplo, Zazkise$iere a una experiencia personal como
estudiante donde tomando notas de un cuadernoaleampafera observé que cierto
teorema se denominaba “teorema dificil”. Le preguatsu compariera el porqué de tal
denominacién ya que ella no lo veia mas dificil gtres del curso. Su compafiera le
contestd que eso era lo que estaba escrito erzdargi Zazkis decidio finalmente que
todavia no estaba madura para apreciar las dduedt del teorema. Afos después,
tomando un curso de Historia de la Matematica fuendo entendié que su “teorema
dificil” era el nombre del Teorema de Cauchy. L&abpea hebrea k-o0-sh-i, que significa
dificil, coincide con la traduccion fonética de €aw La distincion entre Cauchy y
“dificil” solamente es distinguible por el contexto

Explicaremos a continuacion por qué elegimos dse&fid donde combinamos una
investigacion en primera personalesde adentr@omo la llama Ball (2000) con una
investigaciéon que utiliza al investigador como otador externo odesde afuera
siguiendo la idea de Ball. Tal como sefala estarauexisten mdultiples beneficios al
elegir una perspectiva en primera persona. Entye distinguiremos los siguientes:

El docente-investigador puede registrar en su grgpoaciones que para un

observador externo son invisibles.

19 believe that such intervention [into the proessef development of knowledge] is more successful
based on the understanding of what students’ krdgeleis, what is it lacking, what is perceived as
difficult. Experienced teachers often believe tttety have a “feel” for students’ difficulties. Hower, as
the example in the following paragraph shows, thigulties may appear in most unexpected places.



El docente-investigador ha establecido un vincalo sus alumnos que le permite
conocerlos mejor. Este vinculo también favoreaeeipromiso de los estudiantes hacia
la actividad de investigacion (por ejemplo cuandoesfrentan a la resolucion de un
cuestionario).

El docente-investigador tiene acceso a informaadbre el grupo que otros no
tienen.

El docente-investigador conoce la forma de expsesde sus alumnos y su forma de
trabajar.

El docente-investigador conoce la serie de ejemplablemas y actividades que se
han utilizado en el curso y puede hacer uso de elloecordarlos en el curso de su
accion.

También debemos reconocer que una pergpesh primera persona conlleva
ciertos riesgos y son estos los que queremos sogesaluir el trabajo en otros grupos
gue no son el del docente-investigador. Ball (20@Btingue los siguientes
inconvenientes de utilizar una metodolodésde adentro

Los estudiantes pueden sentir temor de expresprdaealmente piensan, después de
todo es su profesor el que tienen delante de @lagje los califica y el que, al final del
curso, los promueve o aplaza.

El docente-investigador puede dar cosas por supuest

El docente-investigador puede sesgar la investiga@n el afan de que los
estudiantes entiendan y aprendan. Al ser tambi&erde del grupo donde investiga
puede involuntariamente “entrenar” a sus alumnaaraierto tipo de respuestas.

El docente-investigador puede no ser concienteddednfluyen en sus estudiantes
determinadas formas de plantear las cosas o dessxpe.

Consideramos entonces que a través dehjtorabn un grupo del docente-
investigador como con grupos de otros docentegndbtmos los beneficios de una
perspectiva en primera persona, sopesando lo®siegge esto conlleva con la inclusion
de otros docentes. Debemos destacar que la incldsi@rupos de otros docentes no se
realiza con el fin exclusivo de cuidar los riesgesuna investigacion en primera persona
sino que también nos permite enriquecer nuestbajwaa través del dialogo con los
docentes que estan a cargo de esos grupos, yadinauhvestigacion tanto con la propia

practica como con la de otro.



Esta vinculacién con la practica, cobra especiatide en nuestro proyecto de
investigacion, por la tematica que estamos abomgmbr el objetivo de disefio que nos
proponemos. La primera de las docentes con largbaejaremos es autora de uno de los
libros de texto mas usados en este nivel en el UayigCreemos que esto fortalece
nuestra investigacion por el tipo de formacion graben los estudiantes. No sabemos
qué valor tendria decir que los estudiantes tiediioultades con el concepto de
solucion si sus profesores lo Unico que han heshesolver sistemas de ecuaciones
insistiendo en la practica algebraica en sistemss agemas tienen solucion Unica.
Nuestros alumnos han trabajado con una sola ecuamd dos incégnitas, han
observado que tiene infinitas soluciones, hanpnééado geométricamente la presencia
de esas infinitas soluciones, han trabajo conmadecon diferentes tipos de conjunto
solucion, han ensayado diferentes métodos de mén|uhan trabajado con problemas
que se resuelven a través de sistemas de ecualif@ass, entre otros aspectos. Si bien
todo esto se enmarca dentro del programa de estuidjente, no todos los profesores
abordan las multiples facetas del tema. Aseguratnpnsesto un buen punto de partida
para nuestras observaciones. Creemos que est@miepun abordaje mas directo de
los fenbmenos que pretendenaixservar ya que estamos minimizando posibles causas
para ellos, ademas de permitirnos una vision nt@sde la problematica en virtud del
bagaje de experiencias que tienen los estudiantesp por ejemplo el trabajo en
diferentes registros.

La combinacion de una investigacién con datente-investigador y con un
docente permitira una vision amplia de los fenérsengermitiendo al docente-
investigador la posibilidad de experimentar la rateién con los estudiantes y sus
puntos de vista y no remitir su papel Unicamenéedee observador externo.

Deseamos destacar finalmente algunasedid&as entre la metodologia que
estamos proponiendo y otras que podrian parecéases Creemos que sefialar estas
diferencias nos permite a la vez, caracterizar nmajestra metodologia.

La metodologia que delineamos no es iigasEtn cooperativa como por ejemplo
lo plantean Raymond y Leinenbach (2000), no surge e fin de solucionar una
problemética de clase de otro docente, ni de eramonin medio para mirar
sistematicamente los problemas que enfrenta enlase ¢/ encontrar soluciones
practicas.

Tampoco se trata de investigacion-accion, no sendiacentes los que van a

investigar sino que es una investigadora, que asleesadocente, la que lleva la



investigacién adelante con la colaboracion de elds es una investigacion que se
desarrolla en el transcurso de la accion pedagd&iita que se aprovecha la accién
pedagogica para realizar observaciones y experosergt partir de objetivos
determinados por el proyecto de investigacion.

Cobb et al (2003) plantean la conformacion de expufprmados por un docente,
un investigador y dos asistentes para llevar atelahdiseifio de experimentos en la
investigacién educativa. En mi caso las observasiate clase que realizaré con el fin
de tomar contacto con la forma en que la profesaraduce el concepto de sistema y
solucion de un sistema, no constituyen experimemrtiosl sentido de que no han sido
situaciones planificadas especialmente sino queg®@so a un aula comun, y observo
la secuencia de aprendizaje que la docente tiengsp. Con esto nos referimos a que
observo una clase habitual y no una especialmas¢fiatia para un experimento. En
una etapa futura, donde se ponga a prueba unansetuwe ensefianza especialmente
disefiada, si estaremos en condiciones de hablan éxperimento. En el planteo de
estos autores destaco que la posibilidad de disefmerimentos para la investigacion
permite la generacion de teorias del disefio quéicarpporqué el disefio funciona y
sugieren cdmo podria ser adaptado a nuevas cienunas. Estos experimentos también
son cruciales para generar y testear teorias, puned que tenemos especial interés.

En esta etapa futura, en la que disefiaremos e nmeplaremos un experimento, la
metodologia tiene puntos de contacto con la quetgda Steffe y Thompson (2000)

cuando definen un experimento de ensefanza:
Un experimento de ensefianza involucra una secueecipisodios (Steffe,
1983). Un episodio de ensefianza incluye un agentndefianza, uno o mas
estudiantes, un observador de los episodios ddiansa, y un método para
registrar lo que transcurre durante el episodidoEseqgistros, si estan
disponibles, pueden ser usados en la preparaci@pidedios subsecuentes
asi como también para guiar un analisis conceptatiospectivo del
experimento de ensefianza. Estos elementos somepdess a todos los

experimentos de ensefiaffza

La particularidad de estos experimentos consistguenno estan tanto orientados a la

confirmacién de hipotesis sino mas bien para testiggtesis y para generarlas. Es asi

20 A teaching experiment involves a sequence of iegchpisodes (Steffe, 1983). A teaching episode
includes a teaching agent, one or more studentgtreess of the teaching episodes, and a method of
recording what transpireduring the episode. These records, if availabley ba used in preparing
subsequent episodes as well as in conducting aspective conceptual analysis of the teaching
experiment. These elements are germane to allitepekperiments.



que la observacion de la clase en la que se panpeego la secuencia de ensefianza nos
servird para retroalimentarnos y modificar la sacigeen funcién de la reaccion de los
estudiantes. Destacamos una diferencia con essogudores, la secuencia de ensefanza
no sera experimentada con uno o mas estudiamessé se realizara en el ambiente de
una clase de ensefianza secundaria. Punto de ancyaniesefiado con el paradigma
naturalista.

Otro punto de diferencia con la metodologia platdgaor Steffe y Thompson esta
en que yo también experimentaré con un grupo derala en el que soy la docente a
cargo y en esta instancia no habra observadomextBin estas instancias no existira el
observador investigador sino solamente el docemestigador, lo que suprime el punto
de vista del observador externo y deja las intéapienes mas ligadas a la subjetividad
del docente-investigador.

La metodologia que propongo también serelifcia de la que plantea por ejemplo
Moschkovich (1999). Ella observo dos grupos dediaties durante el estudio de las
funciones lineales y cuadréticas, para luego foramagrupo de estudiantes voluntarios
que participaran en la investigacion. En mi casodstudiantes no son seleccionados
sino que trabajo con un grupo de estudiantes dénstiucion educativa, no es un grupo
especialmente armado para sesiones de investigsicidmue es la investigacion la que
se traslada a uno de los escenarios donde se wanst aprendizaje: la clase de
matematica.

Esperamos que de este encuentro entrentdeiceestigador y docentes surjan
ricos elementos que puedan tener un fuerte imparctas practicas con el fin de mejorar

los aprendizajes en la clase de matematica.

3. 3 Método

En la primera etapa de este trabajo (ler. objelévmvestigacion) trabajaremos con dos
grupos de estudiantes de 14-15 afios, uno a cargnadprofesora experimentada y el
otro a mi cargo. Los dos grupos corresponden aradgnde una institucion educativa
privada en donde alcanzar la excelencia académica@de los objetivos de su mision
educativa. Mencionamos esto para dejar en claro sguérata de alumnos que se
desenvuelven en un ambiente favorable al estud®sqn apoyados desde la institucion

y que en general tienen un muy buen nivel sociaaooo.



En el grupo de la docente que llamaremos Martsiatianos a dos clases, de 80 minutos
cada una, que fueron audiograbadas. En ellas psdohservar cémo introduce los
sistemas lineales 2x2, qué actividades presenéaseptido le da al concepto de sistema
y de solucion de un sistema y qué dificultades eeniém los estudiantes. Como ya
dijimos anteriormente la profesora Martina no estallvertida de la problematica de
nuestro estudio, solamente se le informd que naserdrariamos en los sistemas de
ecuaciones. Todo esto para que no se sesgara efiapma hacia los puntos que
observariamos.

Una vez que ella dio por terminada la ensefianzasdsistemas 2x2, asisti a su clase y
entre las dos propusimos un cuestionario con eltiobjde detectar las concepciones de
los estudiantes sobre la nocidn de solucion deistensa. Presentaremos mas adelante
este cuestionario. Los alumnos contaron con 80tmérpara contestarlo.

En forma posterior a la aplicacion del cuestionagaealizaron entrevistas individuales
a 4 alumnos de la profesora Martina para profumdezalas respuestas dadas en el
cuestionario. Las mismas fueron audiograbadas.

En forma posterior, visité y audiograbé otra clasela que le solicité a la profesora
Martina que trabajara oralmente con sus alumngsaddividades del cuestionario. El
propésito era observar como los estudiantes cowfipan sus ideas, qué argumentos
esgrimian para convencer a los otros, qué difidakapresentaban y también qué
nociones permitian superarlas. Le pedi a la prodebtartina que se concentrara en
algunas actividades ya que los 80 minutos de alas@ermitian abordar todas las
preguntas. También acordamos cudal seria su metpdolte trabajo en la clase: mas
bien de corte clinico. Con esto nos referimos atrataria de enfrentar a los alumnos a
conflictos y se dedicaria mas que nada a escuchaagerlos hablar.

En el grupo que tengo a cargo ensefié el tema sistélm ecuaciones lineales (mas
adelante describiré la forma en que lo hice). Rédlincapié en el concepto solucion de
un sistema, pero en ningln momento se trabajé é&mda dos ecuaciones. Una vez que
consideré que el tema estaba dado, apliqué elicnasb en idénticas condiciones al
grupo de la profesora Martina y con los mismos @sdps. En forma posterior realicé
una puesta en comun con el grupo, de algunas @etigglades, en una sesion también
de corte clinico que audiograbé.

El mismo cuestionario fue aplicado a un grupo deeteafio de Bachillerato Opcién
Economia (estudiantes de 17-18 afios) del mismitulostle ensefianza que los grupos

mencionados. Este es el Ultimo afio antes de ingeelsauniversidad. Elegimos a estos



alumnos por tratarse de un afio terminal (podriaotmservar las concepciones de
alumnos que egresan del nivel secundario) y eneebgemés estudiaron los sistemas de
ecuaciones en profundidad, ahora desde un puntistéeestructural.

La aplicacion del cuestionario se realizdé tambiénuea clase de 80 minutos y se
entrevistd al docente a cargo para conocer coméahedbajado el tema sistemas de
ecuaciones. Destacamos que al momento de la @phcdel cuestionario el docente no
conocia nuestra problematica de investigacion meés sg trataba de los sistemas de
ecuaciones.

En la segunda fase de nuestro trabajo de invesiiggsegundo objetivo) nos
propusimos elaborar una secuencia de ensefianzerpuaplicada a dos grupos de 14-
15 afios: un grupo a cargo de la profesora Marigtrel a mi cargo. Esta secuencia es
elaborada teniendo en cuenta las observacionessks el andlisis de las respuestas de
los alumnos al cuestionario, las dificultades rattas, las situaciones que facilitan la
superacion de ellas y la revision de la presentad& tema en los libros de texto. El
objetivo es brindar elementos para una reformutadé@ discurso mateméatico escolar
que brinde elementos acerca de coémo realizar umaema aproximacion al tema.
Estamos pensando en no restringir el concepto isolua caso 2x2 para no generar
obstéculos a visiones mas amplias del tema enwebfde los alumnos.

Seleccionamos a la profesora Mari para evitar seggola ensefianza del tema. En
forma coordinada con esta docente se decidiréfetjea del tema teniendo en cuenta la
secuencia de trabajo que elaboramos a partir dedaslusiones relativas al primer
objetivo de esta investigacion. Se realizaran obsésnes de clase y se registrara la
forma en que se desarrolla el tema de ensefamztay las actividades que se proponen
a los estudiantes.

En el caso del grupo a mi cargo, utilizaré un eméogimilar a la forma habitual en que
ensefo el tema, que mas adelante describiré, pepgpbrando los nuevos aspectos en
gue deseamos poner énfasis. Una vez finalizadare,tse aplicara a los estudiantes de
los dos grupos el mismo cuestionario que se udé erimera etapa para observar sus
reacciones. No se trabajaran por tanto ningunastis epreguntas en clase durante el

desarrollo del tema tal como se proponen en elion@sio.

En el siguiente cuadro presentamos a manera desisinas diferentes etapas de este

trabajo de investigacion.
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3.4 Descripcidén de la presentacion del tem&istemas de ecuaciones

linealesen dos libros de texto uruguayos

El propésito de esta seccidn es dar cuenta dehasoeadidactico en el que se encuentran
los alumnos, ver diferentes enfoques de ensefé&mmay contacto con las actividades
gue se proponen habitualmente a los estudiantestgr@er mayores elementos a la hora
de decidir qué tipo de preguntas pueden provocaflicios a los estudiantes que den
cuenta de la problematica que nos proponemos astulldemas, los aspectos que
describiremos en esta seccion permitiran entendgorntas condiciones con que los
estudiantes enfrentaron el cuestionario propuegtgeypresentamos mas adelante.

Se ira describiendo el abordaje de los Sistemacdaciones linealegue cada uno de
los textos presenta y los modos de pensamientaedpir®ka (2000) que subyacen en

cada uno de estos.

3.4.1 Descripciérde dos libros de texto para los alumnos de 14—-15ai

Consultamos los dos textos mas usados por losiastesl cuando inician el estudio de
los sistemas 2x2. Nos referimos a los alumnos dé3 4fos. Creemos que esta consulta
nos permite reflexionar acerca del estado actualadensefianza en relacion a este
tépico. Como sefiala Chevallard (2000), los textesman una progresion en el
conocimiento y autorizan una didactica. Es por glie los consideramos un reflejo de
las practicas de aula y nos permiten tener unanat? qué se ensefia y como se ensefia.
También nos brindan informacién acerca del discursdematico escolar y de los

enfoques didacticos de los temas.

En primer lugar abordaremos el texto que utilizzmdos grupos de alumnos de 14-15
aflos con los que trabajamos. Se trata de Borb@tesl. (1997) Matemética 3.

Montevideo: Editorial Fin de Siglo.



A través de una situacion contextualizada se lEgalanteo de una ecuacién con dos
incognitas. Se observa que esa ecuacion tiendtadimices, que es la denominacion
gue las autoras utilizan para lo que en este tal@mpamossolucion y se llega a la
representacion grafica de la recta asociada auc&m a través de la representacion de
varios de los pares de numeros reales que lacaarifi Se concluye que las ecuaciones
con dos incégnitas tienen infinitas raices y que puntos que las tienen como
coordenadas estan sobre una recta y reciprocarheego se agrega otra informaciéon a
partir de la cual se obtiene otra ecuacioén. Temiesa cuenta las dos ecuaciones se
plantea el sistema de ecuaciones (abarcandolongoltayve) y se dice que para expresar
gue estas condiciones, dadas por las ecuaciortes) damplirse simultaneamente, se ha
formado un sistema de ecuaciones, que se indicaucarllave. Resolverlo significa
hallar las posibles raices comunes a ambas eceacitwego se trabaja el método
grafico a partir de un caso con solucion Unica.

Luego ante la excusa de que el método grafico reie@spre practico, en el sentido de
que si las coordenadas del punto solucion fueraameras seria dificil su lectura, se

presentan dos métodos algebraicos de resolucide, ®istitucion y el de reduccion.

El capitulo se inicia con una situacién contextzala referida a una reunion entre
chicos y chicas. Una chica, Lucia, desea sabert@si&hicos y chicas asistieron y
conoce solamente la siguiente informacion “Hab&alocos mas que chicas”.
Se plantea:

X ® cantidad de chicas

y ® cantidad de chicos
y=Xx+2
Luego el texto agrega: “Esta es una ecuacion cenimtbgnitas. Resolverla implica

hallar todos los pares de namerrs §) que al sustituirlos en la ecuacion la convierten

en una igualdad numérica. A cada uno de estos paredlama raiz de la ecuacion”.



Posteriormente se plantea una tabla de valorepssrva que por cada valor que se le
dé a una de las incOgnitas, la otra queda detedajr@ncluyendo que existen infinitos
pares ordenados que son raices de la ecuacibnmBe decir que en el contexto
planteado no existe un numero infinito de pares wprfiquen la ecuacion sino un
namero finito de ellos. Hasta aqui el enfoque esp&fo inmediatamente de esto se pasa
a la representacion cartesiana de los pares oroergee son raices de la ecuacion,
observando que estan alineados. La explicaciérstbeldtimo se fundamenta en que se
puede asociar a la ecuacigr= x + 2, la funcionf:R® R / f(x) = x + 2 que ha sido
estudiada en el curso anterior dentro de las faesiade la formd(x) = ax + b,
observando que su grafico es una recta pero paudb no se ha dado ninguna
justificacion. Es decir que, la alineacion de lasntps que verifican la ecuacion
y = X + 2 se basa en una funcién dada anteriormente paraalano se ha mas que
observado, sin justificacion de ningun tipo, sufigedcaracteristica. Por este tipo de
enfoque funcional que adoptan, parecen perdersiie ks ecuaciones de la forma a
gue no estan asociadas a funciones de R en R jueggan un importante papel en la
transformacion de sistemas en procura de ecuacipmeselas a los ejes que sean
equivalentes a las dadas. Las autoras concluyen laguecuaciones con dos incognitas
tienen infinitas raices y que los puntos que kxseth como coordenadas estan sobre una
recta y reciprocamente”.

Hasta aqui el texto le propone al alumno dos matlspensamiento, dos formas
diferentes de entender el conjunto solucién deamecion lineal con dos incAgnitas:
como un conjunto de infinitos pares ordenados @teseo como infinitos puntos
alineados cuyas coordenadas verifican la ecuacaifa.dLo que no se advierte al
estudiante es que la ecuacion dada recibe el nodebeeuacion de esa recta que se ha
obtenido al representar los pares. Esto permitaiaasociacion ecuacion con dos
incognitas-ecuacion de la recta, que le sera miyalitestudiante al momento de
entender el significado de un sistema desde un r8&io

A partir de ahora el libro transita entre una pnéseion SG y una AA, ya que se
propone introducir otra condicion para obtener segunda ecuacién aludiendo a que
Lucia no pudo resolver su problema por tener la@on infinitas raices para finalmente
llegar a la representacion grafica de las dos émoes. Con la idea de presentar la
nocion de sistema se agrega la condicion: “en tmakturrieron 10 personas” y se

presenta la ecuacion:



X+y=10

Teniendo en cuenta ambos datos se presenta ehaifbemado por las dos ecuaciones
abarcandolas con una llave, aclarando que esta Bavlo que nos indica que las
“trabajamos juntas”. Dicen que resolver el sistesimmifica hallar las posibles raices
comunes a ambas ecuaciones.

Se preguntan luego si habra una raiz que verifagidos ecuaciones a la vez. Contestan
gue si esto sucede debe haber algun punto quan@ectea ambas rectas. Se propone la
grafica de las dos rectas que se cortan en (4, € escribe el conjunto solucion

S={(4, 6)}. Bajo el titulo “Para ordenarnos”, sscgbe:

Para resolver un sistema por el método grafico:
Dibujamos ambas rectas en un mismo par de ejes.
Buscamos las coordenadas de los puntos que tengan e

comun.

Observemos que si el estudiante hace extensideddiuscamos las coordenadas de los
puntos que las rectas tengan en comdnlos sistemas 3x2 puede generalizar
incorrectamente y contestar que cada punto desetteion, es una solucién del sistema.
En este caso el estudiante estaria interpretande rectas” literalmente, en lugar de
traducirlo a “todas las rectas”. Y asi, aplicandm udea que en el contexto de los
sistemas 2x2 conduce a una respuesta correctapdliar de contexto conduce a un

error.

Luego se plantea a los alumnos tres sistemas, dgpattecen uno con solucién
Unica, otro con infinitas y otro sin solucion, faéndoles tablas de valores y ejes

cartesianos para que realicen rapidamente lacgsafespectivas.

Si bien las autoras hacen énfasis en fpareordenado solucion debe verificar
todas las ecuaciones a la vez, vemos que el canapttermina remitiendo a la
pertenencia a las dos rectas, que podria ser eldtd@ por parte los alumnos a una
representacion grafica de un sistema 3x2, conddiciés a cometer errores. No aparece
tampoco la verificacion del par ordenado en anglsasciones a la vez, esto es:

6=4+2
+6=10



que permitiria reafirmar la nocién de condicionae ge verifican simultdneamente, no
relegando solamente el concepto al punto de certiod rectas.

Antes de introducir los métodos de resolucién algieh, no se abre una etapa de
actividades que permitan al alumno incorporar etgosepara decidir si un par ordenado
es solucién o no de un sistema, ya desde un mogemsamiento SG ni de un modo
AA, ni planteando interacciones entre ambos, pama gpsteriormente el alumno no
necesite resolver el sistema cuando solamentemedenta si un par dado es solucién o
para que adquiera la nocion de solucion indepetatimnte de los métodos de
resolucién, problemética que reporta Segura (20Bd4)endemos entonces que faltan
actividades para que el alumno pueda reflexionaresel concepto solucion de un
sistema en forma previa a la incorporacion de Iésdos de resolucién quedando este
concepto asociado solamente al punto de corte daaitas. Al final del capitulo se
presentan dos actividades del tipo al que estaindgado. Uno en el que se dan tres
pares ordenados y se pide escribir para cada uetiadeun sistema que lo tenga como
raiz y otro ejercicio “Verdadero o Falso” dondgsepone a los alumnos decidir si tal o
cual par es solucion de un sistema dado. No apaeetesidades de este tipo dadas en
un contexto geomeétrico, si bien cabe la posibiligad para contestar el alumno recurra
a un modo de pensamiento SG.

Ante la pregunta “¢Es practica la resolucion geéfic se introducen los métodos de
resolucioén algebraica. Pareceria que para lasasut@iintroduccion de la representacion
gréfica fue util para introducir la nocién de safucde un sistema pero rapidamente se
descarta como poco practica y no Gtil para encostuciones como (3/2, 9/4) o (5/4,
5/2). Queda en evidencia el estatus inframateméatjoe se le concede a la
representacion gréafica y la sobrevaloracién deriésdos algebraicos. No aparecen los
modos de pensamiento en interaccion sino que elon®@ es abandonado para
estabilizarse en el modo AA. Esto remite a unadwisparcializada de los objetos
matematicos en lo que resta del capitulo.

Describiremos ahora como es abordado uno de losdogtde resolucion algebraica.
Elegiremos el método de reduccién o de Gauss pa@l sgie tiene mayor proyeccion en
los estudios posteriores que realizara el alumno.

Se sefiala que “se trata de obtener una ecuaciénr@ola incognita, ‘combinacion
lineal” de las ecuaciones del sistema”. Se exaligile “ ‘combinacion lineal” es una
ecuacion que se obtiene multiplicando cada ecuapigm un nimero y sumando

miembro a miembro”. Se indican los “pasos paralvesbde la siguiente manera:



Multiplica ambas ecuaciones por numeros conversemte modo que queden
términos opuestos.

Suma miembro a miembro las ecuaciones obtenidas.

Resuelve la ecuacién obtenida (debe tener unarsxignita).

Sustituye el valor hallado en una de las ecuacioorslos incognitas y halla el valor
de la otra.
Se omite la discusion de los casos que conducespraseones del tipo 0 = 0 0 Ok=
(k1 0).
En ningin momento se habla de sistemas equivalentés ecuaciones equivalentes,
solamente se da un conjunto de pasos a seguir. oOtange interpretan esta serie de
pasos a seguir desde un punto de vista geométtiestion que posibilitaria ver, para el

caso de solucion uUnica, rectas del haz concurrentes punto.

Abordaremos ahora el texto Belcredi, L. y Zambra, (B00). Matemética. Gauss.3

Montevideo: La Flor del Itapebi.

Se presenta una situacion contextualizada que ceralplanteo de ecuaciones con dos
incognitas. Se observa que una ecuacion de primelogcon dos incognitas tiene mas
de un par solucion pero no que tiene infinitas.afeega luego lo que ellos llaman
“ecuacion suplementaria” a una dada, se pide queriiique que una solucion de una
de las ecuaciones no lo es de la otra necesariamese solicita hallar las incognitas
sabiendo que deben cumplirse ambas condiciones/@zlaSe asienta que resolver un
sistema de dos ecuaciones con dos incognitas eatemrctodas las soluciones comunes
a las dos ecuaciones. Se continta con los métdgkisraicos de resolucion (sustitucion
y reduccién) para pasar finalmente al método deluewn grafico a partir de una

situacion con solucién Unica.



El texto presenta una situacion contextualizadirida al conocido jueg®onopoly
“Paula compro cuatro casas en sus solares azwiea gobre los solares verdes y gasto
$230. ¢Puedes averiguar el precio respectivo da casa sobre los solares azules y
sobre los solares verdes?” Esta situacion, al igualla planteada en el texto anterior
gue analizamos, da la sensacion de que con unacm&ion no es posible determinar
el valor de las incognitas. Consideramos que eébt@tenta conducir al estudiante a la
idea de que no existe un Unico par de valores qtiquen la ecuacion, pero pareceria
gue la idea que dejan asentada es que una solei@ctuefleja “indeterminacion” de
valores para las incégnitas. Una cosa es no pedebi fisicamente todos los pares que
verifican la ecuacion y otra cosa es que no estérminados, que de hecho si lo estan
dada la ecuacion.

Luego se propone al estudiante el planteo de ungem ecuacion: “Sa es el nimero
de casas sobre los solares azuleglynimero de casas sobre los solares verdescéadu
el hecho de disponer de $230 para su compra mediana ecuacion que liguey v.
Lldmala E. Verifica que puedes elegir= 40 yv = 70".

Bajo el titulo “Ecuaciones equivalentes; otras ciolnes” se pide al estudiante que
escribav en funcion dea obteniendo una nueva ecuacion a la que llamaraSg” pide
verificar si (40; 70) es solucién de esta nuevaaeidn y que se den otras soluciones
para la compra de Paula. Se agrega lo que se daemama hipo6tesis suplementaria
“Paula decide comprar tres casas para sus solankssay cuatro en los solares verdes
por $270” y se pide al estudiante escribir una eidma(g,) que liguea y v traduciendo
esta relacion. Se solicita verificar que (70; 18)uma solucion de ;Epero no de E
Luego se pide determinar el precio de cada cakssesolares azules y verdes, si se sabe
gue deben cumplirse las condiciones JE E,. Como podemos ver el enfoque es
totalmente AA ademas de que presenta a las vasigldeenecientes a un conjunto
discreto pues representan numero de solares. BdeEv@cion que surge es que dado el
contexto utilizado cada una de las ecuacionesame tinfinitas soluciones. Pensamos
que esto puede dificultar luego la idea de queaan@acion con dos variables si las tiene
cuando se trabaje en RxR. Esto no se hace expdicitingin momento del desarrollo
del tema. Como consideracion general, pensamotaquesentacion del tema se dirige

rapidamente a la nocion de sistema y falta trabajo una sola ecuaciéon. Esto puede



dejar la impresién al estudiante que se necesital igumero de ecuaciones que
incognitas, y también implicitamente favorecerdaision Unica.

Luego el texto se encamina hacia el estu# los métodos de resolucion
algebraicos. Describiremos cémo se resume el méaed@duccion o de combinacién

como lo llama el texto:

Resolver un sistema de dos ecuaciones por el métedo
reduccion consiste en multiplicar una, o ambas @ones,

por numeros convenientemente elegidos (no nulos), d
manera tal que en esas nuevas ecuaciones una de las
incognitas se pueda . . . sumando o restando miembr
miembro las ecuaciones.

En los puntos suspensivos los alumnos deben canglen la palabra que falta.

Como se puede observar no se habla de ecuacionesleqtes, si bien la nocién fue
introducida al menos en forma somera en la pattedactoria del tema, ni de sistemas
equivalentes, ni de ecuacién combinacion lineal. ddohace referencia a situaciones
donde se obtienen expresiones del tipo 0 = 0 & (cenk! 0). Hasta aqui la vision que
da el libro es la de que un sistema de ecuaciosmsite encontrar dos nimeros si bien
en los margenes se aclara que “resolver un siglendas ecuaciones con dos incognitas
XYYy es encontrar las soluciones comunes a las dosienas, es decir, hallar todos los
pares de numerosg,(y) para los cuales las dos igualdades se veriflEaos pares son las
soluciones del sistema”. Creemos que de acuerdrs adtividades propuestas a los
alumnos, éstos no pueden apreciar la potencia mehceado anterior. Nos da la
impresion que son mensajes mas bien dirigidos ddosntes que a los estudiantes o el
tipo de mensaje que “tranquiliza” al escritor detdede haber cumplido con la misién
gue se propuso: la de ensefiar la nocion de sistlmacuaciones, aun cuando el
estudiante no haya comprendido el tema.

En cuanto al enfoque del método grafico, éste sdizee mediante una situacion
contextualizada que hace referencia a la cono@dadpja de Zenon y la tortuga dando
lugar a la representacion de dos semirrectas (@iésabaja con distancia recorrida en
funcién del tiempo) que tienen un Gnico punto em@o.

Se expresa que:



Resolver graficamente un sistema de ecuacionesst®es
asociar a las dos ecuaciones del sistema las dadasre
correspondientes. Las coordenadas del punto dseatzon

constituyen la ... del sistema.

En los puntos suspensivos el alumno debe commletala palabra que falta.

Si bien se sefiala que una solucién de un sistefna derificar todas las igualdades
(refiriéndose a las ecuaciones), este enunciadm og@ndijimos al comentar el texto
anterior, puede ser extrapolado a situaciones @stensas con mayor numero de
ecuaciones lineales con dos incégnitas, conduciaride alumnos a una generalizacion
incorrecta al situar su atencion en el punto derseiccion y no en el conjunto de dos
rectas secantes.

Bajo el titulo “De la grafica a la discusién dedtema” se presentan graficadas en un

mismo sistema de ejes coordenados las rectas deieces:

y=2x-1 (En)

NIk, N

y x+2 (Es)

y x -1 (Et)

Luego se pregunta si (2; 3) " solucién del sistema formado por Es y Et (pensamos
que se quiso escribir Er), qué rectas pasan pgousto (0; -1) pidiendo que se
identifiqgue un sistema que tenga como Unica satuege par y finalmente se pide que el
alumno indigue cuantas soluciones tiene el sistemmaado por Es y Et. No se propone
en todo el desarrollo del tema un problema o sifuaque dé origen a un sistema con
infinitas soluciones. Aparece una Unica mencién letra pequefia en un margen que
dice que si las rectas sorCdincidentes el sistema tiene infinitas soluciones”.
Consideramos que esta Ultima propuesta donde s&decsn tres rectas graficadas
conjuntamente tomandolas siempre de a dos, copestitun obstaculo a la
conceptualizacién de un sistema con mayor nUmerecdaciones, ya que tal como lo
reportamos anteriormente, en los estudios expldoatqpudimos observar que aun
estudiantes de nivel terciario, frente a un sisté8rd dudan si deben tomar las

ecuaciones de a dos o considerar las tres.

1 |a negrita es del original.



El texto no presenta actividades de transito dngenodos de pensamiento SG y AA
més que la de pasar de la ecuacion a su repregentmafica. Tampoco se enfatiza que
esas rectas que se obtienen estan formadas p@ kmsluntos cuyas coordenadas
verifican la ecuacion dada, lo que conlleva a us#&n de la recta como dibujo de la
ecuaciéon y no como el objeto representado en egistro. La nocién de solucién queda
asociada basicamente a par Unico que verifica doac®nes dadas y estrechamente

ligada a la accion de resolver un sistema.

3. 5 El cuestionario y el andlisis a priori

Presentamos a continuacion el cuestionario deatieai preguntas que fue aplicado a
los tres grupos de estudiantes anteriormente rdssfidos grupos de 145 afios -26 y
22 alumnos respectivamente- y uno de-1B7 afios -21 alumnos-) con el fin de
evidenciar las nociones que construyeron sobrensétde ecuaciones y solucién de un
sistema de ecuaciones a partir de las secuenciapsgéianza desarrolladas. EI mismo
permite observar los modos de pensamiento que senpen juego al resolver las
diferentes actividades. Algunas de éstas pued@ivezse pensando en un solo modo,
fundamentalmente el SG y otras requieren el trdmesitre los modos SG y AA. A priori
no esperamos observar rasgos de un pensamientan AGS ealumnos de 14-15 afios
aunque seguramente si en los alumnos de 17-18lad®sstudiantes contestaron este
cuestionario en forma individual.

Las preguntas disefladas tienen por objetivo obsdas reacciones de los
alumnos, un estado de conocimientos y no tiengmoglésito de producir aprendizaje.
Sin embargo, dado que por su disefio son situacioussales y en general, se busca en
ellas producir un conflicto en el estudiante, cdesamos que puede darse aprendizaje y
pondremos especial atencion en ello.

Para el disefio de las actividades que incluimas enestionario tomamos como
referencia el articulo “Disefio de actividades: gjl® de algebra lindade Oktac et al.
(2007). En este articulo los autores toman comereatia a Zazkis y Hazzan (1998),
ampliando las categorias y aplicandolas al Algdline@al. De los diferentes tipos de
actividades que los autores presentan, selecciapara nuestro cuestionario
preguntas de giroactividades de construccipractividades de “dar un ejemplo”

preguntas de reflexidry actividades novedosad.as preguntas de giroimplican



plantearle al estudiante alguna variacion respdetsituaciones que él ya conoce y
permiten al docente observar si los estudiantesehtendido los conceptos ensefiados,
razén por la cual decidimos incluirlas. Actividadds este tipo son por ejemplo las
preguntas 1, 2, 3y 4. Lastividades de construccigequieren que el estudiante disefie
y presente objetos matematicos con propiedadexifspe como en la pregunta 12.
Estas actividades son Utiles para saber si uniastades capaz de construir un sistema
gue tenga una solucion dada y a partir de ello @anka nocidén del concepto solucion
gue ha construido. En lastividades de “dar un ejemplo’'tomo en la pregunta 11, se
exige al estudiante realizar una actividad pocolrgrga que normalmente es el docente
el que le propone los ejemplos. Elaborar un ejeraplecuado a una situacion implica
comprension de los conceptos que es justamenteelgueremos indagar. No es nuestro
interés que el alumno realice desarrollos algocidsiaplicando técnicas bien conocidas
por él. Lo que buscamos es desestabilizarlo, ponerl conflicto y de ahi que
busquemos actividades a las que no esta habitiadtas preguntas o actividadds
reflexion se propone que los estudiantes expliquen y denasggmentos sobre
determinadas situaciones que se les proponen. jSmples de este tipo de actividades
las preguntas 5, 17 y 18. Las actividades queuttses denominanovedosasonsisten

en situaciones que presentan algn aspecto nuea@pestudiante. Este debera adaptar
sus conocimientos a la situacion que no es halparal él y lo desafiara en su capacidad
creativa, permitiendo que el docente evidencieirsusciones, sus concepciones sobre
los conceptos ensefiados, los errores en las ietagmnes, etc. Tenemos ejemplos de
este tipo en las preguntas 6, 7 y 8. Es claro gteedasificacion nos sirve a los efectos
de reflexionar sobre el tipo de actividades quep@nemos a los estudiantes y sus
propdsitos, pero en general, no las encontramdsstado puro” sino que a veces una
determinada pregunta tiene las caracteristicaaui@svde las categorias resefiadas.

A continuacién presentamos las preguntas deliomasto y su analisis.



Se presenta un sistema inesperado para lo quasgmdcticas habituales de ensefanza
que fundamentalmente se concentran en el trabajosisbemas cuadrados. Se desea
detectar qué concepcion han construido los estigdiaen relacién al concepto de
solucion de un sistema. Si este concepto, a trd@esabajo con sistemas 2x2, ha sido
asociado al punto de interseccion de dos rectasjblpmente los estudiantes
identifiquen en cada punto de corte, una soluciénststema. Si por el contrario los
estudiantes han construido el concepto soluciénrdsistema como par ordenado de
reales que verifica a la vez todas las ecuaciorésigtema y lo han asociado a un
conjunto de rectas secantes y no a un punto deséctEon, quizas puedan abordar
correctamente la cuestion. Del tipo de justificadiie den a la respuesta se estima que
podrd apreciarse el concepto de solucion que harstroido y los modos de
pensamiento que ponen en juego para respondepeelasntas.

Se traté de que las coordenadas de los puntosrtdedmlas rectas fueran enteras para
gue la lectura sea sencilla por parte de los esttel por si estos desearan dar las

mismas.



Nuevamente se presenta un sistema inesperadogpgtee Ison las practicas habituales
de ensefianza que fundamentalmente se concentedtrabajo con sistemas cuadrados,
como ya sefialamos. En este caso se desea explordimero de soluciones que
asignaran al sistema, pues en los estudios explimstdetectamos que no solo sefalan
cuatro soluciones sino seis, buscando todos lo®gule interseccion de las rectas dadas
tomadas dos a dos. Esto implica ver més alla dpunts de interseccion representados
explicitamente ya que los estudiantes deberanrmmgatdas rectas para representar otros
dos puntos de corte. Si los alumnos manifestararetjgistema dado tiene cuatro o seis
soluciones evidenciarian que no han construidcectamente el concepto solucion o
gue bien disponen de elementos insuficientes paderpinterpretar esta situacion.
Creemos que esta situacién nos brindaria mayoeeseetos para poder afirmar que la
configuracién de dos rectas que se cortan comopdgede sistema con solucién Unica
obstaculiza la conceptualizacion del concepto s@fuen tanto que solamente permite
asociar la nocién de solucion a punto de corte peesariamente a conjunto de rectas
concurrentes.

Se tratd de que las coordenadas de los puntosrgedmlas rectas que aparecen en la
figura fueran enteras para que la lectura sealkepor parte de los estudiantes por si
estos desearan dar las mismas. No asi con los outgocorte que no se han

representado.



Se presentan al estudiante dos rectas paralelaa gacante a ambas. Intencionalmente
no se explicita que dos de ellas son paralelas gaeala lectura de esta palabra no
evoque directamente un esquema asociado a un gigteompatible. Pensamos que el
alumno podria contestar basado en la palabra ‘gagdlen lugar de interpretar la
situacién. Reconocemos que visualmente no podeerthsca que dos de las rectas son
paralelas pero hemos decidido asumirlo asi porgeenws que la situacién sera mas
rica en tanto queda totalmente librada al signiiicque el estudiante le asigne.
Deseamos observar si al igual que en los casosaatelos estudiantes van a centrar su
atencion en los puntos de corte, contestando iectamente que hay dos soluciones
para el sistema o si dicen que el sistema no ehgion basados en que hay un par de
rectas paralelas. Esto nos invitaria a pensar ajumita configuracion geométrica que
tienen asociada a sistema sin solucion es la dasrparalelas, cuestion que podria estar
incidiendo en la interpretacion de las situacicheyg 2), ya que al tratarse de rectas no

paralelas interpretarian un sistema con solucion.
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En este caso se presenta un sistema como el deganpa 1 pero en forma algebraica.
Interesa observar qué estrategias utilizan los diesites para resolverlo, como
manipulan las ecuaciones, a qué método de resolueddirren y en definitiva si asignan

0 no solucion al sistema y en caso afirmativo @gnt

Se trat6 de que en todos los casos, tomando lasienes de a dos, se llegara a pares de
enteros porque no se desea entorpecer el trabdgs @dumnos agregando dificultades
operatorias. No es la idea reafirmar el trabajo exttieros pero debemos tener en cuenta
gue en este momento no tenemos un objetivo de amzefsino que el objetivo es
observar el trabajo del alumno y que pueda exmwesawn facilidad sin enredarse en
errores operatorios. Pensamos que los estudiagddigaran o bien una combinacion
lineal de las tres ecuaciones determinando un yeoa una de las incognitas y luego
por sustitucién en cualquiera de las ecuacionesendbdén la restante o tomaran las
ecuaciones de a pares interpretando el sistem&@x® tres sistemas de 2x2. Podran
contestar diciendo que o bien hay méas de una solucbien que no existe solucion del
sistema, si tienen en cuenta que el par solucibe derificar todas las ecuaciones a la
vez. También pueden recurrir a un modo de pensamn®&®. Deberan entonces transitar
de un modo de pensamiento AA a un modo SG en ehqaatir de la representacion
grafica de las tres rectas daran una respuestgodsakles respuestas que entendemos

pueden dar son las ya mencionadas: el sistematteeoluciones o0 no tiene solucion.

Las preguntas apuntan a la reflexion del alumnitmeTto a cuestiones que habitualmente
no se tratan en clase ya que la mayoria de lagidaztes tradicionales consisten en
presentar un sistema y pedirle al alumno que loetes.

Las preguntas también implican un cambio respeetdad anteriores donde se le
presentaba un sistema en forma gréafica o anajitsmale preguntaba cuantas soluciones

tenia. En este caso se utiliza el lenguaje colbgaia presentar el problema y el alumno



podré recurrir a un modo de pensamiento AA o SQa pRr una respuesta o a la
interrelacion entre ambos.

Esta situacién creemos que podria conducir al abuenmin conflicto pues debe en la
parte (a) construir un conjunto de rectas concteseto que le reforzard la nocion de
gue el par solucion debe verificar todas las eomad a la vez. A su vez para construir
un sistema que no tenga solucién podria usar porgp una configuracion similar a la

de la pregunta (1) de esta secuencia. Entoncesfeneion de estas preguntas el alumno
reviera lo contestado anteriormente tendriamos e elementos U(tiles para la

ensefianza del concepto solucién de un sistema.

>~
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Se desea observar qué tipo de pensamiento ponego ¢l estudiante al momento de
responder. La pregunta es interpretable utilizagldooncepto de solucién y trazando
una recta que no pase por el punto de corte deddalss o pensando en una
configuracién geométrica asociada al concepto deatacion. En el primer caso el
alumno estaria pensando en que el par ordenadeegifiea las ecuaciones de las rectas
dadas no debe verificar las ecuaciones de las ipugach (modo AA). En el segundo
caso podria responder desde la globalidad de umggoracion geométrica asociada a
un sistema sin solucion sin pensar necesariamengt @ncepto de solucion como par
ordenado que verifica todas las ecuaciones o camtm mue debe pertenecer a todas las
rectas (modo SG). También podremos observar sireealitrazado de rectas paralelas
para que no haya solucion o si utiliza una reptes@mn como la de la pregunta (1).

En Cutz (2005) hubo un estudiante que traz6 unta mee visualmente no tocaba a las
rectas dadas mostrando que pensaba en las rectes sicse tratara de segmentos.
Pensamos que esta dificultad en la comprensioa deplesentacion de una recta puede

presentarse.



v

Se desea observar si el alumno construye la coafighn geométrica asociada a un
sistema con solucién Unica. Esto es, un conjunted&s concurrentes. Consideramos
valiosa esta situacion en tanto podremos utilizanlda sesion de puesta en comudn para

confrontarla con las preguntas (1) y (2).

v

Creemos que en esta situacion podria surgir laicidndde linealidad en tanto la recta
que deben trazar puede cortar en un punto a la pex@ano puede “curvarse€”para

volver a cortar a la recta dada. Consideramos &séuacion puede contribuir a que el

22 Esta expresion fue detectada en los estudios mtptios.



alumno vaya sacando conclusiones en cuanto a g@iendmero de soluciones es finito,

no puede ser mas de uno.

v

Se desea observar a qué tipo de argumento recuestwgiante para responder la
situacion. La pregunta es interpretable desdertequio de solucidn en tanto las rectas
dadas tienen un Gnico punto en comun y entonces yalede haber infinitas soluciones
o usando la idea de que las rectas no se “curvana’ ‘wolver” a cortarse o puede decir
gue considera una recta coincidente con una déaldas e interpretar incorrectamente
que por tener infinitos puntos en comudn con unellds hay infinitas soluciones para el

sistema.

v

La situacion pide trazar dos rectas mas para martardiferencia con las situaciones
tradicionales donde a lo sumo se tratan dos reciasidentes. Se desea observar si los
estudiantes pueden construir la configuracion géwcaéasociada a un sistema con
infinitas soluciones que es la de rectas coinceferPara ello podran pensar en la idea

de rectas coincidentes como configuraciébn geonzétgiobal o en la idea de que



necesitan infinitos puntos en comuin para que exigifinitos pares ordenados que

verifiguen todas las ecuaciones.

23 I 4

El estudiante podra pensar en modo SG realizangdeapresentacion grafica o en modo
AA presentando dos ecuaciones que cumplan comidaon dada. Para dar la solucion
en el modo de pensamiento AA, el alumno deberdretégo designar las incognitas y
seguramente pensara en “cuentas” de forma tal sigmémdole a las incognitas los
valores dados permitan obtener una igualdad nueéric

Se desea observar qué modos de pensamiento se gqro@rgo y Si se da interaccion
entre ambos. La pregunta también implica pasapatesolucion a las ecuaciones o a las

rectas y pone en juego el concepto de soluciomdsastema de ecuaciones.

- 23 %

Nuevamente se desea observar qué modos de pensarsemponen en juego al
responder la pregunta que puede hacerse desdedmSfoo desde uno AA.
La pregunta también implica pasar del par solueaias ecuaciones o a las rectas y pone

en juego el concepto de solucion de un sistemaukecenes.

2)3*



La pregunta pone en juego el concepto de soluabtaeto requiere que el alumno

considere que si el punto (3,4) no esta en la @gda ya no puede generar un sistema
con esa solucion. Podremos observar qué tipo deapganto se pone en juego ya que el
estudiante puede expresar que (3,4) no verifiegcl@cion de la recta dada o decir que

el punto (3,4) no pertenece a la recta dada.

2)3 $23' |

Se pone en juego nuevamente el nimero de solucdmes sistema. Veremos si los
estudiantes utilizan el argumento de la imposiadidie que una recta se “curve” o que
solamente pueden darse los casos de una soladmlucfinitas o sin solucién. El

alumno debera ahora situarse en los pares ordedadios mientras que en preguntas
anteriores solamente se hablaba de solucién erafgemérica sin especificar los pares

ordenados concretos como por ejemplo en la preg@nta
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Se pone en juego nuevamente el nimero de soludienes sistema. Se desea observar
si el estudiante puede interpretar que necesartemdgbera recurrir a un caso de
infinitas soluciones. Para ello debera comprendetiferencia con la pregunta anterior
gue requiere distinguir entemlamente dos pargsque tengantre sus soluciones a los
pares Entendemos que esta distincion es dificil paseektudiantes y que posiblemente
les parezca que las preguntas (14) y (15) sondenenpor no poder entender qué agrega

la informaciénentre sus soluciones

(+ ,

Se repite una pregunta ya realizada para obsernarsecuencia en si misma produjo

aprendizaje, cambios de punto de vista, nuevosregtos, etc.



Se desea observar la concepcién que tienen lodiastes de sistema de ecuaciones
preguntando en forma explicita. Desde el punto id&a\de Vinner (1991) estamos
pidiendo una definiciébn personal del alumno quenhp®dra elaborar poniendo en
palabras su imagen del concepto. En la respuestaléel estudiante podran también
distinguirse diferentes modos de pensamiento puetumno podra pensar en varias
rectas (en el caso de los alumnos de 14-15 afigeg/golamente conocen los sistemas
2x2) o enalgo que se resuelve (modo AA) o podran pensar tandné@rminos de un
conjunto de ecuaciones que se deben verificar simedmente.

En cuanto a las practicas de aula, en el nivel5L4fibs, los profesores, en general, no
dan una definicién sino que los sistemas se vaact&izando mas bien a través del
trabajo con ellos. Como aproximaciones al conceptsistema, los libros de texto mas

usados en este nivel presentan la siguiente infoéma

Para expresar que estas condiciones [refiriénddss @cuaciones lineales de
dos incégnitas] deben cumplirse simultaneamentaobdormado un sistema

de ecuaciones, que indicamos con una llave (Botteira., 1997)

La llave entre las dos ecuaciones reemplaza lainoidjin “y”, indicando que
deben verificarse las dos ecuaciones simultdneaméBelcredi y Zambra,
2000)

En el nivel 17-18 afios, depende mucho del profgser esté a cargo del curso, que
explique lo que es un sistema de ecuaciones. Enhasucasos lo dan por
sobreentendido, ya que cuando los alumnos llegasta nivel, ya han estudiado
sistemas 2x2 y 3x3 en cursos anteriores.

En este nivel hay pocos libros de texto. A contindia mostramos la presentacion de los
sistemas lineales en uno de ellos (Fernandez yadiao, 2001):

Un sistema lineal (S), da ecuaciones con incognitas puede ser identificado con una

estructura del siguiente tipo:

Xy + et ... tan=b

S= Xy + axXet ...t & = by
< ------------------------------------------

RXL T amXet ...+ 8m¥n = bm




Se desea observar la concepcién que tienen lodiastess sobre solucidén de un sistema
de ecuaciones preguntando directamente sobre &i@ueValen idénticos comentarios
que a la pregunta (17) respecto a la definicién adeicepto. Esta pregunta también
permitirqd apreciar modos de pensamiento en tan@ushno podrd hablar de que la
solucion es un punto denotando un modo SG o gusll&cion es un par ordenado
(modo AA). Decimos par ordenado ya que es la regpuesperable en el caso de los
alumnos de 14-15 afios. Los alumnos de Bachilleyaizas hablen de n-upla aunque
sabemos que es un lenguaje dificil de incorporar.

En cuanto a las practicas de aula, en el nivel5l4fibs, depende del profesor que esté a
cargo del grupo que explicite o no lo qué significducién de un sistema. Es practica
habitual que se presenten de entrada los sisterapadandose inmediatamente a los
métodos de resolucién, sin que haya un trabajoigien una sola ecuacion y con el
concepto de solucién en una ecuacion. En cuants éibros de texto Borbonet et al.

(1997) presentan el concepto de solucion o raédbaal de resolucion:
Esta es una ecuacioén con dos incégnitas. Resolveplica hallartodos?® los
pares de nimeros,(y) que al sustituirlos en la ecuacién la conviegaruna
igualdad numérica. A cada uno de estos paresliseriaraiz de la ecuacion.
En forma similar, en Belcredi y Zambra (2000) apare
Resolver un sistema de dos ecuaciones con dosnit@®g y y es encontrar
las soluciones comunes a las dos ecuaciones, iestddlar todos los pares de
ndmeros X, y) para los cuales las dos igualdades se verifieans pares son

las soluciones del sistema.
En el nivel 17-18 afios, los profesores hacen umdal® mas formal del curso y la
practica de definir es mas habitual. En Fernand€piyadino (2001), libro de texto de

este nivel, haciendo mencién al sistema descrita pregunta 17, se dice que
La n-upla &, X, . . . , X)) es una solucién del sistema (S), si verifica

simultAneamente las m ecuaciones del mismo.

3.6 Observaciones de clase

Como ya dijimos, visitamos dos clases de 80 mino&@a una para observar como la

profesora Martina introducia a sus alumnos de 14afiés en el estudio de las

% |as negritas son del original.



ecuaciones lineales con dos incégnitas y en losnsés de ecuaciones 2x2 que es lo que
pide el programa de estudios vigentes. En la pamkse habia 26 alumnos presentes y
en la segunda 27. En esta seccion se describesatroéo de las clases poniendo
atencion en:

- los modos de pensamiento que la docente promueve.

- la secuencia de ensefanza que sigue.

- los modos de pensamiento que los estudiantesymmguego frente a las situaciones
gue se les plantean en clase.

Estos elementos nos seran Utiles a la hora dezanadi interpretar las respuestas de los
estudiantes al cuestionario ya presentado.

La docente comienza presentando a logliastiés una situacion contextualizada:
P: Bueno chicos, ayer fui a la cantina y habia artel que decia esto

y presenta en el pizarrén lo siguifite

4 %
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Luego pregunta a los alumnos como podria escrildsta informacion en lenguaje
matemético a lo que surge de inmediato la utilizacie las letrag ey para denominar
el precio de cada pancho y del vaso de refrespeecésamente y plantearx2 y = 30
sin dificultad. La profesora pregunta qué es lo lyae obtenido y los alumnos contestan
que se trata de una ecuacion apoyandose en gadn@gnitas para averiguar, un signo

de igual y un resultado:
Verénica: Una ecuacion
Profesora Martina: Una ecuacion. ¢ CoOmo sabés queaescuacion?
V: Porque tiene 2 incégnitas que tenés que averigyda.
P:¢Y ta?

% Cantina es el nombre que se da cominmente en &yugucomedor de los colegios y la palabra
panchos denomina a lo que se conoce en otros Eaisessalchichas loot dogs



V: Tiene signo de igual.

P: Tiene signo de igual, bien.

V: Tiene resultado.

P: En realidad tiene dos miembros, tiene escrgo ah los dos miembros, ¢,si?
¢,Cuantas incégnitas tiene esta ecuacion?

Alumno: Dos.

P: Dos incAgnitas, esto es una ecuacion con dogmitas. Ustedes el afio
pasado trabajaron con ecuaciones con una incogsisacuerdan?

Alumnos a coro: Si
Luego la docente se encamina a tratar de develai@l de las incognitas. Para ello se
apoya en una ecuacion de primer grado con unanitadg+ 3 = 5, y para provocar a
los alumnos dice que 8 es solucién a lo que umaraucontesta que no porque 8 + 3 no
da 5. La profesora dice que si sustituimgmr 8 no obtenemos uigualdad numérica
Luego afirma que si sustituimospor 2, que es el valor que dio otro alumno, si se
obtiene una igualdad numérica. Luego comienza a&rhao razonamiento similar
ofreciendo en primera instancia el par (12, 6) caulucion de la ecuacion de dos
incognitas, para llegar a la idea de que los pguesverifican la ecuacion son los que

permiten obtener una igualdad numérica:
Profesora Martina: Cuando yo sustituyo los elensedi par en esta ecuacion
gue tiene dos incognitas la convierten en una d@ghhumérica, ¢si? ¢Es el

Unico par que yo puedo encontrar?
Los alumnos comienzan a ejemplificar con distinbases que van verificando en la
ecuaciéon y la profesora pregunta finalmente cuaptmran encontrar, a lo que los
alumnos contestan muchos y la profesora agregagjpesible encontrar infinitos.
A partir de aqui se desarrolla una discusién emotar si son o no infinitos basados en
los siguientes puntos:

Cada pancho no puede valer mas de 15 pesos, pass$ fsiera nos tendrian que
“pagar” dinero cada vez que consumimos, como eflasmos lo sugirieron. Por
ejemplo, si el pancho sale $16, entonces 2 . 162} (= 30 entonces nos devuelven 2
pesos.

Dificultades para ver que entre 0 y 15 hay infigitdimeros, los alumnos piensan
primero en valores enteros para el precio de cadeho.

Surge el problema de que el menor valor de las damexistentes es 50 centésimos,

lo que dificulta concebir precios como $ 12, 20.



En la vida real las cosas no cuestan por ejemild,3 y si algo saliera eso, ¢cémo
lo pagariamos?
A partir de este problema entre la redligda adecuacion de los niumeros a ella, la

profesora comenta:

Profesora Martina: Y entonces ahi ¢qué pasa? gHetielo que estamos
hablando? ¢ Entienden por qué en un momento pengaeono eran infinitos?
Primero dijeron, son infinitos los pares, pero déspdijeron no, porque
estamos en este problema. Aca hay dos cosas, dadaros infinitos pares
gue yo puedo colocar aca y convertir esto en unaldgd numérica y ahi si
son infinitos ¢0 no? ¢ Son infinitos los pares derga, uno para y otro para
y? ¢Son infinitos, independientemente del problema?

Después de una ardua discusion lleganeasqsalimos del problema tenemos
efectivamente infinitos pares ordenados de numgues verifican la ecuacién y la
profesora resume el concepto de lo que para dlaifisa resolver una ecuacion y
repasa la nocién de par ordenado:

Profesora Martina: Bueno, a ver, yo quiero quedasdes haya quedado claro.
Nosotros tenemos acé una ecuacion con dos incégnisolver esa ecuacion
es hallar los pares de valores que la conviertennenigualdad numérica, si
estos pares son pares ordenados, ¢verdad? Poogeg,len mismo que yo les
diga por ejemplo, supongamos, yo digo, el par (128 solucion de esta
ecuacion?

Alumno: Si.

P: ¢ No importa que yo diga (12,6) o (6,12)?

A: Importa si.

La profesora pasa luego al andlisis de como podetntesier pares ordenados solucion:
Profesora Martina: Y ¢como voy encontrando esasite soluciones? ¢ Si yo
quisiera que cada uno de ustedes encontrara uirdafls;, Coémo harian?
Alumno: Cambiando
P: ¢ Cambiando qué?

A:Laxylay.

P: Pero, a ver, contame especificamente, a veroBsiryo te digo quiero un
par que sea solucién de esta ecuacién ¢ qué exlosgedes hacen? Quiero
gue me cuenten, porgue yo no quiero que me digparehuiero que me digan
lo que ustedes elaboran en sus cabezas paradlegarpar. A ver Martin.
Martin: En el lugar de lavos ponés 5,50.

P: Bien, bien, pard, te paro ahi un poquito, €@ §de donde lo sacaste?

M: Lo inventé, 5,50 y se lo puse axlaeso te da doce y después...

P: Cinco con cincuenta por dos ¢te da?



A: Te da once.

P: Me da once y ¢entonces? Despejas te da unaid@cuke una incognita,
despejo, obtengo el valor del vaso, ¢eso qué gighifQue cada vez que yo le
dé un valor a l, el que yo invente, obtengo y queda determinadealor
para lay. ¢ Podria haberlo hecho al revés? ¢ Podria halzetteuwh valor a Ig?
¢El que se me antoje? ¢Y qué pasaria ceh fBeria el que se me antoje?

A: No.

P: Bien quedaria determinado. Estos pares, a &erpy a escribir algunos de
los pares soluciéon de esa ecuacion... cuando o tana ecuacion con dos
incognitas ustedes me acaban de decir que tengutasf pares que son
solucion de esa ecuacion, al conjunto de todos gaE@s que son solucion de

esa ecuacion, se le llama conjunto solucién.

Los alumnos parecen manejar con naturalidad leciéglafuncional entre las dos

variables, lo que les facilita una estrategia deermdon de pares que verifiquen la
ecuacion. La profesora compara el nUmero de salaside una ecuacion de este tipo
con las que los alumnos conocian del afio antdraanbién aprovecha para introducir a

los alumnos en un modo de pensamiento geométrico:
Profesora Martina: Bien... (15,0), (12,6), buergd ao los puedo poner todos,
es decir son infinitos esos puntos suspensivosergudecir que sigue
infinitamente. No los puedo escribir todos, perocehjunto solucion es el
conjunto formado por todas las soluciones de la@6n que en este caso son
pares. ¢Vieron la diferencia con las ecuacionesefjaéio pasado haciamos?
¢Vieron la diferencia? ¢Qué teniamos dentro ddldass en el conjunto
solucién?
Maria Inés: Un solo ndmero.
P: Se acuerdan que hablabamos de que a vecesrposirfaner mas de un
namero, si, no so6lo se puede poner mas de un n{siamque a veces las
soluciones de estas ecuaciones en vez de ser wer@son dos ¢y podran ser
tres?
A: Si.
P: ¢ En qué caso podrian ser tres? A ver ¢,qué @pinan
A: Cuando hay tres incognitas.
P: Cuando hay tres incégnitas las soluciones s®) tma terna de nimeros
¢no? bueno pero eso lo dejamos. Ahora, estos patedes saben, ya han
trabajado con el profesor de Ciencias Fisicas, graficas, ¢si? ¢Verdad?
¢,Como trabajan? Con un par de ejes...
A: Cartesianos.
P: Buenoy ¢qué es?
A: Las abscisas y las ordenadas.



En este dialogo se presenta una confusion de ldacdacente no parece darse cuenta,
cuando dice que la solucién en vez de ser un nus@ralos y pregunta si podrian ser
tres. La docente no enfatiza en la diferencia amtreonjunto de reales y un conjunto de
pares ordenados de reales, la diferencia entreonjurdo con dos elementos y un
conjunto que tiene un par ordenado por elementmbién es confuso el planteo del
caso de una ecuacién con tres incognitas, cuarm glie las soluciones son tres
nameros o una terna de numeros, lo que considergo®$0 es lo mismo. En este
sentido pensamos que si bien la profesora promlaedescusién con sus alumnos a
medida que se fueron presentando los nuevos aspieit@oncepto que se estudia, no
abre un espacio de discusion para distinguir laréifcia entre dos numeros y par

solucion.
A partir de aqui la docente pide a los alumnos geadiquen los pares ordenados

solucion que tienen para preguntarles luego sirgaselgo a nivel gréfico:
Profesora Martina: No, vamos a representar pares lpasolucion de esta
ecuacién. Ta? Nos olvidamos de esto, ta? Vamogragsentar estos cuatro...
Chiquilines. Bueno chicos, la consigna es la sigeiehacen un par de ejes y
en ellos representan estos cuatro pares de nuresecan los puntos que los
tienen como coordenadas. ¢ Terminaron?
[...]
Profesora Martina: Bueno los que hicieron los psigtalgo para observar?
Gonzalo: Se puede trazar la recta que los tierestod
P: jAh! muy bien, ¢a ver si es cierto? dice quérestineados, que se puede
trazar una recta que los tiene a todos. Compruiebgure dijo Gonzalo.

Casi todos los alumnos llegan a este resultado sédwinos que han cometido errores al
graficar, confundiendo abscisas con ordenadasiwando lecturas en los ejes.

La profesora repasa los resultados obtenidos y kamdién la explicacion de la
condicion reciproca: si un punto pertenece a laayesus coordenadas verifican la

ecuacion.
Profesora Martina: Bueno chicos entonces comprobaguoe los puntos que
dibujamos estan todos sobre una recta, ¢ verdad?
Alumno: Si.
P: Bueno, el tema es asi, si yo siguiera tomantiwes pares, pares solucion
de aquella ecuacion, pares que estén dentro deasgtato, ¢ que pasaria?
Alumnos: Seguirian en la recta (a coro).
P: ¢Siguen siendo puntos de esta recta? Y si &ialerevés, si tomara un

punto cualquiera de la recta y buscara sus cooddsfarambién.



P: Si hiciera esto por ejemplo, tomara un puntdqeiera de ac, hiciera esto,
hiciera esto, indicara el par de valores, ¢quérigsa

Alumnos: Serian iguales, como se dice, serian parégsnados (a coro y

desordenados).

P: A ver chicos vamos a ordenarnos, si yo hicieraeés tomara un punto de

la recta hallara sus coordenadas, ese par de salereoordenadas del punto
de la recta, ¢qué me podrian decir de ese palaesa

Alumno: También resuelven la ecuacion.

P: O sea también seria un par solucién de la abuagsi?

Pablo: Serian iguales.

Profesora: [...] Pablo ¢ qué me decias?

Pablo: Tienen igualdad numérica entre los dos pares

Profesora: No, ¢tienen igualdad numérica? Es qumoggo los valores del par

en la ecuacion y esa ecuacion se convierte, degardgna ecuacion, porque no
tiene mas incégnitas, si yo pongo los nimeros garlde las incégnitas dejo

de ser una ecuacion y pasa a ser una igualdad mintneros, una igualdad

numeérica, ¢ esta bien? Si, bueno, entonces lougeeli$ con las soluciones de
aquella ecuacion con dos incognitas es que siseptamos todos los pares
nos quedan sobre una recta, todos los pares, oslgsintos que tienen como
coordenadas esos pares estan sobre la recta yoafente, cualquier punto

que yo tome sobre la recta, el par de coordenaslasalpunto, son solucion de
la ecuacion por eso a esta ecuacion de dos inedgggtle llama ecuacion de la
recta. Se habla de la ecuacion de la recta cuantlersee una ecuacion de este
tipo ¢verdad? Bien supongamos que hoy vamos ankinaa. y aparece, se

modernizaron en la cantina y en lugar de ponecadel pusieron este cartel y

al lado pusieron otro que dice... dice esto.

A partir del momento en que la docente introducenetio geométrico de pensar la
ecuacion lineal y sus soluciones, continuara emdopermanente interactuando entre
los modos sintético—geométrico y analitico—aritowetiA los alumnos les cuesta
verbalizar el significado de solucién en los témsigue maneja la docente que refieren
a la condicion de igualdad numérica, sin embargegestia que manejan bien la idea de
gue al sustituir en la ecuacion obtendran una daohl Obsérvese como al final del
discurso aprovecha para introducir otra ecuaci@esli Ahora realiza el proceso inverso
al inicial, propone la ecuacion en términosdgy y pide que los estudiantes interpreten
lo que quiere decir pensando en panchos y vaseSrésco. El cartel que presenta es el

siguiente:
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Solo tres alumnos levantan la mano y uno de e#lafiza la interpretacion adecuada,

luego la profesora pregunta qué significa el caitkd sacamos de la cantina.
Profesora Martina: Bien Matias te despertaste,byedo, a 71 pesos, estamos
de acuerdo, bien este cartel que puso la cantita,cartel, vuelve a ser, si lo
sacamos del contexto de la cantina ¢,qué?
P: Una ecuacion. Levantamos la mano. Vuelve ager?,
Alumno: Una ecuacion.
P: ¢ De qué tipo? Gonzalo.
Gonzalo: Una ecuacion de una recta o algo asi.
P: A ver una ecuacion de una recta ¢por qué tewaga? ¢Por qué? ¢Qué
vemos en esta ecuacion?
Gonzalo: Dos incégnitas.
P: Dijo es otra ecuacion de una recta, dijo Gonzefodecir esta ecuacion
tiene ¢.cuantas soluciones?
Alumno 1: Muchas.
Alumno 2: Infinitas

Alumno 3: Depende de si estamos comprando panchos.

La confusion nuevamente acerca de si la ecua@ae tnfinitas soluciones o no y como
el contexto estd complicando en este sentido. béegora agrega que no estan en el

contexto de los panchos.
Profesora Martina: No, no, ahora me olvidé de laachos, tiene infinitas
soluciones, cada una de esas soluciones ¢ qué £8d pimero? ¢ Qué es?
Alumno 1: Un nimero
P: ¢Un nimero?
Alumno 2: Muchos ndmeros.
P: ¢ Muchos numeros cada solucién?
Alumno 2: No, cada par.
P: Dos numeros, un par, si, un par de nimeros estal® acuerdo. Bien,
entonces...
Alumno 2: Pero ahi tiene mas de un par.
P: Claro, cada solucién es un par, lo que pasaiantas soluciones hay?
Alumno 2: Muchas.
P: Infinitas.



Alumno 2: jAh!

P: Asi que aca lo que me dio es el conjunto safucide esta formado por

todas las soluciones de la ecuacion, que esta flarmpar infinitos pares, aca

volvemos a tener una ecuacion con dos incégnites,eg la ecuacion de una

recta, que tiene infinitos pares solucion de laaemn y que si yo los

represento en un sistema ¢ qué va a pasar? Represtos los pares...

Gonzalo: Quedan sobre una recta.

P: Quedan sobre una recta como dijo Gonzalo. Byeamos a representarlo?

En el mismo par de ejes, para no tener que ir cdeloa buscar otra hoja

cuadriculada.

En el mismo par, ¢qué tendria que hacer para eygegsesta ecuacion? A ver

Matias ¢,qué tengo que hacer?
Aparece nuevamente la confusion entre par y dosermsnque la docente parece
manejar como sinénimo, si bien ella tiene claro goa pares, a veces formula
expresiones combos nlmeros, un pajue creemos no son sinénimos. De todas formas
pensamos que esto no invalida que se esté contizgtgl la nocion de par como
solucion de la ecuacion.
Ante el requerimiento de la profesora, Matias redpoacertadamente como obtener
pares solucién usando la nocion de funcién, estodasdo un valor a una de las
incognitas y determinando la otra en consecue@uano ya mencioné anteriormente,
esto no parece traer dificultades a los estudiahtes estudiantes grafican la segunda
ecuacion, la profesora pasa por los bancos padaayuatender dudas. El grafico en el
pizarron no ha quedado demasiado bien pero lagoEdes dice que miren los graficos
de sus cuadernos.

Profesora Martina: Quedé feo, no importa a ustéseguedo bien, ¢les quedo

mas o menos asi?

Alumnos: Si (a coro)

P: Muy bien, muy bien. Bueno entonces...

Pablo: A mi me quedo algo raro.

P: ¢Qué pasé con el dibujo? ¢Qué tienen ahi? ¢;@edemp observar? ¢Se

cortaron?

Alumno 1: Que tienen un valor en comun.

P: Tienen un punto en comun, a ver Gonzalo quéaggmsuando dijiste que

tienen un valor en comdn.

Gonzalo: Que comparten los mismos valores paratgitan

P: Ta, entonces lo que pensaste es que hay ure patates que es solucion de

una y de la otra. Eso es lo que penso, esta bégnuh par de valores que es

solucion a la vez de las dos ecuaciones. ¢ Si g@oal es este par de valores?



Alumno 1: (11,8)

P: No sé, no les pregunto los nimeros. ¢Pero cémaddo ver de acuerdo a
lo que vimos en el cuaderno?

Alumno 1: Donde se cortan las dos rectas...

P: Hay un punto que pertenece a ambas rectas.

Alumno 2: La vamos a hacer cortar.

P: Esperen hay un punto que pertenece a ambas,rgsta no?

Alumnos: Si.

P: Si se cortaron este punto tiene dos nimerosa@usus coordenadas que es
un par y este par por pertenecer a ambas rectéssggede con las ecuaciones
con ese par de nUmeros?

Alumno 3: Tiene que dar para las dos igual.

P: O sea que, ¢son solucidn de las dos ecuacidae®a?

Alumno 4: Tienen que serlo.

P: Tienen que serlo, entonces, chiquilines cuaederhos dos ecuaciones con
dos incégnitas y resolvemos esas ecuaciones tmataed encontrar las
soluciones comunes, lo que hicimos fue resolvgul® se llama un sistema de
ecuaciones. ¢Qué es un sistema de ecuaciones? Esnjumto de varias
ecuaciones con varias incognitas, ¢si?, que taiesircognitas representan
los mismos nimeros en todas las ecuaciones. Emstolocejue nosotros
buscamos al resolver un sistema de ecuacionesasaoluciones comunes (Si
es que las hay) a todas las ecuaciones del sisteangue nosotros vamos a
trabajar este afio son sistemas de dos ecuacionafsdncognitas cada una,
gue lo escribimos:®2+y =30, %+ 2y =71 y los unimos con una llavecita. Lo
que la llave nos indica es que estas dos ecuacianeen ecuaciones aisladas
y separadas una de la otra, sino que nosotrosfassa trabajar de tal manera
que la solucién que quiero encontrar es la soluc@nin a ambas. Si es que
hay ¢ verdad?, ta.

Alumnos: Ta.

P: Entonces a ver si me escuchan, lo que nosatiosds hoy, es resolver este
sistema y lo pudimos resolver y encontrar la séhucg cudl es la solucion de
este sistema?

Matias: El par de nimeros donde se cortan lasstecta

P: El par de nimeros donde se cortan las rectan.Batias, para la clase que
viene, quiero que piensen si existird un sisten& ru tenga solucion, si el
sistema siempre tiene solucion.

En el didlogo puede apreciarse como los alumnagnet a un modo de pensamiento
analitico—aritmético para describir lo que esté&diendo entre las dos rectas, hablan de
Que tienen un valor en comiyla profesora corrig&ienen un punto en comuinego

rechaza la lectura que hacen los alumnos cuanddifidan el par (11, 8) e insiste en



que digan que ese punto pertenece a las dos yeqtses por tanto sus coordenadas son
solucion de las dos ecuaciones a la vez. La prafgmsreceria desear una lectura paso a
paso de la situacion geométrica a la analiticanatita y trata de que los alumnos no
salteen ese modo de pensamiento. En cuanto ailtnnie sistema, que presenta hacia
el final de la clase, vemos que esta totalmentgaajme a la nocion de resolver el
sistema. El objeto sistema es presentado en foimhidica con la nocion de
resolverlo, de la misma forma fue presentada l#nade ecuacion lineal. Pareceria que
el sistema no puede existir independientementeadmluntad de querer resolverlo o
pareceria que ver un sistema apareja la idea déveds. La frase de la profesora
donde dice que un sistema de ecuaciotigs Un conjunto de varias ecuaciones con
varias incognitas, ¢si?, que todas esas incogmiasesentan los mismos numeros en
todas las ecuacionéses problemética pues por un lado se describeny como
invariantes y por otro se las hace variar paranastsoluciones de cada una de las
ecuaciones en procura de puntos que permitan arddis rectas.

Es interesante observar lo que queda institucienddi al final de la clase por parte de
un alumno y que la docente confirma: la soluciéh siema es el par de ndimeros
donde se cortan las rectas. Como veremos mas seldliatias es uno de los alumnos
que frente a un sistema 3x2 dado en forma graficarps rectas que se cortan dos a
dos, responde que el sistema tiene tres solucidMesos su respuesta en la siguiente
imagen:



1) A continuacién aparecen graficadas las rectas asociadas a un sistema de tres ecuaciones
de primer grado con dos incdgnitas. ¢Cudntas soluciones tiene el sistema? éPor qué?

La segunda clase observada también fue de 80 reirdadocente retoma lo dado en la
clase anterior y escribe en la pizarra el sistemfzajado la clase pasada. Pregunta qué
es lo que escribié y los alumnos hablan primeraim ecuacion con dos incégnitas,
después de dos ecuaciones con dos incognitas. laggstudiantes mencionan que las
dos ecuaciones tienen las mismas incognitas aldoliamue las dos tienery las dos

tieneny.
Profesora Martina: Y bueno, cuando decimos questida misma incégnita,
guerran decir que aparece la misma letra y entosioes la misma letra ¢ qué
va a suceder? Maria Inés.
Maria Inés: Tiene el mismo valor.
P: ¢, Qué me indica de lo que tengo escrito en atndia, que lax que esti en
esta ecuacion y Ia que esta en esta ecuacion tienen que ser la mighta?
algo que me lo indique, porque capaz que podriemeldiferente?
Lucia: La llave.
P: La llave. Esta llave, qué les parece, ah bueadp mismo, no, no es lo
mismo. Porque si yo les pongo a ustedes resuebtas ecuaciones, y pongo
varias, y todas tiener, ustedes van a resolver todas por separado y van a
encontrarx, para esag de cada ecuacion van a encontrar diferentes \wajore
van a quedar contentos ¢,si 0 no? Pero en camblo goé vamos a buscar es



un par de valores para la primera ¢ se acuerdadijijunes que la solucién para

cada una de esas ecuaciones eran pares de nUmeros?

La docente no menciona que necesitamos la mxgyria mismay si lo que queremos es
un par solucién del sistema. Eventualmente todasdéuciones de las dos ecuaciones
pueden ser distintas y en ese caso el sistemaene $olucion. Esto no invalida la
escritura del sistema como tal abarcando las emuegicon una llave.

La docente continta con el repaso preguntando asi&aiuciones tiene cada ecuacion
si las consideramos por separado. Surgen varias joler parte de los estudiantes que
conducen a una larga discusion: una solucion, alosisnes, infinitas si no se habla de
dinero pues recuerda que la clase pasada las ite®gesignaban dinero. Pareceria que
los que dicen una solucién confunden la solucidrsideema con las soluciones de cada
ecuacion. Los que hablan de dos parecerian refexitpie las soluciones son pares. La
docente debe aclarar que dejen atras el probleh@dirdzo. A partir de ese momento

los estudiantes aceptan que cada ecuacion tiéngaefpares solucion.
Profesora Martina: También infinitos, y cuando rioso decimos que quiero
buscar un valor para y otro paray que sea solucion de ambas ¢qué estoy
buscando?
Alumno 1: La incOgnita.
P: Si ¢a ver?
Alumno 2: La incAgnita, nada...
P: Pero que no te escucho, este...
Alumno 2: No sé lo que preguntaste.
P: ¢La incognita dijiste? A ver.
Alumno 2: Van a ser iguales, o sea los mismos peaiasa resolver las dos
ecuaciones.
P: Es decir...
Alumno 3: De todos los pares que la puedan resolesrque sirvan para las
dos.
P: De todos los pares, infinitos pares, que tergsatlicion de esta ecuacion y
de todos los pares infinitos que tengo solucidneg®& ecuacion yo estoy
buscando, si es que lo encuentro, si es que hayatuque sea solucion de las
dos a la vez ¢si? (Y eso qué es? Estoy resolMergle dijimos que es un...
¢dijimos como se llama esto? ¢ 0 no dijimos?
Alumno 4: No.
P. jAh bueno!
Alumno 5: Sistemas.
P: Sistema de ecuaciones. Esto es un sistemaudeietes ¢ Esto qué es? Es

un conjunto de dos ecuaciones con dos incognégmrgo una llave, esa llave



significa que estoy buscando el mismo valor, lanmaisolucion para ambas
ecuaciones. Que en este caso tiene dos ecuaciahes ipcognitas. Existen

sistemas de tres ecuaciones con tres incognitasiiateo con cuatro, de tres
ecuaciones con dos incégnitas, de dos ecuaciomef@®incognitas, existen

distintos tipos de sistemas ¢ta? Pero nosotrossvanmabajar este afio con un
sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, vanmebajar con sistemas
de dos ecuaciones con dos incognitas. ¢ Como higarasbuscar esa solucion
comun a ambas ecuaciones? ¢ Como hicimos la claadgpara encontrar una
solucion comin?

Alumno 6: La grafica.

Observemos cémo la docente dice que cuando le pmnkentlave a las dos ecuaciones
significa que estoy buscando el mismo valor, lanmisolucion para dos ecuaciones.
Pareceria que para la docente la presencia detemsi implica buscar su solucion y la
representacion gréfica sirve para tal propdsitophsenta a los alumnos una instancia
de indagacion de soluciones de un sistema en fordependiente a un procedimiento
de resolucion, quizas esto tenga que ver con lorepertan DeVries y Arnon (2004)
cuando observan que los estudiantes no usan lficaeidn para decidir si un par
ordenado es solucion o no de un sistema y prefreiverlo.

Contintan dialogando acerca de la representacéficar

Profesora Martina: Hicimos una grafica y esa geaiqué hicimos?

Alumno: Donde se unian las rectas...
El estudiante evidencia dénde ha centrado su @enpareceria que en el punto de
interseccion de ambas rectas. Surge ahora un didogde interactian diferentes

modos de pensamiento.
Profesora Martina: Ahi esta, y ¢.esas rectas qué era
Alumno 1: Los pares de ecuaciones.
P: Cada una de esas ecuaciones, dijimos que s& lba@cuacion de una recta,
épor qué? Porque si yo voy a graficar ¢, qué ena®entr
Alumno 2: Una recta.
P: Una recta. ¢ Como hicimos para llegar a esa®ecta
Alumno 3: Obtuvimos puntos de los pares que segodddcer y de ahi...
P: Obtuvimos puntos, mejor dicho llevamos, estebicamos en el plano
puntos y las coordenadas de esos puntos ¢las saderdonde?
Alumno 3: De los pares, de los resultados que pogide ahi...
P: Ahi esta! De los pares solucion de la ecuagdncada ecuacion. Y ahi
dibujamos las dos rectas y ¢ qué vimos?
Alumno 3: Que se cruzaban.

P: Que se cortaban ¢ta?



Alumno 3: Bueno, cortaban.

P: Que se cortaban ¢ta? Que tenian en ese casmimen comun las dos

rectas que quedaban, ¢a ver como quedaba? ¢ Qtigmeldibujado?

Alumno 4: Yo.

P: Pero ahi tenes una ... quedaba algo asi, natmpoedaba algo asi ¢no?, y
aca tengo un punto y este punto tiene determinzmaslenadas ¢,no? Un valor
para lax y un valor para g ¢si? No sé bien cual es ¢ se pueden fijar cuél es?
Alumno 5: (11,8)

Vemos que los estudiantes manejan con naturalidaelacion ecuacién-recta, par-

punto del plano, transitando sin dificultades entoelos de pensamiento AA'y SG.

Pero surge un problema relativo a las represemtesjdas rectas graficadas parecen
tener una “zona” de interseccién y las rectas sesgrarecen tener mas de un punto en
comun, esto lleva a una calurosa discusion, sajmte ton uno de los alumnos que

sostiene que las dos rectas pueden tener mas gientmen comun, por ejemplo cinco

(sin que se trate de rectas coincidentes). Vemasgdeesentacion grafica de las dos

ecuaciones:

+1A@

10 \\ 20 x

La profesora no consigue argumentos para convencerl las herramientas que posee
al momento, aun cuando trata de explicarle querejoresentaciones, dibujos, que para
dibujar las rectas en la pizarra us6 drypens quegsoesos, que las rectas no tienen
grosor no tienen espesor, etc. No consigue convlence

La profesora trata de conducir a los alumnos helczaalisis de las posibles posiciones
de dos rectas en el plano y pregunta a los aluedme asegurarse de que la lectura del
par ordenado solucién es correcta. Si bien la povéerealiza un interesante transito con
los alumnos entre diferentes modos de pensamig@osamos que concede a la

representacion gréafica un estatus inframatematico.



Profesora Martina: Podria ser, capaz ¢qué pue@elesusi yo les digo dibujen
dos rectas?

Pablo: Que se corten o no se corten.

P: Que se corten o0 no se corten, empezamos de \asglteso que dijiste: que
se corten o0 no se corten. Si no se cortan, nortipnatos en comun, ¢c6mo
son las rectas en un plano que no tienen puntosradn?

Alumno 1: Paralelas.

P: Se llaman paralelas, ¢y si se cortan? ¢Cuantaespen comin pueden
tener solamente?

Alumno 2: Un punto.

P: ¢Uno? ¢0O?

Alumno 3: Todos.

P: Todos ¢y qué pasa cuando los tienen todos?

Alumno 4: Forman una sola.

P: Coinciden, decimos que las rectas coinciden.nBuentonces nosotros
vamos de vuelta a nuestro sistema de ecuacion@sTesgo un sistema de
ecuaciones que, ¢qué hice? Representé cada unsaseeeuaciones, su
representacion gréfica, si yo hago una represémtagéfica es una recta, esas
dos rectas tienen un punto en comun, en lo quembgiese punto
aparentemente es el (11,8), segun lo que estéandixi ¢Y si yo dijera que a
mi no me dio (11,8)? Yo que sé si es (11,8) o fiengdré alguna forma de
verificar que realmente el punto que dijo la congrafque le dio esti bien?
Por mas que a mi el dibujo no me haya quedado nany Borque las rectas
guedaron medias asi como las hizo Pablo y no meopder cuenta cual es, ¢ si
Lucy?

Lucy: No, que hay tres maneras, ¢puede ser?

P: ¢De qué?

Lucy: Para averiguar las ecuaciones.

P: Ta, pero tl te estds yendo a otra cosa queiasieidy no me estas
contestando lo que estoy preguntando yo.

Lucy: No, pero yo te pregunto si hay.

P: Si, hay mas, hay cuatro, pero si, ahora vanese.aSi Veronica, qué cuenta
hago, a ver pasa a hacer la cuenta. Yo les pregantér escuchen, yo les
pregunté ¢habra alguna forma de verificar lo qim @amila? Que yo no le
creo porque a mi no me quedd (11,8), a mi me quoeddarriba, ella dice que
hay una forma de verificar que esta bien lo que @amila ¢Y? ¢Qué hiciste?
Contame.

Verénica: Puse el 11 enxa

P: Si, en lugar de b

Verdnica: Y el 8 en el lugar de ya



P: Y al 8 en el lugar de ia, ¢y entonces?

Verénica: Me dio 30.

P: ¢ Te dio?

Verénica: 30.

P: ¢ Y esta bien esto?

Verdnica: No sé.

P: ¢ Por qué esta bien?

Verodnica: Porque...

P: No, ¢ por qué esta bien esto?

Verdnica: Ah! Porque 2 por 11 es 22 mas 8, 30.

P: Ah bueno, muy bien ¢ estan de acuerdo? Ella fifiate que esta bien lo que
dijo Camila porque 2 por 11 es 22 méas 8, 30 ¢y €am ya esta? ¢;Me
conformé?

Verdénica: No, me falta otra.

P: ¢Con esto que acabo de verificar? ¢ Verifiqué(fjiuid) es la solucion del

sistema? ¢ Verifiqué eso?

Alumno 5: No.

P: No, ¢qué verifiqué? A ver, levantando la mdman Pablo.

Juan Pablo: Que es la solucion de una ecuacion.

P: Que es la solucién de ésta, quedé verificada ycamvencido Camila, pero

sigue sin convencerme que es solucion del sist€mna pago Bruno entonces?

Bruno: Hacés con la otra ecuacion.

La profesora conduce a los alumnos a la necesidacuficar la “aparente” solucion
del sistema pues se esta trabajando con una retaeigm grafica. También insiste en la
necesidad de verificar en las dos ecuaciones daalas que el par sea solucion del

sistema.
Profesora Martina: Es soluciéon porque si yo suglitla x y la 'y por esos
nameros verifica, obtengo una igualdad numéricaortres Bruno comprobd
gue ese par es solucion de una ecuacion, Verooitgrobo que ese par es
solucion de la otra ecuacion. El mismo par. Y alemi@nces si ¢ qué podemos
afirmar?
Alumno 1: Que es un punto de los que esta en ficgrque se corta, donde se
corta.
P: Si, nosotros hicimos al revés, tomamos el pdatmle se cortan, y con esas
coordenadas comprobamos que es solucion de una gsgsolucion de la otra
ecuacioén, y al comprobar que es solucién de las etnmciones ¢a qué
conclusion llegamos?

Alumno 2: Que es la solucién del sistema.



Vemos en este didlogo como en la clase se hamindido con naturalidad dos modos
diferentes de ver los objetos matematicos y losnabs logran interpretar el par
ordenado solucion como el punto de corte de ldasetadas.

Una alumna pregunta a la docente si un sistema@ukri®nes puede tener mas de una

solucion.

Lucia: Tengo una pregunta ¢y un sistema puede nedeede una solucion?

Alumno: Si

Profesora: Piensen, y levanten la mano para cantgpbdra un sistema tener

mas de una solucion? ¢Gaston qué opinas?

Gaston: Este tiene.

Prof: ¢Este sistema tiene mas de una soluciongigiEma tiene mas de una

solucion?
Los alumnos discuten activamente. Unos dicen queme alumna dice que quizas por
otro procedimiento diferente sea posible obtener sblucion y el alumno para el cual
las dos rectas se cortan en una “zona” usa el angiengue la profesora le dio cuando
intentaba convencerlo de que las rectas no puedigarse en mas de un punto para
decir que no puede haber otra solucion. Sin embeaggde los argumentos de la

profesora sin estar convencido.
Pablo: Vos me estas preguntando si hay mas sobkgiguiere decir que hay
mas puntos donde se cortan las dos rectas, y sineodijiste que no habian
mas puntos donde se cortaban las rectas, eso qléeieque no hay mas
solucion que esa.
Profesora Martina: A ver, resumo: como Yo le dije dps rectas podian tener
un solo punto en comun cuando se cortaban, pergéns te convenci, ¢te
convenci de eso?
Pablo: No pero...
Profesora Martina: No te convenci ¢ podria ser guieran 2 o 3 puntos?
Pablo: No sé.

Profesora Martina: Bueno, entonces después lo sanseguir discutiendo.

Ante la discusion de si pueden existir otros pa@sicion del sistema, un alumno
menciona un valor muy préximo a 11 y aflora la @pwon de solucion que ha
construido un alumno cuando sostiene que la soludéd sistema esambiar las letras

por nimeros
Profesora Martina: Bueno, aci estamos metiendo amdn de cosas. Por
ejemplo él dice: bueno, pero si yo hago la graficae da 11,0001, eso es otro
resultado con margen de error. Ahora, vamos a péiesa en qué quiere decir

la solucion de un sistema. Vamos de vuelta. ¢ giggegdecir la soluciéon de un



sistema? ¢Qué dijimos que es la solucion de uansé ¢Quién me dice?
Independientemente cuéantos va a tener, que esejdonds un poquito, que
ahora vamos. ¢ Qué quiere decir hallar la solucgdardsistema? ¢ Qué Matias?

Matias: Cambiar las letras por los nimeros.

Los alumnos dicen que 11,0001 y 8,0002 podriansskrcion porque al hacer las
cuentas y redondear obtendrian una igualdad numétiste problema guarda relacion
con la experiencia de trabajo que el alumno reabrma fisica donde realizan
aproximaciones que se consideran legitimas y nmpsie se distingudgual de
aproximado Supongamos que representamos con la letra dierta distancia en un
contexto de la fisica. En fisica d = 8, no quieseidque necesariamente la distancia d
sea 8. En matematica si escribimos d = 8 signifiead es exactamente 8.

La profesora intenta convencer a los ahsmie que no hay otra solucién, ya sea

por aproximaciones o por otro procedimiento.

Profesora Martina: Ahora, lo que tl estads pensawdode repente es: Si yo
para hallar la solucion del sistema hago estaagafiue hicimos, busco el
punto de corte, y no me queda muy claro como Ldiciez a mi no me quedd
muy (11,8), capaz por ahi estoy haciendo con lo tuehacés una
aproximacion, probando con valores cercanos atdrtanos al 8 ¢,si 0 no? Y
entonces estoy viendo si se acerca, sustituyeridaae se tiene que acercar
Jta? Pero no es.

Bien, entonces vamos a resumir lo siguiente, aiven esto estamos, si en esto
si estamos todos de acuerdo, Pablo a ver si vosiéanestas de acuerdo
conmigo en esto: resolver un sistema es hallararndp valores, un par de
ndmeros, un par ordenado de nimeros de tal maneral gustituir ese par por
las incognitas en cada ecuacion las verifique,ag sea una solucion comun a
ambas ecuaciones ¢estamos todos de acuerdo eBuesa® ¢,qué vimos? Que
podiamos dibujar, graficar cada una de esas rgawson las graficas de esas
ecuaciones y vimos que se cortaban en un puntomprabamos que las
coordenadas de ese punto verifican a la vez lagal@ciones y por lo tanto la
llamamos solucion del sistema, y podriamos dece lgu solucion de ese
sistema (¢ se acuerdan que siempre poniamos sohgii® en este caso es el
par (11,8) Bueno, y ahora ¢qué nos pas6? Nos ne#@mel lio de saber si ese
sistema podra tener otra solucién ¢verdad? aparente no, a menos, quedo
en el interrogante, a menos dice Veronica, queogieguelvo el sistema por
otro método me dé otro par de nimeros. Mi pregestta siguiente: ¢podra
ser que yo resuelva bien por dos métodos diferéntesen lo que pregunto)
podré yo resolver una misma situacion por dos noStodiferentes bien
(hablando en estas situaciones matematicas ¢noffggr a resultados

distintos?



Alumnos: No (a coro)

P: ¢Podré pensar que si yo hago algo mas de lausfeeles pueden, una
operaciéon combinada supdnganse ¢ta?, y uno lopmeaen camino y otro por
otro y lleguen a distintos resultados?

Alumno 1: No, uno tiene que estar mal.

P: Uno tiene que estar mal. Entonces Verdnica gpseirque yo aprenda otros
métodos de resolucién de sistemas, si eso puedey sgue yo llegue a
resultados diferentes? Entonces significaria qu& sistema puede tener, de
acuerdo al camino que haga el que lo esta resdiejama solucion diferente?
No. Entonces podremos aprender otros métodos dduces pero ¢sa qué
vamos a tener que llegar?

Alumno 2: Al mismo resultado.

Consideramos que esta discusién no resulta delgositiva ya que la docente no posee
demasiados argumentos para convencer a los estgliaamentablemente la discusién
se realiz6 sobre el sistema que estaban trabajandasobre un sistema ficticio. Es asi
gue surgieron problemas para poder convencer allmsnos pues no se encuentran
disponibles en este nivel ni a la altura del dedlardel tema, herramientas mateméticas
que permitan afirmar con contundencia que el sst@® compatible determinado.
Fundamentalmente tenemos el problema de las repaesmes que parece dificil de
superar y la alumna que insiste en que por otrogalimiento quizas sea posible obtener
otra solucién. No queda claro si se refiere adistinta (conservando la solucién Unica)
0 a otra mas ademas de la que tiene. La profesoeagasumir que es el primer caso y
no ofrece argumentos para el segundo. Considergo®mse hubiera hecho necesario
trabajar previamente con las posiciones relativaslas rectas en el plano, planteando
distintas actividades que condujeran a los alurarnpse dos rectas coplanares se cortan
(y cuando lo hacen el punto de interseccién esolimic son paralelas (distintas o
coincidentes). Parte de las dificultades que aftorapodrian haberse evitado
seleccionando mejor las rectas iniciales para gwesbalizacidn no entorpeciera ver un
Gnico punto de corte de las rectas. En realidatislzusion centrada en el sistema dado
deberia haberse evitado. Cabe destacar que Isprafeo pregunto si este sistema tenia
otra soluciéon sino si un sistema podia tener masnadesolucion, el problema fue que
Gaston dijo que el sistema con el que trabajabafa tetra solucion y la profesora
devolvié la pregunta a la clase. Creemos que estsidn resulté inadecuada pues los
alumnos no tenian otra referencia para apoyarzanamiento mas que el sistema con

el que estaban trabajando.



La docente dirige ahora la discusion hidaistintas posibilidades que se podran
dar al graficar un sistema. Va a introducir la dacide sistema compatible e
incompatible. La profesora repasa como obtenerogude las rectas y los alumnos
responden acertadamente acudiendo a la relaciGrioha entre las variables. Los
alumnos discuten en forma adecuada en términositesde corte y nimero de pares
solucion. Aparece siempre la idea de que hay qafécgr las rectas y buscar su punto
de corte para encontrar la solucién, la profeseaima esto pero insiste en la

necesidad de verificar las coordenadas del purtenmo en las dos ecuaciones.

Profesora Martina: [...] Bueno, esto tiene nombdn sistema se llama
compatible cuando tiene solucion, incompatible deamo la tiene, y dentro de
ser un sistema compatible, cuando tiene una sblaién se llama compatible
determinado porque puede determinarse la solugidnando tiene infinitas se
llama compatible indeterminado porque las solugomsen infinitas ¢se
entendio?

Bueno, entonces vamos a hacer lo siguiente, vanhagexr un esquemita con
esto de compatible, incompatible. Yo les voy a paus o tres sistemas para
gue ustedes resuelvan, asi graficamente como mees\éste ¢ta?, y después
voy a ver como convenzo a Pablo que las rectasurdem tener solamente

cinco puntos en comun.
La profesora propone dos sistemas para graficar:
2x+y =30 x2+y =30
4x+ 2y = 60 X+y =18

Una alumna hace una observacion interesante. Qbser en el segundo sistema los
primeros miembros de las ecuaciones son iguales Yadleva a pensar que se trata de
rectas iguales. Es un compairiero el que sefalaguedtas van a ser paralelas distintas.
Hacia el final del didlogo la docente concede nomrgte un estatus inframatematico al

meétodo gréafico, no es claro si las dudas del aluiibao en ese sentido.

Profesora Martina: ¢ Qué Leti?

Leti: Ahi lo que vos pusistex2-y = 30 y después-y = 18...

P: ¢Y entonces?

L: ¢ Se averigua igual?

P: ¢Qué es lo que te llamé la atencion? jContame!

L: Son iguales.

P: ¢Y entonces? ¢ Podés llegar a alguna concludigci’homas lo que pensas,
& qué te llamoé la atencion? ¢ Te llamo algo la abereii?

L: Que como estan iguales...



P: ¢Y entonces qué pasa? ¢Qué es lo que esta igual?

L: Eh... las incAgnitas, no, los datos.

P: ¢Como se llama esto de esta ecuacion? ¢Te sedPdaner miembro. El

primer miembro de la primera ecuacion ¢,qué pasakotro? ¢ qué es lo que

observaste?

L: Que es igual.

P: Es igual al otro, que el primer miembro de lgusela ecuacion ¢y los

segundos miembros?

L: Son distintos.

P: Y entonces ¢qué conclusion podes sacar?

L: Que no podés.

P: ¢ Qué te va a pasar? Poder podés pero, ¢qué fEagar? ¢Qué te va a pasar

con las rectas?

L: Que van a ser iguales.

P: ¢La misma? Pensalo un poquito, ¢qué te va a Pagao? Vos qué dijiste

que era lo que sucedia.

Bruno: Eh, no te van a quedar... te quedan pasalel

P: Bien, bien.

Otro alumno: Una pregunta, no entendi, cuandowsgaaoren dos puntos ¢,como

sabés cual? Bueno, cuando te parece que se cruzanpeinto.

P: Es que no lo podes determinar ¢viste? vos dentep., es como decia..

¢Cual te parece qué es? (Sera este? Entonces ebmproe puedo ir

acercando, por eso este método no es muy confiable.
En el siguiente ejemplo podemos observar como undieste parece obtener
mentalmente la solucion de un sistema y como serdecinsiste en que realice el
procedimiento ensefiado. Pensamos que si lo queiese @s “obligar” al estudiante a
emplear una herramienta matematica, el sistemaddvez debe ser lo suficientemente
complejo como para que amerite emplear la herraei&h alumno utiliza un modo de
pensamiento AA que evidencia la comprension quealdgarrollado en el tema. La
profesora parece no valorar la habilidad que hardadtado este estudiante y lo
amenaza con proponerle mas ejercicios.

Alumno: Yo eso lo hago mentalmente, si la mirdsafaés el resultado.

Profesora: Bueno, perddn, disculpame que son taingeResolvelo como lo

resolvio el compafiero.
Llega el momento de la puesta en comun y se digtwui@so de infinitas soluciones y el
caso de no solucién. Un alumno realiza una obsemvanteresante que le permite no
tener que graficar para saber que el sistema epatinie indeterminado. Observa que

puede pasar de una ecuacion a la otra multiplicandode ellas por 2. La profesora no



hace mencion a ecuaciones equivalentes, solameetgueEntonces es como si fuera

la misma ecuacianTrata a las ecuaciones de la misma forma que tsatara de rectas.

Consideramos que es importante destacar en cadadeqeensamiento las propiedades
de los objetos para poder diferenciar las propiesiagie se utilizan en cada modo y las
propiedades que se evidencian en ellos. Por ejersipdonivel grafico tengo dos rectas
coincidentes yo no puedo develar de qué ecuacimmagenen, si bien puedo dar una
ecuacién o las que quiera que se adapten a lzisiyain embargo, si estoy trabajando
analiticamente, partiendo de las ecuaciones, témgoivocamente determinadas las
rectas del plano correspondientes. Consideramasi@d importante observar con los
alumnos que podriamos conseguir infinitas ecuasieggivalentes a la dada y que por
tanto estan asociadas a la misma recta del plamonbiEn podria haberse

institucionalizado a partir de la observaciéon dahmo, cdmo es posible obtener esas

infinitas ecuaciones.
Profesora Martina: jChicos! ¢El primero lo pudieroesolver? A ver,
levantando la mano, ¢,qué les pas6? ¢Gonzalo?
Gonzalo: Que todos los puntos de la recta coinaidie
P: ¢ Coincidieron? ¢ O sea que es la misma recté? Ig¥ graficaste?
Gonzalo: Si.
P: ¢Y te paso eso?
G: Si.
P: ¢ Tu las graficaste? Te pasO que era la misn@ eatonces Gonzalo, ¢qué
te quedd? ¢ Qué era un sistema cémo?
G: Compatible indeterminado
P: Compatible indeterminado. Marcelo no las graficé
Alumno 1: Yo tampoco.
Alumno 2: Y yo tampoco.
P: ¢Nos contas?
Marcelo: Porque el de abajo es el doble que @rdba entonces va a dar el
mismo resultado.
P: A ver, ¢ven lo que dice él? ¢ Qué sucede acd@dumda ecuacion la puedo
obtener a partir de la primera multiplicando pos,d@mmbos miembros de esta
ecuacion ¢ si o no? Si multiplico por 2 esto ¢ quéuesela? 2 por 2 igual 4,
2y por 2 igual ¥ y 30 por 2 igual 60. Entonces es como si fuermiema
ecuacion.
Alumno 3: Claro.
P: No son la misma pero..
Alumno 4: Vale lo mismo.

P: Cuando voy a hacer los puntos...



Alumno 5: Son las mismas incognitas.

P: Las mismas incégnitas, digo, los valores queydstiscando, eso sucede en
todo ¢ estamos de acuerdo?

Alumno 5: Si

P: Entonces él dijo: si yo multiplico por 2 ambosgmbros de la primera
ecuacion y obtengo la segunda, la recta me vadaglee misma. Y es correcto
sy enlaotra?

Alumno 6: Es un sistema incompatible.

Gonzalo: Te das cuenta de entrada.

P: ¢Y te das cuenta de entrada Gonzalo? ¢ Por qué?

Gonzalo: Porque tenés, son los mismos valores mist®as incognitas y te da
diferente resultado, entonces eso no puede ser.

P: O sea, lo que vos hiciste fue darle valoresxada cada una y obtuviste el
valor dey, y te dio distinto ¢qué fue lo que hiciste? Coasaoomo te diste
cuenta que no puede ser.

Gonzalo: Si2+y =30, lo mismo no te puede dar 18.

P: Ahora si, ahi esta. Yo tengo que+y por un lado me da 30, y siendey
los mismos numeros, por otro lado2y me da 18 ¢ puede ser?

Alumnos: No (a coro)

P: ¢Si? A ver, ¢me estan atendiendo o bajamosréa®d? Lo que dice
Gonzalo es: (que muchos pensaron eso ¢no?) Endestascuaciones ¢ qué
sucede? Esta parte es idéntica y entonces medisigmdo que un nimero por
2 més otro nimero me da 30, pero también que ehoni®imero que tenia
arriba por 2 mas el otro mismo ndmero, o sea, &maioperacion ¢ me da qué?
Dos resultados diferentes ¢ puede ser?

Alumnos: No (a coro)

P: No. Entonces, si no puede ser, no voy a patssrgrar un par de valores y
entonces el sistema, ¢,como va a ser?

Alumno 7: Incompatible.

P: Incompatible. ¢ Las rectas como me deben quedar?

Alumno 8: Paralelas.
El caso de incompatibilidad también surge en unar®pensamiento AA a partir de la
observacion de quex2y = 30 y X +y = 18, no pueden verificarse para el mismo valor
dex ey. La docente sostiene que la misma cuenta no pileedéos resultados distintos.
Si bien con esta observacion enfatiza una ideali@sgeneralizada en los alumnos que
consiste en pensar que el signo de igual sigriiiteesultado es”, consideramos que los
dos sistemas propuestas por la docente fuerondbégidos ya que permitieron a los
alumnos detectar relaciones a nivel de un pensambed, que les permitio conjeturar

cudles serian las representaciones graficas condigmtes. Se podria a partir de estas



ricas observaciones de los alumnos haber institatzado otros aspectos referidos a
ecuaciones equivalentes en lugar de centrar exalasinte la atencion en la resolucion
de los sistemas.

La docente invita a los alumnos a pensaa fja proxima clase si este método
grafico que han aprendido es siempre util. Es usx que utiliza para presentar los
métodos de resolucion algebraica tal como se m@@ortel analisis del primer libro de

texto.

Profesora Martina: Yo lo que después quiero quesgie para la clase después
del escrito es si este método que aprendimos paddver, es un método que

nos sirva para determinar siempre bien la soluefnn sistema.

Reflexionemos sobre la nocion de sistemrsolycion de un sistema que se ha
construido a lo largo de estas dos clases. La tliwtenenfatizado en que cada ecuacién
lineal tiene infinitas soluciones, si bien no sedke&enido demasiado en la obtencion de
algunas de ellas mas que para obtener dos que giara graficar la recta asociada a la
ecuacion. Tampoco se han realizado actividadesgas el modo AA, preguntado por
ejemplo a los alumnos que averiglien si un par adizmado es solucién o no de una
ecuaciéon dada, lo que llevaria a la nocién deiearitomo herramienta Gtil para tal fin.
Consideramos que esto permitiria que los alumnoaraean la nocion de solucion de la
nocion de resolver. En el modo SG tampoco aparacévidades de clase como por
ejemplo decidir a nivel grafico si un par ordenadolo es soluciéon o no de la ecuacion
cuando se conoce solamente la representaciona@dio no la ecuacion de la recta. Es
asi que la profesora se dirige rapidamente a tduén de un sistema por el método
grafico. La docente insiste en que, si existenpal o pares soluciébn son los que
verifiguen todas las ecuaciones del sistema y ectef pide a los alumnos que
verifiquen las coordenadas del punto encontradia®os ecuaciones. A nivel gréfico
la solucion del sistema es identificada como ek@uie corte de dos rectas, no se hace
mencion a que la representacion grafica de unnsist2x2 con solucion Unica es un
conjunto de dos rectas secantes. Se trabaja eldmasectas paralelas y el de rectas
coincidentes, mencionando en cada caso los cosjwaiacion aunque no se menciona
coémo escribir el conjunto solucion para estos doso€ cuando si se hizo énfasis en
coémo escribirlo para el caso de solucion Unicao Estdria invitar a los alumnos a
pensar que estos sistemas no pueden resolverse pogtienen conjunto solucion en
virtud de que no se les ha exigido escribirlo. Mo l®ce mencion a ecuaciones

equivalentes sino que se las tratamo si fuera la misma ecuacioisto resta



posibilidades a los estudiantes de introducirska eaflexion de un importante concepto
matematico que luego cobrara especial importancial ératamiento algebraico de los

métodos de resolucion.

3.7 Enfoque de la ensefianza de los sistemas de etu#es en el grupo a

mi cargo (Prof. Cristina)

Comienzo diciendo a los estudiantes que ya hentadiado las ecuaciones de primer
grado con una incognita y que ahora estudiaremgsdéa primer grado con dos
incognitas o también llamadas ecuaciones linealesdos incognitas. A continuacion
les presento una ecuacion cualquiera, que sedlagenomo por ejempla +y — 3 = 0.
Con el adjetivasencillame refiero a que debe resultar facil a los estegobtener
soluciones en forma mental, que serd la primeeatgue propondré. Observamos a
continuacion que para dar soluciones a la ecuasgéh necesario dar un valor parg
otro paray, es decir pares de valores. Convendremos queimerpiugar daremos el
valor dex y luego el dg/, de manera que estamos buscando pares ordenaldo®dea

(%, y) que verifiquen la ecuacion.

Les pido ahora que den ejemplos de paskgién de la ecuacion. No tienen
dificultades para comenzar a darlos. Dicen por pler(2,1) entonces escribimos en el
pizarron ¢2 + 1 — 3 = 0? Vemos que si y escribidedmjo que €l par (2,1) es solucion
de la ecuaciéh Asi continian, dando otros pares y trato deapsrezca uno 0 mas que
no verifican, a veces ellos mismos cometen errovados signos al operar mentalmente
y proponen pares como (-4,1). Observamos que —14-+3 es distinto de cero y
escribimos queél par(-4 , 1) no es solucién de la ecuaciéon
Después de tener unos cuantos pares gue veriéitag,mismos dicen que hay infinitos
y escribimos a manera ilustrativa el conjunto sélucle la ecuacion:

S={(0,3), (4,;D1,4), (1,5;1,5), ....... }

Les pido luego que grafiqguen en un sistaragesiano todos los pares que
tenemos, con un color los que verifican la ecuagiéon otro los que no la verifican, y
que redacten lo que observan. Surge de inmediagolagupuntos cuyas coordenadas
verifican la ecuacion estan alineados y no suceaeidmo con los que no verifican. De
ahi que la ecuacion reciba el nombre de ecudtiéal. Trazamos la recta que contiene

a los puntos que estan alineados. Elijo un punia decta (uno al que sea sencillo leerle



sus coordenadas) y les pido a los estudiantes qeledigan sus coordenadas.
Observamos que verifican la ecuacion. La idea esdijos vean que todos los pares
ordenados que verifican la ecuacion estan alineadp® todo punto de la recta cumple
que sus coordenadas verifican la ecuacion. Luegdlipo que diremos que esa recta
tiene ecuacioérx + y — 3 = 0, en virtud de que las coordenadas de lwgop que
pertenecen a ella verifican esa ecuacion y solis.eWemos expresiones equivalentes
comox +y =3 oy = 3 -X, usando manipulaciones que ellos ya han trabaadias
ecuaciones de primer grado con una incognita, danr@nsposicion de términos de un
miembro al otro. Les digo que cada vez que esteants una ecuacion de este tipo,
podremos hablar de la ecuacion o abusando del dgngsefialaremos la ecuacion y
diremos ‘starectd’, entendiendo que nos referimos a la representagiéfica de los
pares que verifican la ecuacion.

Después practicamos graficando algunas rectas gedasus ecuaciones. Vemos
que es suficiente determinar dos puntos para obténegrafica y realizan la
determinacion de sus coordenadas mentalmente & garia ecuacién. De esto se
desprende que en esta etapa trabajamos con eams@ncillas. Observamos también
gue es posible despejar una incognita en funciolta dgra y darle valores a una para
obtener los de la otra. Pero no hacemos demasisfdsi® en esto. Yo prefiero que
deduzcan mentalmente los pares y que vayan fadinzela gréafica.

También realizamos otras actividades ctange determinar un coeficiente de la
ecuaciéon, conociendo una solucion. Por ejempldallar a para que el punto de
coordenadas (2,3) pertenezca a la recta de ecuaeién- 4y —2 =0

Luego les propongo la siguiente actividdahde van a aparecer las tres posiciones
relativas de dos rectas en el plano.

“Graficar conjuntamente, en cada caso, los sigueptres de rectds

a) x+ty=-5 b) x+y=3 C) x+y=1
X-y+1=0 X+2=6 X+y=7

En el caso a) vemos que las rectas son secantesdycichos de la gréafica las
coordenadas del punto de corte. Observamos querh@yico par que verifica ambas
ecuaciones. En el caso b) las rectas son paraleiasidentes. Vemos que todo par que
verifica una, verifica la otra y reciprocamenteslestudiantes dicen que una es el
“doble¢’ de la otra y les explico que siempre que mulfipgimos una ecuacion por un

namero real distinto de cero obtendremos una e@namjuivalente, eso significa que



ambas tienen el mismo conjunto solucion, es demrlgs pares que verifican una y otra
son los mismos. En el caso c) vemos que las rectaparalelas distintas y que no existe
ningun par que verifique a la vez las dos ecuasiobesde el punto de vista analitico y
por la particularidad de las ecuaciones elegidasy = 1 yx +y = 7, es facil observar
gue no es posible encontrar un par de nimeeostales que su suma seaalavez, 1y 7.
De ahi que sea razonable obtener rectas que ®m @mto alguno en comun.

Vemos luego que como estamos trabajando en el,ptanoay otra posibilidad para dos
rectas: dos rectas coplanares son secantes olgsu@isjuntas o coincidentes).

A continuacion les digo que vamos a trabajon sistemas de ecuaciones. Un
sistema es un conjunto formado por dos ecuacionesafarcaré con una llave y esto
significa que las voy a considerar juntas. Resalwvesistema de ecuaciones significara
determinar, si existen, las coordenadas de loopupte las rectas tienen en comun.

En el caso en que las ecuaciones representan sedastes tendremos solamente uno,
ese par se dice que es la solucion del sistemandOuas rectas de las ecuaciones son
paralelas distintas no hay ningun punto en comdingmos que el conjunto solucién es
vacio. Si fueran coincidentes tenemos infinitosepasolucion y no escribiremos el
conjunto solucion pues tiene infinitos elementogsdtvemos graficamente algunos
sistemas mas. Si observando las ecuaciones tidamergos para justificar que son
paralelas coincidentes o distintas, no tienen m#d@ésde realizar la representacion
grafica. Pueden observar si una ecuacion se obtlena otra multiplicando por un
namero real u observando por ejemplo que los deefies dex ey se multiplicaron por

el mismo numero pero el término independiente msiydeducir que se trata de rectas
paralelas distintas.

Luego les propongo algun caso donde lasdemadas del punto de corte de dos
rectas secantes son fraccionarias para que veagrafieamente no podemos realizar en
forma eficiente la lectura de las mismas y pasamnas método algebraico de resolucion
como el de reduccién o también llamado método desly restas.

Como ya vimos que multiplicando una ecuacion poraah distinto de cero obtenemos
una ecuaciéon equivalente no hay problema en sustite ecuacion por otra equivalente
(pues es la misma recta) de forma que al sumagrugs eliminar una de las incognitas.

Si aplicando este método llegamos a expresion&sfdema X+ 0y =00 &+ Oy =k (k
distinto de cero), tratamos de entender qué sggb tienen. Como ya vimos la
interpretacion geométrica y las caracteristicalagleecuaciones en cada caso, podemos

discriminar si se trata de rectas paralelas coamt&b o disjuntas. En el caso de obtener



Ox + Oy = 0 discutimos que cualquier par ordenado veriisea expresion y por tanto
tenemos infinitas soluciones para el sistema (dadagas soluciones de cualquiera de
las ecuaciones dadas). En el caso de obtexer0p=k (k distinto de cero) observamos
que ningun par ordenado verifica esta condicionoy fanto no habra ningun par
solucion para el sistema y que geométricament@tede rectas paralelas distintas.
Continuamos con la resolucién de sistemas queeeguimayores destrezas algebraicas
como por ejemplo cuando se presentan ecuacioneslemominadores y resolvemos
problemas que plantean una situacion en lenguajealvgue puede ser traducida a

través de un sistema para llegar a la respuesta.

3.8 Elementos a tener en cuenta en el disefio de umacuencia de

ensefanza

A partir de las dificultades ya resefiadas en losudes exploratorios con la

interpretacion del nimero de soluciones de unmist8x2 en el caso en que las tres
rectas se cortan formando un “triangulo”, alguieodnia bien pensar que si no
ensefidramos la interpretacion geométrica de uansst2x2 podriamos evitar todos
estos problemas. Sin embargo el problema se peesgudimente si se trabaja en el
modo AA o AE, tal como quedd en evidencia en logidies exploratorios. Lo

ejemplificaremos presentando dos casos. El primeresponde a Sebastian, alumno
del tercer afio de Bachillerato que recién habimiterdo de estudiar sistemas de
ecuaciones con cualquier numero de ecuacionesogriitas. A este estudiante se le

propuso la siguiente actividad:

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones gwoeédimiento que desees.
Redacta tus comentarios acerca de la soluciorisiehs.

X+y=2

X—y=6

3x-y=3

Frente a este sistema 3x2 dado por sus tres eneacéb estudiante cree que hay varias

soluciones tomando las ecuaciones de a dos. Vamtest®mjo en la siguiente imagen:
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El segundo caso corresponde a Gaston, estudiargegimdo afio de profesorado de
matematica que ademas tiene experiencia en elldicta clases de mateméatica porque
da clases particulares en su casa. Frente a emsai§x2 dado por sus ecuaciones que se
le pide resolver, el estudiante contesta dt® imposible resolverlo debido a que tengo
tres ecuaciones que no son combinacion lineal @mdaas otras dos). Para resolverlo
debo tener la misma cantidad de incognitas como edeaciones linealmente
independientés El estudiante esta altamente influenciado emespuesta por sistemas
con solucién Unica que parecen ser los Unicos qua @ “pueden resolverse”. Vale

preguntarnos qué hubiera pasado si se le hubiesemiado un sistema 2x2 o 3x2 con
infinitas soluciones.



Fundamentaremos entonces, primero que, nmEaaqué no relegar un enfoque
geométrico. Con esto no pretendemos declarar qued esfoque geométrico el méas
importante, sino que distintos enfoques son neissar que el transito entre los
diferentes modos de pensamiento es relevante pasapen algebra lineal. Coincidimos
con Sierpinska (2000), en que todos los modos degmeiento son igualmente utiles,
cada uno en su contexto, y para propositos espexifi especialmente cuando estan en
interaccion.

Mora (2001) constaté que el modo de pereamgeométrico funciona como una
herramienta de apoyo para dar significado a logqalinientos analiticos y ademas
motiva a la reflexion matemética en el estudiante.

Esto coincide con la justificacion que da Gueddkartier (2003) sobre la necesidad de
un modelo concreto en algebra lineal sobre el @payar los razonamientos. La
geometria brinda ese modelo.

Barrera et al. (1998) proponen que seajealen el ambito del pensamiento
sintéticegeométrico y en la relacion entre los tipos de aetsnto sintéticgeométrico
y analiticoaritmético para poder llegar asi a un nivel de aesnto analitico
estructural.

Dreyfus, Hillel y Sierpinska (1999) eligana entrada geométrica al algebra lineal

basados en la historia de la matematica y en ldlisseande Dorier:
We refer to Dorier's (1997) analysis which stressies importance of
geometric sources of many algebraic concepts. Kample, Grassmann
openly admitted to a geometric inspiration whenifteoduced his notion of

vector as a “displacement”.

Nosotras trabajaremos en una secuencia de aprgngdera estudiantes de 14-15
afios que se introducen por primera vez en el estleliecuaciones lineales con dos
incognitas y en los sistemas de ecuaciones. Dergww# marco tedrico que hemos
elegido prepararemos una secuencia de aprendigajéegga en cuenta los diferentes
modos de pensamiento (Sierpinska, 2000), el tdesitre ellos y los aportes de Vinner
(1991) referidos a la formacion de conceptos, damatiza la importancia del conjunto
de ejemplos y no-ejemplos que se proveen a logliastes para la formacion de la
imagen del concepto.

Es nuestra intencion no ligar la ensefianza delegincsolucion a los procedimientos de

resolucion de un sistema en tanto se ha observaeldog alumnos tienden a confundir



que un sistema significa resolverlo, confundiendoobjeto con un proceso (Segura,
2004; De Vries y Arnon, 2004).

A partir de la revision de textos y de lalsservaciones de clase realizadas,
tampoco creemos conveniente comenzar la introdoaiéema sistemas de ecuaciones
a partir de situaciones contextualizadas en tastom exige a los estudiantes continuas
contextualizaciones y descontextualizaciones pabblpmas de dominio de las variables
gue alejan al estudiante de una correcta consfrua®| objeto ecuacion lineal con dos
incognitas al menos en una primera aproximacion. gemeral, las situaciones
contextualizadas exigen una modelizacion matemataa convertir en objeto de
analisis el fenbmeno que se desea estudiar, sagjelas necesarias adecuaciones del
objeto matemético a la realidad en tanto es déiecdontrar situaciones contextualizadas
gue respondan a variables que varian sobre todosrelales. En las clases que
observamos vimos que la docente eligid una relaeidne precios de comidas para
modelar en forma de ecuacién: dos panthgsin vaso de refresco salen 30 pesos. Si
bien podria asumirse que estos precios podriaarvemi R y que por tanto la ecuacion
podria tener infinitos pares solucion (aln coreltriccion de Rx R"), surge luego el
problema de que no existen mas que monedas den&&irrOS, cuestion que lleva a que
la ecuacion que modela el fendmeno tiene un narfieito de pares solucion. Esto
exigié una gran discusion en la clase en tantoalasanos no tenian claro cuando
estaban trabajando en contexto y cuando no, exigien la docente permanentes
aclaraciones para saber si estaban ante una etuam infinitas soluciones o no.
Sostenemos que es valiosa la modelizacion mateanétimo abstraccion de problemas
de la realidad que muestra a los estudiantes kEnpiaiidad de la matematica pero en
etapas posteriores a la adquisicion de los primeooeeptos. Veamos qué aporta al
respecto la nocion deiido utilizada por Skemp (1993, pag.33):

Se entiende por ruido aquellos datos que sonvaates en una comunicacion
dada; asi, lo que es ruido en un contexto puedsrio en otro. (Por ejemplo,
si estamos escuchando musica cuando suena elnteléfbsonido del timbre
aportainformacionde que alguien nos esta llamando, penuigl® en relacion

con la masica). Cuanto mayor es el ruido, mas peassormar el concepto.
Mas adelante Skemp nos habla sobre el aprendied@sdonceptos matematicos (pag.
37):

Los buenos profesores ayudan intuitivamente a sapar definicion con

ejemplos. Elegir una coleccién adecuada es, siraegobmas dificil de lo que

% Como ya dijimos panchos significa salchichdmbdogs



parece. Los ejemplos han de tener en comun lasepiages que forman los
conceptos, pero no otras. Para decirlo de modoedife, deben ser similares
en las vias en que han de abstraerse, y cualqtreercosa que difiera lo
suficiente, respecto de las propiedades no esesncide este concepto
particular, basta para rechazarlo o, con mas poecido elimina para su
adquisicion. Recordando que estas propiedades mmciakes puedan
considerarse como ruido, podemos decir que cieittores necesario para la
formacion del concepto. En las primeras etapasoaseniente bajo ruido —
clara envoltura del concepto, con poco detallgatifivo — pero a medida que
el concepto se consolida fuertemente, el incremeéatwido ensefia al receptor
a extraer las propiedades conceptuales a partejaetaplos mas dificiles, y

reduce asi su dependencia respecto del profesor.

Es asi que nos inclinamos por una introduccionctiirelel objeto ecuacion lineal con
dos incognitas, la reflexion acerca de esas dodgmitas, qué representan (distintos
ndmeros o numeros iguales), la infinitud de paesesimeros reales que la verifican y la
observacion de la condicion grafica que cumplematicpares. Antes de introducir la
nocion de sistema consideramos importante reafitenapcion de ecuacion lineal con
dos incognitas trabajando con pares ordenadosajwerifican tanto en un modo de
pensamiento analitico—aritmético como sintéticorgaoico.

Para elaborar la secuencia tendremos en cuenteeflagiones anteriores, las
recomendaciones que surgiran del primer objetivesia investigacion (Capitulo V) y
también las recomendaciones o consideraciones qugers de otros trabajos de
investigacién y que consideramos pueden enriguedeabajo con los estudiantes, como
las de Cutz (2005), Ramirez (2005) y Haggstrom fergreso). Presentaremos la
secuencia en el capitulo VI después de las conclesiy recomendaciones didacticas

gue surgen del primer objetivo de esta investigacio



CAPITULO IV

Andlisis de los resultados referidos al primer objgvo de la

investigacion

...si bien preferia el caracter racional de lamspsreia que la razén, sustentada en la l6gica,
es un juego que logra dar una justificacién a pmstey que en su camino no encuentra
necesariamente la verdad. La realidad siempreasabante, impenetrable, incognoscible...

G. Franco

Como primer objetivo de este trabajo nos propusiexptorar el concepto de sistema y
de soluciénde un sistema de ecuaciones lineales con dosritaégjue construyen los
estudiantes de ensefianza secundaria de 14-15 éwsley 17-18 afios. Es a partir del
cuestionario que aplicamos y que presentamos sectaon anterior que realizaremos el
analisis.

Clasificaremos a los estudiantes de cadel en tres grupos de acuerdo a la
respuesta dada en la primera pregunta del cuestona

a) Los que contestan que el sistema no tiene solucion.
b) Los que contestan que el sistema tiene tres solesio
c) Los que dan respuestas de otro tipo.

De cada uno de estos grupos iremos remtéos casos que creemos aportan
mayor informacion para entender la forma en quensaie los estudiantes, las
dificultades que enfrentan y las ideas que pernsitgrerarlas.

Dentro del grupo a) nos interesa centrarnos eip@lde argumentos que dan a lo largo
del trabajo y distinguir asi en qué aspectos hatrado su atencion los estudiantes para
dar una respuesta correcta. También observarengogigdos de pensamiento ponen en
juego y trataremos de describir la imagen del gotoacgue han construido.

Dentro del grupo b) nos interesa también obsemvarargumentos que dan en sus
respuestas que seguramente pondran en evidenoit@spde la imagen de los
conceptos que han construido y trataremos de indpgaaspecto de esa imagen esta
llevando a los alumnos a interpretar que el sisteemee tres soluciones. Destacaremos
dentro de este grupo a aquellos alumnos que ado [@el cuestionario cambiaron de

opinion y centraremos la atencion en cuéles soprieguntas que contribuyeron en este



sentido. Esto en su turno nos da elementos pasasetrior disefio de la secuencia de
aprendizaje.

Del grupo c) observaremos qué otro tipo de arguosel¢van a los alumnos a una
interpretacion diferente de las relevadas en leesca) y b)qué modos de pensamiento
ponen en juego y también, al igual que en el gh)paentraremos la atencion en cuales
son las preguntas que contribuyen a un cambio deidéop También nos interesa

observar las diferentes concepciones que tieneredagdiantes respecto al concepto

solucion y como sale a la luz en este contextoodfipe geométrico.

4.1 Primeras impresiones

El cuestionario fue aplicado a los siguientes gsupo

Un grupo de 26 alumnos de 14-15 afios de la prafddartina.

I Un grupo de 22 alumnos de 14-15 afios de la prafésastina.

Un grupo de 21 alumnos de 17-18 afios.
Para una primera impresion acerca de como sebdigén las respuestas a la pregunta 1,
presentaremos los datos en una tabla. No es nuestracion realizar un analisis
cuantitativo pero creemos que las tablas permiten uision rapida de los primeros
resultados y evidencian la aparicion de un errog gonsideramos relevante para

explorar la nocion deolucionde un sistema construida por los estudiantes.

#
$ %& '
El sistema no tiene solucion 7 27
El sistema tiene tres soluciones 14 54
Otras respuestas 5 19
Total 26 100
# 1
$ %& '
El sistema no tiene solucion 5 23
El sistema tiene tres soluciones 10 45
Otras respuestas 7 32
Total 22 100




& "
$ %& '
El sistema no tiene solucion 6 29
El sistema tiene tres soluciones 7 33
Otras respuestas 8 38
Total 21 100

A primera vista llama la atencion que el porcentagespondiente a la respuesta “el
sistema no tiene solucion” es aproximadamente shmien los tres grupos —recordemos
que el Grupo 3 corresponde a estudiantes pre-gitaeos— y que en este Ultimo caso
se observa, conjuntamente, una disminucion, respdet los Grupos 1 y 2, del
porcentaje de la respuesta “El sistema tiene todscisnes”, y un aumento de los
porcentajes en la respuesta “el sistema no tielueién” y en “Otras respuestas”, con
énfasis en esta Ultima opcion. Pareceria que adaeylie el estudiante avanza en sus
estudios y profundiza en los conceptos, no se ibogE necesariamente a la
consolidacion de los mismos sino que se diversifioa tipos de respuestas que es capaz
de dar. El docente a cargo del Grupo 3 nos rel@amocensefié el tema sistemas de
ecuaciones lineales en ese grupo de 3er. afio deillBeato Diversificado Opcion
Economié’. Le pedimos que nos explicara cémo introducizelaty la secuencia de

ensefianza que seguia. Su respuesta fue:
En la parte practica comenzamos con un repasotopergue incluye lo que se
vio en afios anteriores sobre la resolucién demnsestede ecuaciones de 2x2 y 3x3
aplicando sustitucion, igualacion y reduccion, y@e ggen Geometria Analitica
aplicamos todos ellos en la parte practica fundaahmente. En la parte tedrica
comenzamos con Matrices y Determinantes y luegamseromo una aplicacion, la
resolucion de sistemas lineales, en particular seel método de Cramer.
Completamos el estudio del tema con el método cEerzacion (Gauss) haciendo
especial hincapié en la aplicacion de la equivadede ecuaciones y por supuesto
en la discusion de los sistemas paramétricos p@moameétodos, estudiando en
especial los grados de libertad de los sistemagatibhes indeterminados y la

forma de expresar la solucién en este caso.

Por lo que el docente expresa pareceria que so plastea fundamentalmente una

visién analitico-aritmética de los objetos algetwai En ningdn momento comenta

6 Este curso consta de tres horas de clases tegrilmshoras de clases practicas.



haber realizado una interpretacion geométrica, kercaso que fuera posible, ni
interacciones entre diferentes modos de pensamiento

Frente a la pregunta;Explica a los estudiantes qué es un sistema daceres
lineales? Le pedimos que justifique por qué si b@e no y en caso de respuesta

afirmativa nos relate cémo lo haoal,docente nos respondié:
Si. Es un conjunto dm ecuaciones cop incognitas de exponente 1, cuyos
coeficientes son numeros reales (los coeficiestaselementos de un cuerpo
K). Lo hago porque creo que es importante a est (6° afid’) formalizar
determinados conceptos, que ademas en el casdfespde esta orientacion,

son de gran aplicacion practicamente en toda sarear

Luego le preguntamos al profesor del Grupo 3 conpmliGaba a los estudiantes el

concepto “solucion” de un sistema. Nos contesto asi
El conjunto p de nUimeros reales que verifican simultaneamergemnia
ecuaciones del sistema. Por supuesto explicamoglgsistema puede tener

infinitas soluciones o no tener solucion.
Observamos nuevamente que la propuesta del doeafdéza una vision AA de los
objetos algebraicos.
A partir de los resultados obtenidos en el Grugarge irremediablemente una pregunta
—que no sabemos si podremos contestar pero plenteaulta inevitable— para quienes
somos educadores e investigadores: ¢ Por qué aaavas estudiantes en sus estudios
no se produce un aumento notorio del porcentajeespondiente a la respuesta
correcta?
¢ Sera porgue los nuevos conceptos o abordajessdaisonos no contribuyen a una
mejor comprensién? Pareceria que vamos agregamiosigonceptos, nuevas visiones
cada vez mas abstractas como las matrices y lemlaantes, avanzamos en el nivel de
formalizacion, tal como lo sefiala el profesor delf® 3, pero esto parece no contribuir
demasiado en la comprension de los conceptos § imtelrpretacion que los estudiantes

realizan de las situaciones planteadas.

%" La ensefianza secundaria en Uruguay consta dafsmisjue se dividen en dos niveles que son el Ciclo
Bésico y el Bachillerato Diversificado de tres adesduracion cada uno. El dltimo afio de la ensefianz
secundaria se suele denominar tanto 6° afio comaf8ade Bachillerato Diversificado.



4. 2 Andlisis de los resultados

Realizaremos el analisis de los resultados agrupanids estudiantes de acuerdo a la
respuesta dada a la pregunta 1 del cuestionario:

a) Los que contestan que el sistema no tiene soluci

b) Los que contestan que el sistema tiene tresisokes.

c¢) Los que dan respuestas de otro tipo.

Como ya sefialamos, de cada uno de estpsgyimemos reportando los casos que
creemos aportan mayor informacion para entendefolma en que piensan los
estudiantes, las dificultades que enfrentan ydaas que permiten superarlas.

Dentro del grupo a) nos interesa centrarnos eip@lde argumentos que dan a lo largo
del trabajo y distinguir asi en qué aspectos hatrado su atencion los estudiantes para
dar una respuesta correcta. También observarendosiqdos de pensamiento ponen en
juego y trataremos de describir la imagen del gatoacgue han construido.
Dentro del grupo b) nos interesa también obsemvarargumentos que dan en sus
respuestas que seguramente pondran en evidenoit@spde la imagen de los
conceptos que han construido y trataremos de indpgaaspecto de esa imagen esta
llevando a los alumnos a interpretar que el sisteemee tres soluciones. Destacaremos
dentro de este grupo a aquellos alumnos que ado @l cuestionario cambiaron de
opinion y centraremos la atencion en cuéles soprieguntas que contribuyeron en este
sentido. Esto en su turno nos da elementos papasetrior disefio de la secuencia de
aprendizaje.
Del grupo c) observaremos qué otro tipo de arguosel¢van a los alumnos a una
interpretacion diferente de las relevadas en leesca) y b)qué modos de pensamiento
ponen en juego y también, al igual que en el gh)peentraremos la atencién en cuales
son las preguntas que contribuyen a un cambio deiéop También nos interesa
observar las diferentes concepciones que tieneresagdiantes respecto al concepto
solucion y como sale a la luz en este contextoodfspe geomeétrico.

Al final de esta seccion se presenta un analias pnofundo y una sintesis de los

resultados.



4. 2. 1 Estudiantes que contestan la pregunta 1 del cuestiomadiciendo que el

sistema no tiene solucion

En primer lugar nos centraremos en los estudiaquesresponden a la pregunta 1 del
cuestionario contestando que el sistema de ecuexion tiene solucién. Como ya
dijimos, dentro de este grupo nos interesa cermsaen el tipo de argumentos que dan a
lo largo del trabajo y distinguir asi en qué aspedbs estudiantes han centrado su
atencion para dar una respuesta correcta. Tamhisen@remos qué modos de
pensamiento ponen en juego y trataremos de deslaibhagen del concepto que han
construido.

Carolina (14 afos, alumna de la Prof. Majtda una interesante respuesta a la
pregunta 1 en la que refleja el significado de@odlude un sistema que ha construido y
la interpretacion que realiza de este tipo de migteque ella nunca habia visto

anteriormente. Contesta de la siguiente manera:
Para mi, el sistema no tiene solucién. Para quistma tenga solucion las
tres rectas tendrian que cortarse en un punto; gsencaso, no hay ningin
punto donde se corten las tres rectas.
Las rectas se cortan, pero de a dos rectas, esmeqlécir que hay solucion
para resolver dos de las ecuaciones; y de otrasydis otras dos; pero

ninguna que resuelva las tres.

En la entrevista mantenida con la estudiante valsimsobre esta pregunta
manifestandole que otros compafieros habian codtesiae el sistema tenia tres

soluciones, queriamos observar cdmo volvia a argtaneobre el asunto:
Entrevistadora: Vos sabés que en esta preguntaink@ro 1, ¢te acordas lo
gue hicimos? Muchos compafieros opinan que es@rsisiene 3 soluciones,
Jtu que dices a ello?
Carolina: Para mi es que por ejemplo, esta re@aepresenta a una ecuacion
y esta otra recta que representa a la otra ecudieide esa solucion y lo
mismo con ésta y ésta, tienen esta solucion, yoést&sta. Pero no que tiene
3 soluciones.
E: ¢ Por qué no podria tener 3 soluciones para ti?
C: Porque no se intersectan las tres rectas enismaypunto en comun, son
de a dos, o sea, dos rectas se intersectan emto ptras dos en otro punto y

otras dos en otro punto.

Mientras que en el cuestionario utiliza un modopdasamiento SG, en la entrevista

maneja con fluidez el pasaje de este modo de peémstnal modo AA, interpretando



cada recta como una ecuacion y los puntos comaiesoks de las ecuaciones que
corresponden.

Carolina responde adecuadamente todas las pregigit@siestionario y se esmera en
todas las explicaciones que da. Nos interesa @dadtanocion que emplea para explicar,
en la pregunta 5, por qué un sistema de tres emexide primer grado con dos
incégnitas no puede tener exactamente dos solwidmwedice asi: No, porque para
eso las rectas de las tres ecuaciones se debeoidar@n dos puntos, y eso para mi es
imposible, porque para eso las rectas tendrian gee curvas Esta nocion, como
veremos mas adelante, aparece en varios trabdpsgnsideramos muy importante
porque le permite al estudiante descartar un nafim@to de soluciones mayor que uno
y llegar a que si dos rectas tienen puntos en cptigiren uno sélo o infinitos. Cuando
Carolina debe responder si un sistema puede teaetagnente tres soluciones, lo hace
asi: ‘No, tampoco. Porque las rectas no se pueden certdres puntos. O se cortan en
uno o en infinitos Para la dltima posibilidad la palabra cortarsees la ideal, pero de
todas formas creemos que Carolina logra una retspoegematicamente correcta.

Nos interesa destacar que para la parte e) dedmmia 5, da como configuracién para
un sistema sin solucién un conjunto de rectas @asal Hacemos hincapié en esto ya
que si bien Carolina sabe que la configuraciérafigulo” corresponde a un sistema sin
solucion, opta por rectas paralelas. La inmensaorf@yde los alumnos con los que
trabajamos, que respondieron a esa parte de lareegomaron la misma decision.
Pensamos que esto es consecuencia de iniciaudiesde los sistemas por el caso 2x2
ya que imprime en el alumno la configuracién reqtasalelas como configuraciéon
prototipica de un sistema incompatible y por lo gemos obstaculiza la incorporacién
de otras configuraciones para el caso de sistemsasnpatibles con un mayor nimero
de ecuaciones.

Quizas esta configuracién no puede ser facilmewbeagla como caso de no solucion
pues los estudiantes todavia no han establecideximores entre ella y los otros
conocimientos sobre el tema, por tratarse de unacén nueva no analizada durante
los procesos de formacién del concepto solucion.

En cuanto a qué es un sistema de ecuaciones, izamite que: Un sistema de
ecuaciones es un conjunto de ecuaciones que tianmisma solucidh A la pregunta
18 responde:Una solucion que resuelve todas las ecuacionesndsigtema Somos
concientes que estas preguntas de caracter te@ncextremadamente dificiles para los

alumnos de este nivel, ya que tienen dificultades ptilizar el vocabulario técnico



apropiado y porque les es muy dificil poner enlpalsilo que piensan. En este nivel, si
bien se pide que los alumnos argumenten lo quenhgcgue den explicaciones y
fundamenten sus respuestas, la ensefianza se sifldiem en un saber hacer, en un
conocimiento practico mas que tedrico.

Como se podra ver mas adelante, la concepcionene Carolina sobre sistema y sobre
soluciébn de un sistema, no difiere demasiado deddaaquellos alumnos que
respondieron incorrectamente las preguntas 1, 2del3cuestionario. Mas adelante
esbozaremos una posible explicacién de este fermmen

Como ya dijimos, esta estudiante manifesté un noafhgido al interpretar rectas como
ecuaciones, lo que interpretamos como una inteémaesitre dos modos de pensamiento.
Sin embargo, alumnos de este mismo nivel que atdiz solamente un modo de
pensamiento SG, pudieron contestar adecuadamemtbiéta como veremos mas
adelante.

Maria Inés (14 afios, alumna de la ProfitiMa) contesta a la pregunta 1 diciendo
que el sistema no tiene ninguna soluciéNinuna ya que para que tengan una
solucion las tres rectas deben cortarse en un migambo y en este caso se cortan, pero
en diferentes puntdsCon el mismo criterio contesta a las preguntgs32respondiendo
que los sistemas no tienen solucion.

Maria Inés demuestra también un buen manejo decdoseptos en un modo de

pensamiento AA. Vemos su trabajo en la pregunta 4:



4) Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones por el procedimiento que desees.
¢Tiene solucidn el sistema? Si tu respuesta es negativa explica por qué y si es
afirmativa indica cudntas y cudles son.

x+y= 2
x-y=-8
x+2y=4
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Por su respuesta inferimos que para ella una solwel| sistema debe verificar las tres
ecuaciones dadas.

Maria Inés, al igual que Carolina, no tiene dudzsaa de la cantidad de puntos que dos
rectas pueden tener en comun, creemos que eslitaf&iinterpretacion del concepto

solucion de un sistema. Vemos como responde &tupta 5 parte b):
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Maria Inés contesta en forma adecuada todas lagumies del cuestionario.
Seleccionamos la siguiente porque refleja un erteleabajo para una alumna de su

nivel. Para contestar la pregunta 12 utiliz6 un ondd pensamiento AA, es capaz de



proponer un sistema con infinitas soluciones y emamente interpreta la expresion

0 = 0 como un indicador de ello:

presenta un ejemplo exnlicando cémo consigues obtenerlo.

En cuanto al concepto de sistema, Maria Inés reigpque Son dos 0 mas ecuaciones
relacionadas por sus incognitay que una solucién Es un par o mas numeros
ordenados que comprueban las ecuacitin€sncepciones que se reflejan en el trabajo
gue ha realizado.

Marcelo (15 afios, alumno de la Prof. Mu)iresuelve correctamente todo el
cuestionario. En el caso de la pregunta 1 evidedom modos de pensamiento en
interaccion el SG y el AA, interpretando las reatasno ecuaciones. Contesta de la
siguiente forma: él sistema no tiene solucién porque si cada redprasenta 1
ecuacion, las 3 rectas tenian que cortarse o crgza@n un mismo punto para que el
sistema tenga una solucibrPodriamos objetar que utiliza la palabra cogatemo
sinbnimo de cruzarse, pero eso no invalida la ctareterpretacion que realiza de la
situacién. Con el mismo criterio responde 2 y 3.

En la pregunta 4 despejade la ecuacion 1 y la sustituye en la ecuacioDeapeja y
obtieney = 5. Sustituye este valor en la ecuacion 1 y deter quex = -3. Luego
investiga si el par (-3, 5) verifica las tres ecoaes dadas, sustituyendo en las tres.
Responde queNo porque una de las ecuaciones no verifica o sultado no coincide
con las otra& De forma que manifiesta saber que para que uns@a solucion del

sistema debe verificar todas las ecuaciones dadas.



Marcelo manifiesta saber, al igual que sus compafi@nteriores, la cantidad de puntos
gue dos rectas pueden tener en comudn, aun cuanpi@senta una justificacion. Asi lo
refleja en su trabajo en la pregunta 5:

5) Unsistema de tres ecuaciones de primer grado con dos incégnitas:
¢Puede tener una tnica solucion?

¢Puede tener exactamente dos seluciones?

¢Y exactamente tres?

¢Puede tener infinitas soluciones?

<Y ninguna?

PRaocTe

Explica cada una de tus respuestas e jllistrala a través de una representacién grdfica.
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En la pregunta 6 agrega otra recta formando laiguanafcion “triangulo” y dice queet
sistema no tiene solucion porque las tres rectasseccruzan en el mismo puhto
Deberia haber dicho que las rectas no se cortah mismo punto. Ilgualmente es clara
su referencia a rectas concurrentes como configuragrafica de un sistema con
solucion. En la pregunta 7 presenta rectas contese dice que€! sistema tiene una
Unica solucion porque las 4 rectas se cruzan ensolo puntd. En la pregunta 8
responde querfo, porque dos rectas no pueden cruzarse en sagdotos Vemos
gue usa permanentemente, la palabra cruzarse comoinso de cortarse, es una
confusién frecuente en los alumnos dado que eid&ootidiana se usa frecuentemente
la palabra “cruzarse” para indicar, por ejempl@ dos calles se cortan.

En la pregunta 9 contesta queo; porque las 3 rectas tienen que superponersayy h
dos de ellas que se cortan en un solo pguride su respuesta se desprende que conoce la
configuracién gréfica de un sistema con infinitakisiones. En la pregunta 10 propone
rectas coincidentes para un sistema con infindhg®nes.

Al responder las preguntas 11 y 12 utiliza un mdegensamiento AA, a diferencia de
otros estudiantes que acompafiaron las situacionas representaciones graficas.
Destacamos la aclaracién que realiza en la respugst da a la pregunta 11, cuando
explicitamente indica que debe chequearse que auracién no se obtenga de la otra
multiplicando por un namero real para asegurarse lgusolucién (2, 1) sea Unica
(solamente dos alumnos chequearon que el sistenfaena indeterminado, aunque
como veremos mas adelante, lo hicieron de distomtaa). Vemos la forma en que él lo
hace:

11) Presenta un sistema de ecuaciones de primer grado que tenga como solucidn Gnica el
par (2, 1). Explica cémo lo haces.
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En la pregunta 13 contesta qua“porque la primera recta no pasa por ese punto
manifestando saber que es necesario que el purteneeca a la recta para que sus
coordenadas verifiqguen la ecuaciéon de la rectalaEpregunta 14 responde queo“
porque dos rectas no pueden cruzarse en dos pdigtstos, salvo que tengan infinitos
resultados, ahi todos los puntos se cruz&i alumno se refiere a que las rectas no
pueden tener solamente dos puntos en comun. Sramvinfinitos puntos en comun, alli
si tendrian dos puntos en comun. En la pregunaddone una recta coincidente con la
dada.

Para Marcelo un sistema asn“conjunto de dos o mas cuenta (sic) que tienements
gue uno no sabe cual (sic) es (la incogriitauna solucién esudn numero que verifica
cada ecuacion es decir con ese n° se puede redalvmrentd. Obsérvese que por el
tipo de formulacién que logra en este ultimo enaldino esta viendo a esa solucion
como “numeros” que verifican a todas las ecuaci@nés vez sino que habla dgue
verifica cada ecuacidnNo es claro que esté pensando enmi@la que es solucion de
todas las ecuaciones dadas o quizas tiene difitadtpara expresarlo. Tengamos en
cuenta que estas preguntas requieren una refleaddica que demanda del alumno un
pensamiento basado en propiedades. En generalsainghefio que logré este alumno en
su trabajo fue excelente.

Gonzalo (14 afios, alumno de la prof. Maijtiresponde correctamente a todas las
preguntas del cuestionario. En el caso de estdiasta deseamos destacar un aspecto
gue no aparecidé en otros trabajos al responderrdgupta 5 y en particular su
originalidad al contestar la parte e) de la misErala parte b) cuando se le pregunta si
un sistema 3x2 puede tener exactamente dos sodscilama la atencion la precision
gue logra en su respuesta al incorporar un comemtgerido a que no pueden tener en
comun ‘Un n°® exacto que no seg, tefiriendose a un numero entero con la expresion

“exactd:
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Volvemos a destacar que en todos estos alumnoscapalaramente la idea de que dos

rectas pueden tener un punto en comun, infinitesiguno.

Este alumno es el Unico que presenta como respadsstparte e) de la pregunta 5, otras
configuraciones posibles para el caso en que telnségses incompatible, ademas de las
rectas paralelas. Lo vemos en la siguiente imagen:

‘ ) Si PO {/wa}e, R RRENS trey - e
Sesn pacelelos 6 we <o corves G Ay PN

\

Respecto de su nocion de sistema nos dice quepanasistema de ecuaciones dasn*
namero de operaciones, con cierto n° de incognitasie dichas incognitas tienen un

valor numérico que debe cumplirse en todas lasapenes en las que estén presehtes



Es confuso el enunciado que logra pero creemosfisger a que una solucion, para ser
tal, debe verificar todas las ecuaciones a la ezl momento de hablar de lo que para
él significa solucién, nos dicé.a solucion es el valor numérico de la incoghita

Joaquin (14 afios, alumno de la Prof. i@ajt a diferencia de los estudiantes
anteriores, tuvo un bajo desempefio en las pregujiasrequerian un modo de
pensamiento AA como la 4, la 11 y la 12 (si bietagslos Ultimas eran abordables
desde lo geométrico, presentando figuras y no @mmex). Sin embargo, su modo de
pensamiento predominante, aunque no exclusivo fupiel SG, le permiti6 contestar
correctamente el resto de las preguntas del cuoesiio logrando una adecuada
interpretacién del concepto soluciéon de un sisteResponde a la pregunta 1 de la
siguiente maneraNo tiene ninguna solucion para el sistema porquéaun punto en
el cual se crucen las 3 rectas, es decir, para cadaacion hay infinitas soluciones,
pero para el sistema no hay, solo se encuentra@a @aecuaciones en cada cruce de
rectas”.
Responde con el mismo criterio las preguntas 2 ¢rB8la pregunta 4 considera las
ecuaciones 1 y 2, determinanda= -3. Luego sustituye este valor en la ecuacign 1
determinay = 5. Contesta queHay 1 solucién= {(-3, 5)}". No constata si ese par
verifica todas las ecuaciones del sistema. Creeques siguiendo el proceso de
resolucién estudiado en clase, donde después deriadmactica algoritmica ya no
siempre se exige verificar el par obtenido en lasaeiones, el estudiante se queda
conforme con el par encontrado y cree haber erammtia solucién del sistema. Cabe
preguntarse por qué resolvio bien la pregunta @ kart, en virtud de que se trata de la
misma pregunta presentada en distintos modos dmpeento. En el modo analitico los
objetos no son dados en forma directa como en édongeométrico. Quizas Joaquin
tuvo dificultades en la conexién entre estos dodarae pensamiento y no pudo ver las
ecuaciones de la pregunta 4 como rectas y estaerpd® de que aun habiendo
encontrado un par ordenado que verificara dos sledaaciones, podria estar ante una
configuracién grafica como la de la pregunta 1.uB@mente su respuesta en 4 se vio
influenciada por las practicas habituales de resmude un sistema y esto bloqued la
conexidon con otros modos de pensamiento que leetarbipermitido arribar a una
respuesta correcta. Al llegar a un par ordenadsirg® seguro y no se vio llevado a
pensar la pregunta desde otro modo.
Joaquin responde correctamente la pregunta 5,npa@sk rectas concurrentes para la

parte a), rectas coincidentes para la parte d)rglgdas para la parte €). Nos interesa



destacar como responde a la parte b) referenteia Sistema puede tener exactamente

dos soluciones. Veamos su respuesta:

Agrega luego que la respuesta a la parte c) egandexactamente el mismo motivo de
la b)'.

Volvemos a destacar que este alumno conoce bieda@gieectas pueden tener un Unico
punto en comun, infinitos o ninguno. Creemos qte esulta importante para descartar
un namero entero de soluciones mayor que uno.

Contesta correctamente todas las preguntas sigsjeamtexcepcion de la 11 y la 12 que
no las aborda.

Cuando explica qué es para €l un sistema de ecsgigealiza una interesante
aclaracién que es la siguient&dh ecuaciones que se encuentran dentro de un mismo
pland'. Identifica plenamente ecuaciones con rectaslgraque esta trabajando en un
plano. Esta Ultima aclaracion es importante ya @sida que determina las posibles
posiciones de dos rectas cualesquiera de un ps&enoortan, son paralelas distintas o
coincidentes.

En la pregunta 18 responde ques ‘Una solucion que si se utiliza en cualquier euna

del sistema, funciona como sol. del mis&nfu redaccion es confusa. Pensamos que
sabe que esasbtluciori debe verificar todas las ecuaciones del sisteamacaando no
pueda precisar qué tipo de objeto matemético es.

Lucia (15 afios, alumna de la Prof. Crégtinutilizé principalmente un modo de
pensamiento geométrico si bien hay interacciones etiomodo de pensamiento AA.
Responde a la pregunta 1 diciendo qidinfjuna, porque las 3 rectas no tienen ningun
punto en comun las tres. Me refiero que no hay umngar que verifique a las 3 a la
veZ. Responde las preguntas 2 y 3 con el mismo wmjtesefialando que no hay
solucion. No responde a la pregunta 4. Contest&camente a todas las partes de la

pregunta 5, presentando rectas concurrentes earti@ @), rectas coincidentes en d) y



paralelas en e). Para contestar b) y c) sefialaNpi@orque o tienen 1 punto en comun,
todos, o ningunb Volvemos a destacar una vez mas la presencestdeconocimiento
en los alumnos que responden acertadamente aelgsnpas 1, 2 y 3 del cuestionario.
Responde correctamente las restantes preguntasiegionario. Nos detendremos en
primer lugar en su respuesta a las preguntas 12 yata mostrar los modos de
pensamiento que utiliza en una y otra. Para daollacion a la pregunta 11 utiliza un
modo de pensamiento SG y en la pregunta 12 utdganodos SG y AA, es capaz de
interpretar que las ecuacionest y = 3 y X + 2y = 6 representan rectas paralelas

coincidentes.

11) Presenta un sistema de ecuaciones de primer grado que tenga como solucién dnica el
par (2, 1). Explica ¢cémo lo haces.

12) ¢Puede un sistema de ecuaciones de primer grado tener como solucién el par (2, 1) y
ademds otras soluciones?

Si tu respuesta es negativa explica por qué no es posible y si fu respuesta es afirmativa
presenta un ejemplo explicando cémo consigues obtenerlo.
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En segundo lugar nos interesa mostrar la respaelstgpregunta 15 porque demuestra
saber que si un sistema tiene dos soluciones ergdiene infinitas y nos permitira

hacer una aclaracion sobre su respuesta a la peediiin

15) ¢Puedes representar una recta mds para que el sistema de ecuaciones asociado a ellas
tenga entre sus soluciones a los pares (-3, 2) y (2, -1)? Explica tu respuesta.
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Nos centraremos ahora en como responde a la peed@untPara Lucia un sistema de
ecuaciones esUn conjunto de dos o mas ecuaciones, en el quesrfmuede buscar
solucién individual, sino una en comun para tddas

Si bien a partir de la lectura podriamos decir gusabe que cada ecuacién del sistema
tiene infinitas soluciones, la respuesta que dita goregunta 15, que reportamos
anteriormente, nos permite inferir que lo que Lugisso decir es que para estar ante una
solucién del sistema, esta debe verificar todagdasciones a la vez, no es suficiente
con que verifique una ecuacion en forma individual.

Responde a la pregunta 18 de la siguiente manéhaa ‘solucion para mi, es un
resultado, o par que verifique a todas las ecuaesque constituyen al sistema a la
veZ. Vision del concepto solucion que creemos confrih a una interpretacion
adecuada de las situaciones que se le presentaron.

Como podemos ver, la Unica pregunta que dejé deestam es la niumero 4 y respondi6
las restantes correctamente. Quizas el no posesgaritmo algebraico pre-establecido
para abordar la pregunta, la inmovilizé y no reiéu otros procedimientos que

hubieran estado disponibles como el método grafiemia es una de las mejores



alumnas del grupo. Tal vez no quiso ensayar pragedios con los cuales no se sintiera
segura de lo que hacia.
También puede haber sucedido que debido a lasqaatiabituales de ensefianza donde
una vez introducidos los métodos algebraicos sedame el método grafico, esta
alumna no evocara este método como una via de abatdl problema. Al no contar
entonces con un acceso por la via del calculopnigvia geométrica, y carecer de un
repertorio de propiedades que le permitan contestal sistema tiene solucion sin
recurrir a un modo SG ni AA, no contesta la pregunt

Lucy (17 afios) contesta a la preguntael“jo existe solucién porque las 3 rectas
no se intersectan (sic) en ningun punto (se codana dos pero nunca las trés)
Deseamos destacar en su respuesta como enfatizeoduay punto de corte de las tres
rectas a la vez. Responde con el mismo criterigptaguntas 2 y 3, sefialando que no
hay solucion. En la pregunta 4 considera las eonesi 1 y 2, obteniende = -3.
Sustituye este valor en la ecuacion 1 y determireeyg= 5. Contesta que el sistema no
tiene solucién porque este par de valores no earifla Ultima ecuacion.
Responde la pregunta 5, trabajando con dos rectaxgn tres como se pide. Todas las
respuestas que da son coherentes con esa considepresentando rectas concurrentes
para un sistema con solucion Unica, coincidentes eacaso de infinitas soluciones y
paralelas para el caso sin solucion. Para lasspa)tg c) aclara que dos rectas no pueden
cortarse dos veces sin dar justificaciones de ello.
En la pregunta 6 presenta la configuracién “tridogy en la pregunta 7 rectas
concurrentes. En la pregunta 8 responde que nosBIg lograr un sistema que tenga
solamente dos soluciones porqu® “puedo hacer que dos rectas se corten en dos
puntos (no serian rectds)Contesta las preguntas 9 y 10 correctamente fasando
gue para que haya infinitas soluciones las re@hesmiser iguales. Responde la pregunta
11 presentando la gréafica de dos rectas que sencert (2, 1) sin dar sus ecuaciones.
Aun cuando sabe, como ya sefialamos, que para gstareinfinitas soluciones las
rectas deben ser iguales, como ella las llamaagordgunta 12 contesta que no es
posible que un sistema tenga como solucién a (2,ddemas otras soluciones porque
las rectas tendrian que doblar en algin momento para volverdatersectar (Sic)
Seguramente penso que la pregunta se referia @meara entero de soluciones mayor
que uno y fue por eso que respondié negativamduatberndo la posibilidad de que

existieran infinitas soluciones. En la pregunta rhbestra esta ultima posibilidad



sefialando quela recta que dibujé es la misma que ya estabpasa por esos dos
puntos (ademas de otros). (el sistema tigrsmluciones)

Responde correctamente la pregunta 16, ahorarsiidesando tres rectas y presentando
solamente rectas paralelas para el caso de sistarsalucion.

En la pregunta 17 dice queNo sé explicarlo... Es un conjunto de ecuacionelsisigue
quiero hallar los puntos en los que se interse¢&er)”’ y en la 18 responde qudJfia
solucion es hallar los puntos de cdrteComo veremos mas adelante este tipo de
concepcion llevé a los estudiantes a cometer eyrioterpretando puntos de corte con
soluciones para el caso de los sistemas 3x2, diargm en el caso de Lucy esto no fue
un obstaculo, quizds porque tiene presente, aurdouaqui no lo aclare, que ese punto
de corte debe involucrar a todas las rectas desss tal como lo explicita al responder
la pregunta 1. Lucy es de las pocas estudianteslgnesu definicibn de solucién en
términos que revelan un modo de pensamiento SG lauaayoria hablé de numeros,
resultados o pares ordenados. Si bien a partiudespuesta a las preguntas 17 y 18
pareceria que la imagen construida del conceptaigol es punto de corte, ésta se ve
complementada con propiedades de ese punto comla sler que debe ser comun a
todas las rectas del sistema. Podriamos decir gymosluce una interaccion entre la
celda de la imagen y la de la definiciébn del coteefpgrando una respuesta correcta
para las preguntas 1, 2 y 3, que revela la conegittre los modos geométrico y
estructural en tanto la alumna responde la preduatadiendo a puntos de interseccion
pero que poseen una propiedad: el de no perteadasitres rectas dadas.

Agustina (18 afos) responde a la preguntiel cuestionario diciendo que el
sistema es incompatiblgdrque las 3 rectas nunca se intersectan {si€)egimos su
trabajo porque contesta correctamente todas lagumies del cuestionario y porque
como veremos mas adelante, al igual que Lucy,zzaliha interpretacion del concepto
solucion en un modo de pensamiento geométrico.

Agustina contesta las preguntas 2 y 3 diciendoejjgistema no tiene solucion porque
las rectas no se intersecan. En la pregunta 4zaeala combinacién lineal de las
ecuaciones 1 y 2, obteniendo= -3; sustituye en la ecuacién 2 y deternyna 5.
Constata que esos valores no verifican la ecuaBignresponde que el sistema es
incompatible.

En la pregunta 5 presenta rectas concurrentes|pgrarte a), contesta que no a las
partes b) y ¢) diciendo que tres rectas no se pueaktar sélo dos veces. Presenta rectas
coincidentes para la parte d) y paralelas parare ).



En la pregunta 6 presenta la configuracion “tridoiguEn la pregunta 7 dibuja rectas
concurrentes y dice que esf*haz propid. Responde la pregunta 8 sefialando due,
porque dos rectas no se pueden intersectar (slo)Zweces

En la pregunta 9 donde se presentan dos rectasesggese le pregunta si puede agregar
otra de forma que el sistema tenga infinitas soh&s, contesta qué&lb, puede ser que
tengan una o ninguna pero no infinitagludiendo a que como ya las dos rectas dadas
tienen un punto en comun, la restante podra pasaelpmismo punto obteniendo un
sistema con solucion Unica o de lo contrario serabt un sistema sin solucion.
Responde la pregunta 11 presentando un sistemrasleduaciones con dos incégnitas,
formado por las siguientes ecuacionesyy = 3,x-y=1, X+y =5,

En la pregunta 12, responde correctamente &iiepuede tener infinitas soluciones y
ese par ser una de ellagero no presenta un ejemplo.

En la pregunta 13 contesta qudo; porque por ese punto no pasa la recta que i@ es
dibujada entonces ese punto no puede ser solucidvidencia saber que
necesariamente el punto debe pertenecer a lapaague sus coordenadas verifiqguen
la ecuacién. Consideramos que esto es importanteaiento de interpretar sistemas
como el de las preguntas 1, 2 y 3. Asi como erraddajo en el modo AA, a los
estudiantes se les pide que verifiquen si un paokgién de todas las ecuaciones del
sistema, poniendo en evidencia la propiedad quepleumna solucién que es la de
verificar todas las ecuaciones, un trabajo simdilveria hacerse en el modo SG. Esto
permitiria dotar a ese “punto de corte” tan utdiaapara dar una respuesta de una
propiedad: la de pertenecer a todas las rectasistema. Consideramos que de esta
forma se complementaria la interpretacién de laogeptos en el modo SG o AA con la
del modo AE donde es necesario recurrir a propesiadra interpretar los conceptos u
objetos involucrados.

Agustina contesta la pregunta 14 de la siguienteenaa ‘No, dos rectas no se pueden
intersectar (sic) solo 2 vece<n la pregunta 15 contesta que es posible sbasidera
una recta igual a la que esté dibujada. En la ptegll6 mantiene la misma respuesta
gue la dada en la 5.

Cuando explica qué es para ella un sistema de ieceacexplica: Un conjunto de
ecuaciones que tienen incognitas, el sistema ptester una sola solucién, ninguna o
infinitas’.

En la pregunta 18 evidencia, como ya sefialamosjado de pensamiento geomeétrico y

un solido conocimiento sobre el numero de solusange puede tener un sistema de



ecuaciones lineales, que ya hemos destacado copwtante al momento de decidir
que un sistema no puede tener un nimero enterolagmes mayor que uno. Vemos
como explica qué es para ella una solucién de stersa: &€s el punto en que se
intersectan (sic) las rectas si tiene una solucgirijene infinitas es una misma recta. Si
no tiene es que las rectas nunca se intersectaif.(flestacamos la parte en que dice
“es el punto en que se intersectan (sic) las resitéiene una solucidnporque creemos
gue la idea de punto de interseccion unida a ollecidén Gnica es la que le permite no
cometer el error de interpretar cualquier punteaite de rectas como una solucién del
sistema. En este caso podemos observar como lainda concepto en términos de
configuraciébn geométrica, interacciona con un con@mnto del tipo estructural como
podria ser el de numero de soluciones posiblespakistema. Esta complementacion

de puntos de vista le permite a la estudiante nlarespuesta correcta.

4. 2. 2 Estudiantes que contestan a la pregunta 1 del cuestaon diciendo que el

sistema de ecuaciones tiene tres soluciones

Nos referiremos ahora a los estudiantes que cantesta pregunta 1 del cuestionario,
diciendo que el sistema de ecuaciones tiene tfesisnes. Como ya sefialamos, dentro
de este grupo nos interesa observar los argumeuesdan en sus respuestas que
seguramente pondran en evidencia modos de pengarpiagpectos de la imagen de los
conceptos que han construido y trataremos de indagaaspectos de esa imagen estan
llevando a los alumnos a una interpretacion inctarele la situacion. Destacaremos
dentro de este grupo a aquellos alumnos que ado [@el cuestionario cambiaron de
opinién y centraremos la atencion en cuales soprieguntas que contribuyeron en este
sentido.

Verodnica (15 afios, alumna de la Prof. Ma)tcontesta a la pregunta 1 diciendo
gue: ‘En mi opinién tiene 3 soluciones, porque las rectascortan en 3 puntos
diferentes, los cuales por lo menos en los sistaeados ecuasiones (sic) indican la
solucion.

La alumna interpreta punto de corte como soluciéhsistema. Este concepto lo ha
trabajado con su profesora para el caso de losnsast 2x2. Vemos que realiza una
generalizacion incorrecta que la lleva a cometermr en su respuesta, pues interpreta
para el caso del sistema 3x2 que se le planteazagla&euno de los puntos de corte de las

rectas son soluciones del sistema. Su modo de ip@T#a es sintético-geométrico, al



menos en esta situacion no interpreta los puntasde como parejas de numeros reales
que verifican las ecuaciones asociadas a las réatiss. Consideramos entonces, que el
error de la alumna es consecuencia de interpretatopde corte como solucién del
sistema y que este error proviene de una genesidlizancorrecta del caso de los
sistemas 2x2 con solucion Unica. Veamos como exparonica en clase (en la sesion
de puesta en comun del cuestionario) por qué donteda pregunta 1 que habia 3

soluciones:

Verodnica: [...] habia puesto que tenia 3 solucigre® después me di cuenta
gue no tenia ninguna.

Profesora Martina: ¢Y en qué te basaste para psoeal principio?

V: En que antes eran dos rectas nada mas y tacgrsmban en un punto,

entonces ta.

P: ¢Y entonces qué te llevé a decir que habiaRisoles?

V: Porque habian 3 puntos de corte.

P: ¢Y como te diste después cuenta de que, o cdmbiaste después tu
opinién con respecto a eso?

V: Porque los puntos de corte sélo se cortan errefiias. Si el sistema tiene
3 ecuaciones tendrian que ser las 3 rectas quern @n un solo punto,

tendria una solucion comun.
Verdnica mantiene la creencia de que punto de esrsolucion del sistema a lo largo de
toda la prueba adaptando esta creencia a todgsrdgsintas realizadas manteniendo
siempre coherencia interna. Si bien en la pregbnparte (e) no se pide ejemplificar
todos los casos posibles de sistemas sin soluelfan presenta el caso de tres rectas

paralelas lo que nos reafirma la interpretaciohizada anteriormente.
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Veronica utiliza, fundamentalmente, un modo de gemento sintético-geométrico para
dar la mayoria de sus respuestas. Cuando se lenpaegué es para ella un sistema de
ecuaciones responde recurriendo a un modo de p@mmamanalitico-aritmético,
sefialando que un sistema ddn“conjunto de ecuasiones (sic), cuyas incognitsed
representar, si tiene solucion, los mismos nunferos

Verdnica repite practicamente en forma textualdinitién que la profesora Martina le
ha dado en clase que es la siguiente:



Es un conjunto de varias ecuaciones con variagmtas, ¢si?, que todas esas

incognitas representan los mismos ndmeros en tad&tuaciones...
Si bien la definicion que da Veronica es confuse@ga reflejar que una solucion debe
verificar todas las ecuaciones dadas. Sin embat@mdo identifica puntos de corte con
soluciones del sistema en la pregunta 1, no seieta que cualquiera de los puntos de
corte tiene asociado un par ordenado de numertesrgae solamente verifican dos de
las ecuaciones asociadas al sistema. Parece estorc@oder articular los modos de
pensamiento SG y AA pues por un lado, como ya vinmbsrpreta tantas soluciones del
sistema como puntos de corte haya de las rectaadtmdos a dos, y por otro, como
vemos en su definiciébn de sistema, dice que Sstdraa tiene solucidn, las incognitas
deben representar los mismos nameros. Al readigiar observacion estamos asumiendo
que cuando dice qualében representar los mismos numémses refiere a que el par
solucion debe verificar todas las ecuaciones &2a v
Cuando Verodnica debe explicar qué es para ella sotacion de un sistema de
ecuaciones contesta quéns numeros, representados en las ecuasione(sidgtras,
que al cambiarlos por estas y hacer la operacion daresultado escrito
En este caso la estudiante parece estar confurdgaidcion del sistema con solucion
de una ecuacion. Cuando la profesora Martina cotnknensefianza del tema sistemas
de ecuaciones empez6 trabajando con una sola éndawal con dos incégnitas y en

ese escenario explicé lo siguiente:
Profesora Martina: Es decir, cuando yo sustituym@dalijo Martin, sustituyo
en esa ecuacion el par por los valores si, mejradias incognitas por esos
ndmeros del par en el orden que nosotros habiastaklecido, eso te da una
igualdad numérica, verifican esa ecuacion, entoresslver una ecuacion con
dos incognitas es hallar el par de valores ordenage la verifica, que al
sustituirlos en la ecuacion la convierten en unaalgdad numérica. Esto

¢queda claro?

[...]
Profesora: Bien... (15,0), (12,6), bueno, acaosgluedo poner todos, es decir
son infinitos esos puntos suspensiipguiere decir que sigue infinitamente.
No los puedo escribir todos, pero el conjunto sélues el conjunto formado
por todas las soluciones de la ecuacion que ercasteson pares. ¢ Vieron la
diferencia con las ecuaciones que el afio pasadtarhas? ¢Vieron la

diferencia? ¢ Qué teniamos dentro de las llaves@nginto solucion?

8 Se refiere a los infinitos elementos del conijistiticion de la ecuacid@x + y = 3Q



Maria Inés: Un solo nimeTd

Es asi que Veronica habla de que lacer la operacion dan el resultado escrito

seguramente refiriéndose a la igualdad numérida daee su profesora le hablé. En este
caso se ve desdibujado el concepto solucién d&dnsis ya que de lo que expresa
Verdnica se infiere que podriamos tomar difereptees ordenados como solucion del
sistema con tal que ellos verificaran alguna de dasaciones. Sin embargo, esta
interpretacion no es correcta. Pudimos constatarléa entrevista mantenida con esta

estudiante donde le propusimos la siguiente cuestio

; 2)3 323 $23*

"0 $ &1
"7$&
)" %$&5

Para responder, Verdnica constato si cada paticads# las tres ecuaciones y respondié
gue: ‘No es ninguno porque al sustituir esos numerosasretuaciones los resultados
no son correctds

De forma que parece tener claro que para que uarganado sea solucién del sistema

debe verificar todas las ecuaciones dadas. Eroefeahifesto lo siguiente.
Entrevistadora: Primero te queria preguntar: ¢gupaea vos la solucion de
un sistema de ecuaciones?
Verdnica: Es uno o mas nimeros que cuando los &nplor las letras de las
ecuaciones te dan el resultado de esa ecuaciantipee que ser en ambas el
mismo ndmero.
E: Ta me dijiste ambas, ¢y si fueran mas de desosanes?
V: Supongo que las tres también, el mismo nimero.
E: ¢Y si fueran cuatro o cinco ecuaciones?
V: También, el mismo ndmero.
[...]
Entrevistadora: Y graficamente, ¢como te das cuguéaun sistema tiene
solucién?
Verénica: Cuando se cortan las rectas.
E: Porque para ti donde se cortan... ¢qué es?
V: Ese numero, 0 sea el punto ese marca los ndrgeeoson la solucién.

En la Ultima oracién aparece una doble interprétgcia de solucion como punto y

como par de numeros si bien la alumna solament ‘@ise numerb En este caso

2 Se refiere a las ecuaciones de primer grado cannaégnita.



parece darse una interaccion entre los modos deapeento SG y AA que durante la
resolucién del cuestionario no pudo apreciarse.
En la entrevista evidencia dudas frente a la redpudada a la pregunta 1 del

cuestionario y luego realiza la interpretacion ecta:
Entrevistadora: Pasemos ahora a ver el trabajiéohigimos en la clase. Aca
se te presentaba... ¢te acordas? Un sistema deiceasa donde estan
representadas las rectas asociadas a ellas ygengaban cuantas soluciones
tenia el sistema. TU contestaste que el sistemea ties soluciones porque las
rectas se cortan en tres puntos distintos, ¢ pode@ieme como te das cuenta
gue el sistema tiene tres soluciones?
Veronica: No estoy segura si tiene tres o ninguorgye ta, hay tres rectas
gue representan los tres sistemas, eh... las ¢rexcienes del sistema, pero
creo que se deberian cortar todas en el mismo ar que ese fuera el
resultado, entonces capaz que eso esta mal.
E: A ver, ¢y cudl seria el problema? Vamos a supquee las coordenadas de
este punto fueran solucion ¢podria ser o no?
V: O sea...
E: Si yo te pregunto, a ver, vamos a suponer que psnto tuviera
coordenadas (-4,3), ¢podria ser el par (-4,3) Eoldel sistema?
V: Podria ser solucion de esas dos ecuaciones moaddeel sistema, porque
falta la otra recta que deberia también tener mbopahi.
E: ¢Y por qué cambiaste de opinion?
V: No sé, razoné.
E: ¢ Yalo habias pensado antes o ahora te distéatue

V: No, ahora.

La estudiante pareceria asociar que para que taslertadas del punto verifiquen la

ecuacion éste debe pertenecer a la recta, cuegt®fue trabajada con su profesora en
clase. Creemos que en esta ocasion también Idgraretar los puntos como “numeros”

y esto le permite evocar el hecho de que esos “raghdeben verificar la ecuacién de

la recta para constituir una solucién. Detectan@esia forma una interaccion entre dos
modos de pensamiento que sumado a lo que la estiidistudio en clase, contribuyeron

a la superacion del error que habia cometido.

Sin embargo, resulta interesante observar comdnéanta entrevista. Las dudas que
manifiesta Verdnica nos permitiran constatar quaprkndizaje no es lineal, que es
necesario volver una y otra vez sobre los conceptgse aun cuando parezca que el

estudiante ha superado un error, informacion cdittigria puede continuar



coexistiendo en su mente y puede volver a comdteni®mo error que creiamos

superado.
Entrevistadora: Entonces, ¢podrias representacgnméénte un sistema de
ecuaciones que tuviera solucion?
Veronica: ¢ Cualquiera?
E: Si, cualquiera.

Presenta lo siguiente:

E: ¢Y si el sistema fuera de cuatro ecuacionealés@

Presenta lo siguiente:

<

E: Y decime, ¢ puede ser que un sistema de ecuademga 3 soluciones?
V: Si.
E: ¢ Te animas a dibujar uno que tenga 3 soluciones?

(silencio)

V: No sé... ¢ En una sola grafica?

E: Si, un sistema, cuando estamos hablando destemsi y lo representamos
graficamente lo hacemos conjuntamente ¢ verdad@dss thdas las rectas las
representamos en el mismo sistema de ejes.

Presenta lo siguiente, circulando los tres punésalte como se muestra en

la figura:

E: Bueno y ¢ cuales serian alli las tres soluciones?

V: Los tres puntos.

E: Seria un sistema... ¢ de cuantas ecuacionesiv&?on
V: Ese de tres.

E: Yo te estoy preguntando el dltimo.

V: Siete.



E: O sea que para ti, este sistema tendria siatacenes y tendria 3
soluciones.

V: Si.

E: ¢ Cémo te das cuenta que tiene 3 soluciones?

V: Porque no sé, se cortan en tres puntos y cada mepresenta una ecuacion

en el sistema.

Vemos que aqui, por un momento, la estudiante guella idea de que cada punto de
corte indica una solucién del sistema aun cuansladatas no sean concurrentes. Por
otra parte la estudiante no considera otros putgaorte de las rectas representadas que
no son visibles en la grafica que realiza. Intéaggn®s que no maneja adecuadamente la

representacion de recta y la considera como sat®d de un segmento.
Entrevistadora: Y entonces, este sistema, ¢pongjtiéne 3 solucione¥?
Veronica: Puede ser, si, puede ser que tenga 8ienea.
E: ¢Qué tenga tres...? estamos hablando de satsamnde ecuaciones, o sea
tres ecuaciones de hecho las hay.
V: O sea si estuviera la cuenta, si corregis asvesta bien capaz que te da
bien.
E: ¢ A qué te referis con la cuenta?
V: Si cambias las coordenadas porxaglasy o las letras, en todas te da, o
sea si cambias todas y te dan los mismos nUmeese®er.
E: Pero nosotros no tenemos en este caso las ecaaci,cémo podrias hacer
para saber si el sistema tiene tres soluciones?

: No sé, veo donde se cortan las rectas.

: Graficamente, ¢,como te das cuenta de que hagi&oP

: Porque las rectas se cortan en un mismo punto.

¢ Y cada corte te indica una solucién?

: Te indica si, un par de nimeros.

2 Y cada corte te indica una solucién del siskema

: No, te indica una solucién de la ecuacion queesenta la recta.

m<m<m<m<

: A ver, por ejemplo, este punto de corte, nogmgs refiriendo al ejercicio
1, ¢te indica una solucion? ¢ de qué Verdnica?

V: De una ecuacion del sistema.

E: Y si yo te pregunto... ¢Este punto de cortentbca una solucion del
sistema?

V: Ah si, 0 no, no sé, porque el sistema son Esdcuaciones juntas.

E: Si, ¢entonces?

%0 ge refiere al de la pregunta 1 del cuestionar®equla primera parte de la entrevista reconocérgu
tenia solucion.



V: Entonces si, 0 no, porque te indica sélo de teraria que indicarte de las
tres.

m

: ¢ Entonces cudl es tu conclusiéon?

: Que no tiene 3 soluciones.

: ¢, Cuantas tiene?

: Creo que ninguna.

: Entonces, este sistema, el primero que dibyjgsténtas soluciones tiene?
: Este una.

: ¢ Este otro? (Refiriéndose al segundo que p@sent

Una.

: &Y este otro? (Refiriéndose al tercero que ptése

<m<m<m<m<

: Este ninguna, no éste creo que ninguna.

E: Porque ti me habias dicho que este Ultimo sistque habias dibujado
tenia tres soluciones.

V: Si pero no, creo que ninguna.

E: ¢ Te parece que ninguna?
V: Si.

E: ¢Y podrias dibujar uno, Veronica, que tuviesalBiciones?

V: No, ni idea como.

E: ¢No se te ocurre c6mo? ¢Y un sistema que tuwin#as soluciones?
V: Si eso si, seria asi todas las rectas ahi.

Presenta lo siguiente:

E: ¢ Todas las rectas como serian?

V: Eh... superpuestas, todas en una.
Observamos que si bien Verdnica logra construicdafiguracion correcta para un
sistema de ecuaciones con solucion Unica y tandméninfinitas soluciones, no logra
descartar que un sistema de ecuaciones linealepuede tener exactamente 3
soluciones. Pareceria que para ella continta emduwi tal posibilidad pero dice que no
sabe como representarlo. Pensamos que lo que @amtivstaculizando a la alumna es la
idea de asociar punto de corte con solucién dedree La entrevista nos permite ver
gue para construir el sentido del concepto solud®nin sistema de ecuaciones no solo

alcanza con dar respuestas correctas sino queéarabinecesario rechazar alternativas



como la de existencia de un nimero entero de swlesimayor que uno. Compartimos
con Brousseau (1983):

El sentido de un conocimiento matemético se defirte solamente por la
coleccion de situaciones donde este conocimienteaizado en tanto que
teoria matematica (semantica en el sentido de @rrna solamente por la
coleccion de situaciones donde el sujeto lo ha redo como medio de
solucion, sino también por el conjunto de concepesp de elecciones
anteriores que rechaza, de los errores que ewitadsegaria: las economias
gue procura, las formulaciones que retoma y muolr@as cosas que forman
también parte de su sentido).

Pensamos que el problema de Verdnica reside ermgeémodo AA ella sabe que una
solucion verifica todas las ecuaciones pero enoeln8G el punto de interseccion de las
rectas no esta dotado de propiedades claras qagdotericen. Es posible que no pueda
establecer una conexion entre diferentes modosjugade pensar en las rectas como
ecuaciones y en los puntos como pares podriarinfed el sistema no tiene solucion.
Pensamos que el modo de presentacion de la prehimtiée los procesos de reflexion
necesarios para dar una respuesta correcta. Rorpémthteada en el modo geométrico,
los objetos mateméticos son dados directamentareetde inhibiendo los procesos de
analisis o la recurrrencia a otros modos de pergsdmi Se da una respuesta intuitiva
que tal como la describe Vinner (1991), se emitesgltando la imagen del concepto
(que contiene rectas que se cortan como indicaddeasolucion) sin consultar la
definicion del concepto que por lo que la estu@iananifiesta en la entrevista, sabe que
una solucion debe verificar todas las ecuacionksistema. La respuesta de Verdnica a
la pregunta 1 podria modelarse de la siguiente rmane

Salida

\

Un par solucion debe
verificar todas las ><—> Solucién
ecuaciones del sistema

/'

Entrada T

Respuesta intuitiv




Creemos que esta situacion podria ser remediadasepracticas solicitando a los
estudiantes en forma explicita que expliguen sgpuestas en diferentes modos de
pensamiento. No contentarse con la respuesta stdnsa tiene solucion porque las
rectas se cortan” sino que trataran de explicarsggréfica ese punto de corte y por qué
se dice que hay solucion. Si los docentes trabajamclase, durante los procesos de
formacion de conceptos, con diferentes miradagslelbjetos y conceptos matematicos,
estaran promoviendo la interaccion entre diferemtedos de pensamiento, permitiendo
a los estudiantes mdltiples interpretaciones com@igarias de los objetos y conceptos
gue a su vez enriqueceran la imagen de dichos ptwgcg permitiran a los estudiantes
ver que es necesario recurrir a la definicion delcepto (en caso de que la posea) para
no cometer errores.

Rodrigo (15 afios, alumno de la Prof. Maial igual que Verdnica, respondio a
la pregunta 1 del cuestionario que el sistema t&seluciones. Vemos su respuesta a
continuacion: Tiene 3 soluciones este sistema porque, las reqiasrepresentan a
cada ecuacion solo se cortan en 3 puntos diferéntes
Utiliza el mismo criterio para responder la preguity la 3, interpretando en ambas
situaciones puntos de corte con soluciones delrsast A la pregunta 4 respond®&d'
creo que tenga solucién pero no tengo idea porgake, porque no la encontré
Parece haber intentado encontrar dos solucionesgaalta ecuacion, ya que aparecen
rastros de tres tablas de valores que luego él animnra. Suponemos que su idea era la
de graficar cada recta. Sin embargo, como ya d§jmo deja registro de su estrategia y
da la respuesta que transcribimos anteriormente.
En la pregunta 5 aparecen aspectos muy interesardestacar. En primer lugar logra
dar la configuraciéon correcta para un sistema &2solucidén Unica, que consideramos
es el primer paso que le permitird luego descéatéaea de que no siempre punto de
corte es indicador de solucién del sistema y emrstmy lugar, mantiene coherencia
interna con su idea de asociar solucion con puatcodte. Las configuraciones gréaficas
que da para sistema con infinitas soluciones yseiocion son correctas. Vemos su

trabajo a continuacion:



5) Un sistema de tres ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas:
a. ¢Puede tener una tinica solucién? <

¢Puede tener exactamente dos soluciones? /J ]

¢Y exactamente tres? & |

¢Puede tener infinitas soluciones? S |

g 5
<Y ninguna: 57

® oo o

Explica cada una de fus respuestas e listrala a través de una representacidn gréfica.

-

Lo que mas destacamos del trabajo de Rodrigo ee ébtogra adaptar su concepcion a
lo que el ejercicio le pide, acomodando en cadmaibn tantos puntos de corte de las
rectas tomadas de a dos, como sea necesario. Emse@lde solucion Unica esto lo
conduce al éxito, quizas sin que él sea concieatqgue la idea que él tiene a veces lo
conduce a respuestas correctas y otras a respuestasectas, dependiendo de la
situacion.

Vuelve a aparecer aqui, al igual que en el trabajo/erdnica, la idea de que para
construir la nocién de solucién de un sistema, loar&a con lograr la configuracion
correcta para un sistema con solucion sino queié@mdera necesario que el alumno
rechace la posibilidad de existencia de un nimetere de soluciones mayor que uno.
De aqui la importancia de lo que sefiala Vinner {13&erca de que en la etapa de
formacion de conceptos deben proporcionarse duosnas ejemplos y no-ejemplos de
dichos conceptos en procura de que el alumno eyastia imagen rica. No podemos
olvidar que frente a la resolucién de tareas lomabs consultaran en primera instancia
esa imagen y si el alumno siente que desde altlepdar su respuesta efectivamente la
dard. En la medida en que esa imagen sea lo maglatanmposible estaremos
proporcionando al estudiante mayores herramierdadas que enfrentar las tareas en

caso de que no se logre una interaccion con laidéfin de los conceptos en juegos.



Al resolver la pregunta 6 Rodrigo se da cuentawe Iq que ha hecho anteriormente

estaba mal, veamos la forma en que lo manifiesta:

6) cPuedes representar una recta mds de forma que el sistema de ecuaciones asociado a
todas las rectas no tenga solucion? Explica tu respuesta. |
-

S

Lo sucedido con Rodrigo, también se dio al momelet@plicar esta secuencia en mi

grupo. Los alumnos trabajaban individualmente ynamento de estar resolviendo la

pregunta 5 o en otros casos la 6, algunos de akmyntaneamente y en voz alta,
irrumpian el silencio del salon exclamando: jMeuwnta que todo lo anterior lo hice

malt*

A partir de la pregunta 6, Rodrigo resuelve comesnte las restantes preguntas del
cuestionario. Nos detendremos en su definicibnislersa y de solucién de sistema que

da al final de la secuencia. En referencia a qyeaesél un sistema responde:

17) Explica qué es para ti un sistema de ecuaciones.

Y para él solucién de un sistema es:

31, Saltos en el aprendizaje? (Sierpinska, 1992) ¢ Mmsele jAja!? (Gardner, 1981)



18) Explica qué es para ti una sclucidn de un sistema de ecuaciones.

Resulta interesante observar como este estudiastacd en sus respuestas las palabras

comunesy comun Parece que desea destacar esa “cualidad” quecbateado durante

la resolucion de las distintas actividades de ¢aiesecia en un modo de pensamiento SG
y que le permitié transitar exitosamente a pasditadpregunta 6.

Cuando explica qué es para €l un sistema aparegentamente la nocién de solucién,
pareceria que sistema es algo a lo que hay quentesude una o mas soluciones. La
nocion de sistema pareceria que es para los esteslimseparable de la nocién de
solucion, que es en cierta forma la vision que masi profesora como ya resefiamos en
el analisis de sus clases.

Cuando Rodrigo explica qué es para €l soluciénndsistema, no recurre a la nocién de
punto comun sino a la nocion deeSultado comUih En este caso parece recurrir a un
modo de pensamiento AA, para abandonar el modo B& fge el que uso
principalmente durante la resolucién de la seca@e®@nsamos que assultadose esta
refiriendo a un par ordenado de numeros realesg¢hlogra expresar de esa manera, y
que le permite vincular lo geométrico con lo algétw, es decir, pasar de rectas y
puntos a ecuaciones y pares ordenados. Un cambmode de pensamiento que le
permite generar visiones complementarias de lostabjmateméaticos. Pensamos que
este cambio en el modo de pensamiento haya sigeelde permitié cambiar de opinién
en la pregunta 6. Como ya mencionamos anteriormentando una pregunta es
formulada en el modo geométrico, los objetos matiensson directamente dados a la
mente del alumno como sucede en la pregunta 1.paséce invitar a los alumnos a dar
una respuesta intuitiva que se caracteriza ponrsediatez y autoevidencia. En el caso
de la pregunta 6, la recta que se pide trazar dade al alumno. Consideramos que esto
hace que la respuesta no sea inmediata requiriéeldestudiante un nivel de analisis
gue le implica no solo consultar la imagen del epha sino interactuar con la definicion
del concepto solucién. Esto podria haber llevadallahno a un modo de pensamiento

AE pensando en términos de propiedades como laate(in” que él mismo destaca en



las dos ultimas preguntas del cuestionario. Lapreg6 requiere de una construccion
racional del conocimiento solucién en base a sapigpdades. Las situaciones que por
novedosas desestabilizan al alumno, hacen que debsultar la definicion del
concepto, tal como Vinner (1991) lo destaca. Cdasuh definicion del concepto
implica cambios en el modo de pensamiento y pototamiradas diferentes de los
objetos. En este caso el alumno “rescata” una edapi vital para responder
correctamente el resto de las preguntas a partia @de que es la nocién de solucién
como punto “comun” que ya sefialamos.

Martin (14 afios, alumno de la Prof. Ma}ioontesto6 a la pregunta 1 diciendo que
el sistema tiene 3 soluciones. Vemos su respudstmne 3 soluciones porque los puntos
donde se cruzan las rectas sefialan 1 par de salasi(x e Y)

Este alumno, a diferencia de Veronica y Rodrigfiejeeen su respuesta dos modos de
pensamiento: el SG y el AA. Por el tipo de respyeptreceria que interpreta una
solucion (un par ordenado de niumeros reales) cassauciones. Es decir que para él
una solucién es un “par de soluciones”, dos numdtodimos apreciar esta idea en las
clases de la Prof. Martina que observamos. Ellappomentos, parece plantear que una
solucion son dos numeros en lugar de que una éolgs un par ordenado de nameros,
si bien hace referencia al significado de par cadera lo largo de su clase. Retomemos
el siguiente didlogo de la primera clase que olbseos de la profesora Martina y que ya

fue resefiado en la seccion “Observaciones de clase”
Profesora Martina: Se acuerdan que habldbamos eleaqueces podriamos
tener mas de un numero, si, no sélo se puede paderde un nimero, sino
gue a veces las soluciones de estas ecuacioneszeatevser un niimero, son
dos ¢y podran ser tres?
A: Si.
P: ¢ En qué caso podrian ser tres? A ver ¢qué @pinan
A: Cuando hay tres incognitas.
P: Cuando hay tres incégnitas las soluciones s®) tma terna de nimeros
¢no? bueno pero eso lo dejamos. Ahora, estos patedes saben, ya han
trabajado con el profesor de Ciencias Fisicas, graficas, ¢si? ¢Verdad?

¢, Como trabajan? con un par de ejes...

De forma que la confusion de Martin podria proveeila ensefianza que fue impartida,
esta incide en la forma en que ve los objetos naieas.
Volviendo a la concepcion de Martin de que el sisté¢iene tres soluciones, esta podria

estar originada en la identificacién de punto deecoon solucion del sistema. Vemos



que la interaccion entre dos modos de pensamiantpdco resulta suficiente para dar
una respuesta adecuada. Martin mantiene la credaaj@e cada punto de corte de las
rectas tomadas de a dos, indice solucion conformada por (x e y)
A la pregunta 4 responde quec‘tiene solucion porque no pude encontrar un paryx
por ningiin métodoy no resuelve ninguna consigna mas de la secaga@xcepcion de
la pregunta 17, que responde de la forma que geeses a continuacion, colocando
ademas una flecha que apunta a la pregunta 18, sopuiuviera contestando las dos
preguntas a la vez:

Un sistema es para mi 2 0 mas ecuaciones queugasiilo las incognitas de

una se resuelven las dos. Ej: x + y =2

La respuesta seria (2, 0) Xy =2
Si bien plantea como ejemplo un sistema no linga] par que elige no verifica la
segunda ecuacion (seguramente pensé que 2 x Ointezpretamos que considera que
un sistema es un conjunto de ecuaciones que debificarse simultaneamente para los
mismos valores deey. Si bien el trabajo de este alumno en la secud¢neiascaso, nos
interesd mostrar como transita entre dos modosedsgmiento, que tiene una nocién
bastante aproximada al concepto de solucion déstens y sin embargo, fracasa en sus
respuestas al interpretar todos los puntos de dertas rectas tomadas dos a dos, como
soluciones del sistema.

Matias (15 afios, alumno de la Prof. Maijtioontesté a la pregunta 1, de la
siguiente forma: Tres soluciones: porque las rectas se cortan texes formando tres
puntos (solucioney)

En este caso es bien clara y explicita la asociaaire punto y solucion, y como ya lo
resefiamos en la seccion donde analizamos las dadasrofesora Martina, pensamos
que la concepcion de Matias es producto del enfadoptado en clase. Recordemos el

siguiente pasaje de una de las clases observaddastgrvencion de Matias:
Profesora Martina: Entonces a ver si me escuclnué nosotros hicimos
hoy, es resolver este sistema y lo pudimos resgivencontrar la solucion,
¢cudl es la solucion de este sistema?
Matias: El par de nimeros donde se cortan lasstecta
P: El par de nimeros donde se cortan las rectan.Batias, para la clase que
viene, quiero que piensen si existird un sisten& ru tenga solucion, si el
sistema siempre tiene solucion.

Como vemos, queda institucionalizado por parte @tidd y la docente lo reafirma: la

solucion del sistema e®l“par de numeros donde se cortan las réctBensamos que



esta nocién es la que conduce a este alumno aret@r incorrectamente el nimero de
soluciones de la pregunta 1, pero sin duda, tamdséronsecuencia de estar trabajando
solamente en el ambito de los sistemas 2x2.
Matias aplica el mismo criterio para contestarge=guntas 2 y 3. En la pregunta 4
intenta el método grafico pero responde gue puedo responder a esta pregunta,
porque no tengo claro como resolver un sistemaee écuacionés En la pregunta 5
contesta solamente la parte a) diciendo gu@ri sistema de dos ecuaciones puede tener
una sola solucién, porque (sic) uno de tres no aodet. Consideramos que es un
buen comienzo para comenzar a pensar la cuestibdo pe da ejemplos ni
contraejemplos de la misma. Responde vagamenjgdgsntas de 6 a 10 y contesta la
pregunta 11, presentando el sistema siguiente:

{ x+2y=4

4x+ 1ly=8

En la pregunta 12 contradice lo respondido eniaegyntas 1, 2 y 3, diciendo que para
él un sistema no puede tener como solucién el pald) y ademas otras soluciones
porque los sistemas tienen so6lo una solucion.
Para él un sistema de ecuaciones &3 par de ecuaciones a las cual (sic) hay que
calcular sus incognitds Aparece aqui la nocion de sistema asociada@alg hay que
resolver.
En cuanto a qué es para él una solucion de unmsistle ecuaciones, respondea“
representacion de (X, y) en nimerdssto nos hace pensar en que interpreta la gwluci
como un par ordenado de numeros sin hacer men@oéndicion alguna.
La nocion de solucién que ha construido le resefieativa en el caso de los sistemas
2x2, pero creemos que no hay un entendimiento detepto en tanto no puede
interpretar adecuadamente las situaciones que nohabituales para él. Con el
conocimiento que posee no puede interpretar nugitEiones.

Comentaremos ahora el trabajo de Pabloaibs, alumno de la Prof. Martina)
porgue creemos que nNoS muestra otro aspecto apnet@ un sistema 3x2, que fue
detectado en los estudios exploratorios y que raveap en los trabajos reportados
anteriormente. Se refiere a cOmo interpretar stesia 3x2. Cuando los estudiantes se
enfrentan por primera vez a un sistema 3x2 no sabama solucion del sistema
significa que debe verificar las tres ecuacionesubéneamente o -haciendo una
adaptacion del conocimiento que tienen de losmte2x2- piensan que una solucién

del sistema 3x2 es cualquier par ordenado quegmewuile la interseccidon de las rectas



tomadas dos a dos. Recordamos las palabras delGgegadiante de segundo afio de
profesorado de Matematica) provenientes de losliestexploratorios, donde refleja sus

dudas acerca de como interpretar qué es solucian distema:

[...] ¢qué sucederia si alguien dijera por alli “en sistema con mas
ecuaciones que incégnitas consideramos soluciolesgares de valores que

verifican las ecuaciones tomadas de a dos™?
Pablo contesta a la pregunta 1 diciendo que @rmsésttiene tres soluciones pero cada
una de ellas es para dos ecuacidnelsl alumno reconoce que cada una de las
“soluciones” verifica solamente dos de las tresaemnes pero contesta que el sistema
tiene tres soluciones. Sin embargo al respondarpadgunta 2, evoca la necesidad de
que el par solucién verifique todas las ecuaciorssasi que contestaPdra mi no
existe una solucion para todas las ecuaciones gagd#o que esta contado es una
solucion para dos ecuaciorfe€n 3 dice que Ninguna solucion para el sistema. Hay
dos soluciones para dos ecuaciones. Hay dos eauexique no tienen solucion, son
incompatibles porque las rectas son paraléldsn 4 contesta queES imposible no
existe una sola se encuentran soluciones para dagcgonesy presenta cierto trabajo
algebraico con ecuaciones que él mismo tacha pqudmo queda clara la forma en que
razond. No responde completamente la pregunta Bmeate aclara que:Para
representar en una gréfica la solucion las rectaslas ecuaciones tienen que cortarse
en el mismo punto las tres
Responde correctamente las preguntas 6 y 7 y qoerdestacar algo que anteriormente
marcamos como necesario para el entendimientoahelepto solucion de un sistema:
gue el alumno descarte que un sistema de ecuadinaakes no puede tener un nimero
entero de soluciones mayor que uno. Este alumnm ldgscartar esta posibilidad,
evidenciandolo en la pregunta 8 cuando se le ptagsines posible representar un
sistema que tenga solamente dos soluciones, aliesto“No. Si dos rectas se cortan
solo pueden tener un punto en cothilts evidente que estd pensando en un sistema de
2 ecuaciones.
En la pregunta 16 donde tiene la opcion de rewerdntestado en 5, logra las
configuraciones geométricas adecuadas para lo itadlic presentando rectas
coincidentes para el caso de infinitas soluciongmnalelas para el caso de ninguna
solucion (¢evita la configuracion “triAngulo” parseguridad?). No atiende la palabra
“exactamente” de las partes b) y ¢) y dice quenssigtema tiene infinitas soluciones

puede tener 2y 3 soluciones, lo que es corr@arm él un sistema es un conjunto de



ecuaciones y en referencia a la pregunta 18 cantgs una solucién estUha Unica
solucién para distintas ecuaciones o una soluciarapn sistema No es claro lo que
quiere decir pero interpretamos que con dmigaa soluciorse refiere a que es el mismo
par que debe verificar todas las ecuaciones paasiderado una solucion.

Daniela (15 afios, alumna de la Prof. @agtresponde a la pregunta 1 diciendo
que ‘El sistema tiene 3 soluciones porque en cada pguéose cortan hay una solucién
en comuh Nuevamente el problema de identificar punto detec con solucion.
Contesta con el mismo criterio las preguntas 2 A 8ontinuacion vemos cémo ella
explica su confusiéon al enfrentarse a esta preglwotananifestd en clase, en la sesion

de puesta en comun del cuestionario:

Daniela: En los tres primeros me fue re-mal porqe confundia eso de
sistema porque si me decias en un Unico sisterparnapensaba ta, capaz que
sistema podia ser esas dos que se juntan y esapieda juntan ahi, ¢si?

entonces no sabia qué contestar.
Vemos por su respuesta que hay otro problema nmé&elqie identificar punto de corte
con solucion. Este problema consiste en no sabérsignifica un sistema de tres
ecuaciones, la alumna piensa que quizas signitigmsiderarlas de a dos y de alli el
error que comete.
En la pregunta 4 razona correctamente verificando & par ordenado que obtuvo (a
partir de una combinacion lineal de las tres ecusss obtiena y por sustitucién en una
ecuaciéon determina el valor geno verifica las tres ecuaciones dadas.
Vemos que el fendmeno “tres soluciones” se presamissta estudiante, al igual que en
otros, solamente en el modo SG. Como ya dijimos,Jgpdorma en que se presenta la
pregunta, los objetos son dados directamente eetaerdel estudiante y hacen que se
pongan en juego respuestas intuitivas que por scteaistica de autoevidencia inhiben
el proceso de andlisis necesario para dar unagsispcorrecta. A esto se suma la nocion
de solucién construida como punto de corte de dotas y la ausencia del concepto
“verificacion” en el modo de pensamiento SG. Con#&sradelante describiremos, cada
modo de pensamiento es tratado por los profes@atifekente forma y caracterizado
por diferentes rutinas que le son propias. La fddt@onexion entre los diferentes modos
de pensamiento (que son promovidas desde la errsgifaace que las interpretaciones
de los objetos sean propias de cada modo y ndagezcan relaciones entre ellas ni sea

vista una misma nocion desde diferentes puntossti v



La pregunta 5 le hace cambiar la opinion respeetdodcontestado en 1, 2 y 3.
Destacamos el valor de esta pregunta porque peehpi&so a nuevas visiones. Creemos
que por la forma en que estd presentada esta pagegaguiere de procesos de analisis
que llevan a los alumnos a un modo de pensamieBtputs al no tener ecuaciones, ni
representaciones graficas, el alumno debe pensarprepiedades, para luego
interpretarlas graficamente y presentar los dibgjesse le piden.

Contesta correctamente todas las partes a excegeidm parte d) en la que considera
gue un sistema no puede tener infinitas soluciddigsembargo en la pregunta 8 cuando
se le pregunta si es posible representar una megsapara que el sistema representado
tenga solamente dos soluciones dice que no esl@dpilirque solo se cortarian en un
solo punto y asi tendrian una solucion, y si lodhagriba de la ya existente tendria
infinitas soluciones en comurDe forma que sabe que si dos rectas son cointEde
tienen todos sus puntos en comun y que el sistsm@aao tiene infinitas soluciones.
Contesta correctamente todas las preguntas restardeseamos destacar que por sus
respuestas sabe que dos rectas tienen un Unico pantomun, infinitos o ninguno.
Creemos que esto le permite saber que un sistemeudeiones lineales puede tener una
Unica solucién, infinitas o ninguna. Lo vemos errdapuesta a la pregunta 1Un
sistema de ecuaciones son dos ecuaciones 0 maseqasuelven para saber si tiene
una unica solucioén, ninguna o infinitasNuevamente aparece la nocion de sistema
asociada a algo que se resuelve. Pero destacamus mmy positivo como logra
determinar claramente el nimero posible de solesiale un sistema. Esto pudo hacerlo
basicamente en un modo de pensamiento geométribasnal nimero de puntos que
pueden tener en comun dos rectas.

Respecto de este Ultimo punto, abordareahog el trabajo de Leandro (14 afios,
alumno de la Prof. Cristina) porque utiliza la mocde que una recta no puede cortar a
otra en exactamente dos puntos pussria una curva o algo por el estilgpara
responder correctamente la pregunta 8. La ideaidaiga recta no puede “curvarse” ya
habia sido detectada en los estudios exploratar@so una nocién que permitia
descartar un nimero entero de soluciones mayourmue
Leandro contesta a la pregunta 1 diciendo questdrai tiene 3 soluciones. Maneja un
pensamiento SG y AA, ya que habla tanto de lospwesos de corte como del conjunto

solucion del sistema formado por tres pares ordenatkeamos su trabajo.



1) A continuacion aparecen graficadas las rectas asociadas a un sistema de tres ecuaciones
de primer grado con dos incégnitas. <¢Cudntas soluciones tiene el sistema? cPor qué?

/

(\

Con el mismo criterio contesta las preguntas 2de8tificando tantas soluciones como
puntos de corte de las rectas tomadas de a dda.ffegunta 4 razona en forma similar
a Daniela contestando que el sistema no tieneiéatueerifica que el par ordenado que
obtuvo (a partir de una combinacién lineal de les tecuaciones obtieney por
sustitucion en una ecuacion el valongi@o verifica las tres ecuaciones dadas.

El trabajo de Leandro nos permite observar comeambio en el modo de presentacion
de una situacion (preguntas 1 y 4) puede condueiluaano a formas de pensamiento
inconsistente, es claro que solamente el profes@sta detectando y Leandro no es
conciente de ello. Para contestar la preguntala siti atencion en el nimero de veces
gue las rectas se cortan, tal como él lo expligitayando la pregunta es presentada en el
modo AA sitla su atencion en que el par obtenideerdica todas las ecuaciones del
sistema. Dependiendo entonces de la forma de paes@m del sistema se generan
distintas interpretaciones que estan basadas &maksconceptos. En el modo SG, pone
atencion en el Unico concepto relevante que seiést@ en juego durante su aprendizaje
gue parece ser el de “punto de corte como solud@rsistema” y en el modo AA,
“solucion como par que verifica todas las ecuaginBensamos que el problema de
Leandro es que no logra una conexion entre difesemtodos de pensamiento y que
como consecuencia de esto se mantuvo durante todeestionario en el modo de

pensamiento SG, fundamentalmente. Esta falta dexa@amentre modos de pensamiento



impide una vision compleja de los objetos matemétecuaciones lineales, viéndolos ya
como figuras geométricas o ya como ecuaciones,eoomo ambas cosas a la vez.

En la pregunta 5 logra una configuracion adecuada pn sistema con solucion Unica,
sin embargo, continda sosteniendo que un sistenecuagciones lineales puede tener
exactamente dos soluciones proponiendo una coafigur como la de la pregunta 3
(dos rectas paralelas cortadas por una secante yrgsistema puede tener exactamente
tres soluciones proponiendo la configuracion “@idin”. Contesta correctamente las
partes d) y e) presentando rectas coincidentesajgbas respectivamente. Por la forma
de presentacion de esta pregunta, un cambio ero@b me pensamiento es necesario
para responder correctamente. Quizads Leandro stuwsasolamente en el modo SG y
alli la concepciéon que él tiene de solucion comatpule corte lo conduce a una
respuesta incorrecta. Si hubiera logrado una cénecon el modo AA, viendo el punto
como par de numeros y las rectas como ecuacionedtiap haber contestado
adecuadamente como lo hizo en la pregunta 4.

No logra superar el error de interpretar puntosatée como soluciones a excepcion de
las situaciones donde se le pide, como en la ptedrepresentar una recta mas para
gue un sistema tenga exactamente dos solucionastgsta que no es posible, como ya
dijimos, porque la recta no es curva. Es que lgyra 8 soélo involucra a dos rectas y
esto es una diferencia importante. Contesta camemite las preguntas 9 y 10
manejando con solvencia que rectas coincidenteggseptan un sistema con infinitas
soluciones.

Leandro es de los pocos alumnos que utiliza un ndedoensamiento SG para contestar
tanto la pregunta 11 como la 12. Cuando se le pidsistema que tenga como Unica
solucion (2, 1) representa dos rectas en un sistanb@siano que se cortan en ese punto.
La gran mayoria de los alumnos que resolvierorpesgunta dieron como solucion un
par de ecuaciones y no realizaron una interpretagg@dmeétrica de la situacion. En este
caso no sabemos si la opcion de Leandro se debe al qgnodo de pensamiento SG es
menos “tedioso” que el AA pues no involucra calsutte ningun tipo o por lo que
manifestamos anteriormente acerca de sus difi@stghra transitar entre diferentes
modos.

Este estudiante maneja bien la idea de que parampento represente la solucién de
un sistema, las rectas consideradas deben pasarspopunto, al menos cuando la
pregunta involucra dos rectas. Asi lo refleja sibdjo en las preguntas 13 y 14, aun

cuando en esta Ultima comete un error al interpoeid@l es el punto (-3, 2):



13) ¢Puedes representar una recta mds para que el sistema de ecuaciones asociado a ellas
tenga como solucién al par (3,4)? Explica tu respuesta.

14 ) ¢Puedes representar una recta mds paha que el sistema asociado a ellas tenga como
solucién solamente a los pares (-3, 2) y (2, -1)? Explica Tu respuesta.

XY

En suma, Leandro sabe que para que un par ordeeadameros reales sea solucion de
una ecuacion el punto correspondiente debe pedereda recta, logra interpretar
situaciones contestando que un sistema no puede égactamente dos soluciones y
sabe que si tenemos rectas coincidentes habréitasfisoluciones, sin embargo,
manifiesta un pensamiento inconsistente sostenienda pregunta 16, donde tenia la
oportunidad de rever lo hecho, que un sistema sed@tener exactamente dos o tres

soluciones. La diferencia es que en la preguntaayénas de dos ecuaciones.



Para Leandro un sistema de ecuaciones son (sic) un conjuntocdacene8y una
solucién ‘es un valor comun que debe verificar a x nUmereaeciones Si bien su
nocion de sistema y de solucién de un sistema astaibte adecuadas para un alumno de
su nivel de estudios, esto parece no incidir eninserpretacion incorrecta de las
preguntas 1,2y 3.
Por la forma en que estan presentadas estas egsnpas, donde los objetos son
directamente dados, la mente consulta para resptandelda de la imagen del concepto
solucion que en el modo SG sélo tiene la imagethoderectas secantes como indicadora
de solucion. Como ya dijimos, podria estar suceltieque la forma en que se presenta
la pregunta y la inmediatez de una respuesta ivduihhiba procesos de andlisis. Las
respuestas a las preguntas 17 y 18, requierennsampeento AE pues el alumno debe
evocar propiedades para responder. Aunque otrodiastes respondieron utilizando un
modo AA presentando ecuaciones o SG hablando di mgiencorte, Leandro maneja
bien su pensamiento AE. Pensamos que el problemeg@bnder las preguntas 1, 2y 3
es que Leandro no logra una conexion entre logttistmodos de pensamiento.
Valentina (15 afios, alumna de la Profsi@ra) contesté a la pregunta 1 de la
siguiente manera:E'ste sistema constituido por tres ecuaciones p8ssauciones ya
que las tres rectas que representan dicho sistostan en 3 puntos, cada uno de los
cuales corresponde a una solucién
En el caso de la pregunta 2 la alumna contestaefséstema tiene seis soluciones,
obteniendo todos los puntos de corte de las reletdas tomadas dos a dos. Vemos su

trabajo en la siguiente imagen:



2) A continuacién aparecen graficadas las rectas asociadas a un sistema de cuatro
ecuaciones de primer grado con dos incégnitas. <¢Cudntas soluciones tiene el sistema? ¢Por
qué? \

Con el mismo criterio responde la pregunta 3 intlcedos soluciones para el sistema.
En la pregunta 4 realiza una combinacion linedbddres ecuaciones y obtiexe -6 y
luego para otra combinacion lineal de las tres@onas obtieng = 8. Constata luego si

el par (-6, 8) verifica las tres ecuaciones y ragpoen consecuencia quEl “sist. no
tiene solucion ya que no existe un par de nimeuesvgrifique las tres ecuaciones que
lo constituyen sino so6lo una de ellaBvidencia en su trabajo un modo de pensamiento
AA y una concepcion de solucion de un sistema guadecuada. Cabe preguntarse por
qué Valentina respondié mal la pregunta 1 y bieprigunta 4. Estas dos preguntas
plantean la misma situacién pero en diferentes modd igual que en alumnos
anteriores, un cambio en el modo de presentacida peegunta, lleva a la estudiante a
diferentes interpretaciones de los objetos. Comdijyaos la pregunta 1 invita a una
respuesta intuitiva en tanto los objetos son direente dados a la mente, de esta forma
se inhiben procesos de andlisis que podrian hatede dos tipos, viendo esos objetos
desde el modo AA o recurriendo a un modo AE coardl las propiedades necesarias

para responder correctamente.



Valentina fue una de las alumnas que durante laaapbn del cuestionario en clase, en
forma individual, dijo en voz alta en determinadomento que se habia dado cuenta
que lo que habia hecho anteriormente estaba mahdouinalizo la clase le pregunté a
Valentina en qué momento de la secuencia habia iadmie opinién y ella me
contestd: jCuando lo tuve que hacer yo mismalrigefiose a la pregunta 5)

En efecto, al responder la pregunta 5 ella deldexiehar, explicar e ilustrar y se da
cuenta que un sistema de ecuaciones lineales rae peeer exactamente dos o tres
soluciones. Su respuesta es la siguienthr Sistema constituido por tres ecuaciones
puede poseer, una solucion, infinitas o ningunapuoede tener Unicamente 2 b Blos
interesaba destacar el trabajo de Valentina poeyigencia la pregunta que la hizo
cambiar de opinién en su interpretacion incorre@amo ya dijimos, al tener que
construir ella misma la recta que se pide, se penguego procesos de analisis que en
este caso implican una mirada de la situaciéon dekadeodo AE, en tanto la alumna
debe recurrir a las propiedades del concepto splupara poder dar una respuesta
correcta.

Nos resulta interesante la manera en que expliéaeq un sistema y qué es solucion de
un sistema por las ideas nuevas que plantea {@msien una incégnita no fue visto en

clase), que parecen surgir en ella a partir dedbzacion del cuestionario.



17) Expiica qué es para Ti un sisTema de ecuaciones,

1a Yo b iNloh w e e GO

18) Expiica que es para Ti una soiucicén de un sisTema de ecuaciones.

un

Méas alla de las interpretaciones que podamos hacerca de por qué Valentina
interpretd incorrectamente las preguntas 1, 2 gl3destionario, veamos qué nos dijo

ella misma, en clase, cuando se realiz6 la puestamin de este cuestionario:
Valentina: Yo pensé que habia una solucion coméng plespués me di
cuenta que en realidad no habia ninguna.
Profesora Cristina: ¢Y por qué después te distetaupie no habia ninguna?
Valentina: Y porque en realidad, como dijo Leanddui, no hay ninglin punto
en que se corten las tres, un punto comun y pesrsdacmentalidad de los
otros ejercicios que habiamos hecho, que cuandwrsaban era que habia
solucion, entonces pensé lo mismo y no es lo mismo.
P: ¢Y por qué para ti tienen que cortarse lasemesn punto para que haya
solucion?
V: Porque ponele, si se cortan en un punto, aBs&m cortando dos rectas y
por lo tanto esa solucién es para dos de esassresta para las tres
ecuaciones, y por lo tanto si solo verifica dosae@nes, no es la solucion
para las tres ecuaciones.
P: Y cuando me dijiste que vos venias con la igelsl otros sistemas, ¢a qué
te referias?



V: A las ecuaciones que habiamos hecho de dos ieoeacque cuando se

cortaban dos rectas era una solucién, entoncesspor

Consideramos que las palabras de Valentina apofiaimacion valiosa al momento de
realizar consideraciones didacticas. Como sosk&uhbein (1987, p.198), debemos ser
cuidadosos en los primeros ejemplos que presenfaano®s primeros acercamientos
gue hacemos para introducir a los estudiantes edeterminado tema, porque estos
pueden obstaculizar visiones posteriores mas gesera

Vamos ahora a analizar algunos de losjoabde los alumnos del Ultimo afio de
secundaria. Estos alumnos estudiaron, como su smoféo indicd, matrices y
determinantes y luego como una aplicacion, la ves@mh de sistemas lineales, en
particular por el método de Cramer. Completaroesélidio del tema con el método de
escalerizaciéon haciendo especial hincapié en lécampbn de la equivalencia de
ecuaciones y en la discusion de los sistemas p#aiao® por ambos métodos,
estudiando especialmente los grados de libertad lode sistemas compatibles
indeterminados y la forma de expresar la solucideste caso. El profesor explicé que
un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto e®iaciones cop incégnitas de
exponente 1, cuyos coeficientes son numeros srélale coeficientes son elementos de
un cuerpo K) y que solucion de un sistema Elsconjunto p de nameros reales que
verifican simultdneamente las m ecuaciones detérsidt Suponemos que el profesor
guiso decir gue una solucién es un conjunto ordexiag niameros reales (ya que hablo
de ecuaciones cgmincognitas) aunque es confusa la forma en quepeesa. Explico
también que el sistema puede tener infinitas sohés 0 no tener solucién. Estos
estudiantes ingresaran a la universidad el afidrnpox

Florencia (18 afios) respondio a la premgdntlel cuestionario diciendo qué&ste
sistema tiene tres soluciones, ya que hay tresopudé corte. El sistema nos da la
interseccion (los puntos de corte)
Con el mismo criterio responde a las pregunta82sefialando cuatro soluciones y dos
soluciones respectivamente. En la pregunta 4 despukg la primera ecuacion, sustituye
en la segunda y obtieye= 3 (con un error operatorio). Con este valor reit@a quex =
-1. Luego constata que el par (-1, 3) no es salud@la tercera ecuacion y contesta que
“Este sistema no tiene solucion, ya que los valdeeg y de y para las dos primeras
ecuaciones no coinciden para la tercera
De su trabajo se desprende que sabe que para quea ondenado sea solucion de un

sistema debe verificar todas las ecuaciones dattagmbargo, no logra evocar esto



cuando responde incorrectamente las preguntasiaetero de lo contrario es un
conocimiento que maneja solamente en un modo deapeento AA y no puede
transferir a un modo de pensamiento SG o tradaditlacion planteada en la pregunta
1 a un modo de pensamiento AA que pareceria mac@jamayor solvencia.

Al responder la pregunta 5 continla interpretandotgs de corte con soluciones del
sistema. Para el caso en que se pregunta si w@msaigbuede tener solucién Unica,
responde que si y presenta un sistema de tresi@eesaconde de las tres rectas que
dibuja solamente muestra explicitamente la inteiéacde dos de ellas. Pareceria que
para Florencia hay un solo punto de corte y paiotana Unica solucion. Un problema
de interpretacion de las representaciones: mandégarecta como si se tratara de un
segmento. Con la misma idea responde afirmativeenaria parte (b) y presenta tres
rectas que “exhiben” solamente dos puntos de corte.

5) Un sistema de tres ecuaciones de prim’er grado con dos incdgnitas:
4 ¢Puede tener una Unica solucién?

¢Puede tener exactamente dos soluciones?

¢Y exactamente tres? |

¢Piiede tener infinitas soluciones? e

¢Y ninguna?

& an W

iltistrala a través de una representacin grafica.

Explica cada una de fus respuestas e



El trabajo de Florencia evidencia dificultades, también aparecieron en los trabajos
de sus compariieros de clase, con el estudio querdrnicien clase de sistemas
paramétricos y el centro de atencion puesto ehtméraero de ecuaciones y el nimero
de incognitas. Esta estudiante dice que un sis8®ao0 puede tener exactamente tres
soluciones (contradiciendo lo que contesté endguynmta 1) porque son dos incognitas.
Pensamos que podria estar confundiendo tres so&g@mn terna ordenada.

Cuando se le pregunta si un sistema puede teritasfsoluciones, responde qudo;

si ninguna de las ecuaciones tiene paranietrtorencia evidencia una gran confusion.
Esta podria sustentarse en que se le han preseniados objetos matematicos, como
los sistemas paramétricos, sin que hubiera conalz#ido con claridad el concepto
solucion de un sistema de ecuaciones lineales.oxgeitamos en la seccion “Primeras
Impresiones”, que en el nivel 17-18 afios, habiammado que no se producia un
aumento importante del porcentaje de respuestasctas a la pregunta 1 (que es lo
esperado cuando uno confia en la ensefianza) sintagubién aumentaba el porcentaje
de diferentes tipos de respuestas que se dabanisnea, comparando con los grupos de
14-15 afos. Desde una perspectiva positiva poddamerpretar que el estudiante ha
estudiado nuevos conceptos y que por tanto cueate un mayor bagaje de
conocimientos desde los cuales interpretar lasa@itnes que se le presentan. Sin
embargo, nos inclinamos por una vision negativaadahto: se introduce al alumno en
una galeria de variedades sin que se le haya dadmpdrtunidad de una mejor
comprension de los objetos matematicos mas elerasnta

Observamos en el trabajo de Florencia que la corfaidn que propone para un sistema
sin solucion es la de rectas paralelas.

En la pregunta 6 presenta un sistema que paraellzene soluciénya que no hay
ningun punto de corte en comun entre las tres g2ck%emos en rojo la recta que ella
agrega:

v




Nos queda la duda de si para Florencia el sistemméiene soluciébn porque no se
visualizan los cortes de todas las rectas entme @rque no son rectas concurrentes.
Pensamos que existe alguna razén por la cual ellé&raza la recta roja haciendo
explicito el corte con las otras dos rectas. Tormasm cuenta su respuesta a las partes
(@) y (b) de la pregunta 5, nos inclinamos a caraidque para ella el sistema no tiene
solucién porque no se visualizan los cortes desttatarectas entre si.

Logra una configuracion adecuada para respond@rdgunta 7, presentando rectas
concurrentes. Contesta correctamente las preg8ntdsy 10, manejando con claridad
gue para que un sistema tenga infinitas solucitarzerectas deben ser coincidentes y en
este caso no evoca para nada los sistemas pasérios que habia aludido en la
pregunta 5 como condicién necesaria para la existele infinitas soluciones.

En la pregunta 11 recurre a una representacion @eicm pero también presenta un
sistema con cuatro ecuaciones donde dos parexsani@nes equivalentes. El sistema
tiene la solucion pedida. Sabe que la solucionsitema debe verificar todas las
ecuaciones consideradas.

En la pregunta 13 manifiesta saber que si un pumigertenece a una recta entonces sus
coordenadas no pueden ser solucion. Esto es imp®r&n embargo no lo tiene en
cuenta al momento de responder las preguntas 1,32 Bensamos que al ver una
representacion gréafica en la que las rectas sarceltesquema que consulta su mente es
el que le indica que un punto de corte es una golutel sistema, quizas sea el esquema
mas fortalecido en la experiencia y por ello pregalante otros.

Nos interesa destacar su respuesta a la preguntpofglie nuevamente aparece una
nocion que ya habiamos mencionado para descartarugusistema de ecuaciones
lineales no puede tener solamente dos solucioaate kurva. La estudiante se refiere,

en particular, a una parabola.



13) ¢Puedes representar una recta mds para que el sistema de ecuaciones asociado a ellas
fenga como solucién al par (3,4)? Explica tu respuesta.

14 ) cPuedes representar una recta mds para que el sistema asociado a ellas tenga como
solucién solamente a los pares (-3, 2) y (2, -1)? Explica tu respuesta.

S 4

Florencia alude a que una parabola si podria caftarecta dada en dos puntos pero no

una recta.

En la pregunta 16 responde que un sistema dedvexienes de primer grado con dos

incégnitas no puede tener exactamente dos solipoue es de primer grado. No

gueda claro en su respuesta si alude a la condiei@dacta como representacion grafica,

gue ya explico que no puede cortar a otra receexaatamente dos puntos. Justifica que

un sistema en estas condiciones no puede tenetameue tres soluciones porque

“Para que tuviera 3 soluciones tendria que ser de @add’. No es claro a qué se

refiere pero podria estar pensando en la inte@eck® una curva con una recta. Para el



caso de un sistema con infinitas soluciones prop@serectas coincidentes y paralelas
para el caso de un sistema sin solucion. Creemesnguaca termind de descartar la
configuracién “triangulo” como la de un sistema ¢@s soluciones por la respuesta a la

pregunta 17:

17) Explica qué es para ti un sistema de ecuaciones.

Como en la pregunta no se aclaré que se tratabm destema de ecuacionkzeales
ella habla en general de cualquier tipo de sistdmagamos en cuenta que en el mismo
curso donde estudid los sistemas también aborad@abmetria Analitica y ha trabajado
con la interseccion de diferentes figuras a peeisus ecuaciones.

Como ya hemos mencionado, la respuesta a estanpaegaguiere de un modo AE, pues
la alumna deberia recurrir a propiedades relevantesaractericen a este concepto. La
alumna parece tener problema con este modo derpemga y solamente le es posible
mantenerse en el modo SG para dar su respuestarveds cOmo en su respuesta no
puede mas que aludir a los puntos de corte deigaga$. Esto explicaria el tipo de
respuestas que maneja a lo largo del cuestionario.

En la pregunta 18, confirma que para ella efecterstnla solucién de un sistemes‘el

punto de corte entre las figuras”

18) Explica qué es para ti una solucidn de un sistema de ecuaciones.



Veamos ahora el trabajo de Bruno (18 affeesponde a la pregunta 1 que el
sistema tiene 3 solucionegdrque hay 3 puntos de cdita la pregunta 2 que el sistema
tiene 4 soluciones porquédy 4 puntos de coftepero en la pregunta 3 contesta que
hay 1 solucién porque cuando hago el sistema es solo una respguéétaes clara su
respuesta pero podria ser que en ese momento d@viecado sistemas que él resolvio
por métodos algebraicosggo el sistem)ay que tenian solucién Unica.

Responde correctamente a la pregunta 4 que einsiste tiene solucién. Utilizando la
ecuaciéon 1 y la 3, hallg = 2. Con este valor determinapara cada una de las
ecuaciones. Obteniendo respectivamentd, x = -6,x = 0.

Responde correctamente la pregunta 5 pero noigastibr qué un sistema 3x2 no puede
tener exactamente dos o tres soluciones. Para@ldeasistema sin solucion presenta el
caso de tres rectas paralelas. Al igual que Flaaemara el caso de un sistema con
infinitas soluciones hace referencia a que puetertes i tienen un pardmetro que
varia'.

En la pregunta 6 queda claro que ha cambiado @egrarespecto de lo contestado en la
pregunta 1 ya que presenta una figura como laesiggidonde la recta en rojo es la que
él agrega:

—
v

Responde correctamente la pregunta 7 presentandonjunto de rectas concurrentes.
En la pregunta 8 dice que no es posible agregaraata mas en las condiciones pedidas
porque dos rectas soélo se cortan en un punto.

En la pregunta 9 aparece nuevamente la menciongartdmetro como requisito para
gue el sistema tenga infinitas soluciones. El alumesponde quetitne que ser una
recta con pardmetro que pase por el punto de cgrigue varie el paramettoNo
reflexiona que en ese caso el sistema tendra éaluiciica, ya que el punto de corte de
las rectas es fijo. Seguramente en los sistemasgarnicos que vieron en clase obtenian
como solucién un&-upla ordenada dependiente de un parametro y &rvase
parametro iban obteniendo diferentes soluciones.

En la pregunta 10 no atina a considerar rectagici@ntes con la dada y responde que

no es posible.



Responde la pregunta 11 acudiendo a una repregentgéfica donde aparecen rectas
concurrentes, no presenta ecuaciones.

En la pregunta 13 contesta que;' porque la recta ya dibujada no pasa por eseg@un
De forma que manifiesta conocer que para que laglenadas del punto sean solucién
el mismo debe pertenecer a la recta.

Aparece, como en alumnos anteriores, la mencibma aurva para responder la
pregunta 14. Bruno dice que con una recta no eblpdsgrar que el sistema tenga
solamente dos soluciones que con una circunfereecia posible.

Si bien consideramos positiva la evolucion del dfabde Bruno a lo largo de la
secuencia, ya que logré modificar sus concepcioneigles donde identificaba puntos
de corte con soluciones del sistema, nos preo@pespuesta que da finalmente a la

pregunta 18:

18) Explica qué es para ti una solucidn de un sistema de ecuaciones.
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Consideramos que si no logra cambiar esta ideaerImas adelante a repetir los
errores al interpretar las soluciones de un sistrecuaciones lineales.

El alumno no logra pensar en un modo AE, creemespqu el tipo de respuestas que
da, no posee un repertorio de propiedades quertritpa funcionar en ese modo de
pensamiento. Como ya lo explicamos anteriormermieencos que responde mal la
pregunta 1 y bien la 4 porque por el modo de ptas&m de la primera, surgen

respuestas de corte intuitivo basadas en que minaliconsulta la imagen asociada al
concepto solucién que consiste en un par de reetasites como indicadora de solucion
y que, como ha demostrado a lo largo de la secaaiene altamente fortalecida.

Elena (17 afios) responde a la preguntald siguiente manera:



1) A continuacidn aparecen graficadas las rectas asociadas a un sistema de tres ecuaciones

de primer grado con dos incdgnitas. ¢Cudntas soluciones tiene el sistema? ¢Por qué?
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Si bien su respuesta es incorrecta, vemos que iogggpretar los puntos como pares
ordenados, manifestando la interaccion de dos matdogpensamiento. Como ya
sefialamos, el error podria deberse a que la fommgue esta presentada la pregunta,
invita a una respuesta de corte intuitivo, blogdegrocesos de analisis y el acceso a un
modo de pensamiento AE.

Con el mismo criterio contesta las preguntas 2 f#r8la pregunta 4 despefade la
primera ecuacion, sustituye en la segunda detendoya= 5 y luego a partir de este
valor obtienex = 3. Constata que el par (3, 5) no verifica laagtdn 3 y contesta que el
sistema es indeterminado cuando en realidad esnpatible. Seguramente tiene claro
gue el sistema no tiene solucién y esté confundiéoslnombres de los sistemas.

En la pregunta 5 contesta correctamente la parpesentando un conjunto de rectas
concurrentes. En b) presenta dos paralelas corfafasna secante, en c) contesta que
no sin explicar, en d) alude —al igual que otroswecompafieros— que es posible que un
sistema tenga infinitas soluciones si alguna destamciones tiene pardmetro y en e)
presenta rectas paralelas.

En la pregunta 6 propone una configuracion simélaia que realizé su compafiera

Florencia. Para Elena el sistema no tiene solysidque en la figura que presenta no se



“ven” los puntos de corte de las rectas que reptaséo mostramos en la siguiente

figura, en rojo se representa la recta que ellagagr
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Este mismo fendmeno fue observado en Cutz (2005).

En la pregunta 7 contesta correctamente presentatits concurrentes y a la pregunta
8 responde quend se puedesin explicar por qué. No responde las preguntad 0.

En la pregunta 11 presenta un sistema dado poeaiaciones que tiene la solucién
pedida.

En la pregunta 12 donde se le pregunta si un sisperade tener como solucion a (2, 1)
y ademas otras soluciones contesta que %i es de primer grado, solo encuentro un
valor para x y_unvalor para y. Pensamos que la estudiante confunde el nimero de
soluciones que puede tener un sistema con la Elgae en una ecuacion linealeay,
dado un valor d& encuentro uno solo payajue le corresponde. Aunque también podria
estar pensando como Florencia, que el nUmero deigoks es igual al grado de las
ecuaciones.

En la pregunta 13 manifiesta saber que un parlasiéo de una ecuacion si el punto
correspondiente pertenece a la recta, aun cuandogn®@ expresarlo adecuadamente.
Ella lo explica diciendo queE!l punto (3, 4) no verifica la recta dibujadaPensamos
gue esto le hubiera resultado muy util al momeeteahtestar la pregunta 1, pero saber
cuando una ecuacion tiene una solucion particylaoordinar este hecho con la nocién
de sistema, son dos cosas diferentes. En la peeduséguramente sabia que un punto
tiene que estar en una recta para ser su solus@n, ;en qué consiste el conjunto
solucién del sistema? era la pregunta que causabemas.

Responde a la pregunta 14 diciendo dde $e puede. No hay otra rectajue pase por
esos 2 puntds Reconoce que la recta deberia pasar por esopuluss pero de su
justificacion no se desprende por qué un sistemacdaciones lineales no puede tener
solamente dos soluciones. Da para la pregunta dfisiama respuesta que para la 14 sin
darse cuenta que podria presentar una recta ceirteidon la dada. Muchos estudiantes

no lograron distinguir la diferencia entre la pnegul4 y la 15, en una se hablaba de un



sistema que tuviera solamente dos soluciones dadada otra se pedia que el sistema
tuviera entre sus soluciones a los dos pares dadostanto podia representarse una
recta coincidente con la dada.

Elena no contesta la pregunta 16. Explica, luege para ella un sistema ean®
conjunto de ecuacionég que ‘la solucién de un sistema de ecuaciones es soluson
todas las ecuaciones del sistém@i bien consideramos acertadas estas dos re¢apues
pensamos que la alumna no pudo contestar adecuaialae preguntas 1, 2 y 3 del
cuestionario por estar presentadas en contexto égom Al no poder recurrir a las
ecuaciones como en la pregunta 4 que contestoctammente, solamente le queda
consultar la informacién que posee en referencigoalcepto solucion en contexto
geomeétrico que es la dpunto de interseccidrcomo ella misma lo dice. Pensar en un
modo AE hubiera sido necesario, sin duda la formmprésentacion de las preguntas 1, 2
y 3 la lleva a dar una respuesta inmediata y aongudtar propiedades para contestar,
que como vemos formaban parte de su estructuraiteagrasociada al concepto

solucion.

4. 2. 3 Estudiantes que contestan a la pregunta 1 del cuestdo dando otro tipo de

respuestas

En general, estos alumnos demostraron un desempeaiii@ en la resolucion del
cuestionario y en el grupo de 17-18 afios fue méwino Hemos seleccionado algunos
trabajos que creemos representativos de este gdifgoentes tipos de respuestas y
respuestas que se repiten, alumnos que cambigpirdérorespecto de lo contestado en
las preguntas 1, 2 y 3 del cuestionario, alumnestigmen una idea bastante aproximada
de lo que significa sistema de ecuaciones y satuéun sistema de ecuaciones pero no
logran interpretar adecuadamente las situaciones.

Cecilia (14 afios, alumna de la Prof. Matiresponde a la pregunta 1 diciendo
que ‘El sistema tiene dos soluciones, porque hay daggimtas y uno de los cortes de
las rectas esta fuera de la grafica circulando el punto de corte de dos de lasaeat|

que esta en el segundo cuadrante, como vemosraadan siguiente.



1) A continuacidn aparecen graficadas las rectas asociadas a un sistema de tres ecuaciones
de primer grado con dos incdgnitas. ¢Cudntas soluciones tiene el sistema? ¢Por qué?

£\ cistema riene dos Scwoownes, peuwe hoy
mMcdonmiros y  UY e \ose coW™mers
25t LU ae o Qe

No es claro lo que quiere decir con questa fuera de la gréfi¢a quizas en los
ejercicios que resolvié el punto de corte de ladase pertenecia al primer y cuarto
cuadrante.

Tanto en la pregunta 2 como en la 3, responde BusiStema tiene dos soluciones
porque hay dos incégnitasPodria estar refiriéndose a que hay dos solesigrensando
en el valor de una y otra incégnita.

En la pregunta 4, no sabemos como obtiered nix = 2, pareceria haberles asignado
un valor cualquiera. Esta es una practica hab&natlase cuando dada una ecuacion

deseamos encontrar soluciones de ella. Vemos puests:



4) Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones por el procedimiento que desees.
¢Tiene solucién el sistema? Si tu respuesta es negativa explica por qué y si es
afirmativa indica cudntas y cudles son.

} 1

xX+yz 2

x-y=-8
\x +2y=4 L“b

ERTR R —

Al obtener distintos valores de interpreta que se trata de un sistema incompaditoh
cuando su razonamiento no es correcto.

En la pregunta 5 podemos constatar que cuando ldgbldos soluciones se esta
refiriendo al valor de una y otra incognita. No sidera en su respuesta que son tres

ecuaciones. Vemos a continuacion su trabajo:



5) Un sistema de tres ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas:
a. <Puede tener una dnica solucién?
(b. ) ¢Puede tener exactamente dos soluciones?
¢. ¢Y exactamente tres?
(d. ) ¢Puede tener infinitas soluciones?
(E ) €Y ninguna?

Explica cada una de tus respuestas e ilistrala a través de una representacidn grdfica.
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Es interesante observar como al caso de rectastesde asigna dos soluciones, es
decir, el primer dibujo que hace refiere a la p&rtey no a la a) que por cierto no
responde. A partir de lo contestado en d) y e)ddarontempla los casos de infinitas
soluciones y de ninguna solucion, y de las respeedadas a preguntas anteriores,
podemos afirmar que para ella, si el sistema ré fesinado por rectas coincidentes o
paralelas, entonces siempre tiene dos soluciones.

En la pregunta 6 contesta qubd‘ porque las rectas ya se cortaron en un punto,
encontrando su solucidnAqui aparece la concepcion de punto como solyad ha
incorporado, a partir de las actividades previase gonfiguraciones como la del
“triAngulo” pueden conducirla a un sistema sin sidi.

En la pregunta 7 cuando se le pide representargotgs mas para que el sistema tenga
solucién Unica, presenta un conjunto de rectaswrogites que ahora interpreta como
un caso de solucién Gnica y no como un caso corsdiogiones, como lo hizo en la

pregunta 5.



En la pregunta 8 respondelNd, porque si las superpongo en un tramo, no puedo
asegurar que voy a tener exactamente dos solugisimesque voy a tener muchas. Y si
las corto en un punto voy a obtener una solucidoainLa alumna mantiene la idea de
que un corte le asegura solucién Unica y compremeesi exige dos soluciones, habra
infinitas. Contesta 9 y 10 correctamente, manifefiaconocer que rectas coincidentes
corresponden a un sistema con infinitas solucioigs.la pregunta 11 presenta un
sistema con la solucion pedida y en la preguntgprbpone un sistema que tiene la
solucion (4, 5) pero no la (2, 1) que es la quexsge. Interpreta mal la consigna ya que
cuando se le pide gue el sistema tenga como salacf@, 1) y ademas otras soluciones,
entiende que debe construir un sistema con oteigol diferente a (2, 1), que es lo que
hace pero no es lo solicitado.

En la pregunta 13 responde qudo; porque en el lugar donde esta la primera rexta
imposible que en algin momento se corte en el ad)(. Interpreta adecuadamente
solucion como punto de coordenadas (3, 4) y sakepga que sea solucién la recta
deberia pasar por el punto.

En la pregunta 14 contesta qué&lo; no puedo porque cada par esta a ambos lados,
diferentes de la graficaNo sabemos a qué se refiere en su respuestaaimabla de
“aambos lados, diferentes de la grafiggero no evoca lo que respondié en la pregunta
8, cuando descartd que pudieran existir solamergesaluciones.

En la pregunta 15 responde que no puede por idéntazones que en la pregunta 14.
En la pregunta 16 no cambia las respuestas vesritdas pregunta 5. Vuelve a circular
las opciones b), d) y €) como si se tratara dardeegjopciones correctas (el ejercicio no
es multiple opcion sino que hay que estudiar cadade las opciones). De forma que
vuelve a interpretar el caso de dos soluciones agingie solucién unica donde las dos
soluciones son para ella las dos componentes debjgion.

Explica que para ella un sistema de ecuacioBssld agrupacion de ecuaciones, con
dos incognitas que forman un par ordenado. Las gndds deben resolver las dos
ecuaciones para que forme el sisténior su respuesta vemos que se da cuenta de que
las dos incégnitas formam par ordenado, sin embargo durante la secuencidestin
confundir esas dos componentes con dos soluciones.

Para Cecilia una solucion de un sistemaléis far ordenado de nimeros que solucione
las dos ecuacion&sConsideramos que su nocién de solucién, aungskimgida a dos
ecuaciones, es buena, sin embargo no logra intar@decuadamente la mayoria de las

situaciones que se le presentaron. Tal como sef@faido et al. (2002), la capacidad



de recordar definiciones formales no esta necesarite asociada a una rica imagen del
concepto. En este caso estariamos hablando dedaidad de enunciar una definicion
personal ya que no podriamos decir que su profés@asefié definiciones formales de
estos conceptos. Como afirma Thurston (1990, ddeen Giraldo et al. 2002), el
entendimiento de la matematica involucra procesaistales de compresion de ideas que
puedan ser evocadas y usadas. De esta formadatastrcognitiva asociada al concepto
solucion no contendria solamente la definicion gasbdel alumno sino que éste tendria
la capacidad de evocar y relacionar las difergpiezas de informacidén que contiene la
imagen del concepto. Creemos que es posible alcasia si durante la ensefianza del
concepto se favorecen las diferentes miradas dehlptos matematicos, a través de
actividades apropiadas que permitan por un ladexfdicitacion de los conceptos en
diferentes modos de pensamiento y por otro, hagaapié en la conexion entre ellos.
Bruno (14 afios, alumno de la Prof. Majticentesta en la pregunta 1 que hay “

sola porque se cortdnPareceria que para este estudiante si hay rqotase intersecan
entre si, es un indicador de solucion Unica, i@ st atencion en que ese punto de corte
debe ser comun a todas las rectas del sistemangiargo en la pregunta 2 dice que hay
4 soluciones y en la pregunta 3 que hay sélo dokpresencia de rectas paralelas.
En la pregunta 4 considera las ecuaciones 2 y 8diante combinaciones lineales llega
a quey = 4 y luego determina por sustitucion que -4. Contesta queNo se puede
hacer porque no se ajustan los valores X, y de amgb primerd. Seguramente se
refiere a que el par que determind, no verificadaacion 1. De forma que, en un modo
de pensamiento AA, Bruno sabe que para que ungaaisalucion del sistema debe
verificar todas las ecuaciones.
En la pregunta 5, parece elegir la opcién d) paesircula. Quizéas, al igual que otro
estudiante que ya comentamos, interpreta mal lgupta pensando que se trata de
multiple opcion cuando no lo es. Presenta entonoe® respuesta a la opcion d), el
siguiente sistema:

Ix+1ly=1

Ix+ly=1

Ix+1ly=1



y una representacion grafica que interpretamos agegtas coincidentes:

Bruno no contesta las preguntas 6 a 10. En la ddepta un sistema que tiene infinitas
soluciones y entre ellas a la pedida. No abarcadasciones con una llave como es
habitual:

ly+ I1x=3

ly+ 1x=3
En la pregunta 12 contesta qu¢o; porque el valor 2, 1 es Unicdareceria que penso,
al igual que en la pregunta 1, que la soluciénrdsistema es Unica. Nos preguntamos si
lo que le lleva a decir que la solucion es Unicdaegresencia de un par solucién en
concreto, en este caso el (2, 1) que se da enuetiawdo del problema.
No responde las preguntas 13 a 16. Para él umsisgle ecuacione€’ un conjunto de
ecuaciones que sus incognitas valen para ese caijyrexplica que una solucion es
“La solucion de los valores x y.yBruno presenta su respuesta en un modo de
pensamiento AA. Aun cuando no halla las palabras adecuadas para expresarse
entendemos que su idea de sistema y de solucian disstema, son bastante adecuadas
para un alumno de su nivel y logré expresarlo @égale su respuesta a la pregunta 4.
Pareceria que su mayor dificultad consiste engraéar geométricamente un sistema y
en articular los modos de pensamientos necesasi@s gllo. Como ya sefialamos, la
capacidad de enunciar una definicion personal de donceptos no refleja
necesariamente que el alumno posea una rica imdgemoncepto que es lo que
habitualmente se consulta para resolver las tareas.

El trabajo de Gagge (15 afios, alumna d@rt. Cristina) nos resultd muy
interesante. Ella sabe que un sistema de ecuacioeedes 2x2, que son los que ha
estudiado, tiene una solucidn, infinitas o ninguBatonces responde en la pregunta 1
que el sistema tiene infinitas soluciones, ya curela grafica que se presenta no puede
tratarse de solucion Unica, ni de un sistema siacEm. Vemos su respuesta en la

siguiente imagen:



1) A continuacién aparecen graficadas las rectas asociadas a un sistema de tres ecuaciones
de primer grado con dos incdgnitas. <¢Cudntas soluciones tiene el sistema? ¢Por qué?
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La pregunta 2 parece hacerla entrar en conflictol@gue ha respondido anteriormente,
pues ahora contesta que el sistema no tiene soluBi@ontinuacion presentamos su

trabajo:

2) A continuacién aparecen graficadas las rectas asociadas a un sistema de cuatro

ecuaciones de primer gradoe con dos incdgnitas. ¢Cudntas soluciones tiene el sistema? ¢Por
k!

qué? \
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En la pregunta 3, reafirma la idea manifestadaagrdgunta 2 y realiza una interesante

reflexion acerca de como interpretar el sistemanwes su respuesta:

3) A continuacidn aparecen graficadas las rectas asociadas a un sistema de tres ecuaciones
de primer grado con dos incdgnitas. <Cudntas soluciones tiene el sistema? ¢Por qué?
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Gagge logra un pensamiento reflexivo, poniendaiegq propiedades que fueron vistas
en clase como el nimero de soluciones posiblesydgstema de ecuaciones lineales y
la nocién de que el punto solucion debe ser comimulas las rectas. Si bien responde
mal la pregunta 1, a diferencia de otros estudsart@mbia de opinion al contestar las
preguntas 2 y 3. En este caso no se inhibieroprimsesos reflexivos que la llevaron a
un modo de pensamiento AE. Creemos que este mogerdgamiento fue favorecido
porque poseia una imagen rica del concepto solutadio en lo que refiere al numero
de soluciones de un sistema (que fue lo que evo@ eomo a la propiedad que debe
cumplir el punto de interseccién de las rectas paranterpretado como solucion de un
sistema.

En la pregunta 4 realiza una combinacion linedhddres ecuaciones dadas y obtiene



x = -2. Sustituye este valor en la ecuacion 1 yrdetey = 0, con un error operatorio al
despejar la incognita. Sustituye estos valoresaegcuacion 3 y como no la verifican,
responde que el sistema no tiene solucion.

En la pregunta 5 parte a) maneja con seguridaduqueistema puede tener solucién
Unica porque las rectas se puederortar todas en un mismo puiitg presenta una

figura como la siguiente:

P

v

En la parte b) contestd\d, es imposible ya que esa posibilidad no se puoealeejar,
puede tener 1, ninguna o infinitagkn la parte c) justifica de igual forma que gnibn

la parte d) contesta quesi* puede tener infinitas soluciones, si estas smal@as
coincidente’s En la redaccion que realiza pareceria tratasaéctas como soluciones.
En la parte e) respond&i‘puede tener ninguna solucion y en este casetaas serian
paralelas. Obsérvese que si bien ella ya ha aceptado otnafiguraciones geométricas
como casos de sistemas sin solucion, cuando trabdgs preguntas anteriores, en este
caso sefala que las rectas serian paralelas. Gyepra@s consecuencia de tratar el caso
de un sistema sin solucion en el &mbito de logrsias 2x2 exclusivamente, ya que la
Unica configuraciéon grafica de sistemas sin solyci&n este ambito, es la de rectas
paralelas.

En la pregunta 6 incorpora otra configuracion pesjiara el caso de un sistema sin
solucion, presentando una figura similar a la ®gtd, donde agrega la recta
representada en rojo:

»
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Dice que es posible hacerlo camé recta que no corte la coordenada de puntos que
cortan las rectas ya dibujadasefiriéendose a que la recta a trazar no puedargas el

punto de corte de las rectas dadas.



En la pregunta 7 presenta rectas concurrentes lg eregunta 8 contesta que no es
posible ya que el sistema puede tener una solunidguna o infinitas. Volvemos a
reiterar la importancia de este concepto que els/aasos ayudd a los estudiantes a
reflexionar ante las situaciones planteadas. Refgp8ry 10 correctamente.

Sorprende la solvencia de esta estudiante al rdsptapregunta 11, ya que al igual que
Marcelo (15 afios, alumno de la Prof. Martina), Segara que el sistema que presenta

tenga solamente la solucion pedida. Ella lo hada diyuiente manera:

ii) Presenta un sistema de ecuaciones de primer grado que Tenga como soiucion dnica ei

nar (2 1) Exnlica cdma la haces
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En la pregunta 12 plantea el siguiente sistema:

12} ¢Puede un sisTema de ecuaciones de primer grade Tener come seiucion ei par (g, 1)y

ademdse atras aslucianes?

Si Tu respuesTa es negati

nta un eiemnln 2ynlicanda rdma can

present elemnio 22

Gagge contesta la pregunta 13 diciendo que no Ebl@dporque en ese punto no se

cruzan las rectds Si bien deberia haber dicho que las rectas malgmu cortarse en ese



punto ya que éste no pertenece a la recta daganaseque por su respuesta relaciona
correctamente la idea de punto perteneciente aeatecon solucién de una ecuacion.
En la pregunta 14 responde gueolamente esos dos pares no, tendria esos dos y
ademas muchos mas (infinitbsEsta estudiante manifiesta comprender claramiente
consigna 15, muchos estudiantes pensaron que @ah agla 14, ella expresamente
destaca que se pide quentre sus solucionésenga a (2, 1) y dice que la forma de
lograrlo es considerar una recta paralela cointé@ean la dada. A la pregunta 16 no
agrega nada, solamente dice que ya contesto egfanpa (recordemos que es la misma
pregunta que la 5). En 17 dice que un sistema decames son Operaciones
matematicas las cuales contienen incégnitas y dirpde soluciones obtenemos dos
pares de puntos y dos numeros que verifican esaiadpnes. La explicacion que da
parece describir el proceso que se realizé en daaado frente a una ecuacién se
buscaban soluciones de la misma que luego intél@etos como puntos que nos
permitian obtener graficamente la recta asociddaeauacion. Para esta estudiante una
solucion de un sistem&S$ el par de puntos, los cuales nos permiten foranarrecta y
asi graficarlos en los ejes de las X" y las "yParece referirse a solucion de una
ecuacion y no de un sistema. Fundamentalmente fiestaiun modo de pensamiento
geomeétrico, identificando las soluciones con purdosique también presenta rasgos de
un pensamiento analitico-aritmético mencionando eg@s puntos tienexney. En el
caso de esta estudiante no apreciamos una buen&idef personal de los conceptos
sistema y solucion, sin embargo, logra un buenmps&o en su trabajo. Creemos que la
justificacion de esto se encuentra en que poseeriobaaimagen asociada a estos
conceptos, pudiendo establecer conexiones entrpidaas de informacion que posee
dicha imagen y que le permiten diferentes mirada®sl objetos matematicos. Podemos
observar esto cuando responde qué es solucion disiema: es capaz de describir
cdmo esos puntos que tienen wnaunay, forman una recta.

Flor (17 afios) contest6 a la preguntad ejsistemaTiene dos soluciones porq
tenés dos incégnitasCuatro estudiantes de este nivel dieron este dip respuesta.
Responde lo mismo en las preguntas 2 y 3. En lgupta 4, realiza una combinacion
lineal de las ecuaciones 1 y 2, obteniendo otraa@én con dos incognitas. Luego
realiza otra combinacion lineal de esta Ultima ema obtenida, con la ecuacién 3,
determinandoy = 12. Sustituyendy en la ecuacion determina= -10. Contesta, sin

explicar, que el sistema es indeterminado, que figfinitas soluciones.



En la pregunta 5 parte a) reitera que un sistempuede tener solucion Unica, que Si
tiene dos incégnitas tiene dos soluciones. Todavias claro a qué se refiere con esas
dos soluciones. Quizéas al igual que la anteriandémihte que reportamos, piensa que
esas dos soluciones son las dos componentes deluegdn. En b) responde que siy

presenta la siguiente figura:

v

7
Responde escuetamente en c) que no, en d) quensd)yque si. No presenta figuras. En
la pregunta 6 identifica el punto de corte de kestas como indicador de solucion.
Contesta queNo, al tener ya esas dos rectas ya tenés soludResponde en MNo sé
y en 8 que no, sin dar explicaciones. En 9 congstano sabe. No responde 10. En la
pregunta 11 presenta el siguiente sistema:

X+y=3

Xx-y=1

2X+y=5

explicando que ko hacés escribiendo la incégnita x por ejemploiesiadio que vale 2 y
la 'y sabiendo que vale 1y de ahi sacas los rednsta

En la pregunta 12 contestBld’, sin dar explicaciones. En la pregunta 13 coateste
“No, tendrian q'tener interseccion en ese punto ya. Por su respuesta identifica
gue para que haya solucion las rectas deben santescen ese punto. En 14 y 15
responde que no, sin explicar. Contesta la predifhigual que lo hizo en 5. Explica en
la pregunta 17 queUh sistema de ecuaciones, es la interseccién deodués rectas,
cuando necesitas hallar un punto, con una o méggnitas segun el sistefha

Pareceria interpretar que un sistema es su solygina ella fa solucion es un punto
Aqui no esta claro si conn se refiere al objeto punto en forma genérica ost e
diciendo que la solucion tiene que séto unpunto. Planteamos esta duda basadas en
que si bien sabe que un sistema puede tener a¥isitluciones como lo manifesté en
algunas de sus respuestas (4 y 5d), en ningln ntongenla secuencia planteé la

representacion gréfica de un sistema con infingakiciones y al estar dando su



respuesta en un modo geométrico, quizas solo cdmrerikeste modo de pensamiento el
caso de solucion anica.

Sebastian (18 afos) responde a la predudiaiendo que el sistemdiene dos
soluciones ya que son sus rafcd®ensamos que confunde el concepto de raiz de una
funcién con el concepto solucion de un sistema. €@s dos raices se esta refiriendo a
los dos puntos de corte donde dos de las rectas dadtan al eje horizontal. Como los
alumnos sitlan su atencion en estos puntos cuatetprietan graficamente las raices de
una funcion, podria ser que este alumno se rediessos dos puntos de corte cuando dice
gue hay dos soluciones. En 2 contesta lo mismogreta pregunta 3 dice que hayes
soluciones porque se anulan en tres puntd$éo sabemos a qué esta haciendo
referencia. En la pregunta 4 realiza una combimatifeal de las ecuaciones 1y 2 y
obtienex = -3. Luego sustituye este valor en la ecuacigntallay = 7/2 y hace lo
mismo en la ecuacion 1, obteniende 5. No responde verbalmente a la pregunta.

Veamos la respuesta que da a la pregunta 5:

5) Un sistema de tres ecuaciones de primer grado con dos incégnitas:
a. ¢Puede tener una tnica solucién?

¢Puede tener exactamente dos soluciones?

¢V exactamente tres?

¢Puede tener infinitas soluciones?

¢Y. ninguna?

0 a0 o

Explica cada una de tus respuestas e ildstrala a través de una representacion grdfica.
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La figura que presenta en la parte a) refuerzantarpretacion que hicimos en la
pregunta 1, donde confunde raiz de una funciorsolrcion de un sistema. Manifiesta a
través de sus respuestas un pensamiento incomsistano por ejemplo lo que contesta
en b) y en d), donde por un lado parece creer @selucion de un sistema es Unica y
luego dice que puede haber infinitas solucionesé@ese cémo logra interpretar las
partes d) y €) en un modo de pensamiento AA peennm modo SG.

En la pregunta 6 contesta qued, ya que siempre va a haber solucion en el satem
No sabemos si esta situando su atencion en el pentorte de las rectas dadas o en los
cortes de ellas con el eje horizontal.

En la pregunta 7 volvemos a confirmar nuestra pmétacion dada en 1 ya que si bien
presenta un conjunto de rectas concurrentes, késtexen en el punto de coordenadas
(2, 0) que es justamente la solucién del sistena gresenta. Vemos su trabajo a

continuacion:

7) ¢Puedes representar tres rectas mds de forma que el sistema de ecuaciones asociado a
todas las rectas tenga solucidn dnica? Explica tu respuesta. =1 gor o
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En la pregunta 8 agrega una recta que parece s#elpaa la dada pero creemos que

como sitda su atencion en los cortes con el ejedriral estd viendo dos soluciones.



8) ¢Puedes representar una recta mds de forma que el sistema de ecuaciones asociado a las
dos rectas tenga solamente dos soluciones? Explica tu respuesta. S

Tanto las respuestas dadas en 9 como en 10 sorestdgecon la interpretacién que

realizamos. En cada caso adapta su respuestaitadeién planteada asegurando que
haya infinitos cortes con el eje horizontal (ya gaea él son las soluciones del sistema),
ya sea por medio de un haz propio o de uno imprdpicontinuacion se presentan sus
respuestas.



9) ¢Puedes representar una recta-mds de forma que el sistema de ecuaciones asociado a
todas las rectas tenga infinitas soluciones? Explica tu respuesta. Ce= cna e omels
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10) ¢Puedes representar dos rectas mds de forma que el sistema de ecuaciones asociado a
. il . . e "
todas las rectas tenga infinitas soluciones? Explica tu respuesta. =1 <= -
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En 11 presenta un sistema que no tiene la solpedida:
X=2

X-y=3

En la pregunta 12 responde qudo“es posible porque son de ler. gradequi podria
estar pensando en que una funcién de primer giadpee tiene una sola raiz.

En la pregunta 13 contesta qu®i ‘es un haz impropioQuizés esté pensando en una
recta paralela a la dada que pase por el punt@aelenadas (3, 4) y crea que de esa
forma este par se constituye en solucién del satéin 14 responde quél¢’ y en 15
que ‘ST sin dar explicaciones. En la pregunta 16 respandedos los itemes qust
agregando en d) que es un sistema indeterminad@y gue el sistema es incompatible.
Para él Un sistema de ecuaciones es una agrupacion de iexscque pueden tener la
misma solucidn, infinitas soluciones o ningugadice que La solucién de un sistema

es donde las ecuaciones del sistema se ahul@dreemos que sus respuestas son



coherentes con la interpretacion que hace a lo ldey cuestionario. El estudiante trata
de adaptar los conocimientos que tiene sobre sistel® ecuaciones a la concepcion de

solucién como raiz de una funcion.

4. 3 Analisis global

En primer lugar queremos destacar la rigueza detridmjos de los estudiantes, la
multiplicidad de puntos de vista y las distintageiipretaciones que realizaron de las
situaciones que se les plantearon. Sin duda nastpén tener una visién amplia y rica
de sus procesos de pensamiento.

Ya en las interpretaciones de los trabdps$os estudiantes, hicimos referencia a
los conceptos tedricos que dan marco a nuestrajtralbo que haremos en esta seccién
es una profundizacion de las observaciones y urasss, tratando de rescatar, por un
lado las nociones que favorecen el entendimientoateepto solucion de un sistema 'y
por otro, las dificultades u obstaculos que creenamesarios vencer para alcanzar una
mejor comprension del concepto en cuestion.

A priori sefialamos que para los estudgsézia un problema identificar punto de
corte de rectas con punto solucion. En efecto, estwlujo a varios estudiantes a
responder que los sistemas de las preguntas B, &Y cuestionario tenian solucion. El
problema de los alumnos con estas preguntas essfae planteadas en el modo
geomeétrico. Esta forma de presentacion podriaiinloi® procesos de analisis necesarios
para dar una respuesta correcta, llevando al al@da una respuesta de corte intuitivo
basada en la imagen del concepto que posee lamndei&olucion como corte de dos
rectas. El siguiente esquema, basado en los gpeesentan en Vinner (1991), modela

alguna de las situaciones que ocurren:



Salida

Un par solucion debe
verificar todas las ><—> Solucién
ecuaciones del sistema

Entrada T

Respuesta intuitiv

Como podemos observar, aun cuando el alumno pasaadefinicion personal del
concepto, no es lo que consulta para dar una rsspue

Observamos que cuando la situacion dedgunmta 1 es presentada en el modo
AA, los alumnos tienden a verificar si los pareg gncontraron por combinaciones
lineales y sustituciones verifican las tres ecusso Pensamos que la nocion de
verificacion en el modo SG, entendida a travésadelhcion de pertenencia, no ha sido
construida. Se suma a esto que la nocién de \amifio aparece usualmente ligada al
modo AA, a través de la clasica consigna “Resuglverifica” que aparece tanto en las
practicas de aula como en los libros de texto.
Para reforzar la nocién de solucion como par orderue verifica todas las ecuaciones
del sistema, los profesores piden a sus alumnaesrificacion, pero esta practica no
aparece en el modo geométrico de pensamiento, \spoON@ué.
En el modo geométrico y en el ambito de los sistePx@, las representaciones graficas

posibles son, como ya sabemos, las siguientes:

g

En estos casos no hay nada que verificar, ya caétaeobvio lo que sucede con el
conjunto solucion.
No son habituales en el modo geométrico practicasejercicios como el siguiente,

donde se pregunte a los alumnos si las coordeadason solucion del sistema.
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En consecuencia en el modo SG no se verifica. c&nale verificacion en el modo SG
utiliza la relacién de pertenencia. Actividades oola presentada mas arriba permiten
articular la nocion de pertenencia, con la nociémsidtema y de solucién de un sistema.

Recordemos que la relacion de perteneromatribuyé a una adecuada
interpretacién del concepto solucién. Nos referimogue la pertenencia o no de un
punto a una recta ayudé a varios estudiantes iaglist si las coordenadas de un punto
podian ser o no solucion de la ecuacion asociddarecta. Inclusive esto permitiéo a
algunos estudiantes cambiar de opinion cuandirgztban cualquier punto de corte de
dos rectas como solucién del sistema.

El ver el punto de corte como solucion sistema, no interfirié en una correcta
interpretacion de las situaciones cuando este pdetocorte tenia asignada una
propiedad: la de seromun un punto (aludiendo unicidad) o la de serrmaismopunto
para todas las rectas. Pudieron hacer esta d@stinos estudiantes que manifestaron
versatilidad entre los modos de pensamiento SG ya&Aciando rectas con ecuaciones,
puntocomuncon la necesidad de que se verificaran todasclaecenes asociadas a las
rectas dadas pero también alumnos que utilizarowaimentalmente un modo de
pensamiento SG y conocen bien las posiciones vatatile dos rectas en el plano,
asociandolas con el numero de soluciones posildamdsistema: una sola, infinitas o
ninguna. Esto ultimo permite descartar la exisgemg un nimero finito de soluciones
mayor que uno. En ambos casos vemos que estosaestsdrecurrieron a propiedades y
pudieron relacionarlas con las situaciones predastaEn este caso se logra una
conexiéon con el modo de pensamiento AE, pues ssnptapiedades consultadas
(numero de soluciones que puede tener un sisteraaudeiones lineales o la propiedad
de punto de corteomurn las que permitieron a los alumnos contestar emdo
adecuada.

Los alumnos que identifican cada punto de corte goa solucion del sistema,
presentando la configuracién “triangulo” como ed@ae un sistema con tres soluciones,
podrian estar teniendo problemas en la conexide eliferentes modos de pensamiento

(ya que la mayoria de ellos responde bien la ptagdh o en que el modo de



pensamiento AE estd bloqueado por falta de un t@perde propiedades sobre las
cuales pueda sostenerse. Como sefala Sierpinski) (28 diferenciacion entre
conceptos se construye sobre las relaciones de @stoeptos con otros mas generales y
no usando los ejemplos mas comunes. Ante la faltprdpiedades a las que recurrir,
sblo le resta al alumno evocar la imagen del cdocejue comunmente se le
proporciona: la de dos rectas secantes. De aquicqusideremos importante no
restringir la ensefianza del concepto solucion aikiemas 2x2 sino presentarlo en un
ambito donde el alumno pueda diferenciarlo de ot@sos donde hay intersecciones
pero no soluciones.

Los estudiantes evidenciaron dificultadédener que decidir qué significa un
sistema 3x2. Es asi que algunos estudiantes seffalanpregunta 1 que hay solucion si
tomamos las rectas de a dos o que el sistematte&neoluciones pero cada una de ellas
es para dos ecuaciones. Con esto nos referimos &sg@lumnos dudan si un sistema
3x2 presentado en forma grafica, es un sistemanotss sistemas (tomando las
ecuaciones de a dos y buscando las solucionesctessg. Esta misma duda surgié en
los estudios exploratorios por parte de un esttelide matematica de nivel terciario. De
forma que parece no ser evidente ni inmediato gréfisa un sistema 3x2, ni se hace
facil inferirlo a partir del trabajo en los sistesri2x2, y tampoco es claro el criterio para
poder decidirlo. En el caso de los estudiantesAdiblaios, con las practicas habituales
gue comienzan por la ensefianza de los sistemasi2s@van que es un conjunto de dos
ecuaciones. Es entendible entonces que frente sastema 3x2 duden si también las
consideraran de a dos. Como una estudiante del M5 afios lo manifesto, ella
decidié en las preguntas 1, 2 y 3 en base a lovepia trabajando en su curso, viendo en
cada punto de corte una solucion o sea tomandelasids.

Otros alumnos hicieron otro tipo de gelieaaion. Sabian que un sistema lineal
tiene una Unica solucion, infinitas o ninguna, an&s como el sistema presentado en la
pregunta 1 no era de solucion Unica (habia masidmiie) ni de solucién vacia (habia
cortes) decidieron que el sistema tenia infinitagos estudiantes en forma similar,
pensaron que como en la pregunta 1 habia “corteésati@s” entonces se trataba de un
sistema con solucién Unica ya que las rectas nmorefaaralelas ni coincidentes. Es decir
que la presencia de rectas que se cortan, sin fampodmo, ya indica un sistema con
solucién unica.

La nocidn que contribuye a descartar latercia de Unicamente dos soluciones es

la de que las rectas no servano la idea de que si dos rectas tienen dos pumtos e



comun, tendran un segmento en comun (el determipadtos dos puntos comunes) y
de ahi la existencia de infinitos puntos en comioorytanto de infinitas soluciones en
comun. Como ya comentamos en los trabajos de todiastes, no alcanza con que un
estudiante sepa que la configuracion rectas cosmi@s refiere a un sistema con
solucion Unica y que el de rectas coincidentesemefia un sistema con infinitas
soluciones, es necesario que descarte la existdacian nimero entero de soluciones
mayor que 1, para que pueda interpretar correct@meinconcepto solucion de un
sistema de ecuaciones lineales con dos incégitees forma de superar este problema
es dejar de ver tantas soluciones como puntosrtie @® las rectas haya y que el alumno
interprete adecuadamente esos puntos de cortenidsbdestacar que esta observacion
cobra sentido cuando salimos del ambito de losmmss 2x2. Si un alumno identifica
puntos de corte con soluciones, respondera coa ksttareas al trabajar graficamente
sistemas 2x2, pero basado en una idea que es niiagmente incorrecta. Es decir que,
una idea matematicamente incorrecta permite aldiestie responder bien cuando
trabaja en un &mbito restringido a los sistemas Axdiferencia de lo que manifiesta
Brousseau (1983) cuando refiere a que los erroresnsichas veces la manifestacion de
un conocimiento que es correcto en cierto ambito pkaplicarlo en otro contexto deja
de serlo, aqui tenemos un conocimiento que es ratitamente incorrecto, que al
aplicarlo en el &mbito de los sistemas 2x2 permeigelver las tareas con éxito y que es
el ambito de los sistemas lineales no cuadradosdosnincognitas el que permite
revelarlo. Para aclarar mejor este punto, propondseotro ejemplo. En Ochoviet
(2005) analizamos el problema de la generalizaabrsiva de la propiedad del producto
nulo. En el contexto de los nimeros reales se aious si el producto de dos nimeros
reales es cero entonces uno u otro es cero. Siargmben el contexto de las matrices
no se cumple que si el producto de dos matricés emtriz nula, una u otra lo es. Un
estudiante que conoce la propiedad del producto enlel conjunto de los niameros
reales podria aplicarla en el &mbito de las matrjceometer errores. Se trata entonces
de un conocimiento correcto (propiedad del prodacalo en el conjunto de los niUmeros
reales) que es aplicado en un contexto donde malie® (el de las matrices) y conduce
a errores. En el caso que nos ocupa, un estugiaetie tener la idea mateméaticamente
incorrecta de que una solucién de un sistema ganto de corte de dos rectas (la idea
correcta es que el punto indica una solucién dgistama si pertenece a todas las rectas
del sistema) y aplicaAndolo a sistemas 2x2 no tendrgores problemas al resolver las

tareas que requieran identificar el nimero de smhes de un sistema.



Fundamentalmente en los alumnos del nit@é18 afos aparecen otras
probleméticas como la de relacionar el numero tlemmes del sistema con el grado de
las ecuaciones. Es asi que algunos estudiantes giiecomo el sistema es de primer
grado puede tener una sola solucién, sin hacerigreaclos casos de no solucién o de
infinitas.

En otros casos, el no ver la solucién como un pder@do y no tener claro las diferentes
posibilidades de solucién de un sistema, llevé sadstudiantes a decir que hay dos
soluciones porgue son dos incognitas.

Algunos estudiantes de este nivel también afirmanun sistema puede tener infinitas
soluciones si es paramétrico pero parecerian ngebimla existencia de sistemas
indeterminados que no sean paramétricos. Los alsirparecen tratar a estos sistemas
como un caso especial y no los relacionan conidtesnsas que no tienen parametro.

En este nivel también aparecio la confusion erthecgn de un sistema y raices de una
funcion. Esto llevo a algunos estudiantes a ideatiflas soluciones del sistema con los
puntos de corte de las rectas dadas, con el @@htal, tal como lo reportaron Eslava y
Villegas (1998). Tengamos también presente queregudy es muy comun utilizar la
palabra raiz de un sistema como sinénimo de saiucié

En este nivel se presentaron errores piemges de interpretar en forma
inadecuada las representaciones de los objetos égeéoms. Para que no existiera
solucion algunos alumnos representaron rectas garecen” no cortarse o de las cuales
no se “ve” el punto de corte. De aqui que sea itapte trabajar con los estudiantes en
el entendimiento de estas representaciones y ddirsiigciones, que sin duda sera
apoyado por el trabajo con las posiciones relatieados o mas rectas en el plano.

En cuanto a la nocién de sistema y decgmiude un sistema que los estudiantes
explicitan en las preguntas 17 y 18, observamosefjuebajo de los estudiantes a lo
largo de la secuencia no guarda demasiada relacido que ellos logran verbalizar.
Hubo alumnos que lograron dar muy buenas definksgrersonales pero su trabajo en
la secuencia no fue bueno u otros que no lograpaliear buenas definiciones de los
objetos sistema y solucion, sin embargo realizaanbs trabajos en la secuencia. Por
ejemplo, que un alumno diga que una solucion dsistema debe verificar todas las
ecuaciones del mismo, no significa que logre evacaplicar esto al enfrentar las
actividades. Como ya sefialamos anteriormente, atimipag con Giraldo et al. (2002),
que la capacidad de recordar definiciones formategstd necesariamente asociada a

una rica imagen del concepto. En este caso noreamts de definiciones formales ya



que éstas no se presentan a los alumnos de 14dSipgodemos hablar de que varios
alumnos tienen buenas definiciones personales siedoceptos. Como lo puntualiza
Vinner (1991), cuando los alumnos enfrentan unaatanatematica consultaran en
primer lugar a la imagen para dar una respuestaugaeste es el proceso natural de
pensamiento. Si esta imagen es incompleta o sisteidiante no puede establecer
relaciones entre las diferentes piezas de infor@nacio podra contestar adecuadamente.
Como afirma Thurston (1990, referido en Giraldakt2002), el entendimiento de la
matematica involucra procesos mentales de compred@ ideas que puedan ser
evocadas y usadas. De esta forma la estructurativagasociada al concepto solucion
no contendria solamente la definicibn personal alemno sino que éste tendria la
capacidad de evocar y relacionar las diferentezapigle informacion que contiene la
imagen del concepto. Creemos que es posible alcasta si durante la ensefianza del
concepto se favorecen las diferentes miradas deldmtos matematicos, a través de
actividades apropiadas que permitan por un ladexfdicitacion de los conceptos en
diferentes modos de pensamiento y por otro, hameapié en la conexion entre ellos.

Destacamos que el concepto sistema deiecea aparece notoriamente asociado
a algo que se resuelve, problemética abordada egur& (2004). Pensamos que es
consecuencia de no hacer énfasis en la nocion hbei@o separadamente de la
ensefianza de los métodos de resolucién o de usiexdancapié en actividades del
tipo “Resuelve los siguientes sistemas de ecuagione

En cuanto a las preguntas que ayudaras @dtudiantes a comprender mejor el
concepto de solucidén de un sistema, jerarquizanias preguntas 5 y 6 como aquellas
gue permitieron a los estudiantes recapacitar stirbecho y lograr una mejor
comprension del concepto solucién de un sistema.
En el caso de la pregunta 5, creemos que la formgue esta presentada requiere de
procesos de analisis que implican un modo de pdastonAE, pues al no tener
ecuaciones, ni gréficas, los estudiantes debenapees propiedades para luego
interpretarlas graficamente y presentar el dibu sg les pide.
En el caso de la pregunta 6, es el estudianteeedgbe agregar una recta para que el
sistema no tenga solucion en lugar de estar tadattas dadas como en el caso de las
preguntas 1, 2 y 3. Creemos que esto inhibe |ladratez de una respuesta bloqueando
la intuicién y requiriendo del alumno un analisis k& situacion que le implica una

reconstruccion racional en base a las propiedagledcepto.



Nos centraremos ahora en los aspectosicfian como dificultades u obstaculos
en la comprension del concepto solucion de unrsaste

Observamos que result6 muy dificil pares lestudiantes incorporar una
configuracion gréfica distinta de la de rectas ledaa para un sistema sin solucion. Aun
cuando algunos estudiantes saben que la configardtiiangulo” corresponde a un
sistema de este tipo, al momento de dar un ejem@sentan el de rectas paralelas.
Pensamos que esto se debe a los efectos pedagdgiaammenzar el estudio de los
sistemas lineales por el caso 2x2 y de la impoidade los primeros ejemplos y no-
ejemplos en la formacion de la imagen asociadaratepto solucion.

La nocién de solucion asociada meramentpuato de corte constituye un
obstaculo. Los alumnos que muestran una buena inaordn entre los modos de
pensamiento SG y AA pueden superar esta dificukadyirtud de que al trabajar en
forma algebraica la mayoria de los alumnos sabeugaesolucion verifica todas las
ecuaciones. Poder asociar recta con ecuacion Y mart par ordenado de numeros
reales ayudaria a los estudiantes a superar estbepra. Otra posibilidad es que los
alumnos logren evocar propiedades referentes aleptm solucion (como la de punto
comuno unico o tener en cuenta el numero posible de solucipaes un sistema) y ya
desde un modo AE contesten correctamente la pr&gbsto solamente es posible si al
alumno se le han proporcionado experiencias arpiatlas cuales pueda construir ese
repertorio de propiedades.

La idea de asociar solucion con punto @liéec creemos que es consecuencia de
enfocar la ensefianza de los sistemas comenzandel paiso 2x2. En este caso se
cumple que solucion equivale a punto de corte, [@efdea que se esta construyendo es
matematicamente incorrecta y es el contexto elngupermite revelarlo. Un cambio de
contexto permitié evidenciarlo. Inclusive un alumoon este error, trabajando en el
ambito de los sistemas 3x2, es capaz de presgetaples correctos para el caso de
sistemas con solucién Unica, con infinitas soluesry de sistemas sin solucion,
recurriendo a rectas paralelas. Actividades noweslosomo las propuestas en el
cuestionario permitieron evidenciar el error.

Como ya comentamos, no alcanza con que wadliaste sepa graficamente en qué
caso un sistema de ecuaciones lineales tiene @oldaica o tiene infinitas, también es
necesario que rechace que no puede existir un oUemero de soluciones mayor que

uno. Si no logra hacer esto, puede continuar agyestido configuraciones graficas de



sistemas con tantas soluciones como se deseetuHlagde no solamente debe saber lo
que puede ser sino rechazar lo que no puede ser.

Otra dificultad aparece en la falta demslrtos de los estudiantes para poder
decidir como interpretar un sistema de mas de doactones cuando éste esta dado en
forma grafica. Surgen interrogantes como: ¢ Po@riage solucion se definiera de otra
forma? ¢ Seran soluciones los cortes de las rentaadas de a dos? Un sistema 3x2, ¢ es
un sistema o son tres sistemas?

Estas mismas dudas, en general, no apaceemdo el sistema estd dado en forma
algebraica. La mayoria de los estudiantes verifieael par o los pares encontrados por
algun procedimiento verifiquen todas las ecuacioNessabemos si esto es porque los
alumnos no saben usar la relacion de pertenenni@ condicion grafica equivalente a
la de verificar si las coordenadas de un punto damioo no solucion de la ecuacion
asociada a la recta dada o porque estan mas atwatios a trabajar en forma
algebraica. Sostenemos que cada modo de pensartimgoasociadas determinadas
rutinas que en algunos casos bloquean a los alugneasotras los conducen al éxito,
dependiendo del modo en que esté presentada Vadadty de lo que ésta requiera del
alumno. Cuando hablamos de rutinas asociadas fergmes a las practicas habituales
de ensefanza.

En el modo SG se grafican las dos rectas dadasopssrva si son secantes, paralelas
distintas o coincidentes. Una vez abordados lo®doét algebraicos ya no se grafica
mas. Recordemos que la excusa para introducir lésodos algebraicos es la
imprecision del método grafico. En el modo SG neesdica.

En el modo AA, se resuelven sistemas por diferantetedos algebraicos. Se privilegian
los sistemas con solucion Unica. Se verifica elgpéuicion en las dos ecuaciones dadas
ante la clasica consigna “Resuelve y verifica”.

De forma que, dependiendo del modo en que estémiee el problema, es de esperar
gue cuando el alumno lo enfrente utilice las rdigae habitualmente practica en ese
modo. Esto explicaria por qué la mayoria de loadémttes verificaron si el par que
obtenian en la pregunta 4 a través de manipulezialgebraicas verificaba todas las
ecuaciones del sistema: en el modo AA se verifica.

Como los docentes abandonan la interpretacion geicména vez que son introducidos
los métodos algebraicos, es natural que en la ptagulos estudiantes que no supieron

resolverla algebraicamente, no hayan recurridoébdo grafico.



Otra dificultad radica en la interpretacide las representaciones, saber que la
recta “no termina” donde acaba su representaciorelesante para poder reflexionar
geométricamente la solucién de un sistema.

Una dificultad que evidenciaron solamdaseestudiantes del nivel 17-18 afios fue
la de asociar numero de soluciones con numero agimitas o numero de soluciones
con el grado de las ecuaciones o confundir el ndrdersoluciones con la cantidad de
cortes de las rectas dadas, con el eje horizdPéakceria necesario, al menos en este
nivel, diferenciar raiz de una funcion de raiz desistema. Creemos oportuno analizar,
explicitamente, qué relacion existe entre estosogutie corte con el eje horizontal y el

sistema, descartandolos como soluciones en los gasono corresponden.



CAPITULO V

Conclusiones y recomendaciones didacticas que sungelel primer

objetivo

5. 1 Conclusiones referidas al primer objetivo dealinvestigacion

Los estudios que realizamos sugieren que el comapsistema y de solucion de un
sistema que los estudiantes construyen esté fuemtenmfluenciado por el significado
que tienen estos conceptos en el &mbito de lesast lineales 2x2. En muchos casos,
estos significados obstaculizan visiones mas gigede estos conceptos, aun cuando
los alumnos han avanzado en sus estudios y hadiatumatrices, determinantes y
sistemas con cualquier numero de ecuaciones e riitadg Las creencias que mas
persisten son las de interpretar punto de corteocgiucion del sistema y concebir un
conjunto de rectas paralelas como Unica configdnagrafica de un sistema sin
solucion.

Para explicar el concepto de sistema palecion que los alumnos construyen
diferenciaremos lo que los estudiantes explicitama definiciones de lo que los
estudiantes hacen al resolver tareas. Cuando lwsnak deben explicitar qué es un
sistema de ecuaciones hablan de un conjunto deienaa asociado generalmente con
la idea de algo que se resuelve y a condicionesegueben verificar para los mismos
valores de las incognitas. En general, manifiegta una solucién de un sistema debe
verificar todas las ecuaciones del mismo, expredande diferentes maneras y de
acuerdo al vocabulario que el alumno dispone.

Las definiciones personales que los alumnos vedralo siempre guardan relacion con
el trabajo que realizan en las distintas preguidd€uestionario. Hay quienes expresan
muy bien el significado de sistema y de soluci@u yrabajo en el cuestionario es pobre,
y hay quienes realizan buenas interpretaciones grabargo no logran explicitar buenas
definiciones personales de estos conceptos. Coasids que el éxito de los estudiantes
radica en la riqueza de la imagen que posean g derkatilidad que logren entre los

diferentes modos de pensamiento.



La nocion de solucion de una ecuacién como aquetjpa convierte a la ecuacion en
una igualdad numérica permitio a los estudiantstsndjuir los pares queerificande los
queno verificanpudiendo asi detectar los que son soluciones.

En cuanto a lo que los alumnos hacen,reas®s que al momento de interpretar
un sistema 3x2 que estd dado en forma algebraicgala mayoria de los alumnos
verifican que el par de niUmeros reales que hamioliteonsiderando, en general, dos de
las ecuaciones, verifique las restantes. Pero cudeloen interpretar sistemas 3x2 o0 4x2,
gue estdn dados en forma grafica, no pueden anti@adecuadamente el modo de
pensamiento analitico-aritmético con el sintétieorgétrico e interpretan cada punto de
corte de las rectas dadas como una solucién deistema. Al no contar con las
ecuaciones de cada recta no pueden concretar ificagdn de cada par en cada
ecuaciéon y pierden de vista la condicion de vaifiodas las ecuaciones del sistema.
No todos los estudiantes interpretan en cada pumfmar ordenado de ndmeros reales y
en cada recta una ecuacion. Esto impide un adecwadsito entre dos modos de
pensamiento que les ayudaria a realizar una negnpretacion de las situaciones.

La presentacion de la pregunta en un modo geométdace que los estudiantes den
respuestas intuitivas bloqueando procesos de mndli® implicarian otros modos de

pensamiento, ya viendo las rectas como ecuaciopengando en las propiedades que
debe tener un punto de corte de rectas para si@olde un sistema.

Ademas de la problemética resefiada, olisery que los estudiantes responden
utilizando aspectos de la imagen del concepto @ueconstruido en el ambito de los
sistemas 2x2. Nos referimos a presentar rectadefgaomo la Unica configuracion
gréfica de un sistema sin solucion o a identiffpamto de corte con solucion del sistema
0 a creer que un sistema es un conjunto de dosieoes.

Los alumnos que tienen éxito al interpretanimero de soluciones de un sistema
gue esta dado en forma grafica, aun cuando su d®g@gensamiento analitico-aritmético
es pobre, son los que han logrado construir ladmode solucién como punto comuin o
punto de corte Unico, esto es, recurren a una gutadi asociada a ese punto y por lo
tanto a un modo de pensamiento AE. Conocer ladlessposiciones relativas de dos
rectas en el plano y su relacion con el nimercotle®nes de un sistema los ayuda en
esta interpretacion.

En los dos grupos de 14-15 afios se obspredos estudiantes conocian sistemas
con diferentes tipos de conjuntos solucion y susespondientes representaciones

gréficas. Algunos de ellos pudieron presentar stesia indeterminado conociendo la



caracteristica de las ecuaciones de un sistematdetipo: una se obtiene de la otra
multiplicando por un numero real. Valoramos positiente el trabajo de clase que
tenian los dos grupos de este nivel porque conggerun sistema puede tener una
solucion, infinitas 0 ninguna, ayudo a varios de dstudiantes a un cambio de opinion
en el sentido deseado. Creemos que por el tip@bajb realizado en clase, los alumnos
no presentaron mayores problemas para considerapkls de sistemas con infinitas
soluciones.

A diferencia de lo reportado por Panizzale (1999), la nocion de letras como
incognitas no obstaculizé6 que los alumnos conalidas infinitas soluciones de una
ecuacion lineal. Creemos que la diferencia raditagee sus estudiantes, estudiaron
primero los sistemas 2x2 y luego ellas observardassalumnos le daban sentido a la
ecuacion lineal. Nuestros estudiantes de 14-15 @dilogjaron primero con una ecuacion
lineal, observaron que tiene infinitas soluciongsron formas de obtener cuantas se
deseen y observaron su condicion grafica. Luegansedujo el trabajo con dos
ecuaciones.

En el caso de los alumnos de 17-18 afiggnas de ellos manifestaron confusion
entre las soluciones del sistema y las raices tletaon lineal. Pareceria entonces que
la introduccion directa del objeto ecuacion lineain dos incognitas seria mas
aconsejable que la dupla funcién lineal-ecuacidredi con dos incégnitas, donde
pueden aparecer objetos matematicos distintos, namtos de la misma forma, como
raiz de la funcion y raiz de un sistema. Por otatepla funcién lineal resulta
insuficiente para interpretar cualquier recta dehp en virtud de que no abarca el caso

de las rectas verticales por no tratarse de ggafledunciones.

5. 2 Recomendaciones didacticas

Sefialaremos ademas de recomendaciones generaesgrinde aspectos que creemos
importante trabajar en clase con el fin de favaréeceonstruccion de los conceptos de
sistema de ecuaciones lineales con dos incognitds golucion de un sistema de
ecuaciones lineales, por parte de los estudiantessq enfrentan por primera vez al
aprendizaje de este tema (14-15 afos). Cuandorhablde aspectos a trabajar en clase,
no nos estamos refiriendo a un discurso del doceme a un trabajo en base a

actividades que favorezcan el uso y transito etigéntos modos de pensamiento, que



permitan la discusion entre los estudiantes y doseestudiantes y el docente, y que
habiliten al docente a realizar la explicitacionlde diferentes aspectos en los que se
centrara la atencion.

Dadas las problematicas que detectamoasycteencias que persisten en los
estudiantes aun cuando hayan avanzado en susossyutiiyan estudiado a los sistemas
de ecuaciones lineales desde un punto de visiacastl, recomendamos no comenzar
exclusivamente la ensefianza de los sistemas poaisel 2x2, sino presentar a estos
sistemas entre tantos otros con dos incognitaseabs en las fases de presentacion del
concepto de sistema, de solucion de un sistema la ddiscusion del niumero de
soluciones de un sistema con dos incognitas.

Sugerimos proponer a los estudiantesidaties que los conduzcan a analizar el
namero de soluciones que puede tener un sistereaudeiones lineales y a rechazar las
qgue no puede tener: un nimero entero mayor que uno.

Este trabajo puede ser apoyado con el analisiagdpdsiciones relativas de dos, tres o
mas rectas en el plano, realizando las interpiatasi correspondientes tanto en el modo
de pensamiento sintético-geométrico como analérttoaético, interpretando los puntos
del plano como pares ordenados de numeros reakesettas como ecuaciones y la
nocion de pertenencia como equivalente geométeda derificacion aritmética.
Proponemos enriquecer la imagen conceptual dellmsnas referida a un sistema de
ecuaciones sin solucion. A través del trabajo sdgeanteriormente, los estudiantes
tendran la oportunidad de incorporar otras conéigiames graficas posibles a este tipo
de sistema ademas de la de rectas paralelas.

Como la nocion de sistema aparece asodcaalgo que se resuelve, sugerimos
atender las recomendaciones anteriores antes denzamcon los métodos algebraicos
de resolucion. Al trabajar graficamente no es remtedablar de “método grafico” sino
gue se recurre a la representacion grafica comegistro mas de representacién que
permite dar una mirada complementaria a los obpdtgebraicos.

Se pueden representar graficamente las rectas gadags ecuaciones y preguntar a los
estudiantes si existen pares de numeros realesagifican todas las ecuaciones a la
vez. No es necesario hacer mencion a si se estdasalviendo un sistema.

Al trabajar en forma grafica recomendamos ten@réaaucion de trabajar en los cuatro
cuadrantes, eligiendo los ejemplos de forma coeveei

Recomendamos tener en cuenta que aunacehddcente explique detenidamente

en clase qué es un sistema y qué es solucion dsstema, es necesario proporcionar a



los estudiantes las experiencias necesarias para gartir de ellas vayan extrayendo
ejemplos y no-ejemplos de los diferentes concepos. referimos a que los alumnos
pueden repetir las definiciones que el profesor da necesariamente resolver las tareas

con éxito.



CAPITULO VI

Abordaje del segundo objetivo de investigacion

6.1 Disefio de una secuencia de ensefianza y de &tdives para el

aprendizaje del concepto deolucion

Para elaborar la secuencia de ensefianza y el digedotividades para el aprendizaje
del concepto solucion de un sistema de ecuaciomeslés con dos incognitas,
tendremos en cuenta las recomendaciones que sdegeprimer objetivo de esta
investigacion (Capitulo V) y también, como ya dijsn las recomendaciones o
consideraciones que surgen de otros trabajos destigacion y que consideramos
pueden enriquecer el trabajo con los estudianmsodas de Cutz (2005), Ramirez
(2005) y Haggstrém (en progreso).

Consideramos que un docente no puedeireend un “libreto” ni a situaciones
didacticas modélicas porque cada profesor tienedtifo docente, un discurso que lo
caracteriza, una manera de relacionarse con susnafj una forma particular de
trabajar y de elegir o disefar las actividades pasalumnos. Lo que haremos es una
sistematizacion de los aspectos que deberian éearrsuenta al momento de introducir
los sistemas de ecuaciones y el concepto de soluciproporcionaremos algunas
actividades como ejemplos para trabajar en clas®sgiaspectos.

A continuacion presentamos la secuenciandefianza, destacando los aspectos a
tener en cuenta en el desarrollo del tema, preva iatroduccion de los métodos de

resolucion:

4+ La ecuacion lineal con dos incognitas. Qué reptasemsas dos incégnitas. Las
incognitas se pueden nominar con distintas letrasecuacion lineal tiene infinitas
soluciones. Esas soluciones son parejas ordenadaswmkros reales. Cada parejaes

solucion y no dos soluciones. Condicion grafica guenplen estos pares solucién.
Obtener pares solucién para una ecuacion mediantersds procedimientos:

mentalmente, algebraicamente, graficamente. Nododacion es lineal.



+ Dada una ecuacion lineal con dos incognitas, ifgestsi un par dado es 0 no
solucion de la ecuacion utilizando diferentes repngaciones: la algebraica y la grafica.
La relacion geométrica de pertenencia entre pumézta como equivalente a la relacion
algebraica de par ordenado que verifica la ecuaditabajar con puntos en los cuatro

cuadrantes.

+« Los sistemas de ecuaciones no son presentadosmamite en el ambito de los

sistemas 2x2, sino que se trabaja el conceptoiéolen diferentes tipos de sistemas
lineales con dos incognitas: con 2, 3 0 mas ecnasioTodavia no se introducen los
métodos de resolucién algebraicos sino que se jaralayudandose de las

representaciones geomeétricas pero también anatizalygbraicamente si un sistema
dado tiene o no determinado par solucién o los atsminventan un sistema de

ecuaciones que tenga una solucién dada. El tradzage remite Unicamente al caso de
solucion Unica, sino que se presentan sistemasditenente nimero de soluciones. Este
trabajo se realiza acompafado del andlisis deolsisipnes relativas de 2, 3 0 mas rectas
en el plano, segun corresponda. Las configuraciposibles en cada caso permitiran a
los estudiantes analizar que existe un invariante:sistema de ecuaciones lineales
admite solucion Unica, infinitas o ninguna. El dgbude las posiciones relativas de las
rectas en el plano permitird que el alumno tomdawbdo con diversas configuraciones

para un sistema sin solucién y que extraiga laigordcion caracteristica de un sistema
con solucion unica y la de un sistema con infingakiciones: el de rectas concurrentes
y el de rectas coincidentes respectivamente. Egtermitird situar su atencién en el tipo

de configuracion en lugar de ponerla en los pudéosorte de las rectas si los hubiera.

+ Proponer actividades donde explicitamente el aludetma argumentar por qué un
sistema de ecuaciones lineales no puede tenemex@ate 2 0 3 soluciones y en general,
por qué un sistema no puede admitir un nUmero @ieisoluciones mayor que uno. El
estudio de las posiciones relativas de las reatasl eolano asociado a la nocién de
solucion de un sistema lo ayudaréa a descartarististds posibilidades, aunque podra

recurrir a otras nocionesli generigara dar explicacion a esto.

+ El trabajo con sistemas con diferente tipo de agnjsolucion permitira situar la
atencion en las caracteristicas de las ecuacicsmsadas a rectas coincidentes y a

rectas paralelas. Se observa que si se multipieaecuacion por un numero real no



nulo, obtenemos una ecuacion que tiene asociadaisiaa recta que la primera. Se
introduce la nocion de ecuaciones equivalentegqid®ea los estudiantes que presenten
ejemplos de ecuaciones que representan la misnayele sistemas indeterminados e

incompatibles dados en forma tanto algebraica ografica.

Luego el docente podra introducir los métodos algjebs de resolucion en la
forma que esté habituado a trabajarlo con sus iasted y mostrar otras visiones
complementarias de un sistema de ecuaciones pheseids como modelos de
situaciones problematicas que permiten arribararaspuesta del problema tal como
sugiere Haggstrom (en progreso). Lo que habituainee denomina traducir un
problema en ecuaciones. En este sentido, Seguéd)(3@ala la importancia de los
transitos entre diferentes representaciones deisian®: lenguaje verbal, gréfico,
algebraico. No desarrollaremos mas este aspectjupaxcede los objetivos de este

trabajo.

Las siguientes actividades se presentan a modqged®le. Pretenden mostrar como
pueden trabajarse los aspectos sefialados antemtermido representan las Unicas
actividades del curso a trabajar con los alumnéesaste la introduccién de los métodos
de resolucién, sino que son un complemento deuasetdocente utiliza al ensefiar el
tema. En cada caso explicitaremos la intenciéradectividad, los posibles abordajes y

el aprovechamiento que el docente puede hacesadrismas.
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La actividad requiere que el estudiante interaeciemtre los modos de pensamiento SG
y AA. Como el enunciado de la actividad pide quesa@rafique la recta, el estudiante
deberé realizar la lectura de las coordenadassdeutos y realizar la sustitucion en la
ecuacion, para saber si la verifican o no. Obselvda figura, antes de hacer célculos,
puede observarse que hay puntos que “aparentemestédh alineados o puede

preguntarse a los estudiantes si observan alg@eicipar sobre la distribucion de los

puntos. Luego de que los estudiantes determinetesysares son solucion, puede
volverse a esto, viendo que efectivamente hay paresal ser solucién de la ecuacion,

corresponden a puntos que pertenecen a la reciada@ esta.
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La situacion brinda una oportunidad para discutvspuntos de corte de la rectag b

con el eje horizontal son solucion de cudal de éasass y por qué, usando la relacion de



pertenencia. También se podré discutir si las @mdas del punto T son solucion de
las ecuaciones de las rectay b y por qué. La actividad est4 propuesta para discut
explicitamente qué sucede con los puntos M y Pigadvde que hay alumnos que

piensan que son solucién del sistema, y confrdatdiferencia de estos dos puntos con

el punto T.
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La actividad tiene por objetivo, descartar que anaacion lineal con dos incognitas
pueda tener solamente dos soluciones (aunque d&iéaylanteada es particular, cubre
el caso general). Seguramente los estudiantesrpedcbntrar mas pares por diferentes
procedimientos: gréaficos, algebraicos o por calenkntal. Una oportunidad mas para

hablar de la presencia de infinitas soluciones lsaeauacion dada.
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Se continda trabajando con la posibilidad de emapténtas soluciones como queramos
para una ecuacion lineal con dos incognitas. Lae®d) y c) implican la misma idea
matematica pero estan presentadas de diferent@femun caso el par como solucion
de la ecuacion y en el otro el par como punto geréepece a la recta. Creemos que
implican visiones complementarias del conceptocéiy permitiendo verlo desde dos
modos de pensamiento distinto. Es bastante fregiulede los pares a la gréfica, aqui se
plantea el proceso inverso, se da la recta pataresu construccién por punteo y que
puedan apreciarla globalmente y se pide que losrade lean las coordenadas de puntos
solucion. Para verificar si la lectura fue bientreeaeberan utilizar la verificacion de las

coordenadas en la ecuacion de la recta.
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La actividad esta planteada para hacer el procesoso al que frecuentemente se hace
en clase que es el de ir de la ecuacion a la rAgal se les presenta a los alumnos
varios puntos de una recta donde se explicitartgolenadas. Para poder contestar la
parte a), los alumnos deberan observar que lasleoadas de todos los puntos de la
recta dada suman 4 y que las coordenadas del dadtmno cumplen esta condicion,
por lo que no es un punto de la recta. La partestd propuesta para superar las
limitaciones de las representaciones, aunque noagal punto de corte, cualquier recta
vertical corta a la recta dada, alcanza con detemguanto valg cuandox = -16. En la
parte c) se espera que los estudiantes generddiadrservado en a) y puedan expresar
la ecuacion de la rectat+ y = 4. Creemos que la actividad plantea una formail&ede
acceder a la ecuacion de la recta y que no imglaades esfuerzos de calculo que son
los que a veces bloquean el pasaje de la recteeusicion. También sostenemos que la
actividad permite modelar a través de una ecualkdiépropiedad que cumplen las

coordenadas de todos los puntos de la recta dsolamente ellos.
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La actividad no pretende ser exhaustiva, sino gudda es presentar a los estudiantes
unas pocas ecuaciones no linealesxeny para que puedan observar que el gréfico
correspondiente no es una recta y asimismo puedgcridir verbalmente qué
caracteristicas de la expresion algebraica hacetegecuacion no sea lineal. En la parte
i) se espera que los estudiantes puedan generaalmente algunas soluciones de las
ecuaciones dadas. Creemos que esto fortalece ildnnde solucion de una ecuacién en
general. Para contestar la parte ii) los estudsapteran recurrir a la representacion
grafica, distinguiendo rectas de curvas y tambigargn observar caracteristicas de las

ecuaciones dadas para lo que creemos sera nedasanala del profesor.
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La actividad esta propuesta para introducir el ept de ecuaciones equivalentes que

sera necesario luego para construir sistemas damtas soluciones dados por sus

ecuaciones.
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La parte a) de la actividad permite presentar etepto de sistema de ecuaciones y de
solucion de un sistema. Los alumnos podran resdivesituacion recurriendo a la

representacion gréafica de las rectas pues todavitisponen de métodos algebraicos de
solucion. Si encontraran mentalmente el par quiicelas dos ecuaciones dadas, el
docente podré preguntar si no existiran otros pdeesumeros que también verifiquen

las dos ecuaciones. En la parte b) se busca paopina discusion en clase donde para
contestar sera necesario recurrir a las posicioglesivas de dos rectas en el plano.
Después de las propuestas de los estudiantesesitdquodra aprovechar para explicitar

cuales son los posibles conjuntos solucion desiarsa.



El profesor puede aprovechar esta actividad paguptar a sus alumnos si un sistema
de ecuaciones lineales puede tener exactamentgotimsones o tres soluciones dando

la oportunidad para que los alumnos den diferdiges de argumentos.
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Para resolver la actividad los estudiantes tenqu&nrecurrir a la representacion grafica
de las rectas de cada sistema, aunque en el chsstéena b) pueden también darse
cuenta de que son ecuaciones equivalentes y naitagceealizar la grafica. En este
ultimo caso seria oportuno que el docente pregaumpaé sucederia si las graficaran, es
decir, qué tipo de rectas se obtendrian y destpease trata de rectas coincidentes, esto
es, que las dos ecuaciones tienen la misma reotaada. En el caso c) aparece un
sistema incompatible, con una configuracion gedo@&tiue no es la de rectas paralelas

sino configuracién “triangulo”.

@ -

En esta actividad los alumnos podran retomar Idigumacion rectas paralelas que
conocen de la actividad 8, a la que podran agriegaonfiguracion “triangulo” que
aparecio en la actividad 9. Sera necesario “invemtzia configuracién ya que se les

piden tres ejemplos. Podria ser la de dos rectatefss cortadas por una secante.



La actividad tiene por objetivo que el alumno cans rectas concurrentes para cada
caso. Consideramos que al pedirle que presentemsist con diferente nimero de
ecuaciones, le estamos presentando una actividadeguiere por un lado utilizar dos
modos de pensamiento, pues tendra que interpetagduaciones como rectas; y por
otro, centrar la atencién en la configuracion reatancurrentes como la que indica
sistema con solucion dnica. Aqui hay un importazdenbio de perspectiva: ya no
buscamos punto de corte de las rectas como indicd®istema con solucién sino

conjunto de rectas concurrentes.
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Este punto es importante, ya sefialamos que el aluronsolamente debe conocer el
namero de soluciones que puede tener un sisternagaim también debe rechazar las
que no puede tener, esto es, un numero enterduBos@s mayor que uno. El alumno

debera reconocer que dos rectas no pueden temamarnte dos puntos en comun. Para
contestar podra utilizar diferentes modos de peiesdam respondiendo que las rectas

son coincidentes o que las ecuaciones son equigalerambas cosas.
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Como ya dijimos, la verificacion es una rutina paogel modo AA, aqui presentamos
una actividad donde podra observarse geométricanagiet las coordenadas de A no son
solucion del sistema en virtud de que las rectasomosecantes en A, lo que llamamos

una préctica de verificacion en el modo geométrico.

6.2 Puesta en practica de la secuencia y de las iddades de

aprendizaje

No es nuestro propoésito introducir nuevas metodatde trabajo en el aula ni
introducir secuencias didacticas modélicas, sir@lgs profesoras que tienen a su cargo
los dos grupos de estudiantes con los que trabajaimegren a su planificacion del
tema, las actividades que disefiamos para la ersefi@h concepto dsolucionde un
sistema de ecuaciones lineales y las sugerenceasiqgimos en cuanto a determinados
centros de atencion.

La metodologia que utilizan en la clase estas pooées para la ensefianza de este
tema, combinan:

pequefias sesiones a cargo del docente donde needianjuego de preguntas y
respuestas se busca dar participacion a los aluemiasconstruccién del conocimiento,

sesiones de trabajo individual de los alumnoseecldse, donde luego se da una
instancia de colectivizacion de resultados e igrestas en juego a través del diadlogo

entre los pares y el profesor,



sesiones de trabajo en pequefios grupos dondefespr conduce, luego del trabajo
en equipos, una sesion de puesta a punto en Iseqeenfrontan los resultados a los que
se arribaron y los alumnos exponen cémo llegartms aismos, dando lugar méas tarde
a momentos de institucionalizacién de conceptaagocdel profesor.
Nuestro principal objetivo es evaluar los aprernjdae los alumnos luego de la
ensefianza del tema, para el caso en que se utiizaactividades que diseflamos
durante la ensefianza de este tema. Nuestra imifimt&b consiste en discutir qué tanto

aportan las mismas en el aprendizaje de los alumnos

6.2.1 Método

Ya desarrollé y justifiqué ampliamenteetrcapitulo 11l titulado “Metodologia y
método”, el método que emplearia para abordar gre® objetivo de la presente
investigacién. En esta segunda fase de este tratmjmvestigacion, aplicamos las
actividades de aprendizaje diseiladas, a dos gdgod4-15 afios: un grupo a cargo de la
profesora Mari y el otro a mi cargo. Como ya senals estas actividades fueron
elaboradas teniendo en cuenta las observacionei&ske realizadas en el grupo de la
profesora Martina, el analisis de las respuestasdies los alumnos al cuestionario, las
dificultades relevadas, las situaciones que faaili superacion de ellas y la revision de
los libros de texto que realizamos. El objetivo @$ndar elementos para una
reformulacién del discurso matematico escolar guedb elementos acerca de como
realizar una primera aproximacion al tema. No s&ireié el concepto solucion al caso
2x2 para no generar obstaculos a visiones mas asngél tema en el futuro de los
alumnos.

Seleccionamos a la profesora Mari para poder tariermacion acerca de la
ensefianza del tema en dos grupos distintos, unocargo y el otro al mio. En forma
coordinada con esta docente se decidio el enfogligecha teniendo en cuenta las
actividades para los alumnos que elaboramos a pirtlas conclusiones relativas al
primer objetivo de esta investigacion. Se realizaroservaciones de clase y la profesora
Mari registré en un cuaderno de campo la formawenfge desarrollando la ensefianza
del tema y todas las actividades que propuso astudiantes.

En el caso del grupo a mi cargo, utilicé el mismfoque que ya describi en la seccién

3.7 pero incorporando las actividades que ya resgigarriba; mas adelante explicaré



cémo abordé el tema. Una vez finalizada la ensefidektema en los dos grupos, se
aplicé a todos los estudiantes, en forma individelamismo cuestionario que se uso en
la primera etapa de la presente investigacion glasarvar sus reacciones. Por tanto, no
se trabajé ninguna de las preguntas de este cumsticen clase durante el desarrollo del

tema, tal como estan propuestas en éste.

6.2.2 Descripcion de la ensefianza del tema en eligo de la profesora

Mari

Este grupo tiene 36 alumnos y sus edades variaalest14-15 afios. El nUmero
total de horas dedicadas a la ensefianza del testem@s de ecuaciones lineales, sin
contar las horas que tomaron las evaluacionesddéu26 horas, repartidas siempre en
maddulos de 2 horas, nos referimos a un total dentBentros con los alumnos.

De acuerdo a la entrevista mantenida con la prodeStari, antes de abordar el tema
Sistemas de ecuaciones lineales, estos alumnabagsiu

Funciones Polindmicas (Concepto de funcion polimdmaplicaciones de las mismas
en la modelacion de problemas de la realidad, gaogecélculo de raices, ordenada en
el origen, signo de la funcién, célculo de imagenEanciones con diferentes
dominios. Interpretacion de graficos).

Operaciones con Funciones Polindmicas.

Factorizacion de polinomios.

Todos estos temas corresponden al programa ofigjahte de la asignatura
matematica para alumnos del tercer afio de Ciclec8&® Ensefianza Secundaria en el
Uruguay (14-15 afios).

A continuacion transcribiremos cémo la profesomiNhtroduce las ecuaciones
lineales en este grupo de estudiantes. Esta aagsi®, se tomaron notas y también se

extrajo informacion del cuaderno de campo de lfegma.

La profesora comienza su clase recordando quéate @asada repasaron en
forma breve a las ecuaciones de primer grado canngdgnita y sefiala que no son el
Unico tipo de ecuaciones que existen, dado quesiwtyas si se varia, por ejemplo, su
grado o el nimero de incognitas que estas tienier.®los alumnos que también vieron

gue el grado de una ecuacion determinaba el niUmésdmo de soluciones que esta



podia tener, estas soluciones también son conocwiagl nombre de “raices” de la
ecuacion. Recuerda que ademds analizaron un ejeteplina ecuacién de segundo
grado, que si bien podia tener como maximo dogsaicsoluciones vieron que la misma
no tenia ninguna solucién. Es decir que no existigin conjunto de niumeros que la
verificara, por lo tanto el conjunto solucion eeio.
La profesora Mari dice a sus alumnos que en leeaeshoy estudiaran otro tipo de
ecuaciones: las de primer grado con dos incognigas, al igual que las vistas
anteriormente son Utiles, entre otras cosas, pm@ver problemas de nuestro mundo
“cotidiano”.
La profesora presenta a sus alumnos un primer &etepecuacion de primer grado con
dos incognitas:
XxX+y—-3=0

Dice que al igual que las ecuaciones que ya conesta ecuacion es una igualdad entre
expresiones algebraicas que solamente se verdigadeterminados valores.
Agrega que cuando resolvian ecuaciones de prinaglogron una incégnita, buscaban
aquel valor que verificaba la ecuacion y que dizaa una analogia entre las ecuaciones
de primer grado con una incégnita y este nuevodpe@cuaciones, resolver esta nueva
ecuacion implica, del mismo modo que antxontrar los valores dey dey que la
verifican, es decir, que hacen que la igualdadteéata sea cierta. Por tanto dice a sus
alumnos que se busca determinar una pareja de asiRey) que verifique la ecuacion.
La profesora manifiesta a sus estudiantes quegartiincorporada de afios anteriores la
nocion de par ordenado de nameros, que es la mrisgian que les permitié convenir
gue se nombra en primer lugar el valoixdeluego el dey por tanto escribimos(y), y
no y, X), pues vimos que los primeros representan purtigslano. Por tanto retomando
lo anterior, lo que se busca al resolver esta @@uaon los pares ordenados de nimeros
(x, y) que la verifican. Pregunta a los estudiantesusdpn sugerir, posibles parejas de
nameros que sean solucién de la ecuacion.
Anota en el pizarrén las posibles soluciones sdgsrpor los estudiantes:

(1, 2), (1,3; 1,7), (0, 3), (-1, 4)
Y proceden de la siguiente manera con cada untiage e
¢(1,2) es solucion de la ecuacion?
(1,2) es solucioru 1 +2-3=0 (1, 2) es solucion de la ecuacion.
Luego pregunta a sus alumnos si cualquier paraleges solucién y pide a sus alumnos

gue den un par cualquiera, a lo que proponen €llpd).



Escribe en el pizarron:

(1, 4) essolucibu 1+4-3=0 (1, 4) NOes solucion de la ecuacion.

Un alumno manifiesta oralmente que los pares smusion pares de numeros que
suman 3y la profesora parece no escucharlo.

La profesora pregunta a los estudiantes si se gaalvajar con racionales, es decir, si
podremos decir que un par de racionales es solutiénalumno propone el par
(1/2, 5/2) y verifican sustituyendo en la ecuacire efectivamente es solucion de la
ecuacion.

Otra estudiante observa oralmente que las soluxisoe pares de nimeros que suman
tres. La profesora dice que tenemos resuelta wecEn cuando tenemos el conjunto
solucion y pide a sus alumnos que sugieran la faueatendra el conjunto solucion de
la ecuacion.

Escribe en el pizarrén: S ={(1, 2), (1,3; 1,7)3)0(-1, 4), ...}

Un alumno insiste en que en lugar de esto podersosbi los ndmeros reales que
sumados dan tres y la profesora escribe:

S = {Todas las parejas de numeros realeg) tal que su suma sea igual a 3}

La profesora puntualiza que las ecuaciones de pmmaglo con dos incognitas tienen
infinitas soluciones y que las soluciones son lajpa &, y) que verifican la ecuacion.
Agrega que a todo esto [refiriéndose al conjuntt$fn a llamar conjunto solucion de
la ecuacion.

La profesora especificamente aclara que (1, 2pnadss soluciones sino que (1, 2) es
una solucion y que el par ordenado esta formadd@®numeros.

Luego plantea a los estudiantes que van a llevaogunto solucién a la perspectiva
geométrica. Presenta un sistema de ejes coordersada@d que grafican los pares
solucion y observan que obtienen puntos alinealdssalumnos dicen que “da una

recta”. En el pizarron aparece una figura similkr siguiente:



La profesora dice
gue esta recta tiene
asociada la ecuaci
x+y—-3=0

Graficaron en verde los pares solucion de la ebnagien anaranjado los que no eran
pares solucion. Puede verse en la figura el pumtmdrdenadas (5, 5) en anaranjado.
La profesora Mari pregunta por qué podemos trazaedéta y los alumnos contestan
aludiendo a que estan trabajando con pares des.réalg@rofesora les propone elegir un
punto cualquiera de la recta y ver que sus cooddndorman parte del conjunto
solucion. Un alumno propone (-2, 5) y verifican gRer 5 -3 = 0.
La profesora institucionaliza que cualquier puntee gse tome de esa recta, sus
coordenadas pertenecen al conjunto solucion deucén.
La profesora pregunta como pueden ver geométricenugre la ecuacion tiene infinitas
soluciones y un alumno responde que la recta irgimtos puntos.
La profesora introduce a continuacion el concepteclaciones equivalentes diciendo a
los alumnos que pueden manipular estas ecuacignaka como lo hacian con las de
primer grado con una incognita. Escribe en el pirar

X+y-3=0U x+y=3U y=3-Xx
y dice que son ecuaciones equivalentes y que dlv&bre esto més adelante.
La profesora propone a los alumnos la actividadalpgesentada y analizada en la
seccion 6.1.

3C3 3D3IBE3F$G
"7 $5& 753



b 4

Deja a los alumnos unos minutos para trabajar isig@mente en la tarea. Luego realiza
la puesta en comun en el pizarron dando lugar daguestudiantes pasen al pizarrén a
mostrar como resolvieron la situacion. Los alumredrajeron del grafico las
coordenadas de los puntos y recurrieron a la gadfdn para decidir cuales pares eran
solucion de la ecuacion. Presentaron algunas H#daes con la resta planteada en la
expresiomnx —y para el caso en que la ordenada del punto esiveedastas dificultades
operatorias fueron sorteadas con la intervencida decente.
La profesora pregunta a los estudiantes qué obsende los pares ordenados que
verificaban la ecuacion y los alumnos respondiepom estan alineados.
La actividad permitié6 poner en juego dos modogpelesamiento permitiendo que los
estudiantes vieran a los pares solucion tanto cpanes de numeros reales asi como
puntos del plano, y permitio a los estudiantesaligar la alineacién de aquellos puntos
cuyas coordenadas verifican la ecuacion. Ya com@gaanteriormente la importancia
de que los alumnos asociaran el hecho de que urverdica la ecuacion con la
pertenencia del punto a la recta.

En la segunda clase la profesora trabaja con lsmsnas en las siguientes

actividades que ella misma disefa.
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La profesora Mari dice a los estudiantes que meataile es posible encontrar pares de
ndameros que forman parte del conjunto solucion ddacuna de las ecuaciones
planteadas, pero también podemos encontrar sokgitdespejando” tal como lo
haciamos en funciones, es decir cuando expresaharaosriable en funcion de la otra.
Presenta el siguiente caso a modo de ejemplo:
a)-x+y+4=0

y=-4+X
Sefiala a sus alumnos que lo que se hizo fue trasp@&minos para despejaly que

luego se trabaja con una tabla de valores tal dorhacian con funciones.

y=-4+X
0 |-4+0=0
4+2=-2

A partir de aqui, para graficar una recta dadacsia@on, los alumnos cuentan con un
procedimiento algebraico como el de “despgjgpara obtener una variable en funcion
de la otra y construir una tabla de valores o bhuswntalmente pares ordenados que
verifiquen la ecuacién dada.

Luego de haber graficada rectas de “a una” la pooée propone a los alumnos que
grafiguen conjuntamente dos rectas dadas. Predantsiguiente actividad a sus

estudiantes:

, $ & % "
+ (- +

+ : /

Dice a sus alumnos que la idea es graficar el otmjsolucién de cada una de estas
ecuaciones en un sistema de ejes. El proposita dedfesora es que los alumnos
observen las posiciones relativas de dos rectas$ glano para luego introducirlos en la

nocion de sistema. Inmediatamente los estudiarbserean que en el caso (2), la



segunda ecuacion “es el doble de la primera”. Le lgego la profesora tomara para
explicar como podemos obtener una ecuacion equiakeuna dada.
Luego de graficar las rectas en el caso (2) expjicados ecuaciones son equivalentes
cuando tienen el mismo conjunto solucion y dice sjampre que tengan una ecuacion y
la multipliqguen por un real distinto de cero, olob&m una ecuacion equivalente a la
dada.
En cada uno de los casos analiza si existen o mogouyas coordenadas verifiquen las
ecuaciones dadas y de haberlos cuantos son. EXpkgm que un sistema de dos
ecuaciones conforma lo que llamaran sistema decenes. Dice que resolver un
sistema implica encontrar, si existen, las coordasale los puntos que las rectas tienen
en comun, y que por lo tanto, es lo mismo que enaolas parejas de numeros reales
gue verifican ambas ecuaciones a la vez. Registtasecuadernos la posicion relativa
de las rectas, de cada caso planteado, y escrilpgel@so implica a nivel del conjunto
solucién de cada sistema.

En la siguiente clase la profesora, antes de avasnz el desarrollo del tema,
revisa algunos aspectos ya estudiados que congigigoatantes:
- Posiciones relativas de dos rectas en el planoiaslo la nocion geométrica con la
algebraica: destacando la nocion de solucion dastema y que un sistema puede tener
una, infinitas o ninguna solucidn, asociandolo a danfiguracién grafica
correspondiente.
- Recuerda la nocién de pertenencia de un puntoaarecta y su vinculacion con una
solucién de una ecuacion.
En esta clase se propone clasificar los sistemascdaciones como compatibles o
incompatibles y presentar el método algebraicoedeiacion para resolver un sistema.
La presentacion del procedimiento algebraico sdizeea&n forma paralela con la
interpretacion grafica correspondiente. La profasancluye casos de sistemas
incompatibles o compatibles indeterminados al w&sokistemas por reduccion e
interpreta junto a sus alumnos los casos Oy = 0 y & + Oy =k (conk distinto de 0).
Durante el desarrollo del tema la profesora erdaiz el nimero de soluciones posibles
para un sistema.
La profesora trabaja con las actividades 5 y 7 ukestno disefio, que habian quedado

como tarea domiciliaria.



Para las clases siguientes la docente se propeserpar situaciones probleméticas que
se resuelvan mediante un sistema de ecuacionabgjdr diferentes representaciones de
un sistema: verbal, gréfica y algebraica.

En la séptima clase la profesora retoma la nociénsducion de un sistema de
ecuaciones dado en forma gréafica y sitia su ateraidos puntos de corte de las rectas
con el ejex, discutiendo si son o no solucién del sistemantB& a sus alumnos la
actividad 3 de nuestro disefio y plantea situacionabnente como: ¢ Puede un sistema
tener solo tres soluciones? ¢ Y s6lo dos?

Trabaja luego en situaciones dadas en lenguajeiMgule pueden ser modeladas a través
de un sistema para llegar a resolverlas. Pretemesto hacer el transito del lenguaje
verbal al lenguaje algebraico.

Deja planteada la actividad 9 de nuestro disefitaeque se plantea como objetivos
familiarizar a los estudiantes con sistemas 3xhajar con las posiciones relativas de
dos, tres 0 mas rectas en el plano, ver nuevangeltein sistema puede tener una sola
solucion, infinitas o ninguna y presentar configizaes geométricas de sistemas con
diferentes conjuntos solucion.

En el octavo encuentro, la docente aborda la deiivi9 de nuestro disefio que habia
quedado planteada y también se propone trabajdas@ttividades 10y 11.

Para abordar la actividad 9 los alumnos proponesrdafes tanto graficos como
algebraicos a tres situaciones que se planteaa mnsha. La profesora comenta en el
pizarron todas las sugerencias de los alumnos jygana resolucién algebraica con la
grafica poniendo atenciébn en que por diversos pliodentos se llega a la misma
conclusién acerca de la solucién de un sistema.dado

La actividad 10 permite a los estudiantes presetit@rsas configuraciones para dar
respuesta a la misma: dos rectas paralelas y waatse tres rectas secantes dos a dos,
dos rectas coincidentes y una paralela a ellas;ase de tres rectas paralelas distintas.
Para la actividad 11 los alumnos plantean comouesgtp varios casos: cinco rectas
concurrentes diferentes asocidndolo a un sistemaim® ecuaciones, dos rectas
secantes asociandolas a un sistema de tres ecemctlmmde dos ecuaciones son
equivalentes, dos rectas secantes correspondeeniesistema de dos ecuaciones y por
ltimo tres rectas concurrentes asociandolas astensa de cinco ecuaciones donde dos
pares de ecuaciones son equivalentes. Se destacanqtodos los casos las rectas

concurren en un punto.



Las actividades 8 (b) y 13 de nuestro disefio noofu¢rabajadas en clase sino que
formaron parte de la evaluacion escrita del tengalgs estudiantes realizaron en forma
individual.
La docente Mari aborda luego el método de susfitudPara ello presenta un problema
dado en lenguaje verbal. Los alumnos lo modelizana@és de un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas y para resolverlordéesora ensefia el nuevo método
algebraico.
En clases subsiguientes la docente continGa condactes cuyo propdsito es reafirmar
el método de sustitucion. Propone a los alumnagrsas para resolver por dicho
método, precisar cuantas soluciones tiene, verificalgebraicamente en caso de
obtener solucién Unica, clasificar el sistema Yizaala representacion grafica asociada
a dicho sistema para corroborar la solucién obgealdebraicamente.
La docente propone a sus alumnos actividades tpenama disefia en las que se pone
en juego:

- el concepto de solucion de un sistema

- el trabajo con sistemas con dos o més ecuacionesalds con dos

incognitas
- el pasaje entre diferentes registros de represéntac
- la asociacion entre un sistema dado en forma agebry su
representacion grafica

- el concepto de ecuaciones equivalentes

- el concepto de sistemas equivalentes

- la nocion de verificacion

- los sistemas como modelizaciones de problemas dadiesnguaje verbal

- laresolucion de un sistema de ecuaciones potedifes métodos

- el trabajo con sistemas que tienen solucion unicguna o infinitas

6.2.3 Descripcion de la ensefianza del tema en eligo a mi cargo

Este grupo tiene 29 alumnos y sus edades variaslest14-15 afios. EI nimero
total de horas dedicadas a la ensefianza del testeanas de ecuaciones lineales, sin
contar las horas que tomaron las evaluacionesdéu24 horas, repartidas siempre en

modulos de 2 horas, nos referimos a un total derfiientros con los alumnos. La



ensefianza del tema se realiz6 en este grupo ydmlelprofesora Mari practicamente
en el mismo periodo (en mi grupo se comenz6 lafamza del tema 18 dias después de
que la profesora Mari comenzara a desarrollarletegrupo). Esta diferencia se debe a
que como se trabajaba con dos grupos “reales” lsia @sperar a terminar con el tema
anterior (de acuerdo a cémo se venia desarrollahclarso) para comenzar uno nuevo.

La planificacion del curso de la profesora Mariceranto a la secuenciacion de
los contenidos del documento curricular es diferethitque yo realizo habitualmente, de
ahi que los estudiantes contaran con diferentescaoientos previos al enfrentarse al
desarrollo del tema que nos ocupa.

Antes de abordar el tema Sistemas de ecuacionealds) mis alumnos
estudiaron:

Revision de los conjuntos numéricos.

Teorema de Pitagoras.

Relaciones trigopnométricas en un triangulo rectfmgu

Geometria del espacio. Revision de las posicioglasivas de dos rectas, de una recta
y un plano, y entre dos planos. Poliedros, prisyrisamides. Areas y volimenes.

Todos estos temas corresponden al programa ofigjahte de la asignatura
matemética para alumnos del tercer afio de Ciclec8&e Ensefianza Secundaria en el
Uruguay (14-15 afios).

A continuacion reportaré como introduje las ecuaes lineales en este grupo de
estudiantes. Para este reporte me baso en las quatomé, en lo registrado en la
Libreta del Profesor y en el cuaderno de clasendeestudiante. El enfoque utilizado es,
en general, el ya descrito en la seccion 3.7 codiferencia de que introduje las
actividades disefiadas en este trabajo y que ehfapecialmente en los puntos
sefialados en la seccion 6.1.

Se recuerda a los estudiantes que ya hemos esildgécuaciones de primer grado con
una incégnita y que ahora estudiaremos las de prgremdo con dos incégnitas o
también llamadas ecuaciones lineales con dos iedgnSe presenta, a modo de
ejemplo, la ecuacion+y— 3 = 0.

Observamos que para dar soluciones a la ecuaqdi@mseesario dar un valor paty

otro paray, es decir pares de numeros reales. Convendremmsguorimer lugar
daremos el valor dey luego el de/, de manera que estamos buscando pares ordenados
de la formax, y) que verifiquen la ecuacion. El conjunto formado dos estos pares

constituye el conjunto solucién de la ecuacion dada alumnos ejemplifican con pares



solucion que determinan en forma mental y se @a&izel pizarrén la sustitucion en la
ecuacion para verificar que efectivamente se liegana igualdad numérica o a una
desigualdad en caso de que el par no sea solueitinetuacion dada. Luego se grafican
los pares ordenados que tenemos (tanto los quseadocion como los que no) en un
sistema cartesiano y se aprecia que los que \anrifec ecuacion corresponden a puntos
alineados. A la recta que contiene a todos losgsutiilyas coordenadas son solucion le
asociamos la ecuacion dada. Decimos que la recta écuaciom +y — 3 = 0.

A continuacién se propone a los estudiantes reptaseagraficamente la recta de
ecuacion 2 +y = 3 y hallamm para que (-5m) sea solucion de la ecuacion. Para graficar
la recta los alumnos construyen una tabla de v&kemda que indican varias parejas y se
observa junto a ellos que en realidad nos alcamzaic par de valores para representar a
la recta. Para hallan colocan en la tabla el nUmero -5 en la columndade y por
sustitucion calculan el respectivo valoryde

En la siguiente clase se plantean las actividaded tle nuestro disefio, en las cuales se
ponen en juego los aspectos numéricos y grafidosotdeeptosolucionde una ecuacion
lineal. Se enfatiza en la relacion par ordenado \prdica una ecuacion - punto del
plano que pertenece a la recta de esa ecuacioradti@ades disefiadas brindan un
ambito desde el cual trabajar estos aspectos.

En el siguiente encuentro se trabaja con las detiNds 5 y 6. En la actividad 5 surge
facilmente por parte de los alumnos que la sumiagieoordenadas de los puntos de la
recta suman 4 y esto les permite dar la ecuacida mhésma. Nuevamente se relacionan
los aspectos numeéricos, algebraicos y gréficosadtavidad 6 presentd, en general,
dificultades para ser abordada. Los alumnos tunidificultad para dar pares ordenados
gue verificaran las ecuaciones que no son lineglesstinguir qué aspectos de la
expresion algebraica hacian que la ecuacion na firegal. Si bien desde el punto de
vista grafico fue sencillo distinguir rectas devas, desde el punto de vista puramente
algebraico parece ser una actividad dificiimentarddible para este nivel. Los alumnos
no poseen en este nivel las herramientas paraidpoidqué la ecuaciory = 1, para
dar un ejemplo, no es lineal, aun cuando estudiaroal curso anterior el grado de un

monomio. Al tratar de distinguir las operacionessgntes en una ecuacion lineal, y al

tratar de hacerles ver que gr= — + 3 lax esta dividiendo y no es una operacion

permitida para una variable en una ecuacion linkal, alumnos sostenian que la
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ecuacion = $ gue si es lineal por su grafico, puede transfaenan, por ejemplo,

1T: =-* , que por la explicacion dada anteriormente nasema ecuacion lineal. El

problema de la division entre 0, si bien es corm@d este nivel, resulta dificil de
manejar para salvar esta situacion.

En el cuarto encuentro se presentan las ecuacimeades equivalentes. Los alumnos
conocen del curso anterior que ecuaciones equiealason aquellas que tienen el mismo
conjunto solucion. Ahora deberan ver este concaplicado al caso de las ecuaciones

lineales. Se presenta la siguiente actividad:

0)& % -

1 %) % %) 2

)

) 3 % ) '
+ ¢+
(+ ¢+
++ ++

456 ) 78

49 # 7 % 8

Se institucionaliza que dos ecuaciones son equitedecuando tienen el mismo
conjunto solucion y que si multiplicamos ambos nbess de una ecuacién por un
mismo numero real obtenemos una ecuacion equiealéntontinuacién se plantea la
actividad 7 de nuestro disefio, que permite reafirglaconcepto de ecuaciones
equivalentes y aprovechamos para institucionaligae el numero por el cual
multiplicamos ambos miembros para obtener una @muaxquivalente no puede ser

cero.



Queda planteada como tarea domiciliaria la actdviale nuestro disefio a partir de la
cual introduciremos los sistemas de ecuacionesaloanos abordan, en general, esta
actividad graficamente aunque a un alumno se ler®@austituirx = 2y + 9 en la otra
ecuacion. Este estudiante comunica en el pizaodué hizo a los otros estudiantes y
vemos que por distintos procedimientos se llega anico par, en este caso, el (-3, -6).
Si bien el estudiante utiliza un método algebraicose aprovecha la instancia para
institucionalizarlo ni para introducirlo, ya quedssea terminar con toda la secuencia de
actividades de nuestro disefio antes de introdaamnétodo algebraico.

Se aprovecha la actividad 8 para hablar de sistengcuaciones. Se dice a los alumnos
gue un sistema de ecuaciones es un conjunto fornpadodos ecuaciones que
normalmente abarcaremos con una llave y esto migngue las vamos a considerar
juntas. Resolver un sistema de ecuaciones signifatarminar, si existen, los pares
ordenados de reales que verifican a la vez t@$asduaciones del sistema. A propdsito
de la parte 8 (b), discutimos cudl es el nUmerdbjmsle soluciones para un sistema de
dos ecuaciones con dos incégnitas ayudandonos gmdiciones relativas de dos rectas
en el plano. En el caso en que las ecuacionessesen rectas secantes tendremos
solamente uno, ese par se dice que es solucidstiana.

Cuando las rectas dadas por las ecuaciones sdelaardistintas no hay ningin punto
en comun y diremos que el conjunto solucion esovasii fueran coincidentes tenemos
infinitos pares solucion y no escribiremos el cabjusolucion pues tiene infinitos
elementos.

A continuacion se plantea la actividad 9 de nuedisefio. Los alumnos recurren a la
representacién grafica para dar respuesta a lagies planteadas. Responden sin
dificultades los casos a) y b) pero en el casaen dos respuestas: que el sistema no
tiene solucién y que el sistema tiene tres sol@sohos estudiantes argumentan sus
respuestas, discuten entre ellos y finalmente gerda que el sistema no tiene solucion
contrastandolo con el caso a) donde el punto soiymrtenece a las tres rectas a la vez.
Se indican como tarea domiciliaria las actividatiey 11 de nuestro disefio.

En la clase siguiente se hace en el pizarrén lecoion de estas tareas. Los alumnos
participan contando lo que ellos dibujaron. Surgéerentes configuraciones en la
actividad 10: Dos rectas paralelas, tres rectamdndo un “triangulo” y dos rectas
paralelas cortada por una secante. Para la adititlgpresentan sin dificultades graficos
con dos, tres, cuatro y hasta cinco rectas cormgesen un punto. Se resuelven luego

las actividades 12 y 13 de nuestro disefio. Entigidad 12 los alumnos argumentan



que al tener las rectas dos puntos en comun tigrigntos. Algunos recurren a la
representacion grafica para mostrar que efectiveengon rectas concurrentes. En la
actividad 13 los alumnos dicen que el punto A ndepece a las rectas y que por tanto
no puede ser solucion del sistema. Evidencian speepara que las coordenadas de un
punto sean solucién de una ecuacién, el punto delienecer a la recta asociada a la
ecuacion.

Una vez finalizada la secuencia de actividadesusstro disefio se ensefia el método
algebraico de reduccion para sistemas 2x2. Du@rgto clases se ejercita este método
en varios ejercicios donde aparecen sistemas denedie conjunto solucién y se
interpreta el caso dexpresiones del tipoxO+ Oy = 0 o & + Oy = k conk diferente de 0:

en el primer caso vemos que existen infinitos pguesverifican 8 + Oy = 0 y se trata
de rectas coincidentes y en el segundo que naeaxisgun par que verifiquex@ Oy =k

(k distinto de cero) y por tanto las rectas son p&sldistintas.

También se presentan a los estudiantes problemingmaje verbal que se traducen a
un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas nessielven por el método de
reducciéon. A medida que los alumnos avanzan ejetai@cion, se incrementa también
en diferentes ejercicios, la dificultad algebraibaciendo aparecer, por ejemplo,

denominadores en las ecuaciones.

6.3 Analisis de los resultados referidos al segundobjetivo de

investigacion

Una vez finalizada la ensefianza del tema en cadlaeitos grupos, se aplicé el mismo
cuestionario de preguntas utilizado para concrethrprimer objetivo de esta
investigacion (ver cuestionario en la seccion Eb)cuestionario no es de aprendizaje
sino que busca explorar y obtener evidencia, paracgenta de un estado del saber en
los alumnos. Se aplicé en una sesion de 80 mirertosada grupo y los alumnos lo
resolvieron individualmente. Las preguntas 1 a $useon entregando de a una de la
siguiente manera: se entregaba a cada estudigoteganta 1 y al devolverla se le daba
la pregunta 2, asi sucesivamente hasta la preguinicdusive. El objetivo era evitar la
re-correccion de lo hecho pues queriamos obseamrptimeras reacciones de los

estudiantes. Luego se entregaban las preguntas@al [final, juntas en un librillo, para



ser resueltas también en forma individual. Padicip en esta instancia, 32 alumnos del

grupo de la profesora Mari y 28 alumnos del grupa aargo.

6.3.1 Primeras impresiones

Como ya sefialamos en el parrafo anterior, el @restio, ya presentado y analizado en
la seccion 3.5, fue aplicado a dos grupos de esitei que denominaremos Grupo 1y
Grupo 2:

Un grupo con 32 alumnos presentes de 14-15 aflaspdefesora Mari.

Un grupo con 28 alumnos presentes de 14-15 aflaspdefesora Cristina.
Para una primera impresion acerca de como sebdigém las respuestas a la pregunta 1,
gue consideramos nos permite observar la primaeci@n de los estudiantes ante una
situacion que involucra el concepto de solucibrudesistema, presentaremos los datos
en una tabla y organizaremos la informacion derdoua lo que el estudiante contesta,
distinguiendo los siguientes tres casos, al igus @n la aplicacion anterior del
cuestionario:
A) El sistema no tiene solucion
B) El sistema tiene tres soluciones
C) Otras respuestas
De nuevo queremos enfatizar que no es nuestraciaterealizar un andlisis cuantitativo
pero creemos que las tablas permiten una visidaége los primeros resultados y
evidencian la aparicion de un error que, como safiaé anteriormente, consideramos
relevante para explorar la nocion delucion de un sistema que construyeron los
estudiantes, después de una ensefianza del temaogueord las recomendaciones

didacticas que surgieron del primer objetivo deegtigacion.

#
$ %& '
A) El sistema no tiene solucién 25 78
B) El sistema tiene tres soluciones 5 16
C) Otras respuestas 2 6
Total 32 100




# |
$ %& '
A) El sistema no tiene solucién 22 78.57
B) El sistema tiene tres soluciones 5 17.86
C) Otras respuestas 1 3.57
Total 28 100

Observamos que un alto porcentaje de estudiame®sedos grupos, reconoce que el
sistema de la pregunta 1 no tiene solucién. Lormpgellamo la atencion y que luego
comentaremos con mas detalle es que en el casérdged 1, de los 7 alumnos que dan
el tipo de respuesta B o C, 3 de ellos cambianpit@dn en la pregunta 2 diciendo que
el sistema presentado no tiene solucion. En el dak&rupo 2, 4 estudiantes de los 6
que contestan B o C, cambian de opinién tambiéanya pregunta 2 diciendo que el
sistema presentado no tiene solucion. Entendemeslagualumnos desarrollaron un
pensamiento mas versatil que los estudiantes cogue trabajamos en la primera fase
de este trabajo. En esa oportunidad solamentai@iastes de los que contestaron B o C
en la pregunta 1 cambiaron de opinion en las ptagu@ o 3 del cuestionario:
1 estudiante de 19 (en el caso del grupo de l&goch Martina) y 1 estudiante de 17 (en
el caso del grupo a mi cargo).

6.3.2. Analisis de los resultados

Como segundo objetivo de este trabajo nos propssdisefiar actividades de ensefianza
para el concepto dsolucibnde un sistema de ecuaciones lineales con dosriitaég
para estudiantes de ensefianza secundaria de 1#e%5 esto es, alumnos que se
introducen por primera vez en el algebra linealag&actividades las pusimos en practica
en dos grupos de estudiantes de este nivel y adypoataremos los resultados obtenidos.
Clasificaremos a los estudiantes de cadel en tres grupos de acuerdo a la
respuesta dada en la primera pregunta del cuestona
Los que contestan que el sistema no tiene solucion.
Los que contestan que el sistema tiene tres solesio
Los que dan respuestas de otro tipo.
De cada uno de estos grupos iremos repmytédos casos que creemos aportan

mayor informacion para entender el estado del sddérs alumnos.



Dentro del grupo a) nos interesa centrarnos eip@lde argumentos que dan a lo largo
del trabajo y distinguir asi en qué aspectos hatrago su atencion los estudiantes para
dar una respuesta correcta. También observarendosiqdos de pensamiento ponen en
juego.

Dentro del grupo b) nos interesa también obsemvarargumentos que dan en sus
respuestas que seguramente pondran en evidencit@spde la imagen de los
conceptos que han construido y trataremos de indpgaaspecto de esa imagen esta
llevando a los alumnos a interpretar que el sistiena tres soluciones.

Del grupo c) observaremos qué otro tipo de arguoselévan a los alumnos a una
interpretacién diferente de las relevadas en losoaa) y b) y qué modos de
pensamiento ponen en juego. También nos interesenaly las diferentes concepciones
gue tienen los estudiantes respecto al conceptiéaly como sale a la luz en este

contexto especifico geométrico.

6.3.2.1 Estudiantes que contestan a la pregunta 1 diciendoegel sistema no tiene

solucion

Como ya seialamos, en el grupo (a) nos intereseaceos en el tipo de argumentos que
dan los alumnos a lo largo del trabajo, y distingsi en qué aspectos los estudiantes
han centrado su atencién, para dar una respuestrteo También observaremos qué
modos de pensamiento ponen en juego y trataremdesteibir la imagen del concepto
gue han construido.

Florencia (14 afos), alumna de la profesora Meaoitesta a la pregunta 1
diciendo que: Ninguna, porque no existe un punto que pertenezaa @es rectas, por
lo tanto no tiene soluciBnEn su respuesta podemos encontrar una claculaction
entre el modo geométrico y el analitico, en taat@lumna puede relacionar el punto
perteneciente a las tres rectas con el conceptiénl del sistema. En forma similar
contesta las preguntas 2 y 3. En la pregunta 4idenaslas dos primeras ecuaciones,
resolviendo el sistema formado por ellas. Encueekrpar (-3, 5) y luego estudia si
verifica la tercera ecuacion, hallando que no. €statque el sistentllo tiene solucion
porque no existe un par (X, y) que verifique lasstrecuaciones”La estudiante
manifiesta comprension del concepto solucién dsistema y en sus explicaciones hace
énfasis en que el par solucion debe verificar téamecuaciones dadas. Entendemos que

pone en juego una propiedad del concepto solucamnlg que pone en juego un



pensamiento del tipo analitico-estructural. Eviderentender la solucion del sistema
como punto, como par ordenado de nimeros y comopmpiedad que caracteriza a un
par solucion del sistema, tanto desde un punto is& intético-geométrico como

analitico-aritmético.

Responde adecuadamente todas las partes de lanfareguy presenta interesantes
representaciones gréficas en las que pone en jebgooncepto de ecuaciones
equivalentes desde un punto de vista grafico. Rtiaepresenta las siguientes figuras
para los casos a), d) y e):

3 A 9 A a=b=c ¢ + a=b

a=b
N

v

> 7 >
: / /e

En la pregunta 6 agrega una recta paralela a utesdldas y explica qu&i‘2 rectas

no tienen una solucion ya el sistema es incomptiBin la pregunta 7 agrega rectas
gue son todas concurrentes en un punto que llaynagiRega quelias rectas a, b, ¢, d y

e tienen una solucidn, el puntd.En la pregunta 8 dice qué&t‘tiene 2 soluciones, tiene
infinitas’ pero no explicita que no es posible que es lospidesprende de su respuesta.
En la pregunta 9 contesta quéd; porque a y b no estan superpuestas, tieneninica
soluciori. En la pregunta 10 plantea agregar las rectazxicbendo con la dada y dice
gue “Son rectas superpuestas, tienen infinitas solusiofi# la pregunta 11 plantea el
sistema formado por las ecuaciomesy = 3 yx—y = 1. En la pregunta 12 dice qu& “
tiene mas de 1 solucién, tiene infinitaspresenta un sistema formado por un par de
ecuaciones equivalentes que gony = 3y X + 2y = 6. En la pregunta 13 responde que
no es posible porque el punto (3, 4) no pertendeerecta asociada al sistema. En 14
contesta que Son rectas superpuestas, si el sistema tiene mamaesolucion tiene
infinitas’” sin explicitar que no es posible, aunque estdigitp en su respuesta. En 15
contesta queSi, el sistema tiene mas de una solucién, tiermeitad’ y sobre la recta
dada escrib@ = b = ¢ como si la recta dibujada representara tres redasidentes.
Responde la pregunta 16 de la misma forma que En5l7 dice que un sistema de
ecuaciones e‘ecuaciones 0 mas que se busca un punto (x, yagwerifiqué. En 18
contesta que una solucion de un sistema es:

“- Encontrar un punto (X, y) que pertenezca arestas asociadas al sistema



- Encontrar un punto (x, y) que verifique totlsecuaciones del sistema”

Impresiona la capacidad de esta alumna para \e@neepto solucion desde diferentes
modos de pensamiento y en forma simultadnea. Eviddluidez en ver los pares como
puntos y como parejas de nameros, y puntualizadgigdad que los hace solucion que
es la de verificar todas las ecuaciones a la Viezde pertenecer a todas las rectas a la
vez. Ya comentamos anteriormente la importancigue los alumnos entendieran la
nocion de par que verifica una ecuacién desde wmtopde vista geométrico como el
punto que pertenece a la recta de esa ecuacion.

Mauro (14 afios), alumno de la profesora Mari, €stiat a la pregunta 1 diciendo
gue ‘Ninguna, porque no tienen un punto en coinlie la misma manera contesta las
preguntas 2 y 3. Para contestar la pregunta 4 aenasel sistema formado por las dos
primeras ecuaciones que resuelve por el métodediecion determinando el par (-3,5).
Luego estudia si este par verifica la tercera @dnaccontesta finalmente que el sistema
“No tiene solucion porque ningun par ordenado wegifilas tres ecuaciones
simultaneamente Responde adecuadamente la pregunta 5 evidemcigunel conoce el
namero posible de soluciones de un sistema e indicaxpresamente que si un sistema
tiene dos soluciones entonces tiene infinitas, ik si se sabe que el sistema tiene tres
soluciones. Conoce que la representacion grafiaandgstema con infinitas soluciones
son rectas coincidentes y para el caso en qualseupisistema sin solucion presenta el
caso de tres rectas paralelas distintas. En laipted presenta una recta que corta a las
dos dadas, formando la configuracion “trianguloth B pregunta 7 presenta rectas
concurrentes en un punto. En la pregunta 8 congestédNo, porque si tienen dos tienen
infinitas. Una recta si se corta, se corta en untpyen todos o en ninguho
Este estudiante evidencia conocer bien las pafatniés existentes para los puntos que
dos rectas pueden tener en comun. Esto lo ayutibarar las diferentes posibilidades
para el conjunto solucion de un sistema. Contestprégunta 9 diciendo queNo,
porque estas dos no son paralelas distintas vy lsijdiotra el punto de corte sigue
siendo el misnio Para la pregunta 10 dice que puede dibujar semancidentes con las
dadas. Si bien este alumno logra un buen desengbg@oraico en la pregunta 4, vemos
gue sus argumentos provienen de interpretacionessqurealizan en el plano de lo
geométrico. Para la pregunta 11 presenta el sidiemmeado por las ecuacionesy = 3
y x —y = 1 explicando que buscé dos ecuaciones no eguite que tuvieran por
solucion el par (2, 1). Su respuesta refleja damien el plano de lo algebraico

interpretando adecuadamente el concepto de soltamdm para una ecuacién como para



un sistema, utilizando argumentos numéricos. Tambig cuenta de que conoce el
concepto de ecuaciones equivalentes y de que paralcgistema tenga solucion Unica
las dos ecuaciones del sistema no deben ser eeputal Utiliza el concepto de
ecuaciones equivalentes para responder a la peedithtdiciendo que busco una
ecuacién con solucion (2, 1) y luego la multiplpara obtener una ecuacién equivalente
que tiene iguales soluciones. En la pregunta 13esta que No, porque la recta no
tiene como solucién el par (374En 14 contesta queNb, porgue si tiene 2 soluciones
tiene infinitas. En la pregunta 15 dice que es posible lograrddido representando una
recta coincidente con la dada. En la pregunta 6 due ya la contest6. Para este
estudiante un sistema de ecuacion&Son un conjunto de ecuaciones que tienen
relacion entre si”y una soluciéon de un sistenigs un par ordenado que verifica
simultdneamente las ecuaciones del sisteral’ su explicacion vemos que reflexiona
en el modo analitico-aritmético, sin embargo enréssantes actividades dio cuenta de
sus posibilidades de pensamiento en el plano gecménterpretando adecuadamente
las situaciones propuestas. Este estudiante cdrienelas posiciones relativas de dos
rectas en el plano y utiliza esta informacion peefeexionar acerca del numero de
soluciones posibles de un sistema de ecuacionesld® lo que redunda en una
interpretacion acertada del concepto de soluciamdgstema.

Araceli (14 afos), alumna de la profesora Marspomde a la pregunta 1
diciendo que El sistema no tiene solucion porque no hay ningimt@que pertenezca a
las tres rectas al mismo tiempoDe la misma manera contesta las preguntas.Pai&
abordar la pregunta 4 considera el sistema fornpatddas dos primeras ecuaciones y
determina un par ordenado con el que luego estidiarifica la tercera ecuaciéon del
sistema. Como no verifica, responde g ‘existe ningun par (X, y) que verifique las
tres ecuacionés Agrega ademas que el conjunto solucion del siatal que llama S es
vacio y que el sistema es incompatible. En la pregb responde a la situaciéon (a)
diciendo que Si, ya que las rectas pueden cortarse en un saltopy presenta como
representacion gréafica un conjunto de tres redasuwrentes. Para la parte (b) dice que
“No, porque las rectas comparten uno, ninguno mitos puntos. De otra forma podria

ser pero no serian rectag presenta la siguiente figura.



Ya habiamos destacado que el hecho de pensarners @g una heuristica que permite a
los alumnos discriminar el nimero de puntos queredsis pueden tener en comun.
Para responder (c) alude a los mismos argumen&mosien (b) y para la parte (d) dice
gue las rectas pueden ser paralelas coincidenses. f@sponder (e) alude a rectas
paralelas disjuntas contestando que si es posible.

En la pregunta 6 agrega una recta secante a ladadias formando la configuracion
“triAngulo” diciendo que Este sistema no tiene solucion porque gracias i@dda que
agregué, no hay ningun punto que pertenezca adasréctas a la vézEn la pregunta

7 presenta rectas concurrentes y dice diste’ sistema tiene una Unica solucion porque
hay un Unico punto que pertenece a todas las rexfasveZ. A la pregunta 8 contesta
gue ‘No puedo porque un sistema de ecuaciones tiene minguna o infinitas
soluciones. Nunca dbsDestacamos en esta alumna su conocimiento ¢eolsiedad
gue hace que un punto sea soluciéon de un sistema&gjla de pertenecer a todas las
rectas en cuestion y también su conocimiento delend de soluciones que puede tener
un sistema. Ya habiamos valorado que estos dosicoieatos favorecian una adecuada
interpretacion de las situaciones planteadas. prégunta 9 responde qtido puedo.
Porque para que un sistema tenga infinitas soluesotodas las rectas tienen que ser
paralelas coincidentes y estas dos ya no lo s&ii este caso la estudiante articula el
caso de infinitas soluciones con la representagiéfica correspondiente mostrando que
puede transitar con flexibilidad entre el nUmersdiciones de un sistema y el nimero
de puntos que las rectas deben tener en coman.

En la pregunta 10 agrega rectas coincidentes cdada y responde qu&ste sistema
tiene infinitas soluciones porque las tres ecuagefomtienen la misma representacion
gréfica y son paralelas coincidentes. Por lo taatdener infinitos puntos en comun, el

sistema tiene infinitas soluciorie$Se evidencia en las dos oraciones de su respaest



esta pregunta, como la estudiante es capaz derieti@r a las soluciones como puntos y
a los puntos como soluciones. Si agregamos a gst.en la pregunta 18 dice que
solucion de un sistemd&S$ el par ordenado (o uno de los pares) que verifidodas y
cada una de las ecuaciones que componen el sis{mdamos observar que existe una
clara articulacion entre dos modos de pensamiehfdA y el SG, lo que entendemos le
permitié un muy buen desempefio a lo largo de tbdaestionario.

Maximiliano (14 afios), alumno de la profesora Megsponde en 1 diciendo que
“El sistema no tiene solucion porque no hay un pent@omun entre las tres rectas, y
por lo tanto, no hay un par ordenado que verifiqlas tres ecuaciones
simultdneamente Destacamos en la respuesta de este alumno xibilfdtad de
pensamiento para poder ver el concepto solucion si#ema como punto con
caracteristicas particulares que él mismo explicitamo par ordenado también con una
propiedad que aclara en forma precisa. Entenden®swforma de pensar da cuenta de
que es capaz de realizar un transito flexible edo® modos de pensamiento que le
posibilita, por un lado, una interpretacion adeeudd la situacion y por otro, dar una
interesante respuesta que adopta dos puntos ds.vist
De la misma forma responde las preguntas 2 y 4laBmregunta 4 despepade la
primera ecuacion y la sustituye en la segunda @madeterminandy = 5. Con este
valor sustituye en la tercera ecuacion hallando = - 6. Sin explicitar ningun
procedimiento de verificacion —aunque puede halsedhizado mentalmente— responde
gue ‘El sistema no tiene solucién, porque no hay ungedenado x, y que verifique las
3 ecuaciones simultdneament®esponde adecuadamente la pregunta 5 demostrando
conocer el numero de soluciones posibles parastensa de ecuaciones lineales aunque
no da ninguna explicacion de por qué no puede twrlamente dos soluciones. Para el
caso de un sistema con solucién Unica presentasrecincurrentes, para el caso de
infinitas soluciones presenta rectas concurrentgmna el caso de ninguna solucién
presenta rectas paralelas. En la pregunta 6 agnegaecta secante a las dos dadas
formando la configuracion “triangulo”. En la pregar? representa rectas concurrentes
en un punto y en la 8 dice qudrf sistema de ecuaciones no puede tener dos so&sio
exactamente, puede tener, infinitas, una o ningotaciéri. En la pregunta 9 contesta
que ‘No, el sistema tiene una solucion, y no podriartérfaitas ya que las rectas estan
superpuestds Conocer el numero posible de soluciones de uwstesia y su
correspondiente representacion gréfica lo ayudaaraumha respuesta acertada a la

situacion. En la pregunta 10 representa rectasideintes con las dadas. En la pregunta



11 presenta el sistema formado gory = 3y X — 2y = 4 dice que Primero, invento
una ecuacion cualquiera, luego sustituyo (x, y) (rl) y busco un resultadoPara
este estudiante la ecuacion es solamente el mieguigrtiene “letras”, ya que él primero
plantea una expresion algebraica lineak ery, y luego averigua a qué igualarla. Para la
pregunta 12 plantea el sistema formado por lascemues X+ 2y =4y -X -2y =-4y
agrega que Para que tenga infinitas soluciones, los términoglyresultado de la
primera deben ser proporcionales a los de la segueliacion, evidenciando conocer
la condicion de proporcionalidad entre los coefités de ecuaciones equivalentes, que
estudio con su profesora en clase. En la pregihtditesta que no es posible porque la
recta dada ya no pasa por el punto (3, 4) asocigutdo soluciébn con punto que
pertenece a la recta. En la pregunta 14 contestaugusistema no puede tener dos
soluciones Unicamente, argumentando que solo geede una, ninguna o infinitas. En
la pregunta 15 dice que para que el sistema temge sus soluciones a las dos dadas
debe tener infinitas. En la pregunta 16 repitedotestado en 5. En la pregunta 17 dice
que un sistema de ecuacion&s ‘uUn conjunto de dos 0 mas ecuaciones de prinagtogr
con dos incognitas (x, y) que pueden tener unaguma o infinitos conjuntos de
soluciori. Aqui el alumno parece confundir conjunto soluc@bn soluciones, en virtud
de que el conjunto solucién es Unico para cadamsstde ecuaciones y son las
soluciones las que pueden ser infinitas. De acuakdivel que el estudiante cursa no
maneja conocimientos profundos de la teoria deuctm$ sino que su docente trabajo
solamente aquellos conceptos de la teoria conjantjgse fueron necesarios para el
desarrollo del curso sin constituir un objetivo hmismos. Consideramos que las
dificultades que tuvo este estudiante al expresasaesiden en la comprension del
tema (teniendo en cuenta al desempefio que tuvdaago del cuestionario) sino del
vocabulario oportuno para expresarse.
En la pregunta 18 dice que una solucidfs “un par ordenado (X, y) que verifica
simultdneamente todas las ecuaciones del sistemddic@mente, es un punto en comun
entre las rectas respectivas a las ecuaciones id&#md. Aqui evidencia una buena
articulacion entre dos modos de pensamiento gperhaiten ver el punto solucién como
figura geomeétrica y como par ordenado.

Andrés (15 afios), alumno de la profesora Cristiesponde en 1 diciendo que
“Ninguna porque no hay un punto en que se cruzarréssrectas Si bien deberia
haber dicho “se cortan” en lugar de “se cruzan” wesira conocer que ninguno de los

puntos en que se intersecan las rectas dadasuefsdliel sistema formado por las tres



rectas. De la misma forma responde las pregunia8.2Para contestar la pregunta 4,
realiza una combinacion lineal de las tres ecuasiatadas y determina= -6. Luego
sustituye este valor en cada una de las ecuacypmdsserva que obtiene diferentes
valores pargy. Contesta finalmente quel“sistema no tiene solucion porque en las tres
ecuaciones y me dio distirito El abordaje que realiza de la pregunta es aigeb y
evidencia conocer el concepto solucién de un sestesmo un par de nimeros que debe
verificar a la vez las tres ecuaciones. En la pregb demuestra conocer que un sistema
tiene solucion Unica solamente cuando las recta®dan en un Gnico punto, que dos
rectas pueden tener un solo punto en comudn, toddsgono y que esto determina que
un sistema de ecuaciones lineales no pueda tela@nestte dos o tres soluciones. En la
pregunta 6 agrega una recta secante a las dos dadaforman la configuracion
“triAngulo”. Explica que Como las rectas no se cortan en ningdn punto podedaoir
que el sistema no tiene soluciokn la pregunta 7 presenta rectas concurrentamen
punto y en la pregunta 8 argumenta, al igual quie &y que un sistema puede tener una
solucién o infinitas pero Unicamente dos no. Redpaacertadamente las preguntas 9 y
10 sefialando que para que un sistema tenga isfisadaciones, las rectas deben ser lo
gue él llama tolineales, refiriéndose a rectas coincidentes por las figujue presenta.
En la pregunta 11 presenta el sistema formadoggaeduaciones+y =3y X-y=-3y
explica que Busco un sistema cuya solucién sea (2, 1) y lueged una ecuacion
equivalente a la primefa Como en la pregunta 12 responde con el mismierss
argumentando que tiene infinitas soluciones, peasajue el alumno no prestd atencion
a que en la pregunta 11 se le pedia un sistema&aionion Unica. En la pregunta 13
evidencia conocer que para que un par ordenadardems sea solucion de un sistema,
el punto que los tiene por coordenadas debe pederse todas las rectas de dicho
sistema. En la pregunta 14 responde que no basiedogue si un sistema tiene dos
soluciones entonces tiene infinitas pero solaméogenunca. En la pregunta 15 presenta
una recta coincidente con la dada. En la preguhi@ice que ya queddé contestada en la
pregunta 5. Para Andrés un sistema de ecuacidgesirf conjunto de ecuaciones, que
en una grafica se representan a través de réctdanifiesta en su respuesta que puede
ver a las ecuaciones también como figuras georaétri€onsideramos que esto le
permitié un buen desempefio a lo largo del cuegimnga que no presento dificultades
al interpretar la mayoria de las situaciones da#ada pregunta 18 responde que una

solucion ‘Es un par ordenado de numeros que verifican todasecuaciones de ese



sistemd, concepto que queda en evidencia al ir contestala$ preguntas del
cuestionario, aun cuando la situacién estuvienatgdada en el modo geométrico.

Pedro (14 afos), alumno de la profesora Cristommtesta a la pregunta 1
diciendo que el sistema no tiene ninguna solucargye las rectas se deberian cortar en
un mismo punto. De la misma forma responde 2 y&a Pesponder la pregunta 4,
realiza una combinacion lineal de las tres ecuasiatadas y con un error operatorio
llega ay = - 2,5. Sustituye este valor en la tercera eémagi comete otro error
operatorio llegando & = - 0,8. Luego sustituye estos valoresxdg dey en las tres
ecuaciones del sistema y observa que no obtieatdaes numéricas, a lo que contesta
gue “0, 8; -2, 5 no verifica ninguna de las 3 ecuacEin&i bien este alumno comete
varios errores operatorios al trabajar algebraicaeenanifiesta conocer que para que
una pareja sea solucion debe verificar todas lagodanes del sistema. Por el otro lado,
parece que no conoce el hecho de que los valoeeempuentra deben de satisfacer las
ecuaciones que utilizd para sacarlos. En la pregumt manifiesta conocer la
configuracién adecuada para un sistema con solugidca y para un sistema con
infinitas soluciones. Para el caso de un sistemaducion presenta dos rectas paralelas
cortadas por una secante y dice que un sistemaeaepgener exactamente dos ni tres
soluciones porque solo se cruzan una VeAsumimos que el estudiante se refiere a que
si dos rectas se cortan tienen un solo punto endioyn no pueden tener otro.

Presentamos su respuesta a continuacion.
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Es interesante observar como en la parte (a) piradisefiala que las rectase“cruzan
en el mismo puntoy en la parte (e) quesé cruzan en puntos difereriteiejando bien
en claro que no confunde punto de corte con pwitmi®n.

En la pregunta 6 agrega una recta secante a ladadias formando la configuracion
“triAngulo”. Justifica su respuesta diciendo querkctas se cortan elaios diferentes
refiriéendose a puntos diferentes. Para la pregdmieesenta rectas concurrentes en un
punto y en la pregunta 8 dice que lo pedids fmposible! Estagefiriéndose a las rectas]
pueden tener todos los puntos en comin o uno solaingund. Responde
adecuadamente las preguntas 9 y 10 evidenciandoaqoee que para que un sistema
tenga infinitas soluciones las rectas deben tem@ritos puntos en comun, es decir,
deben ser coincidentes. Refiriéndose a la predihfedro dice asiES posible, ya que
tracé las 2 rectas en el mismo eje y al tener it@puntos en comuan tienen infinitas
solucione’ El alumno evidencia en su respuesta que puedea \&s soluciones como
puntos de las rectas y como en la pregunta 18qgieegpara él una solucioes un par

82 en lugar de las mismas

de n° que equivalen a las incégnitas y que sidasemos
solucionan a la vez las 3 ecuaciones o cuantas’spademos decir que es capaz de ver
el concepto solucién como par, como punto y quenadde asigna la propiedad de que
verifica todas las ecuaciones del sistema. Creeqoues conjuga los tres modos de
pensamiento lo que le facilita una interpretacidecaada de las situaciones propuestas.
Deseamos destacar en el trabajo de Pedro su respuaspregunta 11, en virtud de que
a diferencia de la mayoria de los estudiantes quaran por presentar pares de

ecuaciones, él presenta un par de rectas queta@ eorel punto (2, 1).

Dadas las dificultades operatorias que evidencidrabajar con ecuaciones en la
pregunta 4, seria comprensible su preferencialgaalEjo en el modo SG, presentando

una representacion gréfica en lugar de dos ecusi@ierpinska (2000) reporta algunos

32 Las comillas son del alumno.



casos donde la economia a nivel del pensamientaa@$¥uena motivacion para que el
estudiante opte por uno u otro modo de pensami&ntel ejemplo que ella propone un
estudiante opta por el modo AE para evitar el fraba el modo AA que es més tedioso
por los célculos que implica. En el caso de Pedrerpretamos que opta por dar una
respuesta en el modo SG también por razones deoméan evitando pensar en

ecuaciones y relaciones numéricas.

Joaquin (14 afos), alumno de la profesora Cristiesponde a la pregunta 1
diciendo que Ninguna, es un sistema incompatible ya que lascBaseno se cortan en
un mismo punto. Es decir no tienen ningun puntoceniri. Contesta las preguntas 2y
3 de la misma manera aunque en la 3 agrega que y[apartesiempre que hay dos
paralelas no hay solucidnSi bien manifiesta claramente que los sistenagienen
solucion porque las rectas no tienen ningln puntooenun, la presencia de dos rectas
paralelas parece darle mayor seguridad a su raapuesma confirmacion de que lo que
esta contestando esté bien.

Para contestar la pregunta 4 considera el sistemmaatlo por las dos primeras
ecuaciones del sistema y lo resuelve por el médedzustitucion (método que él invento
en clase a partir de la actividad 8 (a) de nualit®fio. En ese momento se le hizo saber
que el método que él proponia se conocia como mék®dustitucion). Llega a la pareja
(-3, 5) y constata que no verifica a la restant@eidn del sistema. No obstante también
resuelve el sistema por el método gréfico y alestar dice que no hay solucion porque
por el método gréfico las tres rectas no tieneguminpunto en comun y agrega que al
hacerlo por el método de sustitucién “[.tampoco me dio. La Unica solucion que hay
para la ecuacion 1 y 2 no fue, al sustituir la sfun de esas 2 en la 3 no me dio
correctd. Ademas de pensar la situacion desde dos purdogisia, se observa que
comprende que el Unico par que verifica las ecuoasid y 2, seria el Unico “candidato”
a solucién pero que al no verificar la ecuaciéne3dsscarta tal posibilidad. En la
pregunta 5 demuestra conocer que rectas conclsreateesponden a un sistema con
una unica solucion y que para que existan infingalsiciones, las rectas deben ser
coincidentes. Dice que no puede haber exactamersted dres soluciones porque dos
rectas pueden tener un solo punto en comun, ioéinit ninguno. Para el caso (e)
presenta tres rectas paralelas distintas. Paraméspla pregunta 6 agrega una paralela a
una de las rectas dadas. En general, los estusligmedirieron en este caso la
configuracién “triangulo”, pero en el caso de edtenno ya comentamos mas arriba que

la presencia de paralelas parece darle mayor slegud la respuesta que esta dando.



Responde las preguntas 7 a 10 sin problemas, amtilz configuraciones graficas
adecuadas a las situaciones planteadas. Parateotdesregunta 11 presenta el sistema
formado por las ecuaciongsty = 3 yx + 2y = 5 que obtuvo pensando en relaciones
numeéricas entre el nimero 2 y el 1. Para la pregui# responde dando una
representacion grafica con una recta que pasalpgmmneo (2, 1). En el caso de este
alumno no es claro si no sabe presentar el sishdégearaicamente o si da esta respuesta
por razones de economia. Por el desempefio questuglase durante la ensefianza del
tema (se trata de uno de los mejores alumnos gaupo) nos inclinamos por la segunda
interpretacion. Responde las preguntas 13 a 1prelsiemas y en la 16 dice que ya la
explico en otra pregunta. En la pregunta 17 dieewqusistema de ecuacion&oh mas

de 1 ecuacion que puede tener 0 no solucién 18 manifiesta que una solucidis’ un

par ordenado de numerbsPor el trabajo realizado en todo el cuestionaémuestra
que es capaz de ver las soluciones como paresnderosi y como puntos del plano y
dotarla de una propiedad gréfica que es la derpée a todas las rectas del sistema a
la vez (preguntas 1, 2 y 3) o verificar todas lagaeiones del sistema a la vez (pregunta
4).

6.3.2.2 Estudiantes que contestan a la pregunta 1 diciendoegal sistema tiene tres

soluciones

Como ya dijimos, en dos grupos de estudiantes geriexentd una nueva manera de
ensefar sistemas de ecuaciones, no restringiéralataso 2x2 sino que se plantearon a
los estudiantes actividades que involucraban sagemon diferente numero de
ecuaciones y con diferentes conjunto solucion,iteila@ones que exigian el trabajo en
diferentes modos de pensamiento. Ademas, las dexcantargo realizaron hincapié en
determinados centros de atencion ya reportadog@moses anteriores. El porcentaje
de aparicion de esta respuesta (el sistema deegumia 1 tiene 3 soluciones) fue
sustantivamente menor que el que aparecio en dssgiupos que estudiamos en la
primera fase de este trabajo. En el grupo de leegoea Mari, 5 alumnos de 32 dieron
esta respuesta pero deseamos destacar que ddsslgaetambian de opinion en la
pregunta 2 (diciendo que el sistema no tiene smh)@uando los estudiantes con los que
trabajamos en la primera fase del trabajo, deiexist cambio de opinién, aparecia
recién de la pregunta 5 en adelante. En el casgrdeb a mi cargo, 3 estudiantes de los

5 que respondieron que el sistema de la preguniené 3 soluciones, cambiaron de



opinion en la pregunta 2. Entendemos que los alsndesarrollaron un pensamiento
més versétil que los estudiantes con los que aalmg en la primera fase de este
trabajo. Observamos que lo que posibilitd a estosiros un cambio de opinién fue

evocar la propiedad dpunto comunpara el punto solucién. Cuando los alumnos
responden solamente aludiendo a puntos de corteuasdo cometen el error de

confundir cualquier punto con un punto solucion.

Analizaremos algunos trabajos de estudiantes goneemecada punto de corte de las
rectas de la pregunta 1, una solucion del sisteana fpatar de entender mejor en qué
radicaron sus dificultades.

Paola (14 afios), alumna de la profesora Mari,omedp a la pregunta 1 diciendo
que ‘El sistema tiene tres soluciones. Porque hay tie#gs en donde se cortan las
rectas. En la pregunta 2 responde quel Sistema tiene 6 soluciones. Porque las rectas
siguen y ademas de las 4 que estan graficadas epar2 mas refiriéendose a los dos
cortes de las rectas que contienen a los ladostsudel cuadrilatero. En la pregunta 3
contesta queEl sistema tiene 2 soluciones porque las rectasos@n en dos puntos
diferentes. Interpretamos que la estudiante todavia no haddoa los puntos solucién
de la propiedad que los caracteriza que es laengeer a la vez a todas las rectas del
sistema. No responde la pregunta 4. En la preduptte (a) responde que un sistema
puede tener una uUnica solucion si las rectas darcona vez. Para esta alumna cada
punto de corte es una solucion y vemos que unaepeiin como ésta puede llevarla a
una respuesta correcta para el caso en que ehaisiene solucion Unica. Responde las
partes (b) y (c) presentando rectas que tienely tt@s puntos de corte respectivamente,

presentando figuras similares a las siguientes.
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Sabe que para que un sistema tenga infinitas sokeilas rectas deben ser coincidentes

y que un conjunto de rectas paralelas reflejarisiaraa sin solucion.



En la pregunta 6 dice quéld porque el sistema ya tiene solucigrpara la pregunta 7
presenta rectas concurrentes en un punto. Paradarga 8 dice queNo, no puedo. Si
tiene dos rectas no puede tener dos solucionesupong hay como se corten en un
punto igual. No queda claro a qué se refiere eompunto igualbero interpretamos que
sabe que dos rectas no pueden tener solamente uhdgs pen comun. Responde
acertadamente a las preguntas 9 y 10 porque sabé quonfiguracion grafica de un
sistema con infinitas soluciones es una sola réetda pregunta 11 presenta una grafica
con dos rectas que se cortan en el punto (2, I glanecuaciones. Su respuesta a la
pregunta 12 es confusa. Respon8¢ puede. Por ejemplo el multiplo de 2 y dey1
escribe ademas que 2 + 1 =3, 4 + 2 =6y 8 + £=Pbdria estar pensando en
ecuaciones equivalentes (su profesora le ensefbteneslas multiplicando ambos
miembros de una ecuacion dada por un namero reablod pero sin lograr explicitar
las incAgnitas de la ecuacion. En la pregunta §Barde queNo, no puedo. Para eso
necesitaria otra recta masLa alumna se refiere a que agregando una sota reds no
podria lograrlo pero si agregando dos mas y diblojas de forma que se corten en el
punto (3, 4). Aun cuando la recta dada no paseept@ punto, esto no constituye un
obstaculo para ella porque para esta estudiantematto de corte de las rectas tomadas
de a dos es una solucion. Con el mismo criteriparede la pregunta 14 diciendo que
precisaria dos rectas mas. Responde 15 diciendsieaseposible representando la recta
“sobre la recta trazaday agrega que el sistema tendria infinitas solueso No agrega
nueva informacion en la pregunta 16. En la pregfiitdice que un sistem&6n dos o
mMAas ecuaciones para resolvgr que una solucidonEs lo que resuelve al sistema de
ecuaciones Cuando se refiere a la palabesolvero resuelveno es claro el significado
gue asigna, podria ser simplemente un rétulo quasha en algunas de las actividades
de clase donde se le pedia resolver un sistema tapt ella sabe que un sistema es
algo que es pasible de ser resuelto, aun cuantlbagigne a esa palabra un significado
preciso. Esta estudiante contesta todo el cuesitiosia enfrentar conflictos porque ella
puede formar sistemas con tantas soluciones corf@s#icite con tal de que tenga la
posibilidad de formar tantas rectas secantes ddssacomo sea necesario. Como ya
sefialamos, a la alumna le falta dotar al puntocg&miude la propiedad de pertenecer a
todas las rectas a la vez.

Karina (14 afios), alumna de la profesora Marpoade a la pregunta 1 diciendo
que ‘El sistema tiene tres soluciones porque las res@agortan en tres puntbsEn

forma analoga responde las preguntas 2 y 3. Eregupta 4 responde que el sistema no



tiene solucion pero basada en la expresion 0 =a-l&8 cual llega cometiendo errores
operatorios. Contesta la pregunta 5 basada en apee gunto de corte de las rectas
tomadas de a dos, es una solucién de un sistertaides le permite dar respuestas
acertadas para los casos de solucion Unica, adiwitsin solucién, como podemos ver en

su trabajo.

En la pregunta 6 es coherente con lo contestadsn &ice que no puede agregar otra
recta porque el sistema ya tiene solucion. A pesda figura que es capaz de presentar
en la pregunta 5 (a), en la pregunta 7 dice quesrmosible agregar mas rectas para que
el sistema tenga solucion Unica. Dice qdp,” porque para que tenga una Unica
solucién tiene que tener solo una mas para queatesadp und. Interpretamos que en
este momento su mente evoco la imagen de un si2gfhaon solucion Unica. En la
pregunta 8 contesta que si es posible pero n@aeaiingin trazado. En la pregunta 9
contesta que no porque las rectas debedaraf' una encima de la otraEn la pregunta

11 presenta una gréfica con una sola recta quepmas@, 0) y por (2, 1) y diceL
hice, buscando el nimero 2 en la x y el nimero Ia gry luego tracé el punto e hice la
rectd’. Al considerar una sola recta, estaria planteandosistema con infinitas
soluciones y no con soluciéon Unica como se le pMe.es claro tampoco por qué
representa una sola recta. En la pregunta 12 rdspgure si y vuelve a trazar la misma
recta que en la pregunta 11 pero representandoaadeinpunto (2, 4), para evidenciar
gue hay otra solucién ademas de la (2, 1) que gadcse le pide. Aparentemente para
ella las rectas siempre deben pasar por el orlgsti0. queda reflejado en su respuesta a
la pregunta 13 cuando dicBl¢, porque si hago el par (3, 4), la solucion vaea (1, 1)
porque se van a cortar las rectas 'alia estudiante visualiza que de unir el origen co
el punto (3, 4), esta recta cortaria a la dadalef)(y por tanto este ultimo par seria la
solucion y no el (3, 4) que es el que se pide. dolaro por qué hace pasar a todas las

rectas que traza por el origen en virtud de quieatejado en clase con representaciones



de diferentes rectas del plano. En la preguntee¢donde queNo, porque ya estén los
pares. No es claro a qué se refiere la estudiante agrégunta 15 responde que si pero
no escribe ni dibuja nada y en la pregunta 16 megagnada. En la pregunta 17 contesta
que ‘Es un sistema de ecuaciones que hay que resolverllegar a una soluciéh
Evidencia al igual que Paola un enfoque operaci@haistema es algo a resolver. En 18
responde que una solucidBs'la finalizacion del sistema de ecuacidn¥® la solucion
como un producto a obtener luego de reselveral cual hace referencia en la pregunta
anterior. No aparece un significado claro asocedh palabra solucion mas que la idea
de que es un producto que se obtiene luego deaealn proceso con el sistema.
Macarena (14 afios), alumna de la profesora Gaistesponde a la pregunta 1
que ‘El sistema tiene 3 soluciones, porque las rectasa@é&n en 3 puntds En la
pregunta 2 dice que hay 6 soluciones, los cuatnbogugue se visualizan en el grafico y
los que surgen del corte de las rectas que cont@hes lados opuestos del cuadrilatero.
En la pregunta 3 responde qu# Sistema tiene 2 soluciones porque se cortanasn d
puntos. Observamos que esta estudiante considera @laepemto de corte de las rectas
tomadas de a dos constituye una solucion del sist€arece de una propiedad asociada
a este punto. En la pregunta 4 contesta que hawgalnaion que para ellaes -8; 1.
Realiza una tabla de valores para graficar cadalenas rectas del sistema (con errores
en las coordenadas de los puntos). Solamente yddie de las rectas y como tiene error
al determinar una de ellas, observa que se contah gunto de coordenadas (-8, 1). No
es claro por qué no grafica las tres rectas dielnses si posee tres tablas de valores.
En la pregunta 5 contesta presentando rectas quersm de a dos en tantos puntos
como se le solicite. Para la parte (a) presentag@oncurrentes en un punto, en (b) dos
rectas paralelas cortadas por una secante, em @rifiguracion “triangulo”, en (d)
rectas coincidentes y en (e) rectas paralelas.evivbs a destacar como la idea de esta
alumna de identificar en cada punto de corte uthaci®m, la lleva a dar respuestas
acertadas para los casos de solucion Unica, esirot sin solucion. El problema de
Macarena es que no asocia ninguna propiedad atptmeolucién. En la pregunta 6 es
coherente con su idea de que punto de corte irstitecion, diciendo que no puede
agregar otra recta porque ya hay una solucion septada. En la pregunta 7 presenta
rectas concurrentes. En 8 dice que agregando Usmaesta no es posible ya que con una
sola recta mas solamente podria generarse unssitaé&ion. Esta pensando en dos
rectas secantes pero no surge la idea de quetamaisio puede tener solamente dos

soluciones porque dos rectas no pueden tener eélpuhtos en comuan. Ella piensa que



si pudiera agregar dos rectas, si podria conselggirpuntos de corte (de las rectas
tomadas de a dos) y por tanto dos “soluciones’laEpregunta 9 responde que no es
posible porque las rectas deberian ser coincidgn&sla pregunta 10 presenta rectas
coincidentes. En la pregunta 11 presenta el sisterm@ado por las ecuaciongs-y = 3
y 2x +y = 5 gque obtuvo pensando en relaciones numériqgasta del 2 y el 1. En la
pregunta 12 presenta las expresiones Oy = 0 y O + Oy + 8 = 8 que si bien todos los
pares ordenados de reales las verifican, no cuseplecuaciones de primer grado como
se pedia. En 13 contesta que no es posible diciumeldas rectas no pueden cortarse en
(3, 4). En la pregunta 14 contesta qiNd,’ porque la Unica forma seria haciendo las
rectas coincidentes pero habria mas de 2 solucior&s su respuesta la alumna esta
considerando que puntos comunes a las rectas hanoses pero no logra aplicarlo a
otras situaciones o tal vez conoce el hecho deregtas coincidentes representan una
situacion de infinitas soluciones y nada mas, cainse tratara de un rotulo. Para la
pregunta 15 propone considerar una recta coin@deon la dada. En la pregunta 16
repite lo hecho en la pregunta 5 sin agregar nadam En la pregunta 17 contesta que
un sistema es2‘ecuaciones con las cuales se obtienen las coaddsnde una recta
Su respuesta no es clara aunqueamrdenadagodria referirse a los pares ordenados
gue buscamos para obtener puntos con los cual@sagrias ecuaciones del sistema
dado. Es decir, dadas dos ecuaciones, supongames qgaremos representar
graficamente el sistema, lo que haremos sera bdessgrares solucidon para cada una de
las ecuaciones. Estos pares son coordenadas del gdatesiano y tienen asociado un
punto. Al graficar los dos puntos tenemos deterdana recta y representando las dos
rectas podemos resolver el sistema por el métodficgr por ejemplo. Con esta
interpretacion, para esta alumna, un sistema exonjunto de dos ecuaciones que se
resuelve por el método gréafico. En la preguntaes®aonde queUna solucién es un par
ordenado de numeros. Que son las coordenadas derestd. Su respuesta es
coherente con su idea de sistema. Si con el sistétienecoordenadas de una recta
entonces para ella, una solucion son dasrdenadas de una rectd/e al sistema
operacionalmente pues a partir de ese sistematsm®ljalgo” y una solucién es ese
“algo”. Si bien articula par ordenado con puntouwha recta, no tiene una propiedad
asociada al par ordenado solucién.

Emiliano (14 afios), alumno de la profesora Crsticontesta en la pregunta 1
que el sistema tiene tres soluciones porque laasse cortan en tres puntos diferentes.

En la pregunta 2 contesta que el sistema tienesehisiones, los cuatro puntos que se



visualizan en el gréfico y los que surgen del cdeelas prolongaciones de las rectas
representadas. En la pregunta 3 responde qudeghsisiene dos soluciones porque las
rectas se cortan en dos puntos diferentes. Erelgupta 4, como veremos, cambia de
opinion. Realiza un abordaje geométrico hacienda tabla de valores para cada
ecuacién y graficando las rectas correspondiefestesta queNo porque al realizar

la gréafica las rectas no se cortan en ningin puastres juntas Recién aqui parece
evocar la propiedad de que el punto solucion debemecer a todas las rectas a la vez.
A partir de aqui es coherente con este cambio debéop En la pregunta 5 presenta
rectas concurrentes en la parte (a), en la parteofiiesta queNo, porque después que
se cortan en un punto es imposible que las tremsexe vuelvan a cortar en otrg en

(c) que no es posible porque si no puede habesauosiones no podra haber tres. Para
el caso (d) presenta rectas concurrentes y parasel (€) tres rectas paralelas distintas.
En la pregunta 6 agrega una recta que forma cataldas la configuracion “triangulo”,
reafirmando nuevamente su cambio de opinién regmkrio contestado en la pregunta
1. En 7 presenta rectas concurrentes y en la pi@gumanifiesta que no es posible
porque las rectas pueden tener un punto en conténeolos todos pero no solamente
dos. Para responder la pregunta 9 contestaMoe$ posible porque no existe una recta
que al trazarla coincida con todos los otros punt@da vez, de las otras dos rectas
Intenta enfatizar el aspecto de coincidencia derdatas pero también deberia haber
sefialado que de hecho las dos rectas dadas noisoitentes con lo cual no es posible
agregar otra recta para que el sistema tenga tadirsoluciones. En la pregunta 10
representa dos rectas coincidentes con la dadaegague las tres ecuaciones serian
equivalentes. En la pregunta 11 presenta el sisfemmeado por las ecuacionesy =3

y 2x +y =5 que formé estableciendo relaciones numéringe € y 1. No responde la
pregunta 12. En la pregunta 13 contesta que no%ble porque la recta dada no pasa
por el punto (3, 4) evidenciando que para que ekpa solucién debe pertenecer a las
dos rectas a la vez. En la pregunta 14 respondaajae posible porque la recta dada no
pasa por esos puntos. Si bien los puntos estanadwccon rojo en la figura,
seguramente no los ve e interpreta incorrectanlest@untos que corresponden a las
coordenadas dadas. No contesta la pregunta 15eyqdie la 16 ya la contesté en la
pregunta 5. Contesta a la pregunta 17 diciendougugistema de ecuacioneSdh un
grupo de ecuaciones que tienen por lo menos ungigol. No es claro por qué exige
que el sistema tenga por lo menos una soluciondecuanio largo del cuestionario ha

demostrado conocer sistemas sin solucion. En zupta 18 dice que una solucié®dn



dos numeros que verifican las ecuaciones que apardentro del sistema a la Ve3u
interpretacion es adecuada, rescata la condicioqueeverifique a la vez todas las
ecuaciones. No esté presente en la idea de solgu®mxplicita la imagen geométrica
del concepto, si bien la utilizé reiteradas vecas pesponder y mostré poder relacionar

los aspectos algebraicos con los gréficos.

6.3.2.3 Estudiantes que contestan a la pregunta 1 dando otrpdide respuestas

En esta categoria tenemos a 2 estudiantes de flespra Mari y a 1 de la profesora
Cristina.

Jimena (14 afios), alumna de la profesora Marioredip a la pregunta 1 de la siguiente
manera: El sistema puede tener tres y mas ecuaciones pguaede que en una recta
haya mas de una ecuacion asociad®ensamos que no entendio lo que se le preguntaba
porque en su respuesta parece estar confundiemdera@e soluciones con nimero de
ecuaciones del sistema. En la pregunta 2 contesa’| sistema no tiene solucion
porque no hay ningun punto en comun que verifigonellsaneamente al sisterhg a
partir de alli tuvo un excelente desempefio en teldouestionario por lo que nos
concentraremos en el otro estudiante de la praiebtari, que es quien evidencié
dificultades. Se trata de Gonzalo de 15 afios, qoienestd a la pregunta 1 quEl“
sistema tiene infinitas soluciones ya que como ast&iado a tres ecuaciones puede
tener mas soluciones con otras ecuacibnEkalumno parece creer que aumentando el
namero de ecuaciones de un sistema puede aumeetamdmero de soluciones. En la
pregunta 2 contesta que el sistema tiene infisithsciones y en la pregunta 3 dice que
el sistema tiene una sola solucion. En la pregdntantesta queSi tiene solucion,
puede llegar a tener infinitas soluciones siempre gea como es el ejemplo: (2, 4;.-8)
Los nameros 2, 4 y -8 son los segundos miembrdasdecuaciones dadas y aunque su
respuesta es confusa pensamos que estos numdragelton evocar la propiedad que
estudio con su profesora de que multiplicando woa&on por un numero real no nulo,
obtenia una ecuacion equivalente. De ahi que lighilgfinitas soluciones.

En la pregunta 5 parte (a) contesta que si dicignédPuedetenerlas debido a sus tres
ecuaciones de primer grado con dos incogfiites la parte (b) dice queNo, tiene que
tener o 3, o una, o infinitAsEn la parte (c) contesta qu&i“porque tiene las tres
ecuaciones en (d) que Si porque podemos obtener infinitos resultddosn (e) ‘No

porque en este caso o minimo que puede teneras lum que podemos interpretar a



partir de su trabajo, que es muy confuso, es queqse alumno todo sistema tiene por
lo menos una solucién. Luego el niumero de solusiomge sigue a 1 es el que
corresponde al niumero de ecuaciones, esto e g tees ecuaciones puedo tener 3
soluciones y luego existe la posibilidad de qusigema tenga infinitas soluciones. No
responde las preguntas 6 a 15 y dice que la 18 gantesto (pregunta 5). En la pregunta
17 explica que El sistema de ecuaciones es aquel que nos da uhia@s por medio de
una ecuacioén, un sistema es un conjunto de ecuegipara obtener resultados varios
Parece ver un sistema como algo con lo que senebtigesultados, quizas una
concepcion similar a otros casos que reportamosami donde el sistema era algo a
resolver. En la pregunta 18 dice quea“solucién de un sistema de ecuaciones es el
resultado del sistema de ecuacicohdssto nos permitiria realizar otra interpretacdin

lo que contesté en la pregunta 4 cuando escribi@riza (2, 4, -8) formada por los
segundos miembros de las ecuaciones del sistertgaesisdiante esta pensando en que
los nimeros que estan escritos en el segundo nmoedebla ecuacion permiten formar
una solucion o quizas, para él, tres solucionesdugar de ver una terna esté viendo
tres nimeros reales. Esto seria compatible coactichde que para él un sistema de tres
ecuaciones puede tener 3 soluciones (los tres w@3mescritos en los segundos
miembros de las ecuaciones). Este fendmeno esadpqguor De Vries y Arnon (2004),
donde sefialan que los estudiantes con los qugarabaconfunden la solucion de una
ecuacién (o sistema) con la constante que estdiaesar muchos casos, a la derecha de
la ecuacion (o sistema). Es decir, cuando la eénasta escrita de la formaJ(=k con

k real. No sabemos qué hubiera respondido Gonzalendge términos con incégnitas en
ambos miembros de las ecuaciones.

Isabel (14 afios), es la Unica alumna de la prode€oistina que contesto a la
pregunta 1 diciendo que el sisterteerie 1 solucién porque asi lo indica la gréafica
porque los sistemas tienen 1 solu€iddo queda claro en qué esta pensando porque en
la pregunta 2 contesta que el sisteri@ne 0 solucién porque no hay ningun punto que
pertenezca a las 4 ecuacionesAqui parece rescatar la propiedad de que el punto
solucion debe pertenecer a todas las ecuacionegsfaemisma forma contesta a la
pregunta 3 diciendo que el sistenierie 0 solucionésEn la pregunta 4 considera el
sistema formado por las ecuaciones 1y 2 y lo tesysr reduccion, lo mismo con las
ecuaciones 2 y 3, como llega a diferentes paresnacdbs, contesta que el sistema no

tiene solucién. En la pregunta 5 contesta en lge§a) si, en la (b) no, enla (c) no, en la



(d) no y en la (e) si, presentado los siguientéfiagrs con las explicaciones que los

acompafian.
b-, c-y d- o a-
No se cortan en ningun Todas las rectas de las
punto en comdn. N ecuaciones se cortan
en un punto.
\

/

/

e- Si, porque puede que no se corten en ningum @jntb-, c-y d-

No es claro por qué la grafica de la izquierddrieara ilustrar tanto los casos de dos,
tres o infinitas soluciones.

En la pregunta 6 agrega una recta que forma corddasdadas la configuracion
“triangulo” y explica que Si, trazando una recta que no pase por donde farctas
rectas a y h Esta respuesta evidencia que cambid de opiniio e&ontestado en la
pregunta 1. En la pregunta 7 presenta rectas aemtes en un punto. En la pregunta 8
dice que No, porque las rectas solo se cortan en un purdeemdo% En la pregunta 9
contesta queNo porgue las rectas solo se cortan en un purose refiere a las rectas
dadas su justificacion es adecuada, si en camli# pEnsando en que dos rectas
solamente pueden tener un punto en comun perofindas seria un problema. Por la
respuesta que da en la pregunta 10 donde propenecias éncima de la ya trazatla
descartamos la segunda interpretacion a la predunin la pregunta 11 presenta el
sistema formado por las ecuacionesr y = 3y X + 3y = 7 y dice que lo hizo
“sustituyendo las incognitas por los niumeros datliss que nos hace pensar que buscéd
relaciones numéricas entre 2 y 1. En la preguntae$ponde queNo, porque un
sistema de ecuaciones solo tiene 1 solticiBorprende su respuesta ya habiendo dado
evidencias de que concibe sistemas con infinithgc®mes como el de la pregunta 10.
En esta pregunta vuelve a repetir los argumentesdguen la pregunta 1 y que luego
abandondé. Podria tratarse de una estudiante quee piiss imagenes asociadas al

concepto solucion: en una de ellas solamente cestdtermas con solucion Unicay en la



otra sistemas que pueden tener diferentes conjaatosion. Dependiendo de la imagen
gue evoque respondera de una u otra forma.

Responde la pregunta 13 diciendo que no es posdtpue la recta dada no pasa por
(3, 4) y en la pregunta 14 contesta que no porgtraza una recta coincidente con la
dada, no tendria solamente a los pares (-3, 2) ylj&ino infinitos. En esta pregunta
vuelve a admitir la posibilidad de que un sisteraaga infinitas soluciones y no
solamente una como respondié en 12. Respondedarieel5 de la misma manera que
la 14, quizas porgue no llega a comprender ladtifga en los enunciados de las dos
preguntas que es sutil para alumnos de esta edath Bregunta 16 dice que ya la
contesto en 5. Para Isabélrf sistema de ecuaciones es un conjunto de eclecique
tienen las mismas incognitag€s una conclusion natural que extrae la alumpartr de
las situaciones que se le han presentado. Endamtee 18 dice que una solucion e$ “
valor, o sea, el nimero que representa a las initdgh En su respuesta no hace
mencion a la propiedad fundamental de verificarodas$ las ecuaciones a la vez.
Tampoco incluye ninguna interpretacion en el modonggtrico si bien las realizd

acertadamente en la mayoria de las preguntas egi@oario.

6.3.3. Andlisis global

La mayoria de los alumnos responden que el sistdéena&cuaciones de la
pregunta 1 no tiene solucion. Estos estudiantesagaellos que para responder evocan
la propiedad que caracteriza a un punto o par gwiutel sistema: la de ser un punto
perteneciente a todas las rectas del sistema ® $&rdun par ordenado de nimeros que
verifica a todas las ecuaciones del sistema. Hsta, ique puede variar en el modo en
que los estudiantes la expresan (punto comun, mueqertenece a las tres rectas), es
la que permite a los estudiantes distinguir un uie corte de las rectas tomadas de a
dos, de un punto solucion. Los alumnos que piedsaesta forma son los que pueden
pensar en un modo analitico-estructural y evidenciemas, poder establecer
articulaciones entre los tres modos de pensamiento.

Las otras ideas que contribuyen a una adecuadgpretizcion de las situaciones
propuestas son la de conocer el nimero posiblaid®$ que dos o0 mas rectas pueden
tener en comun y su relacién con el nimero posiklesoluciones de un sistema de

ecuaciones lineales, el concepto de ecuacionesateuies y su representacion grafica,



y la condicion de par ordenado que verifica unaaeidmm como equivalente a la
condicién de punto que pertenece a la recta.

Los alumnos que contestan que el sistema de eoeacte la pregunta 1 tiene 3
soluciones o que dan otro tipo de respuestas @gumoeiendo un sistema sin solucion)
son los que no pueden pensar en un modo estrudtoalesto nos referimos a que si
bien puede haber una articulacion entre los motigsbenico y geométrico (ya que de
alguna manera estos alumnos han podido establewmmpleta o parcialmente— una
articulacion entre puntos y soluciones), esta @gaon resulta insuficiente ya que los
estudiantes no pueden trascender la vision debpientcorte de las rectas tomadas de a
dos como punto solucion, por carecer de la progiepee debe caracterizar a ese punto
gue es la de pertenecer a todas las rectas dahaisEn general, estos alumnos, son los
gue ven un sistema de ecuaciones como lo que sk waeer con él. Lo que hemos
llamado una visién operacional del sistema. Esstsdéantes responden la pregunta 1 a
partir de un reconocimiento de la situacién desptowe propiedades, el punto solucion
no es mas que un punto de corte. Los alumnos guanaambiar de opinion son los
que pueden evocar la propiedad que caracteriza puato solucion que es la de
pertenecer a todas las rectas del sistema a la vez.

Para que un alumno pueda evocar esta propiedadpdesieer una definicion personal
del concepto solucién (por ejemplo: la solucién ues par que verifica todas las
ecuaciones del sistema 0 es un punto comun a laslasctas del sistema o es un punto
gue pertenece a todas las rectas del sistema) taptur la celda de la definicién del
concepto contendrd esa definicion. De acuerdo aeVifl991), sabemos que no es
suficiente poseer una definicion para poder usagae entre en juego en la resolucion
de problemas. Es necesario proponer al estudiahtaci®snes que no puedan ser
resueltas consultando solamente la imagen. Losliastes que no acceden al modo de
pensamiento estructural son los que no tienenrrdoion en la celda de la definicién
del concepto solucidon o los que teniéndola no puesktablecer vinculos con esa
informacion, sin embargo estos estudiantes tier@ngue los primeros el potencial para

cambiar de opinion.



6.4 Conclusiones y recomendaciones didacticas raftas al segundo

objetivo de investigacion

De acuerdo al trabajo realizado por los estudiardbservamos que para la
mayoria de los estudiantes con los que experimestalm forma de ensefianza
propuesta, fue posible alcanzar un modo de penstmeéstructural en este nivel de
escolarizacion (14-15 afos) y que el estudio detepto de solucion de un sistema de
ecuaciones lineales requiere de avances en este gegaensamiento.

La resolucién de tareas que ponen en juego disanbdos de pensamiento contribuye
a desarrollar un mejor entendimiento del conceppmsibilita que el estudiante pueda
recurrir a diferentes heuristicas para respontls situaciones.

Las tareas que diseilamos para ser usadas duraetesddanza del concepto fueron
altamente provechosas para poner en juego el consgfucion de un sistema en

diferentes modos de pensamiento y con ello contrébwna vision del concepto que

abarque su complejidad.

Destacamos la importancia de dotar al punto satud&la propiedad que lo caracteriza.
Aun cuando esta puntualizacion se haga en la emzafde los sistemas 2x2, puede
pasar inadvertida por el alumno ya que el puntoatte de las rectas es el Unico punto
de corte que aparece a ser visualizado y esa paxpieo adquiere la relevancia que
tiene pues no se le presentan al alumno situacorede deba discernir entre una u otra
situacion. Es asi que recomendamos no reducirskeiiamza del concepto solucion de un
sistema al caso de los sistemas 2x2, sino que iswgepresentar a los estudiantes
situaciones que involucren sistemas con diferetaeno de ecuaciones y que tengan
diferente conjunto solucién, situaciones en lasajuumno deba explicar por qué tal o
cual punto (par) es solucién del sistema o portgué cual punto (par) no lo es.

Las actividades que disefiamos fueron de gran adilieh la construccion del
concepto por parte de los estudiantes y entendenmm®tante continuar trabajando en
el desarrollo y disefio de este tipo de actividaples como ya sefialamos, se tratan de
preguntas de giro, actividades de construccidnividaties de “dar un ejemplo”,
preguntas de reflexién (Zazkis y Hazzan,1998) yiedes novedosas (Oktag et al.,
2007). Estas situaciones ponen en juego diferente®s de pensamiento, procuran su
articulacion y tienen por objetivo que el alumnoagtouya el concepto de solucién de un

sistema.



En cuanto a las recomendaciones para la ensef@hzznda “Concepto de
solucion de un sistema de ecuaciones lineales esrindégnitas”, recomendamos que
se tengan en cuenta los siguientes aspectos:

- Se introduce la ecuacion lineal con dos incégni&e analiza qué representan esas dos
incognitas. Las incognitas se pueden nominar cetintis letras. La ecuacién lineal
tiene infinitas soluciones. Esas soluciones sorjasrordenadas de numeros reales.
Cada pareja esna solucién y no dos soluciones. Condicion grafica qumplen estos
pares solucion. Obtener pares solucién para unaac&Egu mediante diversos
procedimientos: mentalmente, algebraicamente, agndiénte. No toda ecuacion es
lineal.

- Dada una ecuacion lineal con dos incégnitas sitigar si un par dado es o no solucion
de la ecuacién utilizando diferentes representasioma algebraica y la grafica. La
relacion geométrica de pertenencia entre puntactareomo equivalente a la relacion
algebraica de par ordenado que verifica la ecuaditabajar con puntos en los cuatro
cuadrantes.

- Los sistemas de ecuaciones no son presentadoamagrte en el d&mbito de los
sistemas 2x2, sino que se trabaja el conceptoiéolemn diferentes tipos de sistemas
lineales con dos incognitas: con dos, tres 0 médacéenes. Todavia no se introducen los
métodos de resolucién algebraicos sino que se jaralayudandose de las
representaciones geomeétricas pero también anatizalygbraicamente si un sistema
dado tiene o no determinado par solucién o los atsminventan un sistema de
ecuaciones que tenga una solucién dada. El tradmage remite Unicamente al caso de
solucion Unica, sino que se presentan sistemasdiferente conjunto solucion. Este
trabajo se realiza acompafado del analisis dedsisipnes relativas de dos, tres 0 mas
rectas en el plano, segun corresponda. Las coafiqures posibles en cada caso
permitiran a los estudiantes analizar que existeeriante: un sistema de ecuaciones
lineales admite solucién Unica, infinitas o ninguBbestudio de las posiciones relativas
de las rectas en el plano permitird que el alummmet contacto con diversas
configuraciones para un sistema sin solucién y @x#raiga la configuracion
caracteristica de un sistema con solucion Unica ydd un sistema con infinitas
soluciones: el de rectas concurrentes y el degectiacidentes respectivamente. Esto le
permitird situar su atencion en el tipo de configin en lugar de ponerla en los puntos

de corte de las rectas si los hubiere.



- Proponer actividades donde explicitamente el atumeba argumentar por qué un
sistema de ecuaciones lineales no puede teneraexaitte dos o tres soluciones y en
general, por qué un sistema no puede admitir ureniientero de soluciones mayor que
uno. El estudio de las posiciones relativas dedatas en el plano asociado a la nocion
de solucion de un sistema lo ayudara a descastalidtintas posibilidades, aunque podra
recurrir a otras nocionesli generigara dar explicacion a esto.

- Se introduce la nocién de ecuaciones equivaler@espide a los estudiantes que
presenten ejemplos de ecuaciones que representamsfaa recta y de sistemas

indeterminados e incompatibles dados en forma t&gtbraica como grafica.

Luego el docente podra introducir los métodos tatgjeos de resolucion en la
forma que esté habituado a trabajarlo con sus iested y mostrar otras visiones
complementarias de un sistema de ecuaciones pheseids como modelos de
situaciones problematicas que permiten arribararespuesta del problema tal como
sugiere Haggstrom (en progreso) y trabajar losittd@s entre diferentes representaciones
de un sistema (lenguaje verbal, grafico, algebjaiab como lo recomienda Segura
(2004).

En sintesis, sugerimos ensefiar el concepto de i&Golwe un sistema de
ecuaciones lineales con dos incégnitas, no regdongl &mbito de los sistemas de dos
ecuaciones. Podemos ofrecer a los estudiantesewtiésr tareas, donde tengan que
enfrentar distinto tipo de situaciones que invaucdos o mas ecuaciones lineales.
También recomendamos que los sistemas de ecuadiebesian ser presentados en
diferentes modos de pensamiento como los presentpdo Sierpinska (2000): el
sintético-geométrico, el analitico-aritmético y ahalitico-estructural. Diferentes
maneras de pensar a los objetos matematicos p@mmid los estudiantes una
comprension mas profunda de ellos.

Consideramos que de esta forma, los estudiantestreman una visibn mas
amplia del concepto solucién de un sistema de émex lineales que les permitira en el

futuro aprender estructuras mas generales y ategtrac
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ANEXO

ENTREVISTAS



Entrevista pautada a la Prof. Martina

¢, Como ensefa el tema sistemas de ecuaciones Ba?3R@& pedimos que nos explique
cémo introduce el temay la secuencia de enseftprezaigue.

Comienzo planteando un problema que dé lugar aameacion con dos incognitas de
forma de que vean gque no existe una Unica soladipnoblema. Luego introduzco otro
dato que dé lugar a otra ecuacion con dos incognii@ modo que se vea que la
solucion al problema planteado sea la raiz comian®as ecuaciones. A partir de alli
me manejo con lo que ya saben (ecuacion de la gctgraficando las funciones
asociadas a cada una, discuto la solucion al sistgnal problema. Luego vemos la
necesidad de obtener una forma de llegar a la $6lude una forma mas precisa que
graficando y doy la resolucién analitica de logesisas.

¢Explica a los estudiantes qué es un sistema decieces? Le pedimos que nos
justifique por qué si o por qué no y en caso dpuesta afirmativa nos relate cémo lo
hace.

Si, explico lo que es un sistema. Lo hago porgpécexque un sistema es un conjunto
de varias ecuaciones con varias incognitas dondsolacion al mismo es, si es que la
hay, la raiz comun a todas las ecuaciones. Plantaaias ecuaciones aisladas, no es lo
mismo que plantear un sistema. En el primer casedpuresolver cada ecuacion
independiente de las demés. En cambio en el sequasin al resolver un sistema busco
la raiz comun a todas las ecuaciones.

¢ Como explica a los estudiantes el concepto “soide un sistema?

Como dije antes, explico que la solucion de uresist es la raiz comun a todas las
ecuaciones que integran el sistema. Digo que lacs@h es el conjunto formado por las
raices comunes a todas las ecuaciones. Si no kgddnaolucion es vacia.

¢ Qué es para usted un sistema de ecuaciones?

Un conjunto de varias ecuaciones donde lo que seaes la o las raices comunes a
todas ellas.

¢ Existe alguna relacion entre el nUmero de ecuesiprel nimero de incognitas?

Creo que si hablamos de un sistema con igual cadtite ecuaciones que incognitas es
posible llegar a una Unica raiz del mismo, aungaess necesariamente seguro. En el
caso de que halla mas incégnitas que ecuacioney, e el caso contrario puede ser
gue tenga datos de mas. Pero en ninguno de losca®ss es cien por ciento de esta
manera. Es decir que creo que no existe una rataermeste sentido. (Nunca me habia
detenido a pensar mucho en esta pregunta y la estojestando sin detenerme a
pensarlo, tal como si me lo estuvieras preguntag@ivo)



¢, Qué es para usted resolver un sistema de ecusZione
Hallar las raices comunes a todas las ecuacionesigiegran el sistema.

¢, Considera usted que es posible trabajar el camncsptucién” de un sistema de
ecuaciones independientemente de los métodos aaaiém de sistemas?

Si, creo gque una cosa es el concepto de soluciamdistema y otra es como llegar a
dicha solucion.



Entrevista pautada a un profesor de Bachillerato

¢, Como ensefia el tema sistemas de ecuaciones dirgak® afio? Le pedimos que nos
explique como introduce el tema y la secuenciandef@anza que sigue.

En la parte practica comenzamos con un repaso @apecaque incluye lo que se vio en
afos anteriores sobre la resolucion de sistemasalmciones de 2x2 y 3x3 aplicando
sustitucion, igualacion y reduccién, ya que en Geia Analitica aplicamos todos
ellos en la parte practica fundamentalmente. Enpéate tedrica comenzamos con
Matrices y Determinantes y luego vemos como unaabn, la resolucion de sistemas
lineales, en particular se ve el método de CrarGampletamos el estudio del tema con
el método de escalerizacién (Gauss) haciendo ealpleicicapié en la aplicacion de la
equivalencia de ecuaciones y por supuesto en tsién de los sistemas paramétricos
por ambos métodos, estudiando en especial los graidolibertad de los sistemas
compatibles indeterminados y la forma de expresaolucion en este caso.

¢Explica a los estudiantes qué es un sistema decienas lineales? Le pedimos que
justifique por qué si o por qué no y en caso dpuesta afirmativa nos relate como lo
hace.

Si. Es un conjunto de m ecuaciones con p incégddaesxponente 1, cuyos coeficientes
son numeros reales (los coeficientes son elematdgain cuerpo K). Lo hago porque
creo que es importante a este nivel (6° afo) foraaldeterminados conceptos, que
ademas en el caso especifico de esta orientacddngdes gran aplicacion practicamente
en toda su carrera.

¢ Como explica a los estudiantes el concepto “soiide un sistema?

El conjunto p de nimeros reales que verifican dam#amente las m ecuaciones del
sistema. Por supuesto explicamos que el sistemadepemer infinitas soluciones o no
tener solucion.

¢ Qué es para usted un sistema de ecuacionesditeale

Es lo mismo que explico a los estudiantes.

¢ Existe alguna relacion entre el numero de ecuesiprel nimero de incognitas?

No.

¢, Qué es para usted resolver un sistema de ecustineaes?

Hallar el conjunto solucion.

¢ Considera usted que es posible trabajar el camcsptucion” de un sistema de
ecuaciones independientemente de los métodos @eagiém de sistemas?

Si.



Entrevista a Veronica(15 afios, alumna de la Prof. Martina)

Entrevistadora: Primero te queria preguntar: ¢gugaea vos la solucién de un sistema
de ecuaciones?

Verdnica: Es uno o mas numeros que cuando los ésrpbr las letras de las ecuaciones
te dan el resultado de esa ecuacion, pero tiensajen ambas el mismo namero.

E: Ta me dijiste ambas, ¢y si fueran més de desosanes?

V: Supongo que las tres también, el mismo numero.

E: ¢Y si fueran cuatro o cinco ecuaciones?

V: También, el mismo nimero.

[...]

E: Y graficamente, ¢ como te das cuenta que umsstiene solucion?

V: Cuando se cortan las rectas.

E: Porque para ti donde se cortan... ¢,qué es?

V: Ese namero, o sea el punto ese marca los nurgaeson la solucion.

E: Bien, vamos entonces ahora a ver qué pensastdeaetividad, dice: ¢es (2,1)
solucion del siguiente sistema? ¢ Como harias paragaar si lo es?

V: Cambiaria la por el 2 en todas las ecuaciones y el 1 pygr la

E: A ver como lo haces...

V: Ta, esta da, esta no, entonces ya no es solucién

E: ¢ Podrias contestar entonces?

(escribe)

V: Que no.

E: Ahora te voy a preguntar si los pares (3,201)(% (1,4) son soluciones de ese
sistema ¢,como lo harias?

V: 'Y tendria que hacer en cada ecuacion, ponerpeses...
3+2=5estibien,3-2=1, 3.3 =9, +2 n estda entonces este no es solucion,
este ya tampoco es, y este tampoco.

E: Ninguno, bueno, ¢ podrias contestarlo? No esinmgorque...

(Escribe)

Entrevistadora: Pasemos ahora a ver el trabajito lgcimos en la clase. Acéa se te
presentaba... ¢ te acordas? Un sistema de ecuadmmds estan representadas las rectas
asociadas a ellas y te preguntaban cuantas sodscienia el sistema. TU contestaste que
el sistema tiene tres soluciones porque las resgasortan en tres puntos distintos,
¢podrias decirme como te das cuenta que el sisiemesatres soluciones?

Verénica: No estoy segura si tiene tres o ninguoeqye ta, hay tres rectas que
representan los tres sistemas, eh... las tres ieoeacdel sistema, pero creo que se
deberian cortar todas en el mismo punto para cuéuesa el resultado, entonces capaz
que eso esta mal.

E: A ver, ¢y cudl seria el problema? Vamos a supqure las coordenadas de este punto
fueran solucién ¢ podria ser o no?

V: O sea...

E: Si yo te pregunto, a ver, vamos a suponer guepesito tuviera coordenadas (-4,3),
¢podria ser el par (-4,3) solucion del sistema?

V: Podria ser solucion de esas dos ecuaciones tmddeel sistema, porque falta la otra
recta que deberia también tener un punto ahi.

E: ¢Y por qué cambiaste de opinion?

V: No sé, razoné.

E: ¢ Ya lo habias pensado antes o ahora te distéafue

V: No, ahora.



E: Ac4, cuando resolviste la pregunta 4 dijiste ejugstema no tenia solucién porque no
todas las rectas se cortan en un punto y yo viagaeestas rectas se te cortaban en un
punto. Entonces queria saber por qué habias diohoebsistema no tenia soluciéon
porque no todas las rectas se cortaban en un punto.

V: Porque creo que el sistema tiene que tener ismas numeros, o0 sea cuando los
cambids, los mismos numeros pero en las tres enes;iacéd solo habia dos, la otra
quedo afuera.

E: Entonces, ¢podrias representar graficamentastems de ecuaciones que tuviera
solucion?

V: ¢ Cualquiera?

E: Si, cualquiera.

Presenta lo siguiente:

E: ¢Y si el sistema fuera de cuatro ecuacionealés@

Presenta lo siguiente:

I
E: Y decime, ¢ puede ser que un sistema de ecuademga 3 soluciones?

V: Si.

E: ¢ Te animas a dibujar uno que tenga 3 soluciones?

(silencio)

V: No sé... ¢En una sola gréfica?

E: Si, un sistema, cuando estamos hablando de stemsi y lo representamos
graficamente lo hacemos conjuntamente ¢verdad? €€, dodas las rectas las
representamos en el mismo sistema de ejes.

Presenta lo siguiente, circulando los tres pun¢osodte como se muestra en la figura:

: Bueno y ¢ cudles serian alli las tres soluciones?
: Los tres puntos.
: Seria un sistema... ¢, de cuantas ecuacionesiv&?on
: Ese de tres.
: Yo te estoy preguntando el ultimo.
Siete.

: O sea que para ti, este sistema tendria sietézienes y tendria 3 soluciones.

Si.

: ¢, Como te das cuenta que tiene 3 soluciones?

: Porque no sé, se cortan en tres puntos y cama representa una ecuacion en el
sistema.

<m<m<m<m<m



E: Y entonces, este sistema, ¢,por qué no tienkiGicoes?
V: Puede ser, si, puede ser que tenga 3 ecuaciones.
¢, Qué tenga tres...? estamos hablando de satsciom de ecuaciones, 0 sea tres
ecuaciones de hecho las hay.
V: O sea si estuviera la cuenta, si corregis aivesta bien capaz que te da bien.
E: ¢ A qué te referis con la cuenta?
V: Si cambias las coordenadas por Xag lasy o las letras, en todas te da, o sea si
cambias todas y te dan los mismos numeros puede ser
E: Pero nosotros no tenemos en este caso las esaacg,como podrias hacer para saber
si el sistema tiene tres soluciones?
: No sé, veo donde se cortan las rectas.
: Graficamente, ¢,como te das cuenta de que hagi&oP
: Porque las rectas se cortan en un mismo punto.
. ¢ Y cada corte te indica una solucion?
: Te indica si, un par de numeros.
. ¢ Y cada corte te indica una solucion del siskema
: No, te indica una solucion de la ecuacion qyeasenta la recta.
: A ver, por ejemplo, este punto de corte, noamss refiriendo al ejercicio 1, ¢te
dlca una solucion? ¢, De qué Verodnica?
De una ecuacion del sistema.
: 'Y si yo te pregunto... ¢ Este punto de cortede&a una solucion del sistema?
: Ah si, 0 no, no sé, porque el sistema son &sdcuaciones juntas.
. Si, ¢ entonces?
: Entonces si, 0 no, porque te indica sélo de tamaria que indicarte de las tres.
: ¢ Entonces cual es tu conclusion?
: Que no tiene 3 soluciones.
: ¢ Cuantas tiene?
: Creo que ninguna.
: Entonces, este sistema, el primero que dibyjgsteéntas soluciones tiene?
: Este una.
: ¢ Este otro? (Refiriéndose al segundo que pr@sent
Una.
: ¢ Y este otro? (Refiriéndose al tercero que ptéye
: Este ninguna, no éste creo que ninguna.
: Porque ti me habias dicho que este ultimo s&tgne habias dibujado tenia tres
Sducmnes
: Si pero no, creo que ninguna.
: ¢ Te parece que ninguna?
Si.
: ¢ Y podrias dibujar uno, Veronica, que tuviesnBiciones?
: No, ni idea como.
: ¢No se te ocurre cOmo? ¢ Y un sistema que tuwimédas soluciones?
: Si eso si, seria asi todas las rectas ahi.
Presenta lo siguiente:

m<m§m<m<m<m<m<m§3m<m<m<m<

<m<m§m<

3 Se refiere al de la pregunta 1 del cuestionar®ejula primera parte de la entrevista reconocérgu
tenia solucion.




E: ¢ Todas las rectas como serian?
V: Eh... superpuestas, todas en una.
E: Y en ese caso habria?

V: Infinitas.

E: Bueno Veronica, muchas gracias.



Entrevista a Rodrigo (15 afios, alumno de la Prof. Martina)

Entrevistadora: Primero que nada te iba a pedimggielijeras qué es para ti la solucién
de un sistema de ecuaciones.

Rodrigo: No sé, un par de... ay no sé, yo qué sé.

E: ¢Un par de...? ¢ Qué te parece?

R: No sé, un par comln para tres ecuaciones o lpargue sean en ese sistema,
resultados para cada incognita.

E: Y cuando dicesomun ¢qué quiere decir Rodrigo?

R: El mismo par para cada ecuacion.

E: ¢ Como te das cuenta graficamente si un sisiemagolucion?

R: Depende de como sea la grafica. Por ejemplen sina grafica estan representadas
tres rectas superpuestas, suponte que fueraniéms,infinitas soluciones, o si las tres
tienen un punto en comudn tienen una solucién asstres son paralelas no hay ninguna
solucion.

E: Bien, entonces te voy a preguntar Rodrigo, 2,43 éolucién del siguiente sisterta?
¢, Como lo harias? ¢Cdmo podrias averiguar si e{(2)8y es solucion de ese sistema
Rodrigo?

R: Bueno, primero si se verifica.

(escribe)

R: No porgue tiene que cumplir en las tres, y ¢a ¥& no asi que...

E: ¢O sea que no?

R: No.

E: Ok, bien. A ver éste Rodrigo dice: ¢Son los 9482), (2,1) y (1,4) soluciones de
ese sistema?

R: ¢ Como?

E: Te pregunta si cada uno de ellos es soluciésisteima.

(escribe)

R: No, ninguna.

E: ¢ Por qué no, Rodrigo?

R: O sea, empecé fijandome con cada una, ésta nfeals] en la primera, en la
segunda también, pero en la tercera ya no, y lansiegno me verifico en ninguna, y la
tercera en la primera pero en las otras no.

E: Decime Rodrigo y ¢ seria posible que tu reprasastgraficamente un sistema que
tuviera tres soluciones?

R: No.

E: ¢Por qué no?

R: Porque, o sea, no sé, no lo puedo explicar.

E: ¢ Querés explicarlo con un dibujo, capaz qugudaa dar la respuesta?

R: Si fueran paralelas no tendria ninguna, persenpueden cortar solo en tres, o sea se
cortan en uno solo.

E: A ver este sistema que dibujaste, éste, ¢ quéstan?

R: No tiene ninguna.

E: ¢ El segundo?

3 Se refiere al sistema de ecuaciones formado paidgaientes ecuaciones-y =1, X+y=0,x+y =
3.

% Se refiere al sistema de ecuaciones formado paidgaientes ecuacionest y=5,x-y=1, X +y =
7.



R: Este tiene una y este tiene infinitas soluciones

E: Sifueran... ¢,como las rectas?

R: Si las tres estuvieran superpuestas.

E: Bien.

R: Pero por ejemplo esto, yo puse que si, despaédl cuenta que no.

E: ¢Por qué, a ver?

R: Porque cada una de éstas verifica dos dedgsitinguna verifica las tres.

E: Ok. Y después te queria preguntar, cuando dastesla pregunta 16, y te
preguntaban si un sistema puede tener exactamestesaluciones y tu dijiste no e
hiciste esta gréafica. No entiendo qué dibujaste,sun estas rayitas.

R: Sistema de tres ecuaciones. jAh! hice sélo dos.

E: Porque no entendia si son las rectas o sistelhae no podia ser.

R: Debo haber tachado, jah para! No, tache, tatke.el otro creo que también.

E: No, en el otro pareceria que no.

R: No.

E: Eso era lo que no entendia bien, como habiastgugie no y después dibujabas.
Bueno, es todo. Muchas gracias Rodrigo.



Entrevista a Bruno M (15 afios, alumno de la Prof. Martina)

Entrevistadora: Te queria preguntar en primer luggué es para ti la solucién de un
sistema de ecuaciones?

Bruno: Son las incégnitas, o sea el nimero queeseptan las incognitas del sistema,
que no sabés.

E: ¢Y graficamente como te das cuenta si un sistiema solucion o no?

B: Porque se tienen que cortar todas en un pusdotelctas las tres ecuaciones o dos,
depende del sistema.

E: ¢ Depende de la cantidad de rectas que sean?

B: Si.

E: Bueno, en este caso tU, en la pregunta 1, t@l&aque hicimos, contestaste que el
sistema ho tiene ninguna solucion porque tiene que habepumo donde se junten las
tres rectas, por lo tanto en cualquiera de los tmssos, funciona para dos de las
ecuaciones pero para la otra’hdentonces queria que me explicaras un poco npajor
gué para ti este sistema no tiene solucion

B: Y no porque se tendrian que cortar las tresseeh un punto, porque se cortan dos,
tiene solucién de éstas pero con esta no.

E: ¢ Por qué este punto no te esta indicando Unei&o para ti?

B: Porque ya a la otra ecuacion no tiene solucién.

E: Bueno entonces ahora te voy a hacer esta pregues (2,1) solucion del siguiente
sistema®

(escribe)

B: No, no es no.

E: ¢ Por qué no Bruno?

B: Porque ac4 si esté bien, pero acd no porque£.2nas 1 es 5.

E: Y a ver este otro, te dice: ¢son los pares),(821) y (1,4) soluciones de ese
sistema?

B: No, éste ya no, ¢sigo con los demas?

E: Dale.

(escribe)

B: Tampoco.

(escribe)

B: Tampoco.

E: Bueno, entonces Bruno, ¢ para ti un sistema peeée tres soluciones?

B: Si

E: A ver ¢ podrias representar graficamente un caso?

B: No, no puede.

E:¢Por qué no?

B: Porque puede tener una, si cortan.

E: ¢ Si se cortan como? ¢ Podrias hacer un dibujo?

(escribe)

E: Bueno ¢y en ese caso?

B: Tienen un punto en comun donde se cortan yekasolucion

E: Bien, ¢qué mas podria pasar?

% Se refiere al sistema de ecuaciones formado paidgaientes ecuaciones-y =1, X+y=0,x+y =
3.
37 Se refiere al sistema de ecuaciones formado peidagentes ecuaciones+y=5x-y=1, X+y=
7.



B: Puede que no tenga ninguna.

E: ¢ Como seria la representacion gréfica si netaviinguna solucion?

B: Tendrian que ser paralelas.

E: A ver.

(escribe)

E: Bien, ¢y qué otra cosa puede pasar?

B: Que tengan infinitos puntos en comun, o se&itag soluciones, o sea que sean las
dos rectas la misma.

E: Bien, decime Bruno ¢y si el sistema tiene madadeecuaciones, qué casos pueden
darse?, en cuanto al nUmero de soluciones ¢ ,verdad?

B: Si, si, lo mismo.

E: Aver.

(escribe)

E: Bueno, en ese caso ¢cuantas ecuaciones telgisema?
B: Tres

E: Tres ¢y cuantas soluciones?

B: Una.

E: Bien ¢ hay alguna otra posibilidad?

B: Si, que no tenga ninguna.

E: A ver, ¢cémo podria ser la figura?

(escribe)

E: Bien, ¢y hay otra forma en que tampoco tengagwi? ¢ Hay otros casos o ésta es la
Unica representacion grafica?

B: Si, que no se corten las tres en un punto.

E: A ver ¢ podrias hacerlo?

(escribe)

E: Bien, entonces éste Ultimo que dibujaste ¢ trimade un sistema?

B: Incompatible.

E: ¢ Qué quiere decir?

B: Sin solucion.

E: Bien y ¢ podria un sistema de mas de dos ecwactener infinitas soluciones?

B: Si.

E: ¢ Qué dibujaste ahi Bruno?

B: Es una recta que son todas la misma.

E: Ahi estd, entonces este sistema ¢ tiene, pafa ti...

B: Infinitas soluciones.

E: Entonces ¢ es posible que un sistema de méssdezdaciones tenga tres soluciones?
B: No.

E: ¢ Por qué no?

B: Porque si tiene mas de tres ecuaciones nunceglpmétodo grafico nunca vas a

llegar a que se corten todas en un punto se cogerveces tampoco una, bueno una si
pero o sea, no se puede, con dos tampoco, nunca pader hacer que sean tres o
cuatro, ahi va a ser como que va a tener mas.

E: Y decime, ¢ este Ultimo caso que tu dibujasteetisoluciones el sistema?

B: Si, tiene 3 imagenes.

E: Tiene 3 imagenes, cuando deciamos 3, te refeaactamente 3.

B: Ta, exactamente 3 no, pero mas de tres si.

E: Ok, bueno, muchas gracias Bruno.



Entrevista a Carolina (14 afios, alumna de la Prof. Martina)

Entrevistadora: Queria primero preguntarte Carolijgaé es para ti un sistema de
ecuaciones?

Carolina: es un conjunto de ecuaciones que tiememigmo resultado, un resultado
comun, un resultado que resuelve ambas ecuaciones.

E: ¢Y como se llama eso que tu llamésresaltadoque resuelve todas las ecuaciones?
C: La solucion del sistema.

E: Entonces si tu tuvieras que decir ¢qué es pala goluciébn de un sistema de
ecuaciones?

: Es la solucién de ambas ecuaciones del sistema.

: Dijiste ambas, ¢y si el sistema tuviera masodeeduaciones?

: Eh, también.

: ¢ Qué tendria que pasar?

: O sea, es la solucién de, por ejemplo si tiede [&s 3, y si tiene 4, de las 4.

: Decime ¢y un sistema de ecuaciones, puedertgrgede una solucion?

. Si, puede tener muchas cuando son superpuestas.

: Bien, ¢cuantas?

: Tiene infinitas.

. Y por ejemplo, ¢un sistema puede tener exactangsoluciones? ¢Un sistema de
ecuaciones lineales?

C: No.

E: ¢ Por qué no?

C: Porque si se intersec.... , si se cruzan, ree giortan, perddn, ahi tienen una sola
solucion porque es en un punto solo, y si ho puseéersuperpuestas pero no hay otra
forma.

E: Vos sabés que en esta pregunta, la niumero hcgtdas lo que hicimos? Muchos
compafieros opinan que este sistema tiene 3 sohs;igt que dices a ello?

C: Para mi es que por ejemplo, esta recta quesaqEea una ecuacion y esta otra recta
que representa a la otra ecuacion tiene esa solydid mismo con ésta y ésta, tienen
esta solucion, y ésta con ésta. Pero no que tisnki8iones.

E: ¢ Por qué no podria tener 3 soluciones para ti?

C: Porque no se intersectan las tres rectas eniamampunto en comun, son de a dos, 0
sea, dos rectas se intersectan en un punto, aisaerdotro punto y otras dos en otro
punto.

E: Bien, y ¢como explicarias por ejemplo que esteéqno te indica una solucion?

C: No sé.

E: Del sistema.

C: No sé, porque para mi es la solucion de estaspéoo si no me indica una solucion
no..

E: ¢ Coémo podrias tu explicar que no te indica oh&in del sistema?

C: jAh! porque sdlo es la solucidn de dos ecuasigneo de las tres, en este caso.

E: ¢Y por qué no es de las tres?

C: Porque falta la otra recta que se intersectd enismo punto.

E: Ok, bueno Carolina, ahora te voy a preguntas §2,1) solucién de este sistéfa
(escribe)

C: Esta solucion es de éstas dos pero de la segones

E: Entonces ¢ qué contestas? ¢ Es solucion del aidtem

momomoOomoOmOoO

3 Se refiere al sistema de ecuaciones formado paidgaientes ecuaciones-y =1, X+y=0,x+y =
3.



C: No.

E: Bien, vamos a esta pregunta: ¢son los pare$, (22) y (1,4) soluciones del
siguiente sistema?

(escribe)

C: Ya me di cuenta que no era ¢ sigo haciendo?

E: ¢ Qué te diste cuenta en este momento? Contarokn@a

C: El par (3,2) no es porque es solucion de langnas dos ecuaciones pero no de la
tercera y ya empecé a probar con el par (2,1) pritmera no me da y no sé, sigo
probando, pero ya con la primera no es soluciésidi&ma y pruebo la otra.

(escribe)

C: Y el par (1,4) es solucion de la primera y déelaera ecuacion, pero de la segunda
no.

E: Bien. Bueno, Carolina decime, vamos a suponertgnemos un sistema de mas de
dos ecuaciones lineales. Quiero que representéisagn&énte los casos en que no hay
solucion del sistema.

C: ¢ Cuantos me dijiste?

E: Eh... tengo mas de dos ecuaciones.

(escribe)

C: Por ejemplo, si tiene tres, cuando son paratedase intersectan, por lo que no tiene
solucion.

E: ¢Y hay alguna otra posibilidad?

C: Eh... si por ejemplo si son, como pasaba en @] sitison tres que se...

E: ¢ Podrias dibujarlo?

C: Si.

(escribe)

P: ¢ Se te ocurre alguna otra representacion?

C: Eh...representando lo mismo, que se me corten dosnpeuoa.

E: Aver...

(escribe)

E: Bueno y todos estos casos son casos de sistéma®

C: Sin solucioén.

E: Vamos a suponer que tenemos un sistema con etuaziones ¢ como podria ser una
representacion gréafica de un sistema de cinco emexque tuviera solucion?

(escribe)

E: Y un sistema de ecuaciones, ¢ puede tener Gaods?

C: Eh... no.

E: ¢ Por qué no?

C: Porque se tienen que, puede tener una cuandtesgecta en un punto, o puede tener
infinitas cuando son superpuestas, pero no tres.

E: Bueno, muchas gracias Carolina.

%9 Se refiere al sistema de ecuaciones formado paidgaientes ecuacionest y=5,x-y=1, X +y =
7.



