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Resumen

Resumen

Los objetivos de la presente investigacion son dar a conocer la naturaleza de la
figuras de analisis tanto en el discurso matematico escolar como en escenarios no
académicos, asi como también analizar la brecha que, en algunas ocasiones,
separa a las figuras de analisis de su finalidad, como ser un instrumento para

llegar a la solucion correcta de un problema.

Si se habla de figuras de analisis se entiende, por ello, dibujo realizado a mano
alzada en el cual se vuelcan los datos dados en un problema, en una
demostracibn o una construccion. Son representaciones de las imagenes
mentales construidas por el sujeto al momento de enfrentarse a un problema a

resolver.

El marco tedrico en el cual se ha realizado esta investigacion es la
socioepistemologia, considerando a la matematica como un conocimiento de
construccién humana, un saber de origen cultural, por lo tanto, se realiza, en este
trabajo de investigacion, un recorrido histérico que dé evidencia de la utilizacion de
las figuras de analisis, ademas del estudio de casos de alumnos de nivel terciario,
futuros docentes. También se aborda el proceso de visualizacion y los obstaculos
que se presentan en dicho proceso, con el fin de poder interpretar, desde este
marco, qué sucede con las figuras de analisis dentro de la clase de matematica,

mas precisamente de geometria.

Los resultados obtenidos en esta investigacion, permiten comprender el uso de las
figuras de andlisis en las practicas institucionales, considerando a la graficacion
como una practica social que responde, en el caso de las figuras de analisis, a
normas que son transmitidas en el discurso matematico escolar. Con respecto al
origen de dichas figuras pudo observarse que desde que el hombre hace
matematica aparecen representaciones que permiten asistir, en la mayoria de las
ocasiones, el proceso de visualizaciéon. Pudo comprobarse que las figuras de

analisis existen no solo en escenarios académicos como en escenarios no



Resumen

academicos, por lo tanto son parte de un conocimiento cultural que posee
caracteristicas propias segun el grupo social que las confeccione, compartiendo el

mismo lenguaje y pudiendo interpretar figuras de analisis ajenas.

Con respecto a las dificultades que presentan algunos alumnos estan asociadas a
lo que se ha denominado en este trabajo, obstaculos de la visualizaciéon; a saber,

ilusiones &pticas, prototipos o representaciones pictoricas, entre otros.



Abstract

Abstract

The objectives of the present investigation are to present the nature of analysis
figures as much in the school mathematical speech like in nonacademic scenaries,
as well as to analyze the breach that, between the figures of analysis and its

purpose, of being an instrument for a correct solution of a problem.

Analysis figures are understood as drawings, realised by raised hand in which the
data given in a problem a demonstration or a construction are represented. They
are representations of the mental images constructed by the subject at the time of

facing a problem to solve.

Socioepistemology is the theoretical frame in which this investigation has been
realized. We considere mathematics as an human construction knowledge, and a
cultural knowledge. So, an historical route is done in this work of investigation,
looking forward analysis figures use. We also present a case study of students,
future teachers and some approaches to visualization process and the obstacles
that appear in this process, with the purpose of being able to interpret, from this
frame, how figures of analysis appear at the class of mathematical, specially in

geometry.

Results obtained in this investigation allow us to understand the use of the figures
of analysis in the institutional practices, considering “graficacion” as a social
practice that responds, in the case of the analysis figures, to norms that are
transmitted in the school mathematical speech. About the origin of these figures we
can observe that since the man makes mathematics, representations appear
allowing to attend, in the majority of the occasions, the visualization process.
Analysis figures exist not only in academic scenaries but in nonacademic ones,
therefore they are part of a cultural knowledge that owns characteristics according
to the social group make that them, sharing the same language and being able to

interpret figures of other people's analyses.
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With respect to the difficulties that present some students are associate to which
we have denominated, in this work, like obstacles of the visualization; that is to say,

optical illusions, prototypes or pictorial representations, among others.



Glosario

Concepto: “representacion simbolica (casi siempre verbal) usada en el proceso
de pensamiento abstracto y que posee un significado general
correspondiente a un conjunto de representaciones concretas con

especto a lo que tienen en comun” (Piéron, citado en Fischbein, 1993, p.

1).
Dibujo: representacion grafica de una figura (Torregrosa y Quesada, 2007, p. 278).

Discurso matematico escolar: “es aquel que atiende formacién de consensos en
la noosfera en torno a un saber escolar y a aspectos relativos a su
tratamiento y caracteristicas, incluyendo aspectos de organizacién

tematica y profanidad expositiva” (Castafieda, 2006, p. 255).

Estereotipos: son representaciones graficas, “un dibujo (habitualmente utilizado

en nuestro medio cultural)” (Scaglia y Moriena, 2005, p. 105).

Figura: imagen mental de un objeto fisico (Torregrosa y Quesada, 2007, p. 278).
Aunque en el desarrollo del siguiente trabajo se hallan enumeradas las

imagenes que en el mismo aparecen bajo el término figuras.

Figura de analisis: dibujo realizado a mano alzada en el cual se vuelcan los datos
dados en un problema, en una demostracion o una construccién. Este
dibujo sirve de guia para resolver el problema planteado por lo cual no
requiere precision alguna. Son modelos de las imagenes mentales
construidas por el sujeto al momento de enfrentarse a un problema a

resolver.

Heuristica: estudio de los métodos o procedimientos que conducen al

descubrimiento en la resolucién de los problemas de cualquier indole.



Glosario

Imagen: “representacion sensorial de un objeto o fendmeno” (Fischbein, 1993, p.

1). ldea opuesta al término de concepto.

Prototipo: es un modelo “de imagenes que tienen los alumnos de los conceptos
geométricos” (Scaglia y Moriena, 2005, p. 106). Los prototipos estan

asociados a los esquemas mentales elaborados por los alumnos.

Visualizacion: “el acto por el cual un individuo establece una fuerte conexion
entre una construccién interna y algo cuyo acceso es adquirido a través
de los sentidos” (Zazkis et al., en Torregrosa y Quesada, 2007, p. 278). Es
un proceso en el cual se construyen las imagenes mentales a partir de un
dibujo o viceversa (Hershkowitz et al., en Torregrosa y Quesada, 2007, p.
279).



Introduccion

Introduccion

“(...) la géométrie est I’art de bien
raisonner sur des figures mal faites”
Poincaré (1913, p. 27)1

La presente investigacion tiene como objetivo comprender el origen de la
utilizacion de las figuras de andlisis al momento de resolver un problema
matematico, mas precisamente en aquellos enunciados relacionados con
geometria, y detectar, por lo tanto, como son utilizadas en el discurso matematico
escolar y cuales son los factores que inciden o conducen a confusiones en la
lectura o interpretacion de las mismas figuras que en lugar de ser una herramienta

que favorezca el razonamiento, llevan a errores o conclusiones incompletas.

El marco te6rico elegido para dicha investigacion es la socioepistemologia, teoria
que se eleva sobre cuatro pilares fundamentales, a saber lo epistemoldgico, lo
cognitivo, lo didactico y lo social, asumiendo que éstas son las componentes que

intervienen en la construccion del conocimiento matematico.

El presente trabajo estd conformado por siete capitulos que a continuacion se

detallan brevemente:

e Capitulo 1, Presentacion del problema de investigacion, en donde se desarrolla
el problema que dio origen a la investigacion, ademas de realizarse una
descripcidén del marco teérico en el cual se encuadra la investigacion. En dicho
capitulo, también se indican algunas investigaciones que sirven de

antecedentes al presente trabajo.

e Capitulo 2, que tiene por titulo Las figuras de analisis desde la visualizacion, es
donde se analizan distintos aspectos del proceso de visualizacion recorriendo
distintos modelos cognitivos, en cada uno de ellos se analiza el papel que

desempefan las figuras de analisis, para luego exponer algunos de los

1 . . .
Traduccion “La geometria es el arte de razonar bien sobre figuras mal hechas”



Introduccion

obstaculos que se pueden presentar en la visualizacién, como pueden ser: las
ilusiones Opticas u obstaculos relacionados con la transmisibn como son, por

ejemplo, los prototipos.

Capitulo 3, Las figuras a través de la historia. Como claramente lo deja
asentado el titulo de dicho apartado, se intenta hacer un recorrido histérico por
diversas culturas a través de distintas épocas histéricas. El recorrido se centra
en algunos de los ejemplos en los que se manifiesta como distintas culturas
emplearon las figuras en la resolucion de problemas relacionados con

geometria.

Capitulo 4, titulado Las figuras de analisis en la resolucién de problemas,
capitulo en el cual, luego de definir y clasificar los tipos de problemas, se
desarrollan varios procesos heuristicos en los cuales distintos autores
establecen un nimero de fases, entre las cuales se sugiere realizar una figura

de analisis, esquema o diagrama para interpretar los datos del problema.

En los dos siguientes capitulos, Las figuras de analisis en el discurso
matematico escolary Las figuras de analisis en escenarios no académicos, se
estudian, las figuras de analisis, en distintos casos particulares. Con respecto
al capitulo 5, especificamente el estudio de caso seran con respecto al
escenario académico, para dicho estudio se analizard ademas de casos
puntuales de alumnos del nivel terciario, otros aspectos del discurso escolar
como son también que papel cumplen las figuras de analisis en el imaginario
de los docentes y los alumnos. También se analizaran los libros de textos
como parte del discurso académico. A continuacion, en el capitulo 6, se
presentan diferentes ejemplos del empleo de figuras de analisis en escenarios
no académicos, muchos de ellos relacionados con diferentes oficios asi como
también al momento de indicar una ruta o crear propias estrategias para

estudiar.
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e En el ultimo capitulo, Conclusiones finales, como su titulo lo indica, se deja
asentado los comentarios finales de la investigacién sobre las figuras de

analisis.

En la figura 1, puede verse un esquema que resume la estructura de toda la

investigacion:
Las figuras de analisis en geometria
Su utilizacion en el aula de matematica
CAPITULO 1
Presentacion del
prablema
CAPITULD 2 CAPITULO 3 CAPITULO 4
Proceso de Recorrido histérico Resolucion de
visualizacion problemas

&

Estudio de casos

-

CAPITULO 5 CAPITULO 6
En el discurso En escenarios no
escolar académicos

CAPITULO 7
Conclusiones
Figura 1: Esquema de la investigacion







Capitulo 1

Presentacién del problema de investigacion

“Los griegos (...) dibujaban las figuras en la arena, que tenia la ventaja de poder
borrar, pero faltaba precisiéon. Por esto se dijo que la Geometria era el arte de
sacar consecuencias de figuras mal hechas” (Santal6, citado en Galina, 2008, p.
15).

¢ Por qué iniciar este trabajo de investigacién con las palabras de Santalé?, porque
nos parecié un buen comienzo que apunta al foco de este trabajo, el cual girara

alrededor de las figuras realizadas por los alumnos, en la clase de geometria.

“En nuestros dias la imagen ha adquirido en todos los niveles comunicativos una
importancia capital, sustituyendo en muchos casos a mensajes de otro tipo. (...) El
dibujo tiene en Geometria doble interés: como lenguaje para meditar, ejemplificar
0 representar conceptos y propiedades, y como finalidad de representacion fiel y

rigurosa” (Alsina, citado en Ferragina, Fisichella y Rey, 1999, p. 32).

1. Problematica detectada y algunas preguntas formuladas

La problematica que da origen a este trabajo es detectada durante la practica
docente en el nivel superior, dentro del aula, observandose una dificultad bien
marcada, en los alumnos que concurren a la carrera de profesor de matematica, al
usar las figuras de analisis, especialmente en la materia geometria.

Cuando se habla de figuras de analisis se entiende por ellas, aquellos dibujos que
pueden ser realizados a mano alzada o con el uso de regla pero sin respetar la
medida o estar elaborada segun una determinada escala numérica. Es decir,
figuras o bosquejos que no poseen rigurosidad geométrica, en donde se vuelca la
informacién dada como primer paso ya sea para resolver un problema geométrico,

una demostracion o realizar una construccién geométrica.
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No se debe perder de vista que los objetos que se trabaja en matematica son
objetos abstractos pero que existe varios registros para representarlos o
abordarlos, tales como: registros algebraicos, numéricos, analiticos y visuales, que
permiten representar a dichos objetos y asi percibirlos (Olazabal, 2005). Por lo

tanto, las figuras de analisis son parte de este registro visual.

Durante las clases comunmente se observa que los estudiantes no representan
correctamente los datos dados en los enunciados del problema o toman figuras
que representan casos particulares, obviando situaciones generales llegando, asi
a conclusiones erroneas o incompletas. Por tal motivo, frente a dicho problema
han surgido varias preguntas que se intentara dar respuesta en esta investigacion.

Dichas preguntas son:
e Como surge el uso de las figuras de andlisis en el ambito escolar?

e El uso de las figuras de analisis en geometria, ;es comprendido por los
estudiantes como necesario y utii o como algo impuesto por el discurso

matematico escolar?

e ;Qué factores influyen en el uso que se da a las figuras de analisis en las

clases de geometria?

La problematica sefialada tiene sus consecuencias a la hora de resolver ejercicios
de construcciones geométricas, y en la resolucién de problemas, entre otros, pero
especialmente conduce a demostraciones incompletas o erradas como ya se
menciono. Por tal motivo, se considera que es importante indagar no solo en los
errores que cometen los alumnos al manipular e interpretar las figuras de analisis
sino cuales pueden ser los posibles factores por los cuales los alumnos de nivel
superior, futuros profesores de matematica, no usan correctamente las figuras de
analisis, en un nivel en el que se supone que tienen el desarrollo cognitivo para
realizarlo exitosamente. El objetivo del trabajo sera detectar cuales son dichos
factores para poder entender la situaciéon y tenerlo presente en nuestro quehacer
diario con la intencion de revertir la situacion observada. Entre esos factores se

intenta descubrir si las figuras de analisis son impuestas por el discurso escolar o

12
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nacen naturalmente en la resolucion de problemas de geometria (ya sea:
demostraciones, construcciones u otros), si su uso es impuesto por la escuela o si
surge de manera espontanea. Por lo tanto, un segundo objetivo es descubrir la
naturaleza de las figuras de andlisis que a pesar de ser una herramienta auxiliar
que como se vera, es considerada de utilidad por la bibliografia, se convierte en
algunos momentos en un obstaculo que lleva a resultados erréneos.

Chevallard (1998) hace mencion de dos tipos de nociones, por un lado las
nociones propias de la matematica las cuales son construidas, como por ejemplo a
partir de una definicion, mientras que por otro lado hace referencia a las nociones
paramatematicas. Estas nociones, en particular hacen referencia a “nociones-
herramientas” y dentro de esta categoria es donde se pueden ubicar a las figuras
de matematica ya que no son un conocimiento matematico que se encuentra
explicito en el curriculumn de matematica pero que si esta presente en el discurso
matematico escolar tanto en el quehacer del docente, en su practica o también,
como se vera en el capitulo quinto, en los libros de textos escolares. Pero aun
perteneciendo a una “nocién-herramienta”, los alumnos presentan dificultades

produciendo un conflicto en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

2. Linea de investigacion y marco teérico

El presente trabajo se encuentra enmarcado dentro de los lineamientos de
investigacion de la construccién social del conocimiento matematico. Este enfoque
ubica a la matematica en un escenario donde se juegan variables sociales,
ademas de las variables didacticas, cognitivas y epistemologicas. Al respecto,
Castafieda retoma la idea de Chevallard y sefala la existencia de “dos niveles
para la difusion del saber: el erudito, generado dentro de un ambiente cientifico, y
el pensado para fines didacticos, que se incrusta en una textura social’ (2002, p.
30).

El marco te6rico que concuerda con la linea de investigacion mencionada, es la
socioepistemologia. Dentro de este marco se tendra en cuenta las cuatro

componentes que lo conforman: lo epistemologico, lo cognitivo, lo didactico y lo
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social. La investigacion socioepistemologica, segun las palabras de Castafieda
otorga “un estatus de constructor del conocimiento matemético al sistema social y
a sus actores —que no necesariamente pertenecen a la elite erudita-, admitiendo

sus practicas cotidianas y el saber que de ellas se deriva” (2002, p.31).

Asi, se comparte la idea desarrollada por Castafieda, quien establece que “la
construcciéon de la matematica responde a ciertos intereses o preocupaciones, ya
sea eruditos o0 socioculturales, pero que se crea con el proposito expreso de ser
ensefiable, al grado de que no tendria sentido un conocimiento de tal naturaleza”,
a lo cual afade, con respecto al saber destinado a ser ensefado, el sufre un
proceso que se resumen en “un conjunto de transformaciones adaptativas” (2002,
p.32).

Por lo tanto, en este trabajo de investigacion, se tendra en cuenta lo mencionado
por Cantoral y Farfan (2003). Tomando sus palabras: “La linea de investigacion
que se desarrolla en el grupo de investigacion del Area de Educacién Superior del
DME considera como necesidad basica, el dotar a la instigacion de una
aproximacion sistémica y situada, que permita incorporar las cuatro componentes
fundamentales en la construccion, del conocimiento; su naturaleza epistemologica,
su dimension sociocultural, los planos de lo cognitivo y los modos de transmision

via la ensefianza” (p.36).

Apuntando a estos cuatro aspectos, se realizara en los siguientes capitulos un
recorrido histérico con el fin de analizar como se fueron empleando las figuras de
analisis en distintas culturas y épocas histéricas, asi como también se
desarrollaran los conceptos teéricos desde los cuales se estudiaran dichas figuras.
Con respecto al aspecto didactico se tendra en cuenta, para el mismo analisis,
distintos factores que conforman el discurso escolar, a saber, no sélo el estudio de
casos particulares tomados del aula, sino también las concepciones de docentes y
alumnos (futuros profesores de matematica), ademas del rastreo de como
aparecen las figuras de analisis en distintos libros de texto escolares. No se puede

dejar de lado el aspecto social, por tal motivo intentando dar respuesta a cual es el
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origen de las figuras de analisis, se analizaran casos que se presentan en
escenarios no académicos. Recorriendo asi en el siguiente trabajo distintos
escenarios, académicos y no académicos, esta eleccion se basa en la propia linea
de investigacion elegida. Al respecto, plantea Crespo Crespo: “La vision de la
socioepistemologia acerca de la matematica considera cada una de las
caracterizaciones que surgen en cada escenario, y a partir de ellas, considera que
matematica es cada una de ellas, es todas ellas. Cada una, como reflejo del
escenario correspondiente, pues la ve como una ciencia que se aprende durante
toda la existencia del ser humano de cada sociedad, como producto de las
construcciones que realiza en relacidén con los objetos matematicos que en ella se
construyen socioculturalmente” (2007, p. 40). Por tal motivo se intentara dejar
registro del empleo de las figuras de analisis en distintos escenarios para poder

acercarnos a dichas caracterizaciones.

Con lo que respecta al escenario académico, se intentara responder si las figuras
de analisis son parte de las caracteristicas de las costumbres didacticas que se
suceden dentro del aula, pero no se niega la existencia de las figuras en

situaciones fuera de la escuela, constituidas en escenarios no académicos.

3. Antecedente, desde la Soci oepistemologia, en el uso de

graficas

Hasta el momento sélo se ha hecho referencia a la socioepistemologia en su
concepto general, en este punto de la investigacidon se analizara el estudio
realizado desde este marco teérico, sobre las graficas. Aunque los trabajos
llevados a cabo por Bricefio y Cordero (2008) y Cordero (2006) se encuentran
centrados en el estudio de graficas de funciones con una perspectiva instrumental,
sirven de antecedentes para la presente investigacion a pesar de no tratar
precisamente el tema de las figuras de analisis pero si el de las graficas ya que se

intenta entender el uso de las mismas.
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Referido a las graficas, se establece que “la graficaciébn son argumentaciones del
Calculo” (Cordero, 2006, p. 11), por tal motivo, en su trabajo, se debate sobre su
funcionamiento y su forma desde una mirada socioepistemologica. Para tal fin, se
estudia los trabajos de Oresme y Euler, ademas de analizar los libros de texto, y
coémo se presentan las graficas en ellos. Llegando, asi, a la conclusién de que “la
graficacion puede llevar a cabo multiples realizaciones y hacer ajustes en su
estructura para producir un patron o generalizacion deseable, es un medio que
soporta el desarrollo del razonamiento y de la argumentacion” (Cordero, 2006, p.
19). Es en este punto, donde puede verse la relacidbn que existe entre dichas
graficas referidas al Calculo y las figuras de analisis, tema central de la presente
investigacion, pues las figuras de analisis deberian ser una representacion
esquematica lo mas general posible. Muchas veces, el no tener estas
caracteristicas lleva a errores por parte de los alumnos, como se ha ampliado mas

arriba al detallarse el problema que dio origen al presente trabajo.

Ademas las figuras de analisis son un instrumento que favorece a la
argumentacién, en la resolucion de un problema matematico. Este proceso que
deben realizar los estudiantes al aprender a utilizar las figuras de analisis, consiste
en un proceso de transformacion de dichas figuras desde un caracter de artefacto
a una verdadera herramienta de utilidad (Trouche, 2005). Para que esto ocurra
deben de darse dos puntos esenciales: alcanzar un grado de de familiaridad y
aprovechamiento de su uso, sin aquellos, las figuras se resumen en un simple
dibujo, un artefacto sin beneficio alguno. En relacion a estas ideas, es posible
realizar una analogia entre los recursos tecnoldgicos y los recursos graficos
utilizados en el aula. En este sentido, Bricefio y Cordero (2008) abordan las
graficas desde una perspectiva instrumental y hablan de una dualidad, una desde
el sujeto hacia el artefacto sobre el cual actua creando esquemas de uso proceso
denominado “instrumentalizacion”; y por otro lado dirigiendo hacia el sujeto quien
desarrolla y se va apropiando de esquemas de acciones instrumentadas, proceso
denominado “instrumentacién”. En la figura 2 puede verse un esquema que

resumen al idea del pasaje de un artefacto a ser un instrumento.
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(énesis instromental
Artefacto Sujeto
Instrumentalizacion .
Instrumentacion
Ezquemas de accion
Esquemas de uso W mstrumentada
.. | | ..

Potencialidades Bestricciones

Figura 2: Esquema de la construccion del artefacto al instrumento

Retomando la idea de las graficas desde la socioepistemologia, trabajos que
sirven de antecedente para la presente investigacion, siendo tanto las figuras de
analisis como las graficas representaciones esquematicas, a pesar de que las
graficas pueden hacerse sobre un papel o utilizar otras técnicas como puede ser
una calculadora graficadora. Pero aun siendo tan distintas, cada una de ellas tiene
ciertas pautas de construccion, algunas de las cuales comparten como es la

generalidad.

Con respecto a la graficacion, Bricefio y Cordero afirman que “es esencial el
estudiar la actividad humana en su intento por transformar su realidad social o
material y a su vez esta actividad humana esta normada por diferentes practicas
sociales. Para dar respuesta a problematicas proporcionando una matematica
funcional concebimos a la graficacion como una practica social donde se
desarrolla estudios a través del ‘uso de las graficas’ en practicas institucionales”
(2008, p. 4).

Por tal motivo, en los siguientes capitulos se intentara registrar cuales son algunas
posibles normas que hacen a las figuras de analisis para permiten comprender el
uso de estas figuras en las practicas institucionales, considerando a la graficacion

como una practica social.

' Imagen tomada de (Bricefio y Cordero, 2008, p. 2)
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4. Algunas menciones en el uso de figuras de analisis en el aula

de matematica

Puede verse en diversas investigaciones, el uso de figuras de analisis realizadas
por los alumnos, pero dichos trabajos no se centran en las mismas, solo son
incorporadas a la investigacion sin un analisis profundo a modo de reportar las
construcciones de los alumnos y partir de los mismos desarrollar el tema propio de
la investigacion. A modo de ejemplo se presentan algunos trabajos de los cuales

se han tomado algunos ejemplos:

- Tesis para obtener el grado de maestria de Plasencia (2000), “Analisis
del papel de las imagenes en la actividad matematica. Un estudio de

casos”

Frente al problema cuyo enunciado es “si colocas un queso en un platillo de una
balanza y % partes del queso mas un peso de % kilos en el otro platillo, la balanza
se equilibra. ;Cuanto pesa el queso?”. Puede verse como el estudiante resuelve
el problema registrando los datos mediante una figura de andlisis figurativa del
problema en si, sin realizar ninguna abstraccion sobre el enunciado. Al respecto,
Plasencia establece que: “Podemos decir que Kevin sigue un pensamiento l6gico
en este problema. Al no disponer de las herramientas algebraicas, tiene dificultad
para comunicar sus estrategias. La forma en que exterioriza sus imagenes y
representaciones mentales es haciendo un dibujo, que apenas nos es accesible a
los demas. Sin embargo, Kevin expresa todos los conceptos e ideas y la solucién
en ese dibujo. Es la profesora la que no valora las reglas de interpretacién de su

representacion, por lo que no le puntu6” (2000, p. 174).
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Figura 3: Ejemplo de una figura pictografica en la resolucién de un problema

aritmético 2

- Tesis de maestria de Crespo Crespo (2005),

papel de las

argumentaciones matematicas en el discurso escolar. La estrategia de

deduccién por reduccién al absurdo”.

En el siguiente ejemplo se presentan las figuras realizadas en situaciones donde

la figura no colabora en la deduccién por reduccion al absurdo, al respecto se

menciona que “el punto E figura en dos lugares del plano simultaneamente: uno

en el interior del circulo y el otro en el exterior. De esta manera, la alumna que la

dibujo afirmé que consideraba una u otra posicidn segun para qué momento de la

demostracion. Al preguntarsele acerca de si esto no era un problema, afirmé que

‘es la unica manera de ver intuitivamente lo que sucede’ y de poder ‘mantener al

punto E fuera de la circunferencia’, pues ‘como estamos razonando sobre una

afirmacion falsa, no es posible pensar coherentemente

154).

% Imagen tomada de (Plasencia, 2000, p. 174)

121

(Crespo Crespo, 2005, p.
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Figura 4: Ejemplo realizado al demostrar por el absurdo >

- Tesis de maestria en Olazabal (2005), “Categorias en la traduccién del

lenguaje natural al algebraico de la matematica en contexto”.

La siguiente imagen es un ejemplo tomada de la secuencia didactica llevada a
cabo por la autora, en donde puede observarse que ante la resolucion del
problema el alumno realiza una figura de analisis donde se vuelcan los datos y se

registran las incognitas, con las letras “x” para una de las aristas y para la otra la

letra empleada es “y”, para luego realizar una resolucion algebraica del problema

planteado.

Figura 5: Ejemplo de una representacion en dos dimensiones de un cubo *

* Imagen tomada de (Crespo Crespo, 2005, p. 154)
* Imagen tomada de (Olazabal, 2005, p. 62)
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- Tesis de maestria de Blanco (2009), “Representaciones graficas de
cuerpos geométricos. Un analisis de los cuerpos a través de sus

representaciones”.

El ejemplo tomado de esta tesis es una de las representaciones realizadas por
uno de los alumnos frente a un problema en el cual en la representacion no puede

realizarla con éxito.

o et WO GBS 4
cina. "aFONEEL. GMCETh IR

Figura 6: Ejemplo de la representacion de un objeto de 3 dimensiones®

- Trabajo de Ferrero (2009) de la Universidad Nacional del Comahue,
Argentina, “Caracterizacion de representaciones visuales en una

demostracion en geometria”.

En esta investigacion, la autora realiza un estudio de casos puntuales aplicando la
teoria de Hegarty y Kozhevnikov que tiene por hipétesis que el tipo de
representaciones utilizadas en la resolucién de un problema de matematica tiene
su influencia en el resultado obtenido, considerando que las representaciones
esquematicas pueden conducir a un buen resultado mientras que las
representaciones pictograficas haran mas dificil el camino y la llegada a la meta
deseada. Por lo tanto, en la investigacion, Ferrero analiza dichos casos en una
categorizaciobn que consiste en clasificar las figuras realizadas en
representaciones esquematicas o representaciones pictéricas, tema que se

desarrollara el final del siguiente capitulo.

> Imagen tomada de (Blanco, 2009, p. 99)
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Una de las producciones que es analizada se transcribe a continuacion donde
puede percibirse las trazas que son parte de los razonamientos que se realiza

sobre la misma figura de analisis, de gran irregularidad en su traza.

Figura 7: Figura de analisis en una demostracion sobre cuadrilateros®

Como hemos visto las figuras de analisis son parte del registro elegido para la
resoluciéon de un problema, por tal motivo en el siguiente capitulo se estudiara
dichas figuras desde el proceso de la visualizacion, apuntando al aspecto

cognitivo, uno de los cuatro pilares de la socioepistemologia.

5. En resumen

En el presente capitulo se han fijado las bases sobre las cuales se sustentara
nuestra investigacion. Algunos de los pilares que conforman dichas bases son: la
problematica detectada en la formacién de alumnos del profesorado de
matematica que da origen al planteo de una serie de preguntas a las cuales se
tratara de dar respuesta a través de los siguientes capitulos.

Mientras que otro pilar importante es la socioepistemologia, marco teérico del
presente trabajo el cual, a su vez, se apoya sobre cuatro piedras fundamentales:
lo epistemolégico, lo didactico, lo cognitivo y lo social. Desde este enfoque es que
se tratara de interpretar qué factores inciden en los errores cometidos por los
alumnos del profesorado al emplear figuras de analisis en la resoluciéon de

problemas de geometria.

® Imagen tomada de (Ferrero, 2009, p. 6)

22



Capitulo 1
Presentacion del problema de investigacion

Y dentro de las bases se puede senalar los antecedentes encontrados, tanto en el
empleo de graficas desde una mirada sociopistemologica como el registro del uso
de representaciones y figuras de analisis en distintos trabajos de investigacion.
Como una conclusion importante a destacar perteneciente a el presente capitulo
es el haber identificado a las figuras de analisis, objeto de estudio central de esta
investigacion, dentro de las nociones que Chevallard (1998) denomina como
paramatematicas, pues el docente en su discurso frente a sus alumnos puede
hacer mencion a las ventajas del uso de dichas figuras, que caracteristicas
pueden tener en forma general, puede dicho discurso estar acompanado por el
libro de textos donde el autor recomienda, por ejemplo, elaborar una figura que
permita representar y ubicar los datos dados, asi como también las incégnitas,
pero en todos estos casos no hacen referencia a una nocibn o concepto
matematico, las figuras de analisis no se encuentran entre los conocimientos
matematicos presentes en el curriculum.

Volviendo a las bases fijadas, éstas son las que permitiran construir sobre ellas la
presente investigacion, comenzando en el siguiente capitulo por el estudio del

proceso de visualizacion y los obstaculos que en él se generan.
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Las figuras de analisis desde la visualizacion

En este capitulo, se abordara el tema de la visualizacién con el fin de poder
comprender el proceso en el cual las figuras de analisis estan inmersas, para asi
luego poder detallar los factores que llevan a una mala interpretacion de las

mismas y conducen a errores detallados en el capitulo anterior.

Por tal motivo, en la primera parte nos referiremos al proceso de visualizacion,
entendiendo por éste, “el acto por el cual un individuo establece una fuerte
conexién entre una construccion interna y algo cuyo acceso es adquirido a través
de los sentidos” (Zazkis et al., en Torregrosa y Quesada, 2007, p.278), ampliando
el marco tedrico se ha realizado un recorrido por distintos modelos que hacen
referencia a dicho proceso, para luego centrar el tema en las dificultades que se

pueden presentar.

Relacionados con las figuras existen variados y multiples estudios realizados
sobre las imagenes tanto mentales como fisicas o pictéricas. Estos trabajos
aunque hacen referencia a las imagenes en general son de gran importancia pues

permiten hacer un acercamiento a las figuras de analisis.

Al referirse primero a las figuras geometrias se debe diferenciar entre los dibujos
que son “modelos materializando las entidades mentales con las que el
matematico trata” (Fischbein, 1993, p.2) y las propias figuras geométricas que “no
es un mero concepto. Es una imagen, una imagen visual”’. Esta imagen mental se
debe a la existencia de la propiedad de poderlas pensar y representar
mentalmente sin necesidad de un papel de por medio, propiedad que no poseen
todos los conceptos o ideas generales no sensoriales. Lo importante es que las
figuras de analisis son dibujos en donde el individuo que las realiza trata de volcar

todo al papel, es decir, todos aquellos datos que se encuentran en su imagen
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mental creada al leer el problema. Por lo tanto, las figuras de analisis no son una
representacion del concepto sino que son un dibujo que da idea de la construccion
de la imagen mental necesaria para asociar los datos ya sea tanto de un ejercicio,
una demostracidn geométrica o una construccion geométrica, es entonces una
representacion de una imagen mental. Esta diferencia implica analizar desde la

psicologia las relaciones que existen entre imagenes mentales y conceptos.

Las figuras de analisis, en este trabajo, fueron definidas como un dibujo a mano
alzada, por eso es importante la distincion realizada por Fischbein quien establece
que “una figura geométrica es una imagen mental, las propiedades de ella son
controladas completamente por una definicion; un dibujo no es la figura
geométrica en si, sino una personificacidn material grafica o concreta de él (....)"
(1993, p.8). En estas lineas se puede notar una marcada diferencia entre lo que es
una “imagen conceptual” y un dibujo. Similar distincibn hacen Torregrosa y
Quesada (2007) aunque los términos que ellos utilizan son diferentes, el vocablo
“figura” es entendido como “imagen mental”’, mientras que el objeto fisico es el
“dibujo”.

La diferencia entre dibujos y las figuras geométricas, también, es abordada por
Rodriguez Herrera al trabajar el aprendizaje de la demostracion en geometria en
la educacion secundaria y se refiere a ellos con las siguientes palabras “el alumno
pasa asi del ‘universo de los dibujos’ al ‘universo de las figuras’'. Este pasaje
requiere una serie de rupturas en donde el alumno debera aprender que no todo lo
que se ve es verdadero y que una figura es una representacion de los objetos

geométricos ‘perfectos’ o ‘ideales™ (2005, p.1).

1. Las figuras de analisis en distintos modelos cognitivos

Diversos investigadores estudiaron el proceso de visualizacion en la resolucion de
problemas, encontrando asi varios modelos donde se aborda el analisis de

imagenes vy figuras, utilizando cada autor terminologia especifica y diferente. A
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continuacion se detallara algunos de los modelos que dara un marco teoérico a las

figuras de analisis, tema central de este trabajo de investigacion.

Es importante aclarar que la mayoria de estos estudios no estan referidos, en un
principio a la geometria o a la matematica especificamente, sino que son estudios
sobre el conocimiento en general y las representaciones mentales y visualizacion
de dichos conceptos. Lo que se pretende es examinar las figuras de andlisis
desde cada uno de los modelos desarrollados por cada pensador, para luego, en
los siguientes capitulos, seguir el analisis desde otros aspectos como puede ser lo

histérico, pedagdgico y en el propio discurso escolar, entre otros.

1.1. Modelo de Fischbein

Volviendo al articulo de Fischbein, el autor menciona dos teorias referidas a

conceptos e imagenes:

- La teoria del cédigo dual, en la cual se enfatizan la naturaleza simbdlica de
la imagen y se diferencia los procesos verbales. Paivio, Piaget e Inhelder
son algunos de los cuales se han dedicado a investigar esta teoria.

- La teoria proposicional: enfatiza que un dibujo puede expresarse en
palabras y a su vez las ideas pueden expresarse mediante ilustraciones,

entre los investigadores de esta teoria se encuentran Pylyshyn y Anderson.

Con respecto a la geometria, Fischbein plantea que en ella se trabaja con
‘entidades mentales (las asi llamadas figuras geométricas) que poseen
simultdneamente caracteristicas conceptuales vy figurales” (citado en Fernandez,
Cajaraville y Rodino, 2006, p.2). Figurales porque reflejan propiedades espaciales
como pueden ser las formas, la posicion o el tamano entre otros aspectos pero
que a su vez poseen cualidades conceptuales como son la abstraccion, la
generalidad o la idealidad de la que nos hablan los autores. Por lo que vale
destacar que los conceptos y las imagenes son considerados como dos categorias

diferentes de dichas entidades mentales. Para ampliar sobre estas dos categorias
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se tomara las definiciones que de ellas da Fischbein en su articulo “La teoria de
los conceptos figurales” (1993), en el cual para dar explicacidon a que se entiende
por “concepto”, toma las palabras de Piéron, quien define un concepto como la
‘representaciéon simbolica (casi siempre verbal) usada en el proceso de
pensamiento abstracto y que posee un significado general correspondiente a un
conjunto de representaciones concretas con especto a lo que tienen en comun”
(Piéron, citado por Fischbein, 1993, p.1). Mientras que en oposicion a esta idea se
presenta la “imagen”, entendiendo por imagen mental a “una representacion

sensorial de un objeto o fenémeno” (Fischbein, 1993, p.1).

Las figuras de analisis son pues dibujos que sirven de “modelos materializados” de
estas imagenes mentales que el individuo construye para resolver el problema
planteado y en el cual vuelca los datos dados y sefala sobre dicho dibujo las
deducciones, producto de este proceso mental que va realizando al relacionar
conceptos con la imagen mental y el dibujo. Por lo tanto, puede decirse que en las
figuras de analisis confluyen la relacidbn entre lo conceptual y las imagenes

mentales.

1.2. Modelo de Duval

En el modelo que presenta Duval, se establecen tres tipos de aprehensiones que
realiza el observador frente al dibujo, pudiendo ser una aprehension perceptiva,
discursiva o una aprehensién operativa. Estas ultimas son las que se ponen en
juego en forma coordinada a la hora de la resolucion de un problema de geometria.
A continuacion se amplian cada una de ellas para una mayor comprension del

tema:

- “La aprehension perceptiva se caracteriza como la identificacion simple de
una configuracion” (Torregrosa y Quesada, 2007, p.281). Es la primera que
aparece en el desarrollo cognitivo del sujeto al tratarse de un proceso

intuitivo.

28



Capitulo 2
Las figuras de analisis desde la visualizacion

- La aprehension discursiva se caracteriza por ser un proceso en el cual se
asocian la configuracion con definiciones, axiomas, teoremas o cualquier
otra idea matematica. Segun el sentido de esta transferencia a la cual se
conoce bajo el nombre de “cambio de anclaje”, pude dividirse en dos:

e Segun sea “del anclaje visual al anclaje discursivo”, es decir del
dibujo a un concepto matematico.
e Segun sea “del anclaje discursivo al anclaje visual”’, es decir de un

enunciado que en nuestro caso puede ser un problema a un dibujo.

- La aprehensién operativa se caracteriza porque el sujeto realiza alguna
modificacion a la configuracién inicial, este proceso puede ser:
= De cambio figural: donde se agregan o retiran algunos elementos
geométricos a la figura original.

= De reconfiguracion: donde se reorganizan los elementos ya dados.

Dentro de la aprehension discursiva es donde se puede ubicar a las figuras de
analisis, pero dichas figuras pueden trabajarse en los dos sentidos que puede
presentar el anclaje, detallados anteriormente. Durante la elaboraciéon de dichas
figuras de analisis, el individuo se encuentra en el segundo sentido, “del anclaje
discursivo al anclaje visual’, pues del enunciado el sujeto toma los datos
necesarios ya sea para elaborar este bosquejo o agregar a un dibujo dado todos
los datos pertinentes que se mencionen en el enunciado del problema. Pero una
vez elaborada la figura de analisis, el sentido del anclaje se modifica y el proceso
se invierte, el sujeto toma el dibujo ya elaborado a partir de su propia
interpretacion de los datos, para dar respuesta al problema pudiendo hacer uso de
afirmaciones aritméticas geométricas que partieron de los datos del dibujo. Puede
ocurrir que los datos no sean suficiente y comience a trabajar sobre la figura de
analisis para identificar otros elementos geométricos, pasando ahora a otro tipo de
aprehension, la operativa, mas precisamente “la aprehension operativa del cambio

figural”.
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Por lo tanto, como se ha detallado en la explicacion anterior, las figuras de analisis
dentro del modelo de Duval, pueden encontrarse en ambas acciones, tanto en la
aprehension discursiva como en la operativa, por tal motivo es que Torregrosa y
Quesada hablan de un “proceso configural” en donde existe una coordinacién
entre ambas, pues como consecuencia de la fase de aprehension operativa
‘puede necesitar nuevas asociaciones, que a su vez, pueden implicar nuevos
cambios, repitiéndose el ciclo aprehension discursiva/aprehension operativa de
manera coordinada, hasta que se alcanza la solucion o se abandona la estrategia
seguida” (2007, p.289). En este “proceso configural” también podria resumirse
como la estrecha conexion entre visualizacion y razonamiento, siendo las figuras
de analisis un lazo entre ambos procesos tan heterogéneos. Es por tal motivo que
Duval afirma que “la actividad geométrica involucra tres clases de procesos
cognitivos: la visualizacién, el razonamiento y la construccion” (Torregrosa y
Quesada, 2007, p.277), tres procesos que se encuentran resumidos en la figura

de analisis.

En trabajo de dichos autores, se ha incluido la resolucion de dos problemas en los
cuales los alumnos emplean figuras de analisis. Puede verse, mas precisamente
en la figura 8, que los dibujos fueron realizados a mano alzada ya que los
segmentos no guardan la rigurosidad que podria tener una construccion
geométrica. También puede observarse la presencia de algunos simbolos que
seran propios de un lenguaje de las figuras de analisis como puede ser indicar la
amplitud de un angulo recto con un rectangulo, lo cual indicaria que su amplitud es

igual a 90° sin que el dibujo sea exactamente esa medida.
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2] La mediatriz L es perpendicular a QT (forma angulos rectos)

3) Hay que demostrar que 13 distancia R ez la misma que lade KT .

L 4
4] Determine los 1riéngui-:-5 QRX y TRZ v tengo:

-
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5] congruencia LAL

6] Lado B ?E R (lado comiin)

7] angula RIQ ‘?Rj;tT (L3 mediatriz es perpendicular y forma angulos re chos: R:’:Q =oge
it

8) Lado QZE 7T (la mediatriz divide alsegmento en partes iguales, es perpendicular v pasa por el
punto medio).

Figura 8: Ejemplo de figura de andlisis en una demostracion’

HAmeTY &) Por lo tarto deducimes que QR ?RT

mPT=mPE + mPQ €] Para demostiar PR 2?RT 7 Pé_U ’?RéT
2]
7)) RU ?RS
L 8)2) 3T ?PU = lades opuestos a dngulos congruentes,
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F R 913 PEXT»TYE
G\..-'___AEL,_ 10) LAL, por lo que PﬁU ’-RéT? PR*RT

- T 11] Por lo que RT ?R()
415 73T 7 vaque al estar cortada porla mediana, 13 corta endos
partes iguales.

12) PT=PR+RT

Figura 9: Ejemplo de otra figura en una demostracion geométrica?

1.3. Modelo de Presmeg

' Imagen tomada de (Torregrosa y Quesada, 2007, p.290)
? Imagen tomada de (Torregrosa y Quesada, 2007, p.292)
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Presmeg (citado en Gutiérrez, 1991) distingue y caracteriza diferentes tipos de
imagenes mentales, tales como:
- Imagenes concretas pictoricas: son las imagenes de objetos fisicos.
- Imagenes de formulas: son imagenes mentales de férmulas o esquemas.
- Imagenes de patrones: son imagenes de esquemas visuales que
corresponden a relaciones abstractas donde se visualiza alguna

representacion grafica de su significado.

Independientemente de esta clasificacion pueden a su vez agruparse segun el
movimiento del sujeto, a saber:

- Imagenes cinéticas: son tanto las imagenes fisicas como las mentales
en las cuales influye el movimiento del cuerpo del sujeto, ejemplo de ello
puede mencionarse representaciones que segun la posicién del
observador hace que varie su percepcion y pueda identificar distintos
objetos.

- Iméagenes dinamicas: son imagenes mentales donde alguno de sus

componentes se mueven (Gutiérrez, 1991).

Segun este encuadre, las figuras de andlisis pueden ubicarse dentro de la
caracterizacion realizada por Presmeg, como “imagenes de patrones”, pues
pueden tratarse “de esquemas visuales correspondientes a relaciones abstractas
(...) no se visualiza la relacion propiamente dicha, sino alguna representacion

grafica de su significado” (Gutiérrez, 1991, p.45).

Ademas, esta grafica no es necesario que se represente con la rigurosidad que
posee un concepto geométrico. Para ejemplificar que las figuras de analisis son
imagenes de patrones, puede sefalarse que una figura posee un angulo recto sin
necesidad de las rectas que contienen a dos segmentos sean perpendiculares,
como se pudo observar en la figura 8, ejemplo dado por Torregrosa y Quesada,
sino simplemente basta con realizar un marca especifica sobre el papel que de la
idea que la amplitud de dicho angulo es igual a un angulo recto, como puede verse

mas claramente en la figura 10, donde puede leerse que el cuadrilatero abcd es un
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rectangulo, a partir de las marcas trazadas y no por lo que realmente ven nuestros
ojos. Estas marcas pueden considerarse como simbolos de un lenguaje propio de

estos patrones, en este caso simbolos que son transmitidos en el discurso escolar.

Figura 10: Figura de analisis de un rectangulo

1.4. Modelo de Bishop

En el siguiente modelo, Bishop (en Gutiérrez, 1991) no distingue al referirse a
imagenes si éstas pueden ser fisicas o mentales y establece que las imagenes (en
cualquiera de sus dos formas) son el objeto que se pone en juego el proceso de la
visualizacion, a través de dos procedimientos diferentes e inversos, como son:
- El procedimiento visual: que es la construccidén misma de la imagen visual a
partir de los datos abstractos conocidos.
- El procedimiento de informacion figurativa: que consiste en el proceso por
el cual el sujeto extrae la informacién comprendida en una representacion,

una imagen fisica a través de la vision.

Las figuras de analisis pueden encontrarse en ambos procesos, segun el
momento en que el sujeto se encuentre al resolver el problema: en un primer
momento, en la elaboracion de las mismas a partir de la interpretacion de los
datos que comprende el “procedimiento visual”, y tras su elaboracién le sigue el
“procedimiento de informacion figurativa”, momento en el cual se interpreta todos

los datos recogidos en la figura de analisis y se establece relaciones entre ellos.
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1.5. Modelo de Tall y Vinner

Tall y Vinner han marcado, en forma similar al modelo planteado por Fischbein,
dos términos que permiten diferenciar entre el concepto y la idea que el sujeto
elabora del mismo. Ellos ubicaron bajo el concepto de “definicidn conceptual”
aquellos significados formales y matematicos del objeto con el cual se trabaja. Por
otro lado, emplearon el término “imagen conceptual” aludiendo a los conceptos
figurales empelados en geometria, por ejemplo. Con la palabra imagen no se hace
referencia a lo que nuestro sistema ocular logra ver sino a la reconstruccion
mental del objeto matematico involucrado, esta reconstruccion aun al tratarse de
ideas abstractas como son los entes matematicos se ven tefiidas por el aspecto
subjetivo del individuo. Al respecto, Tall describe a la “imagen conceptual” como
“la estructura cognitiva total que esta asociada con el concepto que incluye todas
las imagenes mentales y propiedades y procesos asociados. Es construido a lo
largo de los afios a través de experiencias de todo tipo, cambiando cuando el

individuo se enfrenta a nuevos estimulos y madura” (Fischbein, 1993, p.9).

Con estos dos conceptos se intentd describir el estado de los conocimientos que
siente el individuo frente a un concepto matematico, que no tiene porque

pertenecer unicamente al campo de la geometria.

Dentro de este modelo, se puede conjeturar que las figuras de analisis intentan ser
una representacion grafica de esa “imagen conceptual” que el alumno tiene sobre
aquellos objetos geométricos que se encuentran involucrados en determinado
problema. Por ejemplo, si el problema hace referencia a un rectangulo, se puede
observar que generalmente los alumnos grafican un determinado tipo de
rectangulo para analizar la situacién, que dicho rectangulo guarda la relacion de
ser el lado mayor el que se considera base, sobre el cual se dibuja “apoyado” el
cuadrilatero, que de darle nombre a dicho poligono, por lo general utilizaran las
cuatro primeras letras del abecedario. Todos estos datos, no estan dados en el
problema ni son parte de la “definicion conceptual” del rectangulo sino que son

parte de la “imagen conceptual” que los alumnos han elaborado en su recorrido
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educativo. El tema esta relacionado con la idea de “los prototipos” y “estereotipos”,
que se tratara en este mismo capitulo, entre unos de los items del apartado

“Obstaculos de la visualizaciéon”.

1.6. Modelo de Pallascio

Es Pallascio quien establece cinco niveles en el proceso de visualizacion, donde
cada nivel posee una dificultad mayor que el anterior. Dichos niveles son:

“# Visualizacion: después de haber observado un objeto, la visualizacién radica en
memorizar imagenes parciales a fin de reconocer objetos iguales o semejantes a
través de un cambio de posicidn o de escala, entre un conjunto de objetos ante un
mismo diagrama.

- Estructuracion: una vez visualizado el objeto, la estructuracion reside en el
reconocimiento y reconstruccion del objeto partiendo de sus elementos basicos.

- Traduccion: se basa en el reconocimiento de un objeto a partir de una
descripcion literaria y viceversa.

- Determinacion: reside en el reconocimiento de su existencia partiendo de la
descripcion de sus relaciones métricas.

- Clasificacion: reside en el reconocimiento de clases de objetos equivalentes de

acuerdo a distintas pautas de clasificacion” (en Blanco, 2009, pp.22-23).

De ubicar a las figuras de analisis en alguna de estas etapas, no cabe duda que
deben encontrarse dentro del nivel de Traduccidn, pues estas figuras son una
traduccidon que realiza cada sujeto de los datos que se desprenden del problema y
a su vez tras la deducciones realizadas sobre ese mismo dibujo, es que se vuelve
a traducir argumentando la demostracion o los datos encontrados

fundamentandolos por alguna propiedad o teorema.

2. Obstaculos en la visualizacion
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Aunque la problematica planteada no sea precisamente las demostraciones, las
figuras de analisis estan muy vinculadas con las mismas en las clases de
geometria. Crespo Crespo y Farfan mencionan, al respecto, “las figuras de analisis
dificultan la comprension de los razonamientos cuando se utiliza argumentaciones
por el absurdo” (2005, p.303). Esta afirmacion fija un antecedente en el cual se
deja evidencia de que las figuras de analisis no siempre cumplen con su objetivo
de facilitar la compresién del problema o demostracién para llegar a la solucion

correcta.

Pero una de las preguntas a la que se intenta dar respuesta con esta nueva
investigacién no esta acotada solo a las demostraciones por reduccion al absurdo,
sino a la correcta utilizaciéon de las figuras de analisis con la intencion de detectar
cuales pueden ser los factores que obstaculizan su correcto empleo en cualquier

tipo de problema geométrico.

De Guzman le otorga un papel importante al proceso de visualizacion en el
quehacer matematico, es por ello que menciona: “Las ideas, conceptos y métodos
de las matematicas presentan una gran riqueza de contenidos visuales
representables intuitivamente, geométricamente, cuya utilizacion resulta muy
provechosa, tanto en las areas de presentacién y manejo de tales conceptos vy
métodos como en la manipulacién con ellos para la resolucién de problemas de
campo”. A lo cual agrega: “la visualizacion constituya un aspecto
extraordinariamente importante de la actividad matematica es algo totalmente
natural si se tiene en cuenta la naturaleza misma de la matematica” (citado por
Blanco, 2009, p.13). Pero a pesar de ello, también afirma que “la visualizacién
conduce a errores” (de Guzman, 1996), entre los motivos que presenta da

referencia a las “falacias de tipo geométricas” o también llamadas ilusiones Opticas.

2.1. llusiones opticas

Los dibujos realizados en geometria, aun utilizando los instrumentos geométricos

con gran precision, no son perfectos por lo tanto no puede valerse de ellos para

36



Capitulo 2
Las figuras de analisis desde la visualizacion

justificar, por ejemplo, propiedades segun lo que ven los ojos humanos, pues
estos pueden engafar. Si se puede a partir de datos y el empleo de teoremas,
extraer una conjetura para que mediante una demostracién logica se pueda
conocer su valor de verdad, pero la figura so6lo sirve para relacionar esos
elementos y no como justificacion. Ademas los datos a utilizar son los dados por el
problema o los que pueden deducirse de otros teoremas y no de los datos
observados directamente a través de la vision porque, como ya se ha mencionado,
estos pueden engafiar y conducir a conclusiones erroneas. A continuacién se
presentaran una serie de imagenes para mostrar cuanto pueden enganar estas

imagenes al ojo humano. Estas imagenes no son otra cosa que ilusiones oOpticas.

Muchas veces, los alumnos afirman, en el problema, que dos rectas son paralelas
a partir del dibujo, sin que los datos conocidos confirmen lo mismo y justifican
dicha afirmacion lo que observa en la figura. En las figuras 11 y 12, las imagenes
muestran como uno puede pensar que dichas rectas no son paralelas porque a
simple vista sus segmentos son oblicuos, pero si se toma una escuadra y regla
puede comprobarse que la afirmacion anterior no es correcta y que si corresponde
al dibujo de rectas paralelas. Esto se debe a los segmentos oblicuos que cortan a
cada una de las rectas que dan la idea de no paralelas, estas ilusiones

corresponde, la primera a Zollner quien la presentdé en 1860 y la segunda es una

Q

version de Hering basada en el mismo principio.

Figura 11: llusion de Figura 12: llusion basada
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Zoller: paralelismo® en la de Zollner’

Estos no son los unicos casos, en las figuras 13 y 14, puede verse otros ejemplos
donde el paralelismo parece ser modificado por el o los haces de rectas, segun el

caso, que cortan a las otras dos rectas.

Figura 13: llusion de Figura 14: llusion de
Hering: paralelismo* Wundt: paralelismo®

Luego existe variaciones a este tipo de ilusiones épticas, que refieren a conceptos
geomeétricos, pues hay ilusiones Oépticas que apuntan a otros aspectos como
puede ser: figuras imposibles, figura fondo o que dan la idea de movimiento, pero
en este trabajo se tomaran como ejemplos aquellas que refieren a algun concepto
geométrico, como se vio anteriormente con respecto al concepto de paralelismo.
Siendo el tema central de este trabajo las figuras de analisis se mencionaran
aquellas ilusiones oOpticas que pueden presentarse y alterar las conclusiones que
surgen a partir de dichas figuras de analisis la resolucibn de un problema

geométrico.

Otro error que a veces cometen los alumnos es suponer que se trata de un
cuadrado o triangulo equilatero, guiandose sélo por la estimaciéon de la longitud de

los segmentos de los lados de dicha poligono segun lo observan en su dibujo, sin

3 Imagenes tomadas de www.ilusionario.es/GEOMETRICAS/lineas.htm
4 Imagen tomada de www.ilusionario.es/GEOMETRICAS/muller lyer.htm
> Imagenes tomadas de www.ilusionario.es/GEOMETRICAS/lineas.htm
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fundamentar dicha afirmacidén, solo valiéndose del grafico. En las siguientes
ilusiones, puede observarse que la percepcion puede verse alterada con respecto
a la longitud de un segmento segun la posicién del dibujo con respecto a otros
datos dados que sirven de referencia, como es el caso de la figura 15
perteneciente al psicologo Ponzo donde a simple vista los dos segmentos parecen
tener longitudes distintas aunque dicha afirmacién no es correcto. Dicha ilusion es
dada por las rectas entre las cuales se encuentran ambos segmentos congruentes
mientras que en la ilusién de Jastrow (figura 16), la longitud de los segmentos a, b,
c y d, parece ir en aumento a medida que la amplitud de los angulos que tienen
centro en los puntos extremos de dichos segmentos va en aumento, se resalta la

palabra “parece” pues los cuatro segmentos poseen la misma longitud.

= =4
%
\ X J.{J.r
" 4 R e
Figura 15: llusion de Figura 16: llusion de
Ponzo: longitud® Jastrow: longitud’

A través de los afios, psicélogos, pintores, filosofos y otros destinaron su tiempo al
estudio de estas ilusiones Opticas, pero hubo matematicos que también se
centraron en estas imagenes, asi es como nos encontramos con un comentario de
Euler, al respecto: "Los pintores son los que con mas frecuencia saben convertir
en provechosa esta percepcion ilusoria general y afin a todos” (citado en
Perelman, 1975, p.1).

6 Imagen tomada de www.ilusionario.es/GEOMETRICAS/ponzo.htm
7 Imagen tomada de www.ilusionario.es/GEOMETRICAS/muller lyer.htm
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Y para finalizar este apartado se tomaran tres ejemplos relacionados con
poligonos, que Perelman (1975) presenta en su libro “Problemas y experimentos
recreativos”, mas precisamente en el capitulo quinto en donde hace una

recopilacién de diversas ilusiones opticas.

Primer ejemplo: En la figura 17, “el rectangulo cruzado a lo largo (a la izquierda)

parece mas largo y mas estrecho que su igual cruzado transversalmente”
(Perelman, 1975, p.8).

Figura 17: llusion 6ptica sobre rectangulos®

Segundo _ejemplo: En le paralelogramo que se puede ver en la figura 18, “las

distancias AB y AC son iguales, sin embargo, la primera parece mas larga”
(Perelman, 1975, p.9).

A

Figura 18: llusion de Sander: longitud®

Tercer _ejemplo: “las alturas de los triangulos (...) estan cortadas por la mitad,

aunque parece que la parte préxima al vértice es mas corta” (Perelman, 1975,
p.10).

§ Imagen tomada de (Perelman, 1975, p.8)
’ Imagen tomada de (Perelman, 1975, p.9)
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Figura 19: llusion dptica sobre triangulos'®

Para finalizar con estas “falacias geométricas”, de Guzman (1996) establece que
algunas veces, “la situacion visual nos induce a aceptar relaciones que son tan
engafnosamente transparentes que ni siquiera se nos ocurre pensar en la
conveniencia o necesidad de justificarlas”. ;Son nuestros alumnos capaces de no

caer en las trampas oculares de estas ilusiones?

2.2. Otro obstaculo: la transmision

De Guzman no es el unico que hace referencia a diferentes obstaculos en el
proceso de visualizacién, al respecto Bishop advierte que “en el nucleo de gran
parte de la dificultad del aprendizaje de la Geometria se encuentra el aspecto de la

visualizacion” (citado por Blanco, 2009, p.14).

Volviendo a las ideas de Guzman (1996), él habla de una preparacion en el uso de
imagenes para el proceso de visualizacion, una ejercitacion que permita una
“familiarizacidon con las tareas de descodificacion de la imagen. Si esta
preparacion esta ausente lo que para otros es un ejercicio descansado y
agradable resultara un jeroglifico angustiosamente incomprensible”. Para que este

proceso sea provechoso debe existir una preparacion previa, “educacion que no

10 Imagen tomada de (Perelman, 1975, p.11)

41



muchos matematicos son capaces de transmitir’” (de Guzman, 1996). Lo que se
puede conjeturar a partir de estas palabras es dar una posible respuesta a una de
las preguntas planteadas en este trabajo de investigacién, cémo surge el uso de
las figuras de analisis en el ambito escolar?, por las palabras de Guzman, puede
deducirse que dichas figuras de analisis no surgen en forma natural sino que son
transmitidas por otros, matematicos o docentes, pero esto desemboca en nuevos
interrogantes como pueden ser ¢jesto ocurrira siempre o sera sélo uno de los

posibles origenes de las figuras de analisis?, los interrogantes van en aumento.

El autor sigue haciendo referencia a distintos tipos de transmision del uso de la
visualizacion en la resolucién de problemas apuntando a otro aspecto del discurso

“

escolar como son los libros de textos. Al respecto menciona: “el medio de
transmision hasta ahora utilizado tanto en los articulos como en los textos que
manejan nuestros estudiantes es, fundamentalmente, la letra escrita, un medio
estatico que no se adapta en absoluto a los procesos de visualizacién. (...) En un
libro, en un articulo se transmite normalmente sélo el producto final, la imagen
ultima con todos los elementos acumulados en ella, lo que resulta

extraordinariamente engorroso de interpretar”’ (de Guzman, 1996).

Mas no es el unico de Guzman quien plantea las dificultades que se pueden
presentar en el proceso de visualizacion y asociado a la transmision de este
proceso en la ensefianza, se encuentra el trabajo de Eisenberg y Dreyfus, titulado
“Sobre la resistencia para visualizar en matematica”. Trabajo en el cual establecen
tres posibles causas de estos obstaculos frente al proceso de visualizacion. Es
interesante ver que las tres causas tienen distintos origenes y atafien a distintos
aspectos que forman parte de la noosfera donde se desarrolla el proceso de

ensefianza-aprendizaje:

- Una causa cognitiva: “lo visual es mas dificil” que el proceso analitico.
- Una causa de orden sociologica: “Lo visual es mas dificil de ensenar”.
- Un causa que ataie a las creencias sobre la naturaleza de los entes

matematicos: “lo visual no es matematico” (Ramirez, 2008, p.42).
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En su tesis, “La resolucion de problemas mediada por la visualizacion. Un estudio
de casos”, Ramirez menciona otras razones relacionadas con “una traduccion e
interpretacion flexible y adecuada entre las representaciones visuales y analiticas
de la misma situacion” y continta explicando detalladamente las posibles opciones
al respecto, “muchas de las veces, por que el diagrama puede sugerir una
situacion que en realidad no tiene lugar. O de las veces por que la situacion visual
nos induce a aceptar relaciones que son engafiosamente transparentes y ni
siquiera se nos ocurre pensar en la conveniencia o necesidad de justificarlas”
(2008, p.45). En esta frase se puede leer la palabra “diagrama”, que no es otra
cosa que aquellos dibujos que en este trabajo se ha denominado como “figuras de
analisis”. Cuantas veces, se ha escuchado decir a los alumnos “es un triangulo
equilatero” y cuando el docente solicita que justifiquen dicha respuesta, ellos sélo
aclaran “jPero si es un triangulo equilatero, se puede ver!”, para estos alumnos lo
visto por sus ojos es suficiente como fundamentacion para avalar que una figura
es un triangulo equilatero sin apoyarse en ningun dato preciso y solo en el dibujo,
que como se analizd anteriormente en las ilusiones Opticas, este dibujo puede

enganarlos.

Para retomar la idea presentada en el trabajo de Eisenberg y Dreyfus, es Adams
quien en lugar de hablar de dificultades frente a la visualizacion, hace referencia a
“‘bloqueos mentales”, entendiendo por ellos a las “barreras que nos impiden
percibir un problema en la forma correcta y encontrarle solucion” (en Nieto Said,
2004, pp.6-7).

A estos bloqueos mentales los clasifica en:

- Bloqueos perceptivos: “estereotipos, dificultad para aislar el problema,
delimitar demasiado el espacio de soluciones, imposibilidad de ver el
problema desde varios puntos de vista, saturacion, no poder utilizar
toda la informacién sensorial” (en Nieto Said, 2004, p.7). En esta clase
se pueden ubicar a las figuras de analisis cuando son los alumnos

quienes representan casos particulares en lugar de dibujar la situacion
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lo mas general posible, por ejemplo si el problema hace referencia a
un triangulo cualquiera, dibujan un triangulo isdsceles y siguen toda
su construccion hasta llegar a una solucién que en el caso de ser
correcta, sélo es valida para dicho triangulo pero se perdi6é de vista la
generalidad del problema.

- Bloqueos emocionales: relacionados con miedo a fracasar y cometer
errores, o falta de interés, de creatividad o de estimulo, son algunos
de los ejemplos que menciona el autor.

- Bloqueos culturales: donde se pone en juego toda la tradicidbn con sus
mitos y tabues.

- Bloqueos ambientales: entre estos bloqueos el autor hace referencia
obstaculos exteriores que provocan distraccion o desinterés.

- Bloqueos intelectuales: “inhabilidad para seleccionar un lenguaje
apropiado para el problema (verbal, matematico, visual); uso
inadecuado de las estrategias; falta de informacion o informacion
incorrecta” (en Nieto Said, 2004, p.7). En estos obstaculos también
podemos encontrar a las figuras de analisis cuando no representan
correctamente la situacion planteada en el problema.

- Bloqueos expresivos: “técnicas inadecuadas para registrar y expresar
ideas (a los demas y a uno mismo)”, y si se refiere a registrar no
pueden faltar las figuras de andlisis, no tanto para expresar las ideas

a otros sino sobre todo para comprenderlas uno mismo.

Aunque en las ultimas lineas se hizo mencién al aspecto cultural y a la transmision
de ciertas figuras geométricas con caracteristicas particulares, se considera que
es un aspecto esencial por lo tanto tendra un apartado espacial en el siguiente
punto, para detallarlo y darle la importancia pues es considerada una de las

dificultades que presentan los alumnos a la hora de emplear las figuras de analisis.
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2.3. Aspecto social: los prototipos

Otra de las dificultades relacionadas al proceso de visualizacién, se encuentra
relacionada con el aspecto social. El trabajo de investigacion de Scaglia y Moriena
(2005) consiste en el analisis de las dificultades que presentan los alumnos para
reconocer un concepto geométrico cuando su representacion grafica difiere de los
prototipos establecidos culturalmente como pueden ser la posicidn espacial, cierta
clase de tridngulos o cuadrilateros, que sélo son casos particulares. Estos
prototipos generan una imagen mental que puede observarse en las figuras de
analisis cuando los alumnos realizan casos particulares, tema a investigar en este
trabajo. Entendiendo por “prototipos” aquellos “ejemplos que tienen un mayor
‘parecido familiar’ con el resto de los ejemplos del concepto” (Scaglia y Moriena,
2005, p.109), pero estos prototipos son imagenes mentales que el sujeto
construye en la interaccion con representaciones graficas de figuras geométricas
que tienen determinadas propiedades. “Estas representacion grafica constituye
(...) una representacion grafica estereotipada, porque es la que se encuentra con
mayor frecuencia, y forma parte desacerbo cultural por diversas razones, entre
otras, porque es mas adecuada para trabajar en los primeros afios de escolaridad
o porque simplifica razonablemente la representacion grafica” (Scaglia y Moriena,
2005, p.117). Dando en estas palabras con una beta importante segun la linea de
investigacidon escogida para dicho trabajo, la socio-espistemologia, puede
observarse que el aspecto social incide en la construccion de las figuras de
analisis, como las autoras fundamentan que dichas construcciones estan

asociadas con la matematica educativa perteneciente a la realidad del aula.

Como es sabido estos dibujos deben representar “una clase de objetos y no un
objeto en particular’ (Skemp, en Dal Maso, 2007, p.26), pero como ya se
menciond es Adams quien habla de “bloqueos culturales” que se aunan con los
bloqueos perceptivos”, y entre estas dos clases se puede asociar con las

dificultades que mencionan las autoras en su trabajo.
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A continuacion se hara un listado de diferentes prototipos presentados en distintos

trabajos de investigacion:

- Triangulo rectangulo: se encuentran graficados “con el angulo recto en la
posicidn vertical-horizontal” (en Plasencia, 2000, p.54).

- El cuadrado “como ejemplo prototipico de los cuadrilateros” (Scaglia y Moriena,
2005, p.110). Lo cual puede conducir a errores, pues el cuadrado posee
propiedades particulares que no todos los cuadrilateros poseen.

- “Triangulos, cuadrados, rectangulos y paralelogramos deben tener una base
horizontal” (Matos citado por Scaglia y Moriena, 2005, p.110).

- La altura de un triangulo debe estar contenida en el mismo (Scaglia y Moriena,
2005, p.109).

- ElI rombo dibujado a partir de sus diagonales cuya posicidbn es vertical y
horizontal (Scaglia y Moriena, 2005, p.114).

- Triangulo isosceles: “con una base horizontal y el angulo desigual opuesta o a la

misma” (Plasencia, 2000, p.54).

Y con respecto a los prototipos en el espacio se tomara algunos ejemplos

presentados por Rey:

- “Para el cubo se utiliza siempre este prototipo en el cual se encuentra en
posicidn ‘de apoyo’ sobre una superficie inexistente”.

- “El cilindro se encuentra en la gran mayoria de los casos ubicado en posicion
vertical con una de las superficies circulares como base, y ademas con una
relacion ‘alto-ancho’ lo suficientemente amplia para mostrar un ‘cilindro
estilizado™.

- “Las piramides son siempre rectas y con una de sus caras actuando como base,

y de medidas también ‘estilizadas™ (2004, p.7).

Estos son algunas generalidades que se pueden observar y que estan registradas
en distintas investigaciones. La idea de presentar estos ejemplos es verificar que
estas situaciones se repiten en las figuras de analisis y que muchas veces pueden

ser un obstaculo y generar una confusion para los alumnos.
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Es cierto que las figuras de analisis por el s6lo hecho de ser un dibujo concreto es
de naturaleza distinta a la abstraccion y a la generalidad que caracteriza a los
entes matematicos pero se pretende que dichas figuras de analisis sirvan de
referencia y faciliten la representacion mental que el sujeto elabora frente al
problema. Esta es una de las dificultades que se observa en muchos de los
alumnos cuando se ven presos del dibujo sin poder ver mas alla de las trazas
dibujadas con imprecisidén. Para resumir este punto de los prototipos y generalizar
los ejemplos mencionados, Matos (citado por Scaglia y Moreina, 2005, p.110)
hace referencia a las caracteristicas generales que estan asociadas a los
prototipos:
- Una posicién preferida: es decir una determinada posicion de la figura
geomeétrica en el plano.
- Una forma balanceada globalmente, aludiendo a determinadas
proporciones que guardan las figuras.
- Simetria: preferencia por las figuras simétricas, como es el caso de

los triangulos isosceles.

Analizando estas caracteristicas puede observarse que las dos primeras no hacen
referencia a ideas matematicas, pero que a su vez juegan un papel importante en
la clase de matematica que tienen sus origenes en la experiencia que del sujeto

tanto en el contexto escolar como en el contexto fuera de la escuela.

2.4, Distintos tipos de representaciones

Otro obstaculo en el proceso de visualizacion asociado a las figuras realizadas en
la resolucién de un problema, es el tipo de representacion que se dibuja. Al
respecto Hegarty y Kozhevnikov (citado en Ferrero, 2009) identifican dos tipos de
representaciones diferentes, por un lado representaciones esquematicas las
cuales en este trabajo de investigacién se a denominado como figuras de analisis,
mientras que la segunda representacién, en esta clasificacion, se denomina

pictéricas.
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Como se ha dicho el obstaculo seria estas mismas representaciones pictéricas,
pues segun las autoras, en estas ilustraciones se detallan datos que no son
relevantes, perdiendo la conexion con el enunciado del problema. Por lo tanto, son
pobre en la abstraccién y conducen a resultados poco exitosos. Las relaciones
que sobre estos dibujos se confeccionan, estan basadas en lo visual, perdiendo de
vista la abstraccidon del proceso deductivo que sobre ellas se lleva a cabo, por lo

cual se considera un obstaculo

3. La visualizacion en el descubrimiento cientifico

La importancia de la visualizacibn no sélo ha importado a personas quienes
estudian el proceso de ensefanza-aprendizaje sino también despertd el interés de
diversos pensadores como Aristoteles quien afirmaba que “el pensamiento es
imposible sin una imagen” (Ramirez, 2008, p.30). Pero el rol que juega estas
representaciones en el propio descubrimiento también motivd a cientificos de
distintas épocas de la historia, ejemplo de ello se percibe en las mismas palabras
de Einstein (1879-1955) pertenecientes a una carta que iba dirigida al matematico
francés, Hadamard (1865—-1963):

‘Las palabras o el lenguaje como escritos o hablados no parecen jugar
ningun papel en mi forma de pensamiento. Las entidades fisicas que
parecen servir como elementos en el pensamiento son ciertos signos y mas
0 menos claras imagenes que pueden ser voluntariamente reproducidas y
combinadas. Estas combinaciones parecen ser la caracteristicas esencial
en el pensamiento productivo, antes de que haya cualquier conexion con
construcciones logicas en palabras y otros tipos de signos que puedan ser
comunicadas a otros” (Hadamard, 1945, traducido por Plasencia, 2000,
p.46).

En este capitulo se ha querido centrar en el proceso de visualizacion,
presentando los distintos modelos que tratan las imagenes mentales y los

dibujos, para luego analizar las diferentes dificultades que pueden generarse
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en dicho proceso: las ilusiones Opticas como asi también los prototipos. El
siguiente capitulo se hara un recorrido histérico dando repuesta a como
distintas culturas, en épocas variadas emplearon el proceso de visualizacién

en la resolucién de problemas haciendo uso de las figuras de analisis.
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Capitulo 3

Las figuras a través de la historia

Para acercarse a una posible respuesta a una de las preguntas que se han
planteado en el inicio de la investigacion: ; Como surge el uso de las figuras de
analisis en el ambito escolar?, en este capitulo se realizara un relevamiento
histérico en busca de figuras de analisis o aproximaciones de las mismas en
trabajos matematicos pertenecientes a diferentes culturas, en distintas épocas
histéricas y acercarse asi a un enfoque epistemologico del objeto de estudio de
este trabajo; las figuras de analisis. No se pretende hacer una evolucion historica
completa y minuciosa de las figuras de analisis sino analizar el uso de estas
figuras en distintas épocas de la historia y cdmo el uso de las mismas en cada
civilizacion esta relacionada con su propia cultura y el proceso de visualizacion

desarrollado en el capitulo anterior.

Si se observan variados documentos matematicos de distintas partes del mundo
se puede encontrar, en ellos, enunciados donde se debe resolver un cierto
problema matematico y este enunciado es acompafiado en su resolucién por un
dibujo. Investigaremos, pues entonces, si estos dibujos se tratan de una simple
representacion del enunciado o consiste en una figura de analisis, conjeturando
que dichas figuras sirvieron de guia, tanto para la persona que resolvid el

problema como para la persona que lo leia luego.

1. Egipto antiguo

Provenientes del antiguo Egipto se encuentran diversos papiros, verdaderos
testimonios de como resolvia este pueblo los problemas matematicos. De estos
papiros se tomaran algunos problemas a modo de ejemplo para analizar las

figuras que aparecen junto a los problemas.
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Uno de los principales documentos matematicos egipcios que han llegado hasta
nuestros dias, es el Papiro de Rhind o Ahmes que data aproximadamente del afio
1650 a.C. Entre su lista de 87 problemas se encuentra, en particular, el problema
namero 48: “Comparar el area de un circulo con la del cuadrado circunscrito”
(Lépez, 1997a).
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Figura 20: Problema 48 del Papiro Rhind o de Ahmes"’

En la segunda imagen de la figura 20, puede observarse en detalle la escritura
que no muy nitidamente se puede ver en la foto del papiro original que se
encuentra a la izquierda. Es asi cobmo se identifica claramente que en la parte
superior se encuentra un dibujo que presenta bastante imprecision pero que
responde a la definicién que se ha dado de figura de analisis en este trabajo, pues
la figura que se encuentra en el interior de este cuadrado no corresponde
precisamente a un circulo del cual hace referencia el problema pero es suficiente
para dar una idea de éste y a partir de la figura comenzar un analisis sobre la

misma y avanzar en la resolucion del problema hasta llegar a la correcta solucion.

No es el Papiro de Ahmes el unico ejemplo que se encuentra en el Antiguo Egipto,
existen otros papiros en los cuales también hay presentes figuras geométricas que
acompanan los enunciados de los problemas. Recordemos que los problemas
geomeétricos de este pueblo estaban muchas veces asociados a los problemas de
division del terreno a partir de las crecientes del rio Nilo, por tal motivo los

problemas en general y mas aun los geométricos eran de caracter practico.

1 Imagenes tomadas de www.egiptologia.org/ciencia/matematicas/papiro_rhind.htm
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Por ejemplo, en el Papiro de Moscu, el problema numero 14 es muestra de lo
dicho. A partir de los datos que se observan, dice Lépez (1997b) “En este
problema se pide calcular el area de la figura, que parece ser un trapecio
isdsceles, pero realmente se refiere a un tronco de piramide cuadrangular’ y
continua diciendo® (...) parece ser que lo que se busca es calcular el volumen del

tronco de piramide cuadrangular de altura 6 y bases superior e inferior de 2 y 4”.

a1

Figura 21: Problema 14 del Papiro Moscu '

Aunque se pide el volumen de la piramide truncada puede verse en la imagen que
la figura que aparece, en cuyo interior y alrededores puede diferenciarse signos
hieraticos que corresponden a las dimensiones que se dan como datos del
problema, se trata de un trapecio, figura obtenida tras realizar un corte transversal
al cuerpo del cual se quiere calcular su volumen con un plano perpendicular al de
la base; lo que implica una abstraccién y una visualizacion del cuerpo con el que

se esta trabajando.

Esta forma de representar los cuerpos no es casual pues el pueblo egipcio tenia
por costumbre representar los cuerpos de tres dimensiones como figuras planas,
siendo particular en esta cultura los bajorrelieves o las pinturas de cuerpos
humanos esbozados de frente pero, a su vez, su rostro se observa en una postura
de perfil, como asi también sus piernas, en la mayoria de los casos. Pero lo mas
curioso, es que en estos rostros que se dibujan de perfil, sus ojos se encuentran
como vistos de frente, como puede verse en la figura 22, pintura que se encuentra

en la tumba del faraén Ramsés |.

12 Imagen tomada de www.egiptologia.org/ciencia/matematicas/papiro_moscu.htm
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Figura 22: Ramsés | con Horus y Anubis'

Pero si nos centramos en las figuras referidas a matematica, puede notarse que
las figuras realizadas tienen un alto nivel de imprecision, dichas irregularidades
geométricas darian la impresion que sélo se realizaban como ayuda para el
escriba que resolvia el problema. Recordemos que para estos tiempos, la
matematica que este pueblo desarrollé es solo de orden practico, no habia aun
teorizado las ideas geométricas, con lo cual puede afirmarse que las figuras
representadas son una figura de analisis de la situacion planteada y no
representan un generalizacion pues si se trataba de una figura geométrica, como
en el caso de la piramide truncada, es para un ejemplo especifico, de la cual se

dan sus valores, y no se puede generalizar para cualquier piramide truncada.

2. Civilizacion Sumeria

Del mismo modo se puede encontrar ejemplos del uso de figuras al momento de
resolverse un problema en las tablillas pertenecientes a los distintos pueblos que

ocuparon la Mesopotamia Asiatica, comprendida entre los rios Eufrates y el Tigres,

13 Imagen tomada de http://www.cossio.net/actividades/pinacoteca/p_02_03/egipcios.htm

54



Capitulo 3
Las figuras a través de la historia

hacia 3300 a.C. Varios de estas tablillas muestran figuras geométrica donde los

datos dados en el problema pueden observarse dentro de la figura.

Figura 23: Tablilla con una aproximacién de v2 .1

En esta tablila puede observarse un cuadrado de lado 30 con una de sus
diagonales dibujadas y sobre ella los simbolos cuneiformes que corresponden a
los 1.24.51.10 y 42.25.35 (debe recordarse que el sistema de numeracién de estos
pueblos es de base 60 y toda su escritura era cuneiforme). En otra interpretacion
de lo representado en esta tablilla, Maza propone que esta ultima expresion
(42;25.35) es una aproximaciéon de raiz cuadrada de dos. Pero esta grafica no es
casual pues otro ejemplo similar se presenta, como puede verse en la figura 24, en
la tablila YBC 72 (perteneciente a la Yale Babylonian Collection), que se
encuentra fechada entre los afios 1900 y 1600 a.C. Puede observarse que aun

siendo otra tablilla los datos son los mismos que el caso anterior.

14 Imagen tomada de http://personal.us.es/cmaza/mesopotamia/plimpton.htm
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En la foto de la figura 24, puede advertirse la irregularidad de la figura ya que los
segmentos internos darian la idea de diagonal pero es notorio que sus extremos
no coinciden con los vértices del cuadrado; irregularidades que no se trasladan al
diagrama que realizaron Neugeubauer y Sachs de la tablilla mencionada, como

puede observarse en la figura 25.

Copyright: Yale Babyloninn Collection

1.24.51.10

\2.2'5.35

(da: Neugeubaner & Sachs, Mathematical Cuneiform Texts, American
Oriental Society, Yale Babylonian Collection)
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Figura 25: Interpretacion de la Tablilla YBC 72 '

Para tomar otros ejemplos, se mostraran a continuacién dos tablillas, denominada
como VAT 6598 y BM 96957 ya que debe sus dos nomenclaturas por encontrarse
partida pero que pertenecen a una sola. En el diagrama de la tabla se ha sefialado
con rojo los diagramas que pertenecen a los ultimos tres problemas de un total de
25 problemas que no se encuentran, todos ellos, en forma completa. A diferencia
de los casos anteriores, la figura es un rectangulo donde se dan los datos de la
base y la altura o uno de ellos y la diagonal, pero en todos ellos implica un
conocimiento del teorema de Pitagoras (como se lo conoce en la actualidad), pero
esta tabla fue encontrada en Sipar y pertenece al afo 1650 a.C. aproximadamente,

época anterior al nacimiento de Pitagoras.

Figura 26: Tablillas VAT 6598 y BM 96957°

13 Imagen tomada de www.fisicamente.net/FISICA/index-1540.htm, perteneciente a Da Pichot.
16 Imagen tomada de www.malhatlantica.pt/mathis/Babilonia/VAT6598.htm
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La ultima tablilla elegida se contrapone a las anteriores porque aunque posee
figuras geométricas, estas no contienen inscripciones con datos del problema

como ocurria en todos los casos anteriores.

Figura 27: Tablilla que se encuentra en el Museo Britanico, Londres'”

En la tablilla de la figura 27, puede observarse una serie de figuras geométricas
todas ellas formadas por un cuadrado en el cual se encuentra inscripto un circulo

0 un cuadrado.

17Imagen tomada de www.fisicamente.net/FISICA/index-1540.htm.
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Como puede verse en todas las tablillas presentadas paginas arriba, las figuras
realizadas presentan poca precisién, puede suponerse por lo rudimentario de
escribir sobre barro humedo que al secarse guardaria eras irregularidades por
cientos de siglos, pero puede también suponerse que soélo servian de apoyo para
la resolucion de problemas. Con respecto a lo dicho, es importante sefialar que
estas tablillas, se estima, que tenian una utilidad didactica y por tal motivo
representaban los problemas cuya solucion iban descubriendo. También, no
puede dejarse de lado, la ambigledad de algunos de los datos dados en la misma
figura y esto es debido a que los pueblos que habitaron la Mesopotamia Asiatica
poseian un sistema de numeracion en base sesenta, posicional pero sin un
simbolo para el cero, por lo tanto, el signo correspondiente al numero uno, era
igual a 60 o cualquier otra potencia de 60. De tal modo, esta ambigliedad de su

sistema de numeracion también se ve reflejada en dichas figuras de analisis.

3. India

De la matematica india tomaremos las copias de los manuscritos de Bhaskara |
(600-680) para hacer referencia a las figuras de analisis. Existen seis copias
pertenecientes al siglo XIX aproximadamente ya que los originales se han perdido.
Una de sus obras es Aryabhatiyabhasya que comprende un comentario escrito en
prosa al trabajo de Aryabhata | al cual se le suma algunos ejemplos de
aplicaciones a las reglas o mas precisamente problemas (Keller, en Lagarto,
2008).

En esta obra, el autor presenta, ademas de definiciones matematicas, diferentes
problemas donde se pide calcular el area de figuras geométricas como triangulo,
trapecio, circulo; el volumen del tetraedro y la esfera, entre otros problemas de

aritmética.

Podra notarse en la figura 28, 29, 30 y 31 que el manuscrito presenta figuras

realizadas con gran falta de precision, tratandose de un escrito geométrico. Es
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probable que estas figuras solo sirvieran de analisis para la interpretacion del

problema planteado y no pretendiera, el autor, hallar una solucién geométrica.

Verso 8: Area de un trapecio y longitud de los segmentos interiores

Figura 28: Representacion de Bhaskara |: problema de las diagonales'®

“‘Que la base [mayor] sea catorce, y la faz (base menor) cuatro
unidades. Los dos lados deben medir trece, calcular las lineas que se
intersecan (longitud de las diagonales) y el area” (Traduccion hecha de
Lagarto, 2008) (figura 28).

Figura 29: Representacion de Bhaskara I: problema de Ia altura’

‘Los numeros veinte aumentado en uno [21], diez y nueve, son
mencionados, como, respectivamente, la base [mayor], los lados y la faz
(base mas pequefa). Calcular el campo (area) y las lineas que encalen

por si (altura)” (Traduccidén hecha de Lagarto, 2008) (figura 29).

18 Imagen tomada de www.malhatlantica.pt/mathis/India/Bhaskarall.htm#Verso 6
19 Imagen tomada de www.malhatlantica.pt/mathis/India/Bhaskarall.htm#Verso 6
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Figura 30: Representacion de Bhaskara I: problema del area del trapecio®

“Treinta aumentado de tres es la base [mayor], es mencionado que los
otros son diecisiete. ¢ Cual es la cantidad del campo (area) y de las dos

lineas que encalen por si (altura)?” (Traduccién hecha de Lagarto, 2008)
(figura 30).

Verso 22: El soélido hecho por una pila de cuadrados y los sélidos hechos por una
pila de cubos

Figura 31: Problema de los nimeros cuadrados, dibujo de Bhaskara | 2’

“‘Numeros cuadrados: Hay pilas cuadrangulares teniendo cada una siete,
ocho y diecisiete capas. Las capas son los términos y son designados
por cuadrados. Debe ser dicho el numero de las unidades apiladas.

Solucion: 140, 204 y 1785, respectivamente” (Traduccidon hecha de
Lagarto, 2008) (figura 31).

20 Imagen tomada de www.malhatlantica.pt/mathis/India/Bhaskarall.htm#Verso 6
2 Imagen tomada de www.malhatlantica.pt/mathis/India/bhaskaral4.htm
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Figura 32: Problema de la pila de cubos, dibujo de Bhaskara 17

“Pila de cubos: Hay pilas de solidos (cubos), teniendo cinco, cuatro y
nueve capas. Debe ser dicho, por orden el numero de los ladrillos
cubicos partidos en unidades.

Solucién: 225, 100 y 2025” (Traduccion hecha de Lagarto, 2008) (figura
32).

Y para terminar esta eleccién que se ha hecho de los problemas teniendo en
cuenta para ello, las imagenes que presenta el manuscrito, se ha elegido un tema
que fue conocido por varias civilizaciones como es el Teorema de Pitagoras. A
continuacion, se presenta un diagrama de Bhaskara |, en el cual puede notarse
que se trata de una figura de analisis pues los cuatro triangulos rectangulos que
tienen sus lados incluidos en los lados del cuadrado original, deben ser
congruentes, cosa que no lo son, al igual que los otros cuatro triangulos

rectangulos del interior (ver figura 33).

Figura 33: Bhaskara |: diagrama del Teorema de Pitagoras®

2 Imagen tomada de www.malhatlantica.pt/mathis/India/bhaskaral4.htm
3 Imagen tomada de www.malhatlantica.pt/mathis/India/bhaskaral.htm
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Puede observarse en todos estos ejemplos que las figuras representadas, parecen
estar realizadas a mano alzada, pues dan muestra de gran irregularidad en todas
ellas, con lo cual puede suponerse que solo servia de guia para quien resolvia el

problema.

Bhaskara | era un matematico perteneciente a una etapa de la matematica de la
India, en donde ya se teorizaban los conceptos matematicos, en cambio en una
etapa anterior los problemas matematicos eran de orden practico. En este periodo
anterior encontramos los Sulvasutras o “regla de las cuerdas”, definidos por Boyer
(1999, p.270) como “un cuerpo de conocimientos” primitivos donde los problemas
estaban asociados a la construccion de altares y templos y se resolvian con el
tensado y la medicion mediante la utilizacion de cuerdas, acciones similares que
llevaban a cabo los pueblos de Egipto antiguo. Este periodo de los Sulvasutras, se

refiere hasta el siglo Il d.C.

Para esta cultura, las representaciones graficas eran de gran importancia, pues lo
grafico era suficiente para demostrar un enunciado y determinar su valor de
veracidad, ejemplo de ello lo tenemos en el libro Lilavati de Bhaskara, donde a

partir de figuras demuestra el Teorema de Pitagoras (ver figura 40).

Esta importancia que le daban los matematicos hindues a lo visual, seria tramitado
a los arabes y, es asi, como se encuentra, en el libro de Al-Khawarizmi, un
procedimiento geométrico, basado en lo visual, para hallar la solucién de la
ecuacion x* + 10x = 39, que consiste en completar el cuadrado que representa el
termino cuadratico, agregando por un lado, rectangulos sobre los lados de dicho
cuadrado, con un ancho igual a 2,5, que equivalen la suma de los cuatro al
término lineal (10x); ademas de los cuatro cuadrados de lado menor que se
incorporan en los vértices del cuadrado original, cuya superficie total equivale a
25. es asi que se obtiene un cuadrado de 64 unidades en total, por lo tanto el lado
de cuadrado obtenido tiene un lado igual a 8 unidades, deduccion que permite

deducir correctamente que el primer cuadrado debe tener como lado 3 unidades,
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luego de restar dos veces 2,5. Este problema es resuelto graficamente, como se

observa en la figura 34, en el capitulo IV del libro de Al-Khowarizmi.

Figura 34: Resoluciéon geométrica, de Al-Khowarizmi, de una ecuacion

cuadratica®*

En comparacion puede observarse en el manuscrito de Al-Khowarizmi la gran
precision en las figuras realizadas, detalle que no puede verse en los manuscritos

anteriores de Bhaskara I.

J-U”:—'.J-“H-LIJJJ.\AJIMI-
SRS L o )

SRERAANGR e G B

Figura 35: Ejemplo de otro grafico tomado del libro de Al-Khowarizmi?®

24 Imagen tomada de http://mathdl.maa.org/mathDL/?pa=content&sa=viewDocument&nodeld=2591&pf=1 y de (Boyer,
1999, p.300)

Imagen tomada de http://mathdl.maa.org/mathDL/?pa=content&sa=viewDocument&nodeld=2591&pf=1
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La figura 35, es otro ejemplo tomado del libro “Kitab al-jabr wa al-mugabalah”, obra
mas importante del matematico arabe, Al-Khowarizmi, donde el algebra va de la
mano de la geometria, donde las construcciones tienen una gran precision, por lo
que es suficiente para validar la solucién, mientras, como ya se dijo mas arriba, en
las obras de la India, las figuras que en ellas aparecen dan muestra de una gran
irregularidad en su trazado, por lo que puede suponerse que solo servian de guia
para el razonamiento, pero algo en comun tienen ambas culturas y es la

importancia que le daban ambos pueblos a lo visual.

4. China

Las fechas en que los manuscritos de la antigua China fueron escritos son dificiles
de precisar pues durante la dinastia Tang (618-907 d.C.) se recopilan los
conocimientos matematicos en la denominada “Suanjing shi shu” (Los Diez
Manuales Matematicos). Las explicaciones y la presentacién de problemas son
parte de los dialogos que transcurren entre el maestro o sabio y su alumno, estas
escrituras ademas de sus conocimientos matematicos estan tefiidas de un

caracter espiritual acorde a la filosofia oriental.

Vale aclarar, aunque no es el tema central de este trabajo, que las demostraciones
de los sabios chinos eran de caracter visual y estaban basadas primordialmente
en la diseccion geométrica de la figura y el posterior movimiento de sus partes y
reubicacion construyendo una figura nueva. Este tipo de demostracién nada tenia
que ver con las demostraciones hipotético — deductivas de los matematicos
griegos (Maza, 2002). Aunque el tema no sea las demostraciones, como se ha
mencionado, este tipo de trabajo reflejara el empleo y la importancia que les daba
esta civilizaciéon a las figuras de analisis, tal era su importancia que no hacia falta
palabras para avalar las propiedades que se ponian en juego en el proceso de

seccionar la figura y recomponerla de forma distinta a la dada.

A continuacién se podra ver un ejemplo de cémo estas figuras fueron empleadas

para la demostracién de lo que hoy es conocido bajo el nombre del Teorema de
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Pitagoras, que en China seria denominado teorema del “gou gu” debido a que los
términos “gou” y “gu” hacen referencia a la base del triangulo rectangulo y la altura
respectivamente, mientras que la hipotenusa era denominada “el xian” (Maza,
2002).

Esta demostracion pertenece a uno de los primeros escrito chinos de matematica
y astronomia, llamado “Zhou bi suan ping” (o “Chou Pei Suan Ching”). El libro fue
reescrito durante la dinastia Han (200 a.C. a 220 d.C.). Estos temas estan
desarrollados entre las lineas de un dialogo llevado a cabo entre un sabio, Shang
Gao, y el duque de Zhou (Lagarto, 2008).

“Zhou Kung dirigiéndose a Shang Gao dice: ‘Oi decir que el grande perfecto
(Shang Gao) es versado en el arte de la cuenta. ;Me puedo aventurar a
preguntarle cdmo es que Fu-Hsi establecid accidentalmente los grados de la
esfera celeste? No existen escalones a través de los cuales se pueda ascender a
los cielos, y la tierra no es mensurable por una regla. Me gustaba de preguntarle

¢cual es el origen de estos numeros?’

Shang Gao responde: ‘El arte de la cuenta provienen del circulo y del cuadrado. El
circulo viene del cuadrado y el cuadrado viene del rectangulo (en el original, la
escuadra del carpintero). El rectangulo viene de nueve un que son 81 [9 x 9 = 81,
o sea de las propiedades de los numeros]. Por eso, cortamos el rectangulo [por la
diagonal] y hacemos 3 de ancho y 4 de largo. La diagonal entre los dos vértices
tendra 5 de largo. Ahora después de disefiar un cuadrado en la diagonal,
circunscribamoslo por mitades de rectangulos, como lo que quedo fuera, para
formar un cuadrado. Asi, los [cuatro] medios rectangulos de afuera de ancho 3,
largo 4 y diagonal 5, juntos hacen dos rectangulos [de area 24]; entonces [cuando
estos son sustraidos del cuadrado de area 49] lo que sobra tiene una area de 25.
Este [proceso] es llamado ‘apilar los rectangulos’ (chi chu)" (Traduccion hecha de
Lagarto, 2008).

A lo cual Zhao reformulara de otro modo pretendiendo explicar la razén de dichas

afirmaciones para lo cual incluira una serie de diagramas (Maza, 2002).
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Figura 36: Demostracion visual del Teorema del “gou gu”®®

Para tomar una figura que no pertenece a una demostracidn como en el caso
anterior, nos ocuparemos de otro texto de gran importancia en Oriente pues se
utilizé como manual de ensefianza mas alla de las fronteras de China por mas de
1600 afios. Este manuscrito es conocido como los “Nueve capitulos del arte de la
Matematica” y su autor es desconocido aunque se cree que varios maestros
dieron sus aportes en los 246 problemas que lo conforman junto a la explicacion

2 Imagenes tomadas de www.malhatlantica.pt/mathis/china/Chou.htm
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del método empleado para resolverse o la respuesta. Por ejemplo, la figura que
analizaremos corresponde al problema 13 que pertenece al Capitulo IX donde se

estudian los triangulos rectangulos y la regla que se menciona es la siguiente:

“‘Regla Gougu: Adiciona el cuadrado de gou y de gu, quita la raiz
cuadrada [de la suma] dando la xian [hipotenusa]’ (Traducido de Lagarto,
2008)%’.

Problema 13: “Hay un bambu con 1 zhang de altura, se parti¢ y la parte
de la cima toca el suelo a 3 chih de la base del bambu. A qué altura se
quiebra? Solucion: 4 +11/20 chi*®® (Traduccién hecha de Lagarto, 2008)
(figura 37).
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Figura 37: llustracion de Yang Hui del problema 13 (1261)%

27 “Regra Gougu: Adiciona o quadrado do gou e do gu, tira a raiz quadrada [da soma] dando a xian [hipotenusa].”
(Lagarto, 2008)

21 chih =10 cun, 1 zhang = 10 chih

» Imagen tomada de www.malhatlantica.pt/mathis/china/Nove9.htm#Problema%202
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Como se ha dicho, los escritos aun siendo de matematica, estan tefiidos de sus
ideas filoséficas, donde se respeta la sabiduria que transmiten los mayores o
sabios. En esta cultura se puede notar la existencia de una mirada estatica de la
matematica ya que como se dijo esta cultura prioriza la contemplacion del mundo
que los rodea, por lo tanto desarrollaron una matematica en donde lo visual es
fundamental para el desarrollo del razonamiento y es suficiente para validar una
demostracién, como es el caso del Teorema del “gou gu”, donde el procedimiento

se basa en un procedimiento visual, como es agregar o mover.

5. Grecia

De la matematica desarrollada en Grecia, no se tomara unicamente, para este
recorrido histérico, un documento que presente una figura como en los casos
anteriores, sino un documento que trasmite en sus dichos el empleo y la utilidad
de las mismas en el proceso de ensefanza-aprendizaje. Mas precisamente, el
documento que se analizara es una de las obras de Platon (427 a.C./428 a.C.—
347 a.C.), mas no se puede dejar de mencionar que Platdn poseia una posicidén
idealista de los objetos matematico, razén por la cual algunos de sus comentarios
fueron: “los razonamientos que hacemos en geometria no se refieren a las figuras
visibles que dibujamos, sino a las ideas absolutas que ellas representan” (Boyer,
1999, p.66).

A pesar de esta posicion idealista, en la obra “Men6n”, al leer varios fragmentos
del dialogo llevado a cabo entre Socrates y el esclavo o servidor (segun la
traduccidn de la obra) de Mendn, Platon a través del personaje de Socrates, hace
uso de los dibujos para comprender estas propiedades ideales pertenecientes a

los objetos matematicos, en este caso preciso, el cuadrado.

En dicho didlogo, se encuentra un fragmento que comprende una serie de
preguntas que Soécrates va realizando al servidor con la intencion de guiarlo para
que él pueda encontrar la solucién a un problema geométrico que se le presenta

con el fin mostrarle a Mendn que no es lo mismo aprender que recordar. El
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problema sefalado es construir un cuadrado que tenga como area el doble de la

de un cuadrado conocido, que tiene como lado dos pies.

“SOC. — (Al servidor.) Dime entonces, muchacho, ;conoces que una
superficie cuadrada es una figura asi? (La dibuja.)

SERVIDOR. — Yo si.

SOC. — (Es, pues, el cuadrado, una superficie que tiene todas estas
lineas iguales, que son cuatro?

SERVIDOR. — Perfectamente.

(...)

SOC. — Si este lado fuera de dos pies y este otro también de dos,
;cuantos pies tendria el todo®*? Miralo asi: si fuera por aqui de
dos pies, y por alli de uno solo, ,no seria la superficie de una vez
dos pies®'?

SERVIDOR. — Si.

SOC. — Pero puesto que es de dos pies también aqui, ¢qué otra cosa
que dos veces dos resulta?

SERVIDOR. — Asi es” (Platon, 1999, p.6).

Se puede considerar que este dibujo se trata de una figura de analisis pues todas
las preguntas que va realizando Sécrates estan basadas en la observacion de
este dibujo, realizado por él, para que el servidor pudiera razonar sobre ella y

hallar la respuesta correcta.

Luego de calcular el area del cuadrado dibujado, Sécrates presenta el problema

de esta manera:

“SOC. — Y podria haber otra superficie, el doble de ésta, pero con una
figura similar, es decir, teniendo todas las lineas iguales como ésta?”
(Platon, 1999, p.16).

30 . : . I . .

Los griegos no disponian de un término para referirse a pies cuadrados.
31 . .

Es decir, dos pies cuadrados.
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Las primeras respuestas dadas por el servidor de Mendn, son en un principio
incorrectas ya que el lado del cuadrado que tendra como éarea el doble del area
dada (ocho pies) responde que debe tener cuatro pies, es decir el doble del lado
del cuadrado conocido. Sécrates le muestra que su respuesta es incorrecta con

otra figura sobre la cual seguiran el analisis.

“SOC. — Dibujemos, pues, a partir de ella, cuatro iguales®. ;No seria
ésa la superficie de ocho pies que tu afirmas?

(...)

SOC. —; Cuantas veces entonces?

SERVIDOR. — EIl cuadruple

SOC. — Entonces, de la linea doble, muchacho, no resulta una superficie

doble sino cuadruple” (Platon, 1999, pp.17-18).

Luego al notar que no es correcta su respuesta y siendo guiado por las preguntas
de Socrates analizan que la respuesta buscada debe estar comprendida entre dos
y cuatro por lo cual responde tres. Por ultimo, el servidor ya no sabe qué
responder pero son las preguntas sobre la figura del cuadrado dibujado
originalmente, lo que lo guian a encontrar la respuesta correcta, a poder concluir
que el lado del cuadrado que tiene area igual al doble del cuadrado dado en un
principio debe tener como lado una medida igual a la diagonal del primer

cuadrado.

Se puede ver a través de estos fragmentos la importancia que tiene una imagen,
una figura de analisis, en la comprensiéon de un problema. Es cierto que sin las
preguntas de Socrates, tal vez, el servidor hubiese seguido pensando que su
primera respuesta era la correcta, pero dichas preguntas no podian haber sido
respondidas sin un dibujo que sirviera de soporte para el analisis de los

interrogantes que se le planteaban al servidor.

3 B 4
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Luego seria su discipulo, Aristoteles (384 a.C. — 322 a.C.), uno de los primeros
pensadores en considerar a las imagenes mentales sosteniendo que ‘“el
pensamiento es imposible sin una imagen” (Aristételes, citado por Plasencia Cruz,
2000, p.30).

Si se hace referencia a la geometria, no puede dejarse de lado, a quien seria
reconocido como el padre de la geometria, Euclides, aunque sabemos que su
funcién fue darle un caracter axiomatico a los conocimientos desarrollados hasta
el momento. Es sabido también, que su obra, los Elementos, fue un de las obras
mas importantes griegas por muchos siglos, influenciando en la matematica que

luego se desarrollaria durante la Edad Media hasta nuestros dias.

De la obra de Elementos se ha seleccionado una de las proporciones del libro I, en
la cual se demuestra el Teorema de Pitagoras. La intencion de dicha seleccion es
poderla comparar con las otras demostraciones ya analizadas en otras culturas, y

observar sus diferencias bien marcadas.

Proposicion |. 47: “En los triangulos rectangulos el cuadrado del
lado opuesto al angulo recto es igual a la suma de los cuadrados de

los lados que comprenden el angulo recto” (Euclides, 1991, 260).

Con respecto a la demostracion, Boyer explica que “se consigue probando que el
cuadrado sobre el lado AC es igual al doble del triangulo FAB o bien al doble del
triangulo CAD, es decir, al rectangulo AL, y que el cuadrado sobre el lado BC es
igual al doble del triangulo ABK o bien al doble del triangulo BCE, es decir, al
rectangulo BL. Luego la suma de los cuadrados es igual a la suma de los
rectangulos, es decir, al cuadrado sobre AB” (1999, p.149).

En las siguientes figuras puede observarse la representacidon que acompafia a

dicha demostracion en versiones correspondientes a distintos afios.
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Figura 39: Primera impresion en castellano de Elementos (Camorano, Sevilla,
1576)%

Puede notarse que la figura sirve de guia no sélo al matematico sino también al
lector para poder seguir la demostracion. En las distintas versiones puede
observarse que la figura existe pero lo curioso es la version de Byrne de los
primeros seis libros de los elementos de Euclides, version correspondiente al afio
1847. En esta extrafna version el autor reduce lo mas posible el texto
reemplazandolo por ilustraciones en color, dandole un caracter mas didactico a la
obra de Euclides perdiendo la caracteristica del idealismo platonico que posee la

obra original.

33 Imagen tomada de http://divulgamat.chu.es/weborriak/historia/AsiLoHicieron/Euclides2/InprimaketaEuclides.asp
34 Imagen tomada de http://divulgamat.ehu.es/weborriak/historia/AsiLoHicieron/Euclides2/InprimaketaEuclides.asp
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Figura 40: Demostracion del Teorema de Pitagoras segtin Byrne (1847)*°

En la obra de Byrne, se puede ver como lo visual reemplaza al razonamiento
deductivo escrito, pero aun asi en la obra original, siendo una transcripcion
realizada a mano alzada o en imprenta, en todas ellas puede observarse la

presencia de figuras que acompanfa a la demostracion.

Es en Grecia donde la matematica se construye alrededor de la razén humana,
caracteristica que va a influir en el tipo de figuras realizadas. En este pueblo, las
figuras de andlisis son un apoyo para el razonar, como pudo observarse en los
fragmentos tomados del libro de Platon, a diferencia de otros pueblos, como los
arabes y chinos, donde lo visual era suficiente para dar como verdadero una
afirmacion. Debe resaltarse que si las figuras que acompafan los escritos griegos,
como es el caso de Euclides, no estuviesen uno se veria obligado a realizar una
representacion de lo enunciado para poder interpretar la demostracion llevada a

cabo.

6. Edad Moderna

33 Imagen tomada de http://divulgamat.ehu.es/weborriak/historia/AsiLoHicieron/Euclides2/InprimaketaEuclides.asp
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Otro hallazgo, importante referido al uso de las figuras en la resolucion de
problemas, se encuentra en el tratado “Regulae ad Directionem ingenii” (“Reglas
para la Direccién de la mente”, publicado post mortem en 1701, en “Obras
Postumas”) en donde Descartes (1596—1650) establecié las pautas de su método
para la resolucién de problemas. En este tratado se hace referencia a un total de
veintiuna reglas donde el autor explica, al resto de la humanidad, los pasos a
seqguir para resolver un problema siguiendo un riguroso método que él describe
detalladamente. Entre ellas existen algunas reglas que hacen referencia a las
figuras, entendiendo por figura “el limite del objeto extenso”, como lo define el

propio Descartes, durante la explicacién de la regla Xl (1983, p.207).

Mas precisamente, las reglas que pueden relacionarse con las figuras de analisis

son las que se transcriben a continuacion:

“‘REGLA XIV: La misma regla debe aplicarse a la extension real de los
cuerpos y propuesta por entero a la imaginacién con ayuda de figuras
puras y desnudas>®: de esta manera, en efecto, sera comprendida con
mucho mayor distincion o claridad por el entendimiento.”

(Descartes, 1983, p.229)

Aunque en ella, no se da el término preciso de “figuras de analisis” se puede
conjeturar que estas figuras simples tienen la misma finalidad, ya que en la regla
XII también definid, el matematico, que ha de llamar “cosas simples” a aquellas
que son puramente intelectuales haciendo alusion a la idea de un término o las
puramente materiales en las cuales incluye a las figuras, la extension, entre otros
(Descartes, 1983). Por lo tanto, estas “figuras simples” deben de ser lo mas claras
posibles para poder a partir de ellas hallar la solucion al problema por ello es que

las asociamos a nuestro tema de estudio, “las figuras de analisis”.

36
o simples
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‘REGLA XV: Es también util el trazar de ordinario estas figuras y
presentarlas a los sentidos externos, a fin de que sea mas facil por
este medio mantener atento nuestro pensamiento.”

(Descartes, 1983, p.245)

En la representacion de las figuras simples, Descartes pone énfasis en la
visualizacion de los datos que intervienen para poder resolver el problema,
dandole un papel importante para lograr llegar a una correcta solucién, pues como
explica en la regla anterior, que es por medio a dichas figuras que uno puede
formarse una idea, mas continda con una advertencia importante para la
problematica que dio origen a este trabajo de investigacién, las dificultades que
presentan los alumnos de nivel terciario al elegir casos particulares en las figuras
de analisis y a partir de ellas llegar a un resultado erréneo o incompleto. Volviendo
a Descartes continua diciendo: “de (las figuras) sus diversas e innumerables
especies, emplearemos aqui solamente aquellas por cuyo medio se expresan mas
facilmente las proporciones” (Descartes, 1983, p.242). Por eso, estas figuras
deben ser tan simples que no dejen lugar a la existencia de suposiciones que

acarrearian una deduccion racional errénea.

‘REGLA XVI: Las cosas, empero, que no requieren una atencion
actual o inmediata de la inteligencia, aun cuando sean necesarias
para la conclusion, vale mas designarlas por las notaciones mas
breves que por medio de figuras enteras: de esta manera la memoria
no podra equivocarse y no obstante, durante este tiempo, el
pensamiento no se distraera en el intento de retenerlas, mientras se
aplica a otras deducciones.”

(Descartes, 1983, p.247)

En esta regla, lo que marca Descartes no es solo un camino a recorrer en el uso
de las figuras, sino que detalla la forma de presentar las notaciones, segun él mas
breves de llevar una idea sobre el papel, a utilizar en la resolucion del problema, a

saber: “nos serviremos de las letras a, b, c, etcétera, para expresar las magnitudes
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ya conocidas, y de las letras A, B, C, etcétera, para expresar las desconocidas”
(Descartes, 1983, p.248). Asi como también sefiala la forma de indicar la
frecuencia o las relaciones que se presentan, con el fin no sélo de economizar
palabras sino también de presentar a la vista toda la informacién atil con una
lectura sencilla o simple. Puede notarse que la obra de Descartes es llevar registro

de las normas que hacen a las figuras simples.

Una aclaracion que es importante hacer es que, para Descartes lo visual era lo
relacionado con el uso de la vision, lo que entraba por los ojos unicamente,
mientras que lo intelectual, era lo relacionado con la razén. Esta aclaraciéon se
debe a que para otros autores, vistos en el capitulo anterior, la visualizacion
también se encuentra relacionada con un trabajo intelectual y no s6lo con el uso

de uno de nuestros sentidos, como es la vista.

Si se observa otras obras de Descartes, se puede comprobar cémo el autor lleva a
la practica éstas reglas para la resolucion de problemas. En su obra, La
Géomeétrie, publicada en 1637 como apéndice del Discurso del Método, el autor
presenta la explicacidon de como resolver ciertas ecuaciones cuadraticas haciendo
empleo para ello de figuras que guian la explicacion, figuras que le sirven de
analisis al lector para poder seguir dicha explicacién. A continuacién se presentan

dos problemas a modo de ejemplo.

Caom- of g .
B Et lors cere racine, ou ligne inconnue fe trouue ayle.

fe refol- ment. Car fi 'ay par exemple

uent. 4
e {0 ag-bb
iefaisle triangle re@an-
gle N LM, dont le co-
fteL M eft efgal i bra-
cine quarrée de la quan-
tité connue 6 4, & l'au-
el “m treLNeft { 4, lamoi-
ti¢ de l'autre quantité
connue, quieftoit multiplice par z queie fuppofe eftre la
ligneinconnue, puis prolongeant M N labaze de ce tri-

77



LivReE PREMIER. 303
angle, iufquesa O, en forte qu'N O foitefgalea N L,
latoute OM elt ¢ laligne cherchée. Ec elle s'exprime
en cete forte

zoza-+ V' iaa- bh

Figura 41: Resolucion geométrica de Descartes, de la ecuacién z° = az + b ¥

Traduccién del problema

“Ya que, si tengo, por ejemplo. 2’ =az+b’ construyo el triangulo
rectangulo NLM, cuyo lado LM es igual a b (la raiz cuadrada de la
cantidad conocida bz, y el otro lado LN es a/2, (es decir: la mitad de la
otra cantidad conocida, que multiplica a z, que es la linea desconocida).
Después, prolongando MN (la hipotenusa de este triangulo) hasta O, de
forma que NO sea igual a NL, la linea total OM es la linea z que buscada.

Y se expresa de la siguiente forma:

z=—a+,|—a’+b
2 4 ” (Descartes, 1997, p.176).

37Imagen tomada de http://divulgamat.chu.es/weborriak/historia/Topicos/AlgebraGeometrica/AlgebraGeometrica6.asp
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Enfin fit'ay

R .{;:o ag = bb:
ie fais NLefgale 2 5o, 8 LM
efgale 2 b céme deuat, puis,au liew
deioindre les poins M N , ie tire
M QR paralleleaL N, &ducen-
tre N par L ayant defcrit vn cer-
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prime en deux fagons,a fgaucirg 0 ya== ¥ jaa--bb,
&z o0%ia- vV jaa--bb

Et fi le cercle, quiayant fon centre au point N, paffe
par le point L, ne couppe oy ne touche la lignedroite
MQUR, iln’yaaucune racine enl'Equation, de fagon
qu'on peut affurer que la conftruction du problefme
propof¢eft impofiible. -

L

Figura 42: Resolucion geométrica de Descartes, de la ecuacion z° = az — b2, *®

‘Finalmente, si tengo:Z2 Zaz—bz, hago NL igual a a/2, y LM igual a b,
como antes. Después, en vez de unir los puntos M y N, trazo MQR
paralelamente a LN y, tomando como centro N, trazo un circulo a partir de
L, que corta a MQR en los puntos Q y R. La linea buscada, z, es MQ o

MR, puesto que en este caso se expresa de dos formas, a saber:
a a2 a 612

Z=—+q——b" z==—. b
2 4 y 2 4

Y si el circulo trazado a partir de L, con centro en el punto N, no alcanza a
cortar la linea MQR, entonces no hay raiz en la ecuacion, de forma que
puede afirmarse con seguridad que la construccion del problema

propuesto es imposible” (Descartes, 1997, p.178).

Descartes describe el proceso realizado geométricamente sobre la figura para
hallar el segmento que representa a la incognita de la ecuacion pero no realiza

justificacion de los resultados obtenidos, en ninguno de estos ejemplos.

38 Imagen tomada de http://divulgamat.chu.es/weborriak/historia/Topicos/AlgebraGeometrica/AlgebraGeometrica7.asp
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Por otro lado, si se hace referencia al siglo XVII, el calculo “nace con un
componente fundamentalmente visual y asi se mantiene en su desarrollo a lo largo
de los siglos siguientes, en interaccidn constante con problemas geométricos y
fisicos” (de Guzman, 1996). Se encontré que "Lagrange ha expresado con énfasis
su creencia en la importancia para el matematico de la facultad de observacion;
Gauss ha llamado a la matematica una ciencia del ojo..." (Silvestre, citado por de
Guzman, 1996).

En este siglo, la matematica se caracteriza por la sintesis de su conocimiento, y es
en dicha sintesis donde los recursos geométricos fueron fundamentales para la
construccion del conocimiento de la época, no sblo en la geometria analitica que
naceria de la mano de Descartes, sino también con respecto al analisis, en sus

interpretaciones geométricas.

Ejemplo de estas interpretaciones geométricas las podemos encontrar en las
figuras 43 y 44, pertenecientes a L’Hospital y Agnesi, respectivamente, donde se
intenta hacer estudio geométrica del maximo de una funcion. Se utiliza la palabra
“‘intenta”, pues en el grafico puede verse un segmento de longitud visible que esta
representando un valor infinitesimal. Castafieda (2006), en su estudio sobre la
formacion de un discurso escolar, analiza en los textos de estos dos autores
mencionados que tanto las graficas como las explicaciones verbales o los
ejemplos que se presentan en estas obras, permiten una organizacion y
presentacion de las ideas en “forma didactica”. Es importante aclarar que para el
siglo XVIII, no existian libros de textos escolares, sino habia libros de difusién,
motivo por el cual es tan importante este aspecto didactico del cual hace mencién
Castafieda. A continuacion se vera un ejemplo mas en detalle de cada uno de los

autores mencionados:

“En el capitulo 1V, (...) L’Hospital explica el uso de las segundas diferencias, para
hallar los puntos de inflexibn en una curva. Llama diferencia de diferencia o
segunda diferencia a la porcion infinitamente pequefia en la que aumenta o

disminuye continuamente la diferencia de una cantidad variable, siguiendo con
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esta logica, se hace posible hallar las diferencias de orden superior” (Castafieda,
2004, p.135), como Castafieda explica L’'Hospital hace referencia a valores
infinitamente pequenos pero en sus graficos los segmentos tienen una longitud
destacable, o que permite ser percibidos por nuestros érganos de la visién, cosa
que no podria ocurrir si se representara lo dicho, pues coémo representar
rigurosamente algo que tiende a cero. Esto permite afirmar que dichas graficas no
son otra cosa que figuras de analisis, donde se representa una idea que el lector

puede seguir, aun no representando fielmente la idea que se expresa.

L

d

Mot B,

al P p g f B

Figura 43: Corolario |, de L’Hospital *°

Si se analiza la obra de Agnesi, que data del afio 1748, puede encontrarse el

siguiente fragmento:

“Sia la curva Am, il di cui asse o diametro AP; e si prenda nella AP
prodotta una porzione infinitesima, sara essa la differenza, o sia la
flussione dell’assissa AP, e si potranno considerare per eguali la due
AP, Ap, non essedovi proporzione tra la quantita finita AP, e la porzione

infinitesima Pp.” (citado en Castafieda, 2004, p.148).

Figura 44: Interpretacion geométrica de Agnesi *°

3% Imagen tomada de (Castafieda, 2004, p.135)
%% Imagen tomada de (Castafieda, 2004, p.148)
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Puede verse en la figura 44, que el segmento que tiene por extremos los puntos P
y p, esta representando una porcion infinitesimal de la recta BA, idea que se
arrastra hasta nuestros dias pues puede verse en los libros de Calculo actuales,
graficos similares aun habiendo pasado varios siglos desde las obras de estos dos
matematicos. Como ya se ha dicho, estos graficos son figuras de analisis, que
expresan la idea de infinitesimal y mediante las cuales el autor puede transmitir
una idea que de no existir seria dificil la reconstruccidn mental de la idea por parte
del lector.

Los graficos, verdaderas figura de analisis, son un aspecto importante para la
interpretacion para quien lee sus razonamientos, permitiendo guiar el propio
razonamiento del lector para una correcta interpretacion. Es asi como el analisis
nace y crece de la mano de la geometria, a partir de las figuras de analisis que
permiten representar diversos conceptos del analisis, como es el maximo o punto
de inflexion de una funcién. Aspecto didactico, como se ha dicho, que se sigue
existiendo en los libros de textos de hoy en dia, al respecto Crespo Crespo afirma:
“actualmente se reconoce que el lenguaje grafico desempefia un papel fundamental
en la comprension de los conceptos y esto se pone en evidencia en la presencia

abundante de graficos y dibujos en textos de ediciones actuales” (2005, p.73).

7. Edad Contemporanea

Henri Poincaré (1854 — 1912) en su libro Fundamentos de la Geometria dedica
todo un apartado al empleo de las figuras, en él explica las razones de porque no
se puede estudiar geometria sin figuras y se debe a que antes de estudiar
Geometria uno ya ha tenido experiencias que implican las nociones de espacio
sensible. No se estudian las figuras sino que éstas sirven de instrumento para

estudiar la geometria.

Ademas, Poincaré agrega:
Hemos adquirido la facultad de representarnos las experiencias

geométricas familiares, sin ser obligados a haber recurrido a sus
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reproducciones materiales; pero todavia no hemos deducido
conclusiones.
¢ Como lo haremos? Ante de enunciar la ley, representaremos la
experiencia en cuestion de una manera perceptible, despojandola
también, lo mas completamente posible, de todas las circunstancias
accesorias o perturbadoras, exactamente como un fisico elimina en sus
experiencias las fuentes de errores sistematicos. Aqui es donde las
figuras son necesarias, pero ellas son un instrumento apenas menos
grosero que la tiza que sirve para trazarlas, y lo mismo que los objetos
materiales no pueden ser representados en el espacio geométrico que
constituye el objeto de nuestros estudios, no podemos reprensarnoslos
sino en el espacio sensible.

(Poincaré, 1948, pp.92-93)

Poincaré se refiere a despojar la representaciéon de todas aquellas circunstancias
secundarias, lo mismo que Descartes, siglos atras, reflejaba en su regla XIV al
referirse a figuras desnudas o simples. Ambos pensadores dan importancia en la
resolucion de problemas a la utilizacion de figuras que sirvan de instrumento para
razonar sobre ellas.

Y para ir finalizando, este incompleto recorrido histérico sobre la utilizaciéon de
figuras de analisis por parte de los matematicos, se haran propias las palabras de
Rey Pastor (1888-1962): “Hasta los matematicos que mayor don de abstraccion
poseen, como el mismo Hilbert, confiesan que, sin la preciosa guia de la intuicion
geométrica, sin las figuras, no lograrian demostrar los teoremas algo complicados
sobre continuidad de funciones, sobre puntos de condensacion, etc. Con palabras
del mismo Hilbert ‘los signos y formulas de la Aritmética son figuras escritas, y las
figuras geométricas son férmulas dibujadas; ningun matematico podria prescindir
de estas férmulas dibujadas, como no podria realizar sus calculos sin paréntesis ni

signos operativos’” (Rey Pastor, 1916, p.18).

Pero mas alld de la importancia que se ha dado a las figuras de analisis en

distintas culturas como se ha visto en este recorrido histérico, no puede dejar de
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mencionarse que esto no ocurri6 siempre, pues hubo matematicos que se
destacaron por escribir libros de geometria que no poseian ni un solo dibujo entre
sus paginas. Ejemplo de ello, se puede encontrar en el libro “Mécanique
analytique” cuyo autor fue Lagrange y en su prélogo puede leerse “me siento
halagado por el hecho de que las soluciones son puramente analiticas y pueden
entenderse incluso sin figuras’. Y en cumplimiento de su promesa no hay una sola

figura a lo largo de toda la obra” (Boyer, 1999, p.593).

A partir de este ultimo comentario, puede afirmarse que las figuras de analisis no
fueron siempre bien vistas, aunque hoy en dia es casi impensable un libro de
geometria euclidiana sin ningun dibujo en sus paginas. Por otro lado es importante
destacar que las figuras de analisis han tenido distintas funciones a través de la
historia, pues en ciertos tiempos, era suficiente su presencia para demostrar un
enunciado mediante que en otros solo acompafiaban una demostracion de

caracter deductivo, guiando la interpretacion.

8. En resumen

Este recorrido histérico tiene como fin presentar distintos escenarios
socioculturales en donde la matematica se desarroll6, estas ideas “por su caracter
sociocultural, son el reflejo y producto de un determinado escenario” (Crespo
Crespo, 2007, p.68).

La geometria desarrollada en Egipto, como asi también en la Mesopotamia
Asiatica, tiene un caracter utilitario pues era empleada como herramienta para
distintos fines, limitandose a ser una aritmética aplicada, pues se presenta en
algunos casos formulas para el calculo de determinado volumen por ejemplo. Pero
asi también puede observarse la presencia de figuras que ejemplifiquen la
situacion planteada en el enunciado del problema y sobre la cual se basara el
calculo aritmético. En sus documentos que se han codificado pertenecientes a
estas dos culturas, ya sea papiros o tabillas respectivamente, responden a este

aspecto utilitario, pues los problemas que pueden leerse son por ejemplo:
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- “Problemas que piden efectuar el reparto de una, dos, seis, siete, ocho o
nueve hogazas de pan entre diez hombres” en los primeros seis problemas
del papiro de Ahmes (Boyer, 1999, p.35).

- En el problema 10 del papiro de Moscu, se pide calcular “el area de la
superficie de lo que parece ser una cesta de diametro cuatro y medio”
(Boyer, 1999, p.42).

Por lo tanto, estas figuras de analisis hacen a la practica, como herramientas de
trabajo, mientras que en el caso de la geometria griega toma su “aspecto filosofico
como mejor modelo para conocer e interpretar la naturaleza” segun las palabras
de Santal6 (1962, p.5). Desde la matematica y mas precisamente la geometria,
puede verse el surgimiento del método deductivo entre los matematicos griegos,

de un razonamiento légico que en otras culturas no se desarroll6.

Es interesante notar que aun siendo empleada la geometria para un fin practico o
con un fin en si misma, en ambos casos puede encontrarse el empleo de figuras
de analisis en la resolucidén de problemas (empiricos o tedricos) aunque estos dos
aspectos pueden influir en el tipo de figura a realizar. En el caso de un problema
de orden practico, puede ocurrir que la figura de analisis esté asociada a datos
dados en el problema, que no hacen a los conceptos matematicos que se ponen
en juego, ejemplo de ello es la figura 37, donde en el problema de origen chino, se
hace mencién al quiebre de un bambu y en la figura dada se ha dibujado el tallo
del bambu, en lugar de dibujar un triangulo que represente la situacion
presentada. En cambio, en los problemas presentados por Bhaskara estan
asociados con una geometria tedrica y no practica, por lo tanto las figuras no
responden a objetos concretos como en el ejemplo del bambu, sino que son
representaciones de los entes geométricos como en el caso de los trapecios y
cuadrados. Para este pueblo lo visual tenia un papel importante al momento de
fundamentar un enunciado geométrico, ejemplo de esta afirmacion es la
demostracién presentada por Bhaskara en su libro Lilavati, del teorema, hoy
conocido como Teorema de Pitagoras, en donde “la demostracidén consiste en una

invitacion al lector para mirar, reflexionar y extraer la conclusion correspondiente,
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mediante la presentacion de los graficos que se presentan a continuacion y un

texto que dice simplemente: ‘jMira!” (Crespo Crespo, 2007, p.76).

“iMiral”

Figura 45: Demostracion visual del Teorema de Pitagoras *’

Demostracion que puede asociarse a la presentada en la figura 36, en donde se
demuestra, también visualmente, el Teorema de Pitdgoras, conocido por la
civilizacion china bajo el nombre del Teorema del “gou gu”. Al respecto Crespo
Crespo afirma que “la geometria china parece tener su origen en la tradicion del
estiramiento de cuerdas en la agrimensura. El teorema Gou Gu es utilizado en
este area y su demostracion china se basa en la manipulacion directa de

elementos fisicos o visibles” (2007, p.80).

Siguiendo el recorrido histérico que se realiz6é al inicio de este capitulo, el salto
efectuado es hasta la Edad Moderna, momento en que nace la geometria analitica,
como la fusion entre la geometria clasica y el algebra, de la mano de René
Descartes. Pero no fue el unico matematico de la época al cual lo visual, como
puede observarse en sus reglas de razonamiento, jugaria un papel importante
para el razonamiento matematico. “El uso de diagramas fue aceptado durante el
siglo XVIII, por ejemplo, Newton y Euler utilizaban diagramas y graficos en todas

sus presentaciones” (de Guzman, citado en Blanco, 2009, p.60).

Volviendo a las ideas de Descartes puede concluirse que para este matematico el
proceso de visualizacion tenia un papel primordial, pues no soOlo aparece la
sugerencia de crear imagenes simples a la hora de resolver un problema, sino que

puede encontrarse en sus trabajos figuras que acompanan la demostracioén. Pero

*! Imagen tomada de (Crespo Crespo, 2007, p.76)
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aun mas importante es la presentacion que realiza de los calculos numéricos
como son las operaciones de adicién, sustraccion, empleando métodos
geométricos. Es decir, aqui la figura construida, tendra el mismo valor que un
algoritmo, donde el resultado no esta dado por un numero sino por la longitud de
un segmento, resultado a partir de una construccion geométrica. Al respecto Boyer
describe la obra de Descartes como “la traduccién de las operaciones algebraicas
al lenguaje de la geometria. Precisamente el primer capitulo de La Géométrie se
titula ‘Como se relacionan los calculos de la aritmética con las operaciones de la
geometria’, mientras que el segundo trata de ‘Como pueden efectuarse
geométricamente la multiplicacién, la division y la extraccion de raices cuadradas™
(1999, p.427).

A modo de ejemplo se presenta en la figura 46, el método para extraer la raiz
cuadrada: “si hay que extraer la raiz cuadrada de GH, le afiado FG (que es la
unidad) a continuacioén, y, dividiendo FH en dos partes iguales, con centro en K
(que es el punto medio), trazo el circulo FIH y luego la perpendicular por G hasta

siendo Gl la raiz buscada” (Descartes, 1997, p.168).

F G K H

Figura 46: Método geométrico para extraer la raiz cuadrada*?

Tras el anadlisis del empleo de figuras de analisis en distintos escenarios
académicos, se realizara en el siguiente capitulo qué ocurre con dichas figuras
dentro del aula, para luego presentar ejemplos actuales del uso de figuras en

escenarios no académicos.

*2 Imagen tomada de (Descartes, 1997, p.168)
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Capitulo 4

Las figuras de analisis en la resolucién de

problemas

“Resolver problemas es un motor

esencial de la educacion matemdtica”

(Alsina, 2007, p.13)

Las figuras de analisis como se ha dicho son herramientas que se utilizan al
resolver un problema por lo tanto en este capitulo se abordara el tema definiendo,
en principio, qué es un problema y los procedimientos requeridos para hallar la
resolucion del mismo, segun distintos modelos, para luego profundizar que rol
cumplen las figuras de analisis y cual es su importancia en este proceso de

resolucion de problemas.

El detalle de cada modelo permitira analizar casos puntuales de diferentes
alumnos quienes utilizaron figuras de andlisis a la hora de resolver un problema de

geometria, el siguiente detalle se llevara a cabo en el presente capitulo.

1. Definicion del término “problema”

En la bibliografia puede encontrarse diferentes definiciones sobre el término
“problema” pero todas en su mayoria tienen elementos en comun: el sujeto que se
enfrenta al problema (de cualquier indole, no tiene porque ser expresamente de
matematica); no conoce la via de solucidén y su actitud frente al problema es de
caracter activo. A continuacion, se transcriben algunas definiciones de diferentes
autores y desde variados campos del conocimiento, pero para comenzar se
analizara la palabra problema. El vocablo “problema” proviene del griego y se
encuentra compuesta por “pro” que significa “delante” y una segunda parte,

“blema”, que significa “accion de arrojar’ (Palacios, Alvarez y Argerami, 1995,
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p.39), por lo tanto puede decirse que problema equivale al hecho de arrojar o
lanzar adelante. Pero 4 qué es lo que se lanza? y qué representa esa direccion
hacia adelante?, son los dos interrogantes que surgen ante esta definicion. Las
palabras de Nieto aclararan dichas dudas: “Un problema es un obstaculo arrojado
ante la inteligencia para ser superado, una dificultad que exige ser resuelta, una

cuestion que reclama ser aclarada” (2004, p.1).
Segun otros autores, un problema:

v Es “buscar de forma conciente una accion apropiada para lograr un objetivo
claramente concebido, pero no alcanzable en forma inmediata” (Polya,
1965, citado por Rueda y Garcia, 2005, p.259). Polya también completa la
idea afirmando que “se entendera que resolver un problema es encontrar un
camino alli donde no se conocia camino alguno, encontrar la forma de salir
de una dificultad, de sortear un obstaculo, conseguir el fin deseado que no
es conseguible de forma inmediata utilizando los medios adecuados”
(Sigarreta y Laborde, 2004, p.16).

v “puede pensarse como una discrepancia entre un estado inicial y un estado
final que constituye la meta a alcanzar” (Newell y Simon, 1972, citados por
Rueda y Garcia, 2005, p.259).

v' “es una tarea que plantea a un individuo la necesidad de hallar una
solucién, sin contar con un procedimiento directamente accesible que la
garantice” (Lester, 1983, citado por Rocha, Almeida, y Ortiz Rodriguez,
2006, p.57).

v' “es una realidad incompleta, una pregunta que demanda una respuesta,
una pulsién, una incitacion a salir de un estado de desequilibrio a otro de
equilibrio. (...) un problema lo es en la medida en que el sujeto al que se le
plantea (0o que se plantea él mismo) dispone de los elementos para
comprender la situacion que el problema describe y no dispone de un
sistema de respuestas totalmente constituido que le permita responder de

manera inmediata” (Parra, 1990, citado por Rueda y Garcia, 2005, p.259).
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v' “plantea una situacion que debe ser modelada para encontrar la respuesta

a una pregunta que se deriva de la misma situacion” (Parra, 2001, p.14).

v' “es en algun sentido una situacién nueva o diferente de lo ya aprendido”
(Pozo y Postigo, 1993, citados por Rocha, Almeida, y Ortiz Rodriguez,
2006, p.57).

Desde la visidon de un matematico, son las palabras de Hilbert, las que establecen
que “por medio de la solucidbn de problemas que se templa la fuerza del
investigador, descubriendo nuevos métodos y nuevos enfoques y ganando un

horizonte mas vasto y mas libre” (citado en Tarifa y Gonzalez, 2000, p.5).

En el caso de los problemas matematicos, puede utilizarse diferentes tipos de
lenguajes para expresar los datos o incognitas, como son: el leguaje verbal, el
simbolico o el grafico. No siempre puede darse esta ultima forma de expresion
pero puede ser realizado por quien se expone al problema. Al respecto, Doniez
establece tres condiciones sobre la realizacidn de un “escrito esquematico” que

pueden caracterizar también a las figuras de analisis:

“a) Se materializa a través de varias simbolizaciones (signos, literales, dibujos,

graficos, tablas, esquemas, etc.).

b) En ella se consignan de manera clara y precisa las condiciones y los
requerimientos del problema; para cada condicién se sefialan los objetos que

la integran y sus caracteristicas.

c) Se consigna aquello que es necesario para la solucion; todo lo que es

superfluo o que no es esencial se desecha” (Doniez, 2000b, p.6).

Luego continua describiendo las particularidades que tienen los dibujos o croquis
empleados en esta escritura esquematica: debe ser un esbozo esquematico del
objeto principal del problema con el cual se debe corresponder al enunciado
aunque no es necesario respetar una escala rigurosa. Al referirse a esta

correspondencia, el autor presenta como ejemplo que si el problema hace
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referencia a un trapecio el dibujo no puede ser el de un trapecio isésceles, errores
que puede observarse en los alumnos. La pregunta que surge es porqué no
realizar un trapecio isésceles si el enunciado del problema hace referencia a un
trapecio cualquiera, el inconveniente de realizar una figura particular con
propiedades que no cumple cualquier trapecio, podria derivar a soluciones erradas
0 incompletas, pues la solucién solo estaria atendiendo a un subconjunto del
conjunto formado por todos los trapecios. Para dar un ejemplo, el alumno al
dibujar un trapecio is6sceles podria tomar en su resolucion que los angulos de las
bases son congruentes o los lados no paralelos tienen longitudes iguales pero
dichas propiedades no se cumplen en el caso de ser un trapecio escaleno, con lo
cual la resolucion basada en un dibujo particular no es correcta. Aunque estas
caracteristicas parecen en una primera lectura obvias, para los alumnos no lo son
tan asi, como se marc6 en el ejemplo y como se vera en algunos ejemplos a
continuacion, en este mismo capitulo, los alumnos dibujan y trabajan sobre casos
particulares cuando se refieren a conclusiones generales, llegando a soluciones

incorrectas o parciales.

Pero antes de pasar a los casos particulares, se profundizara el proceso de

resolver un problema.

1.1. Problema vs. Ejercicio

En escenarios escolar, muchas veces se hace menciéon a actividades que refieren
a problemas y ejercicios sin distinguir entre ellos y dandolos por casi sinébnimos
pero bajo un analisis detallado se puede observar que son términos muy distintos
y se diferencian en tres elementos que ambos poseen: situacion de inicio, via de
solucién vy situacion final. Llivina (citado por Tarifa y Gonzalez, 2000, p.6) da una
clasificacion de los ejercicios segun el conocimiento o desconocimiento de las
combinaciones que se pueden realizar partiendo de estos tres elementos.
Clasificacion que va desde el ejercicio completamente resuelto en el caso de
conocerse los tres componentes hasta la opcidn opuesta, en donde se

desconocen en su totalidad los tres elementos, en este Ultimo caso es cuando se
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trata de una “situacion problematica”, siendo que todos los seis puntos intermedios

de las combinaciones conforman distintos tipos de ejercicios. Para recorrer las

ocho opciones se puede observar el cuadro 1, en donde se detalla si los tres

elementos: situacion inicial, via de soluciéon y la situacion final son conocidos o no

(Lliavina, citado por Tarifa y Gonzalez, 2000, pp.6-7).

Situaciéon Via de Situacién
inicial solucién final
Ejercicio completamente conocido Conocido Conocido Conocido
Ejercicio de determinacién de caracter : . .
o Conocido Conocido Desconocido
algoritmico
Ejercicio de demostracion o de . . .
] .. Conocido Desconocido Conocido
construccion
Ejercicio de deduccion o problema de . . .
] . < . P Conocido Desconocido | Desconocido
determinacion
Ejercicio inverso de tipo 2 Desconocido Conocido Conocido
Ejercicio relacionado con el trabajo hacia . : .
. L . Desconocido | Desconocido Conocido
atras o ejercicio inverso tipo 4
Exigencia de formar un ejercicio Desconocido Conocido Desconocido
Situacién problematica Desconocido | Desconocido | Desconocido

Cuadro 1: Distintos tipos de ejercicios

En el siguiente cuadro se comparan las diferencias que existen entre los

problemas y los ejercicios, elaborada tras la lectura de variada literatura referida al
tema (Rocha, Almeida y Ortiz, 2006; Echnique, 2006; Diaz, 2000).

PROBLEMA

Se desconoce la forma o el camino
para alcanzar el objetivo.

Se usan

EJERCICIO
destrezas o técnicas
(son rutinas vya

sobreentendidas

aprendidas).

Las reglas suponen un reto.

Las reglas se conocen a priori.
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Requiere del uso de conceptos,
principios y procedimientos.

Son situaciones o tareas vya
conocidas.

Requiere del uso de estrategias, de
técnicas ya conocidas.

Se resuelve con los medios

habituales.

Puede consumir mucho tiempo.

Generalmente requiere poco tiempo.

Puede ser dificil.

Puede ser laborioso pero raramente
dificil.

El individuo se implica
emocionalmente en la resolucion.

No existen lazos especiales entre el
ejercicio y la persona que lo resuelve.

Exige esfuerzo mental, imaginacion y
creatividad.

Se reduce a organizar una serie de
conocimientos y procedimientos ya
aprendidos, generalmente hace poco
tiempo.

Admite varias vias de aproximacion y
posiblemente varias soluciones.

Esta fuertemente relacionado con un
algoritmo o rutina y por lo general
tiene una Unica solucién.

Busca una reconceptualizacion de los
conocimientos.

Busca la adquisicion de una destreza.
Son actividades de entrenamiento.

Su evaluacion se centra en el proceso
utilizado, entonces se requiere
criterios especificos.

Se sabe claramente de qué
elementos parte y que técnicas se
deben utilizar para llegar a la meta. El
profesor y muchas veces el alumno
pueden evaluar facilmente si se ha
alcanzado la meta.

Suelen ser escasos en los libros de
textos.

Son muy numerosos en los libros de
textos.

Cuadro 2: Comparaciéon entre problema y ejercicio

1.2. Clasificacion de problemas

Como se ha dicho una actividad es un problema, si y s6lo si, la via de soluciéon es
desconocida para el sujeto que se enfrenta al problema. Polya clasifica a los

problemas en cuatro grupos segun su propésito:

“- Problemas por resolver, cuyo proposito es descubrir cierto objeto, la incognita

del problema.
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- Problemas por demostracion , aqui el propésito es mostrar, de un modo

concluyente, la exactitud o falsedad de una afirmacién claramente enunciada’.

- Problema de rutina , es todo aquel problema que se puede resolver ya sea
sustituyendo simplemente nuevos datos en el lugar de los de un problema ya
resuelto, ya sea siguiendo paso a paso, sin ninguna originalidad, la traza de

algun viejo ejemplo.

- Problemas practicos o de aplicacion a la practica” (Tarifa y Gonzalez, 2000,
p.7).

A pesar de esta clasificacién propuesta por Polya, puede observarse que en todos
ellos es posible la creacidén de una figura de analisis para resolver sin importar cual
es la clase de problema. En la practica, cuando un individuo se enfrenta a una
situacion problematica trata de encontrar una solucion encontrando cada uno sus
propias herramientas como puede considerarse a las figuras de analisis, y en este
hacer la persona no se cuestiona sobre dicha clasificacion por lo que si una
persona tiene el habito de realizar las figuras de analisis en la resolucion del
problema, lo realizara sin importar el tipo de ejercicio que se trate. A continuacion
se presentan algunos problemas como ejemplos de cada uno de las clases arriba
mencionada, con el fin de analizar, en cada una, las caracteristicas o

particularidades que poseen las figuras realizadas en la resolucién de cada uno.

Problema por resolver: como ejemplo de esta clase se tom6 una actividad de
geometria métrica.

Ejemplo 1: “Determinar el centro de una circunferencia dada.”
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Figura 47: Ejemplo de un problema por resolver

Como puede verse el alumno (de nivel superior), realiza una figura de analisis
realizada a mano alzada al cual coloca letras para identificar sus elementos,
nomenclatura que utiliza en la resolucién, pero como puede notarse en la primera
parte del procedimiento establece los elementos, con lo cual el que lee el ejercicio
puede interpretar la resolucion sin que necesite visualizar la figura realizada, con
lo cual dicha figura solo sirvid, puede decirse para la interpretacién de los datos y
los elementos que se ponian en juego, fue una guia pero no es parte esencial de

dicha resolucion.

Vale aclarar que el alumno comete un error en la resoluciéon suponiendo que el
triangulo determinado es is6sceles, conclusion a la que llega a través de la
visualizacion de su dibujo pero que en la demostracion general para un cuerda

cualquiera no se cumple. Con lo cual su respuesta no es correcta.

Problema por demostracion:
Ejemplo 2: “Demostrar que en todo cuadrilatero convexo, los
puntos medios de los lados son vértices de un

paralelogramo.”
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Problema de rutina:
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Figura 48: Ejemplo de un problema por demostracion

hipotesis.

encontrarse como ejercicio, para el

En este ejemplo, puede observarse que antes de la demostraciéon, la alumna

realiza una figura la cual le permite ordenar los elementos que se presentan en la

segun otros autores y otro tipo de categorizacién puede

ejemplo se tomé una actividad de

construccioén, donde los alumnos tienen los datos.

Ejemplo 3: “Trazar una circunferencia de radio dado que sea

tangente a una recta dada y a una circunferencia

dada.”
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Figura 49: Ejemplo de un problema de rutina

Puede observarse que en esta construccion realizada con regla y compas, existe
previa a ella una figura de andlisis para interpretar los datos dados y hallar el
procedimiento adecuado para dicha construccién. Pero dicha figura de analisis no
es la unica, al momento de analizar las soluciones posibles con dichos datos, se
realiza otra figura, como asi también cuando se analiza las condiciones necesarias
para los datos dados. Por lo tanto, resumidamente, puede decirse que para cada
uno de los puntos de dicha construccion se realiz6 una figura de analisis para

poder dar respuesta a lo pedido.

Problema practico: en el siguiente problema se deben aplicar conceptos de
trigonometria para calcular la altura de una torre, puede observarse como el
alumno para interpretar el enunciado realiza una figura de analisis donde vuelta
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los datos dados necesarios para la resolucion, despojando el dibujo (como puede
observarse en la figura 50) de toda referencia con la situacién planteada, como es

por ejemplo el edificio o mastil por ejemplo.

Ejemplo 4: “‘Desde el extremo mas lejano del patio de una
escuela, angulos de elevaciéon para observar el pie
y el extremo de un mastil, colocado sobre un
edificio son de 60° y 65° respectivamente. Calcular
la altura del edificio, sabiendo que la longitud del

mastil es de 3 m.”

0 bo” = X = e X
/L’ ﬁés
%6("‘ X+ 2 = 7 = X+ 2
Y 37553
k’ == Aot 3

Figura 50: Ejemplo de un problema practico

2. Resolucion de un problema

Haciendo referencia al proceso de resoluciéon de un problema por parte de los
alumnos, no unicamente a los referidos al area de matematica, Labarrere (citado
en Mazario, 2000, p.11) sefiala al respecto: “Es comun pensar que el analisis de
los problemas se realiza sélo en el plano mental, esto es; con predominancia de la
reflexion interior; pero no es totalmente asi, en muchas situaciones el analisis del

problema transcurre también a partir de acciones en el plano externo; es decir,
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cuando alumno manipula, opera de manera visible, el problema” y continua
diciendo: “El analisis a partir de la accion (operacion) en el plano externo, se
observa en muchas ocasiones cuando el alumno, para comprender qué se plantea
en un problema, y cuales son sus elementos, emplea procedimientos graficos,

esquematicos, etc., que en cierta medida reproducen o modelan el problema”.

Como se dijo, en el momento de la resolucion de un problema matematico,
muchas personas optan por realizar un dibujo para comprender los datos dados y
organizarlos en una imagen grafica que les permita exteriorizar las visualizaciones
internas. Al respecto Kruteskii clasifica la forma en que los alumnos resuelven un

problema bajo tres categorias distintas:

e Un tipo de pensamiento “No visual o Analitico”, donde prevalece el factor
“‘l6gico/verbal” muy bien desarrollado frente al factor “visual/pictorico” que es
mas tenue. Manejan esquemas abstractos por lo que no usan soportes

visuales alguno.

e En otra categoria incompatible a esta, establece un tipo de pensamiento
“Visual o Geométrico” donde el componente “visual/pictorico” es mas fuerte

que el componente “l6gico/verbal” que se encuentra poco desarrollado.

e En un punto medio entre estos dos extremos, se encuentra un pensamiento
de tipo “Intermedio o Arménico” en donde ambos factores mantienen un cierto
equilibrio, pero dentro de esta clasificacion Kruteskii realiza una
subclasificacion. “Dentro de los estudiantes del tipo arménico se diferencian
aquellos que pueden usar soportes visuales en la resolucién de problemas
pero prefieren no hacerlo (armoénico abstracto) y aquellos que pueden usar
soportes visuales en la resolucién de problemas y prefieren hacerlo (armoénico
pictérico)” (Ramirez, 2008, p.29).

Dentro de este factor “visual/pictorico” es donde se puede ubicar a las figuras de
analisis por lo cual esta categorizacién sera de gran importancia a la hora de
responder porque algunos alumnos en el momento de resolver problemas de

geometria, al utilizar dichas figuras se les presenta dificultades como puede ser el
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hacer referencia solo a casos particulares sin reparar en ello y llegar a soluciones
incorrectas o incompletas. En lugar de ser, las figuras de analisis, una herramienta

de utilidad, se transforman asi en un obstaculo creado por el mismo alumno.

Otros investigadores también priorizan la utilizacidon de imagenes dando un lugar
de gran importancia a la visualizacibn en el proceso del aprendizaje de la
matematica. Cunnigham avala que “algunos estudiantes aprenden mas
eficientemente a partir de discusiones que combinan aspectos visuales con

experiencias de trabajo analitico y simbdlico” (citado en Ramirez, 2008, p.39).

Como antecedente se encuentra la tesis de maestria de Plasencia Cruz (2000),
titulada “Analisis del papel de las imagenes en la actividad matematica. Un estudio
de casos”, en donde se utiliza el vocablo “diagrama”, en lugar de “figuras de
analisis”, pero coincide en su uso e importancia a la hora de la resolucién de un

problema matematico.

2.1. Proceso heuristico

La palabra “heuristica”, al igual que la palabra problema, provienen del griego, del
vocablo “huriskin”, cuyo significado es “servir para descubrir’. El término se ha
utilizado en filosofia y l6gica para referirse a la rama de la ciencia que estudia el

razonamiento” (Valverde, 2003, p.16).

Por lo tanto, la palabra heuristica hace referencia al estudio de los métodos o
procedimientos que conducen al descubrimiento en la resolucion de los problemas
de cualquier indole, no unicamente los planteados en la clase de matematica
(Hernandez, 2000). Es importante destacar que este “proceso heuristico”, no
garantiza que se llegue siempre a la solucidén requerida pues solo esta constituido
por el detalle de los pasos sugeridos por diferentes investigadores, como podra
observarse a continuacién cuando se detalle cada uno de los métodos que se
enuncian en forma general para cualquier tipo de problema. La eleccion de los

métodos fue seleccionar aquellos en donde se hace referencia a las figuras de
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analisis (aunque no se emplee dicha denominacién pero puede intuirse que son

palabras similares como ocurre con diagramas o esquemas).

Haciendo referencia al proceso heuristico o también conocido bajo el nombre de
“‘método heuristico” en escenarios escolar, Torres lo define como “el método
mediante el cual la actividad del profesor consiste en conducir al alumno a hallar
por si mismo el conocimiento que se desea que adquiera; el papel del maestro en
este método es estimular al alumno al pensamiento reflexivo, guiarlo para que

indague e investigue, para que llegue a conclusiones” (citado por Jorge, 2007,
p.2).

El proceso heuristico se compone de dos elementos que a su vez estan divididos
en diferentes categorias segun la forma de abordar el problema. Estos elementos

son:

- PROCEDIMIENTOS HEURISTICOS: “son formas de trabajo y de
pensamiento que apoyan la realizacidn conciente de actividades mentales
exigentes” (Muller, citado por Jorge, 2007, p.3). Estos procedimientos pueden
dividirse en tres, los que, a su vez, se subdividen en otras categorias mas
especificas:
1. Principios heuristicos: son las ideas o normas generales que surgen ante
la intencidn de resolver un problema:
1.a. Principio de analogia: es cuando el sujeto asemeja los contenidos
nuevos a otros ya adquiridos anteriormente.
1.b. Principio de generalizacion: es cuando el sujeto a partir de un caso
particular infiere una suposicion que se cumple en forma general.
1.c. Principio de la movilidad: es cuando el sujeto analiza los cambios
que se producen especialmente en elementos geométricos, al
mover el objeto y formula relaciones y suposiciones al respecto.
Este principio esta intimamente readicionado al quehacer
matematico sobre las figuras de analisis confeccionadas a la hora

de resolver un problema geométrico.
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1.d. Principio de induccion: es cuando el sujeto a partir del analisis de
casos particulares, ya conocidos, obtiene una relacion general.

1.e. Principio de medir y probar: es cuando el sujeto a partir de las
mediciones y comparaciones realiza suposiciones, también es un
proceder inductivo.

1.f. Principio de reduccién: es cuando el sujeto comparar con otros
problemas similares ya resueltos.

1.g9. Principio de casos especiales o casos limites.

2. Reglas heuristicas: son impulsos en la busqueda de solucién, tienen
caracter mas especifico ya que abarcan las acciones y las operaciones
en este camino hacia la solucion.

3. Estrategias heuristicas o también llamadas estrategias de busqueda:
haciendo referencia a ejemplos de resolucion de problemas
matematicos, segun las palabras de Jorge (2007, p.7), estas estrategias
“constituyen el método principal para buscar los medios matematicos
concretos que se necesitan para resolver un problema y para buscar la
idea fundamental de solucién”. Segun Valverde (2003, p.19) las define
como “la tactica que se utiliza para lograr encontrar los medios
necesarios para resolver un ejercicio”. En matematica, las estrategias
utilizadas pueden ser de dos tipos:

3.a. El trabajo hacia adelante o método sintético: se parte de los datos
(premisas) para a partir de los conocimientos previos los cuales
permiten confeccionar un plan a seguir, y la incognita es una guia
para verificar si el plan pensado es el adecuado.

3.b. El trabajo hacia atras o método analitico: en este caso, se parte
suponiendo que lo buscado es conocido y a partir de ello ir

derivando en los resultados parciales.

- MEDIOS AUXILIARES HEURISTICOS: Labarrere y Valdivial (citados en
Valverde, 2003, p.16), incluyen dentro de estos medios a “distintas imagenes y
representaciones de objetos y fenbmenos que se confeccionan especialmente

para la docencia, que también abarcan objetos naturales e industriales, tanto
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en su forma normal como preparada, los cuales contienen informaciéon y se
utilizan como fuente de conocimiento”. Puede concluirse que estas palabras
hace referencia a los materiales o recursos didacticos utilizados en la escuela,
pero junto a estos medios que son presentados a quien resuelve el problema
en un ambiente educativo, puede incorporarse las figuras de analisis, tema de
estudio de este trabajo de investigacion. Una diferencia bien marcada es que
estas figuras de analisis deben ser elaboradas generalmente, por quien
resuelve el problema, razén por la cual su uso a veces en lugar de favorecer el
procedimiento y lograr llegar a la solucidbn correcta se transforme en un
obstaculo. Se ha aclarado que generalmente son realizadas las figuras de
analisis por el sujeto frente al problema porque en algunos casos cuando se
presenta el problema, por ejemplo en un libro de texto escolar viene

acompanado de un dibujo que facilita la interpretacion del enunciado.

En el siguiente cuadro, puede resumirse todas las posibles formas en que se

puede abordar un problema (Valverde, 2003; Jorge, 2007, Hernandez, 2000).

La analagia
La generalizacian
La movilidad
PRINCIPIOS Induccion iI"IDDI'ﬂpE-'H&
HEURISTICOS Medir y probar

Reduccion a problemas ya resueltos
Consideraciones de casos especiales so casos limites
———

o
( Procedimiento REGLAS
~ heuristico ) HEURISTICAS

— -
El trabajo hacia delante o método sintético
ESTRATEGIAS /_h

HEURISTICAS

El trabajo hacia atras o método analitico

heuristico

T Figuras de analisis
Medios |
( Auxiliares

\heunstmus Y

=
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Figura 51: Diagrama del método heuristico

En pocas palabras un procedimiento heuristico puede resumirse como las
acciones o modos de actuar de quien se enfrenta a un problema pero que estos
caminos, como ya se ha dicho, no garantizan encontrar la solucion correcta. Este
es un procedimiento que se opone a un procedimiento algoritmico donde también
existe sistema de acciones pero en este caso su ejecucion implica lograr alcanzar

la solucion con sélo su hacer, en forma correcta y ordenada (Valverde, 2003).

2.2. Diferentes métodos para resolver un problema

2.2.1. Método de Polya

Como ya se ha mencionado en el capitulo anterior de este trabajo, el matematico
Descartes sugeria, en sus reglas, el empleo de figuras enteras, puras y simples
para lograr resolver con éxito un problema (Descartes, 1983). No obstante este
matematico no fue el Unico en establecer una serie de pautas con las cuales se
puede hacer frente a un problema para llegar a su resolucion correcta, en este
aspecto, la obra del matematico e investigador Polya influyd, en gran medida, en
los trabajos que le prosiguieron sobre el proceso heuristico ante la resolucion de
un problema, esto se debié a que Polya no s6lo diera importancia a la necesidad
de ensefar los conocimientos matematicos sino también la forma de “hacer
matematica” (Valverde, 2003, p.15). El método presentado por Polya consiste de
cuatro fases (este procedimiento puede ser puesto en accion para problemas no
s6lo de matematica o escolares, sino también ante cualquier tipo de problemas). A
cada una de estas fases le asigna una serie de preguntas que sirven de guia para
quien quiere resolver un problema. Estas fases y algunas de las preguntas que

formulara Polya son:

e Comprension del problema : en esta fase de identifican la incdgnita, los
datos, cuales son las condiciones planteadas. En esta fase, haciendo

referencia a la resolucibn de problemas especificos de matematica,
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Echenique Urdiain (2006) incluye la accién de decodificar el mensaje
contenido en el texto, enunciado del problema para traducirlo al lenguaje
matematico. Otros autores, como Nieto, establecen que “es imposible

resolver un problema del cual no se comprende el enunciado” (2004, p.10).

Concepcidn de un plan : en esta fase se integran tanto los conocimientos
que pondra en juego el sujeto quien se enfrenta al problema, asi también su
creatividad. Es decir, es la fusidn entre razén e imaginacién. Las preguntas
que presenta Polya, en esta fase, estan dirigidas a llevar el problema a
regiones ya conocidas, por ejemplo algunas de estas preguntas son: “4Se ha
encontrado con un problema semejante?”, “;Conoce un problema
relacionado con éste?”, “jPodria enunciar el problema en otra forma?”;
“¢Podria imaginarse un problema analogo un tanto mas accesible?, ;un
problema mas general?, ;un poco mas particular?”. Pero la pregunta mas
importante para este trabajo de investigacion es la siguiente: “He aqui un
problema relacionado con el suyo, y que se ha resuelto ya. (...) ¢Podria
utilizarlo introduciendo algun elemento auxiliar?” (Doniez, 2000b, p.4; Nieto,
2004, p.9). Puede conjeturarse que uno de estos “elementos auxiliares” es el
incluir en la resolucion del problema a las figuras de analisis, tema central de
este trabajo. Al respecto, Echenique Urdiain (2006, p.27) no utiliza el término
“figura de analisis” sino que recomienda para esta segunda fase el uso de

‘esquemas’.

Ejecucion del plan : es la puesta en practica del plan elaborado en la fase
anterior, por eso es que esta etapa sea la mas técnica en comparacion a las
anteriores. Por tal motivo, las preguntas presentadas por Polya hacen
referencia si los pasos son correctos y en la forma de justificarlos. El fin de

esta fase es llegar a la solucion del problema.

Vision retrospectiva : una vez que se ha logrado obtener el resultado
buscado, en esta etapa la intencién es verificar dicho resultado, expresarlo en
forma diferente y si puede ser empleado en otro problema. “La cuarta etapa

es muchas veces omitida, incluso por solucionistas expertos. Polya insiste
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mucho en su importancia, no solamente porque comprobar los pasos
realizados y verificar su correccion nos puede ahorrar muchas sorpresas
desagradables, sino porque la vision retrospectiva nos puede conducir a
nuevos resultados que generalicen, amplien o fortalezcan el que acabamos
de hallar” (Nieto, 2004, p.11).

En la siguiente descripcion de las fases incluidas en el método de Polya a la hora
de resolver un problema, puede verse que los autores estudiados (Doniez, 2000b;
Nieto, 2004; Echenique Urdiain, 2006) incorporan a las figuras de analisis o
esquemas en la segunda fase de accion, pero en cambio se ha encontrado que
otros autores (Tarifa y Gonzalez, 2000, p.8; Sigarreta y Laborde, 2004, p.20)
quienes incluyen las “figuras de analisis” en la primera fase donde se analizan los
datos y las incognitas presentes en el enunciado, en este caso, esta figura de
analisis seria parte de la decodificacion y codificacion a la cual hace referencia
Echenique Urdiain. En el caso de Sigarreta Almira y Laborde Chacén, el término
que emplean es “diagrama”, en lugar de figuras de analisis, como es el caso de las

otras autoras.

2.2.2. Método de Schoenfeld

Schoenfeld basado en las ideas de Polya determina tres fases para la resoluciéon

de un problema, a saber:

e FASE DE ANALISIS: donde las acciones a realizar son “trazar un diagrama,

examinar casos particulares y probar a simplificar el problema”.

e FASE DE EXPLORACION: con respecto a otros problemas con el fin de
buscar problemas equivalentes o similares los cuales deberan ser

modificados en menor o mayor grado para asemejarse al dado.

e FASE DE COMPROBACION DE LA SOLUCION OBTENIDA: es la etapa en
donde se verifica si la solucion obtenida responde a los datos dados, para
luego analizar si responde a criterios generales o s6lo a casos particulares
(Rivera, Medina y Revilla, 2008, p.19).
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Pero esta variante que se presenta de la idea original del método propuesto por
Polya es que no soélo éste influye en la cantidad de fases o mas aun, en las
acciones a realizar en el propio proceder frente al un problema, sino que el punto
esencial es que Schoenfeld (Rueda y Garcia, 2005, p.261) incluye a las
operaciones cognitivas también las metacognitivas, determinando cinco
componentes que influyen en el comportamiento durante el mismo proceso. Estas

operaciones metacognitivas se detallan a continuacion:

Conocimiento de base: es el saber que posee el sujeto frente al problema, este

saber puede ser de orden formal, informal o intuitivo, ademas no son unicamente
los conocimientos conceptuales sino que también se incluyen en ellos los
procedimentales. Ambos saberes integran los “recursos” para el proceso de

resolucion del problema.

Estrategias heuristicas: son las operaciones mentales que orientan al sujeto para

lograr progresar hacia la solucién. Entre estas estrategias, como ya se ha
mencionado, en la fase de analisis, se encuentra la elaboracién de una
representacion grafica, Illamada diagrama, paraba el presente trabajo

determinadas como “figura de analisis”.

Metacognicion: es “el control” entre los dos componentes anteriores, el

conocimiento de base y las estrategias heuristicas. Este control es el que permite
al sujeto seguir su plan o modificarlo sobre la marcha segun las soluciones

intermedias, se encuentra asociada con su “autoevaluacion”.

Creencias: estos valores son para algunos investigadores en Educacion un
aspecto relevante en el éxito o no de la resolucién de los problemas por parte de
los alumnos. Al respecto, Rueda y Garcia sostienen que “estas creencias pueden
considerarse la zona de transicion entre aspectos cognitivos y afectivos. Modelan
las formas en las que un individuo conceptualiza y actua en relacién a la ciencia”
(2005, p.261). Estas creencias, pueden vincularse con las figuras de analisis
realizadas en la primera fase de la resolucion del problema, pues las dificultades

que pueden observarse en ciertos alumnos derivan, muchas veces, de la
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utilizacién de figuras esteriotipadas, en lugar de bosquejos que representen la
situacion en su aspecto mas general, como se planted en el segundo capitulo de

este trabajo de investigacion.

Comunidad de practica: componente que da a la resolucién de los problemas un

entorno social, pues el sujeto que se enfrenta al problema no es un individuo
aislado sino que pertenece a una sociedad, con su propia cultura, pautas y
creencias. Siendo lo social una de las dimensiones de la socioepistemologia,

marco teorico de este trabajo.

Un punto importante de este modelo, es que brinda una posible explicacion a las
causas de las dificultades que puede presentar un individuo al resolver un
problema, la causa, segun Schoenfeld, es la falta de alguna de estas

componentes detalladas lineas atras.

En este recorrido que se ha hecho, a lo largo de este capitulo interpretando todos
los alcances del término “problema” y los distintos modelos desarrollados que
interpretan las acciones mas eficaces para llegar a su correcta solucién, se
destaca que en su mayoria coinciden en que el problema se compone de datos
para llegar a descubrir la solucion, el sujeto involucrado con sus conocimientos y
estrategias y las acciones llevadas a cabo. Pero en el modelo prestado por
Schoenfeld, se incorporan dos componentes que hasta el momento no habian sido
consideradas. Componentes que tienen que ver con un aspecto no sélo interno del
individuo, sino con el medio socio-cultural al cual pertenece; las “creencias” y la
“‘comunidad de practica” son dos perspectivas vinculadas con el aspecto social de
la resolucion de los problemas, muchas veces no tenidos encuentra por los

docentes.

En el siguiente diagrama se sintetizan las variables del proceso de resolucion de

problemas, segun el método de Schoenfeld:
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Figura 52: Diagrama del método de Schoenfeld

Referido a estos aportes es que Sigarreta Almira y Laborde Chacon (2004)
establecen una serie de estrategias para la resolucion de problemas como un
recurso para la interaccion sociocultural. Dichas estrategias se encuentran
agrupadas en cinco acciones: “aproximacién al problema”, “profundizacion en el
problema”, “ubicacién del problema, “seleccion y aplicacién de una estrategia de
trabajo” y “representacion y valoracién”, en cada una se enmarcan una serie de
interrogantes que guian la forma de afrontar el problema y crear el plan a llevar a

cabo.

Lo importante para destacar entre estas acciones es que se puede encontrar en la
primera accion, interrogantes como “; Es un problema real? ¢ Esta relacionado con
tu entorno sociocultural? ;Qué consecuencias traen para la sociedad las
relaciones expresadas en el texto del problema?” (Sigarreta Almira y Laborde
Chacén, 2004, p.23). En dicha practica, hay un analisis del problema desde una
perspectiva social, aspecto no tenido en cuenta en otros modelos que se
detallaran a continuacion, pero que es importante incluirlos pues estan

relacionados con el uso de figuras.

2.3. Otros modelos heuristicos
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Los métodos detallados hasta el momento no son los uUnicos ejemplos que
incluyen entre los pasos que se deben seguir en el camino hacia la resolucién de
un problema a las imagenes. Haciendo una rapida recopilacién se encuentran

otros modelos no tan conocidos o divulgados como los anteriores.

2.3.1.Modelo de Wheatley

Este modelo es de gran importancia pues le da un valor primordial al uso de
figuras o dibujos asociando las representaciones internas, imagenes internas con
las imagenes externas o diagramas. Wheatley determina cinco normas en un
proceso en el cual se “hace uso de un diagrama, esta representacion externa
permite a la persona que resuelve el problema tener mas espacio mental para
construir nuevas imagenes Yy relaciones” (citado por Ramirez, 2008, p.24;
Plasencia Cruz, 2000, p.28).

El proceso al cual se hace referencia es un mecanismo recursivo y consta de los
siguientes pasos:
“1. Frente a un problema, se construye una imagen (representacion interna),
2. Se hace un dibujo (representacion externa).
3. Se vuelve a razonar, tomando base en el dibujo y se construye una
imagen mas sofisticada.
4. Se construye un dibujo mas elaborado.
5. Se repite el proceso” (Wheatly citado por Ramirez, 2008, p.24; Plasencia
Cruz, 2000, p.28).

A pesar de haber entre Descartes y Wheatley mas de trescientos afos de
diferencia se observan similitudes que se encuentran entre las reglas planteadas
en el siglo XVIIl y las cinco normas anteriores establecidas, a decir: ambos
sugieren el empleo de una imagen exterior, ya sea llamada: diagrama, dibujo o
figura de anadlisis, sobre la cual se puede examinar y relacionar los datos
representados sobre el papel, razonar y hallar el camino para llegar a la solucion

del problema.
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2.3.2. Modelo de Kantowski

Kantowski enumera un serie de pautas en un proceso que Monagas (1998)

denomina “proceso heuristico”

1. “Dibujar un diagrama (figura, esquema, tabla).

2. Examinar un caso especial.

3. ldentificar lo que se busca y lo que se da.

4. ldentificar informacion relevante e irrelevante (examinar toda la informacion
dada). Trabajar hacia adelante desde el principio con la informacién dada.
Trabajar hacia atras desde la conclusion.

Buscar un patron-encontrar una generalizacion.

Buscar un problema relacionado (énfasis en estructura similar).

© N o O

Buscar un teorema, definicion, operacion o algoritmo que se aplique al

problema. Resolver parte del problema.

9. Verificar la solucion.

10.Examinar si existe otra manera de encontrar la solucion (soluciones
alternas).

11.Examinar si se puede obtener otra solucién (originalidad).

12.Estudiar el proceso de resolucion” (Kantowski, citado por Monagas, 1998).

En su trabajo, Monagas (1998) no hace referencia directa a un dibujo o diagrama
en el proceso heuristico pero al referirse a una codificacion simbodlica puede
suponerse que dentro de esta codificacion se puede incluir a las figuras de analisis
que facilita la visualizacion para realizar una mejor lectura. Por eso sugiere las

siguientes pautas:

“Lectura del Problema. Obtener una vision ‘mas limpia’ del planteamiento:
identificar datos e incognitas, eliminar redundancias e irrelevancias y reorganizar
la informacion. Esta lectura eventualmente lleva a reescribir el problema o
codificarlo simbdlicamente; en algunos casos la reescritura es casi automatica,

mientras se va leyendo, en otros, si esta bastante limpio, es casi automatica la
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codificacion; finalmente, a veces el planteamiento puede sugerir la forma de

resolucion, a la que se puede pasar de una vez” (Monagas, 1998).

2.3.3. Modelo de Fernandez

Como ultimo modelo se analizara el propuesto por Fernandez, para quien las

estrategias puestas en juego en el proceso de resolucion de un problema son:

‘e Ensayo-error.

» Empezar por lo facil, resolver un problema semejante mas sencillo.

* Manipular y experimentar manualmente.

* Descomponer el problema en pequefios problemas (simplificar).

» Experimentar y extraer pautas (inducir).

* Resolver problemas analogos (analogia).

» Seguir un método (organizacion).

» Hacer esquemas, tablas, dibujos (representacion).

* Hacer recuente (conteo).

« Utilizar un método de expresion adecuado: verbal, algebraico, grafico,
numeérico (codificar, expresion, comunicacion).

» Sacar partido de la simetria.

* Deducir y sacar conclusiones.

* Reformular el problema.

» Suponer que no (reduccion al absurdo).

* Empezar por el final (dar el problema por resuelto)” (citado por Rivera Gobmez,

Medina Bonett, y Revilla Alfaro, 2008, p.20).

Puede observarse que en entre estos pasos a seguir no sélo se incorporan los
dibujos, sino que se da importancia al lenguaje utilizado, que se adecue lo mejor
posible al problema, incluyendo asi, al lenguaje grafico. Otros modelos no toman
en cuenta las diferentes formas de expresarse en matematica y s6lo mencionan el
interpretar el enunciado pero no integran las tres formas distintas en que puede el

individuo expresarse dentro del campo de la matematica: el leguaje verbal,
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algebraico y el grafico. Dentro de este ultimo, es donde se encuentran las figuras
de analisis por lo tanto es de gran importante y no debe perderse de vista este

lenguaje para sélo quedarse con el simbélico o algebraico.

3. Comentarios para concluir

En este capitulo se intent6 relevar varias presentaciones acerca de los modelos
relacionados con el proceso heuristico, proceso llevado a cabo al momento de
resolver un problema. En todos ellos, se describen en forma variada las distintas
fases o etapas del proceso pero aun usando términos diferentes, todos ellos
hacen mencion, en alguna de estas fases, a la realizacion de un dibujo en el cual
volcar los datos y las incdgnitas dadas en el enunciado, razén por la cual se

consider6 importante para este trabajo.

Hasta el momento toda esta investigacion consta de un relevamiento de trabajos
bibliograficos que reflexionan sobre el proceso de visualizacion y los obstaculos
que se presentan en dicho proceso (segundo capitulo), un recorrido histérico del
empleo de figuras en documentos matematicos (tercer capitulo) y por ultimo en el
presente capitulo, la presentacion de distintos modelos heuristicos en la resolucién
de problemas. Todos estos puntos permitiran en el siguiente apartado analizar las
figuras de analisis en casos puntuales recogidos de distintos cursos, pero ademas
se incluiran otros aspectos del discurso escolar, como son los libros de textos y

que papel juegan las figuras de analisis en ellos.
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Capitulo 5

Las figuras de analisis en el discurso

matematico escolar

En los capitulos anteriores se tomaron distintos aspectos teéricos a tener en
cuenta en el presente trabajo de investigacién. Se describieron brevemente las
caracteristicas basicas de la construccion social del conocimiento, linea de
investigacion de este trabajo, el proceso de Vvisualizacion y diferentes
concepciones sobre los problemas y su resolucidon, ademas de un recorrido
histérico analizando la forma en que distintas culturas utilizaban la imagen en la
resolucion de problemas. A partir de este capitulo, se realizara el estudio de
campo en escenarios académicos, tomando diferentes aspectos del discurso
matematico escolar, mas precisamente los aspectos a trabajar son: el estudio de
casos puntuales para poder analizar los errores cometidos al emplear las figuras
de analisis por parte de los alumnos, la interpretacion de los datos recogidos en
encuestas para poder examinar el rol que juegan las figuras de andlisis en los
distintos actores del proceso de ensefianza y aprendizaje y, por ultimo, un

relevamiento de libros de textos variados.

1. Estudios de casos

Para iniciar el estudio de casos se tomara un ejemplo en el cual aparecen las
figuras de analisis pero no precisamente en un problema referido a conceptos
geométricos. La idea de incorporar estos ejemplos es que uno podria llegar a
suponer que las figuras de analisis solo estan asociadas a problemas geométricos
donde se puede suponer que seria mas “natural” dibujar alguna figura geométrica.

Puede observarse como Diego, un alumno de segundo aio de Secundaria Basica,
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realiza imagenes a la hora de resolver dos ejercicios presentes en la guia de

trabajo de aritmética.

Se presenta a continuacion los dos ejercicios y la copia de como el alumno

resolvié cada uno.

Ejercicio 1: “Augusto, emperador romano, nacié en el afio 63

a. C. y murié en el 14 d. C. ;Cuantos anos vivio?”

tg.__a% wuea.}dbt Lﬁd‘lﬂ Hﬂ'hs’)ﬁ
i""]| |I

Figura 53: Figura de analisis relacionado con numeros entero de Diego (A)

; __'C 1
g
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Ejercicio 2: “Una bomba extraen el petréleo de un pozo a
975 m de profundidad y lo eleva a un depésito situado a
28 m de altura. ;Qué cantidad de metros recorre el

petroleo?”

SH H R
;""mﬂ%uoddai::::i

Figura 54: Figura de analisis relacionado con numeros entero de Diego (B)

En el primer ejercicio, la grafica que realiza Diego para hallar la edad de Augusto

se podria asociar con una recta numérica, no se puede afirmar fehacientemente

117



que se trate de una recta numérica pues no mantiene una escala para los afos
registrados, por lo tanto s6lo es una representacion esquematica que le permitié
dar un orden a los datos dados y relacionarlos con los numeros enteros para

poder resolver exitosamente el problema.

En cambio, en el segundo problema, en el cual se podria haber realizado también
un esquema similar al anterior, asociado a la recta numérica, puede verse que el
alumno realizd una grafica que esta directamente relacionada con la situacion
planteada en el problema. Por lo tanto, el dibujo tiene una direccion vertical, en
lugar de horizontal, debido a que el problema hace referencia a la extraccion de
petréleo, aunque sigue siendo una representacion esquematica y no pictérica

(Hegarty y Kozhevnikov, citado en Ferrero, 2009).

Lo que tienen en comun, las figuras del alumno, es que en ninguna se establece
una escala numérica pero, aun asi, colaboraron en la realizacion de un
razonamiento que permitié hallar las respuestas correctas y aunque el objetivo de
la guia era el trabajo con numeros enteros, el alumno lo resuelve sin hacer
mencion a los numeros negativos, llegando, en ambos casos, a la correcta

solucién, apoyando su fundamentacion, en las figuras de analisis.

En el siguiente apartado se tomaran casos puntuales donde se emplearon figuras

de analisis en ejercicios referidos a contenidos geométricos.

1.1. Figuras de analisis en geometria

Como el foco de este trabajo de investigacidn se encuentra centrado en el empleo
de las figuras de andlisis utilizadas durante la resolucion de problemas
geomeétricos, por tal motivo, si se hace mencién al proceso de aprendizaje de la
geometria, no se puede dejar de mencionar el Modelo de Van Hiele, en donde no
sbélo se determinan cinco niveles en el aprendizaje de la geometria, sino que
también se establece que “en la base del aprendizaje de la Geometria, hay dos

elementos importantes “el lenguaje utilizado” y “la significatividad de los
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contenidos” (Fouz y de Donosti, 2005, p. 68) considerandose a las figuras de

analisis parte de este lenguaje.

Muchas veces los problemas geométricos que pueden ser tanto de construccion,
de calculo o de demostracion, van acompafados de un dibujo, situacion que no
ocurre en forma general, por lo tanto Nieto Said sugiere en estos casos, “hacerlo
[refiriéendose al dibujo] es la primera tarea que debemos realizar’, fundamentando
que “un dibujo nos ayuda en primer lugar a comprender el problema. Ademas
estimulara nuestra imaginacion y es posible que nos sugiera algun plan para hallar
la solucién. Si tiene a mano instrumentos geométricos uselos; sin embargo incluso

un bosquejo aproximado suele ser de mucha ayuda” (2004, p.22).

Manejar este lenguaje no es simple para los alumnos si no poseen un minimo de
conceptos adquiridos, sin esos conceptos la figura de analisis no servird de mucho
pues tendran dificultades para su realizacion o sera confeccionada con errores
basados en la teoria. Siendo un simple artefacto que no lograra transformase en
un verdadero instrumento, pues el alumno estara frente a una representacion que
no le es util, sin una funcionalidad (Trouche, 2005). Por su parte, Gonzalez, Garcia
y Lamothe puntualizan, al respecto, que “para esbozar una figura de analisis, es
necesario tener un conjunto de conocimientos de la Geometria (figuras, cuerpos
geomeétricos, construcciones geométricas, etc.) y un conjunto de habilidades
(intelectuales y practicas) que le permitan, a partir de la imaginacion, sintetizar en
una figura una situacién dada y explicarla. Por ello, asegurar, que el alumno tenga
creadas estas condiciones, es un elemento determinante en la consecuciéon del

objetivo de aprender a modelar graficamente” (2005).

Tras haber recorrido, en el capitulo anterior, el empleo de las figuras de analisis en
los métodos propuestos por varios investigadores, en este apartado se realizara el
estudio de casos tomados en escenarios aulicos. Los casos que a continuacion se
reportan son ejemplos de cdmo las figuras de analisis producen, en algunas
ocasiones, que los alumnos o alumnas lleguen a una conclusién errénea o

incompleta sin poder avanzar hacia una correcta solucion del problema.
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Para la recopilacion de estos casos puntuales se tuvo en cuenta la definicién que
se ha asumido para las figuras de analisis y que se ha considerado a lo largo de
estos capitulos. Es decir, se entiende, entonces, por figuras de analisis, aquellos
dibujos que pueden ser realizados a mano alzada, sin rigurosidad geométrica en
donde se vuelca la informacion dada en el enunciado, accién realizada como
primer paso ya sea para resolver un problema geométrico, demostrar un teorema
o realizar una construccion geométrica. Cuando se habla de “rigurosidad
geométrica”, debe interpretarse como la necesidad de utilizar los elementos
geométricos. La idea de las figuras de analisis no es una construccién geométrica,
por eso es que se acepta que sea a mano alzada pues dichos dibujos deben servir

solo de guia en la resolucién de un problema.

Los siguientes ejemplos han sido tomados de diferentes guias de ejercicios de
varias clases de geometria, aunque todos se centren en geometria, su esencia es
distinta: algunos tienen que ver con demostraciones geométricas, mientras que
otros son ejercicios de aplicacién de férmulas geométricas como puede ser para el

calculo del perimetro o el area de determinados poligonos.

Se analizara a continuacion algunos ejemplos tomados de alumnos de distintos
afos y carreras aunque todos de nivel terciario. En todos ellos, las consignas
fueron entregadas a los alumnos quienes solos debieron resolver los problemas

planteados; los enunciados pertenecen a guias de estudio o evaluaciones.

1.1.1. Primer caso

e ANO: 2008.

e ALUMNO/A: de primer afio del profesorado de maestra de inicial (provincia
de Buenos Aires).

e MATERIA: curso de ingreso a la carrera (ejercicio propuesto en la
evaluacion, al finalizar el curso).

e CONSIGNA: “Calcular el perimetro y el area de un cuadrado sabiendo

que un lado mide 3x-1 cm y el otro x+3 cm.”
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Figura 55: Figura de analisis del primer caso

En este ejercicio que relaciona tanto el trabajo geométrico como el algebraico, la
estudiante realiza una figura de analisis para volcar los datos que se brindan en el
problema. Pero en la figura de analisis realizada comete un error que se arrastra
luego en toda la resolucion del problema, percibiendo, al final, la alumna solo que
el resultado al que llega es incorrecto pero sin lograr deducir donde tuvo origen el

error.

Se puede observar en la figura 55, que el dibujo realizado responde a los
estereotipos desarrollados en el segundo capitulo, es decir: el rectangulo dibujado
tiene su base horizontal como uno de los estereotipos desarrollados por Scaglia y
Moriena (2005). Por otro lado, un error a considerar es que se haya representado
un rectangulo cuando el enunciado se refiere a un cuadrado. El dibujo podria ser
un rectangulo (no cuadrado) pero bastaria con simbolizar que sus cuatro lados son
iguales pero en este caso en particular la figura geométrica se ha simbolizado que
los lados consecutivos son diferentes, perdiendo asi uno de los datos importantes
para la resolucion, puede conjeturarse que el pensarlos como longitudes

diferentes de derive de que los lados poseen distintas expresiones.

Ademas este error se arrastra, no sélo en la figura de analisis, sino también en la
resolucion algebraica del problema. Error que surge de la mala interpretacion de
los datos al elaborar dicha figura. Vale aclarar que el error no estd en el
cuadrilatero sino en las en las marcas realizadas sobre los lados de la figura para

sefalar cuales son los lados congruentes y cuales no, el mismo rectangulo con
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marcas todas iguales en su cuatro lados daria la idea de cuadrado (imagen

mental), a pesar de notar nuestros ojos que dichas longitudes son variadas.

Ya Platdn hace mas de 24 siglos establecia que “los razonamientos que hacemos
en geometria no se refieren a las figuras visibles que dibujamos, sino a las ideas
absolutas que ellas representan” (Boyer, 1999, p. 125). Por lo tanto, al indicar con
esas marcas sélo como congruentes los lados opuestos del cuadrilatero dibujado,
el ejercicio no pudo resolverse exitosamente pues faltaban datos, datos que fueron

omitidos en la confeccion de la figura de analisis.

Se puede conjeturar que una vez realizado el dibujo, la estudiante no volvié a
releer el enunciado y sélo se guié por los datos volcados en la figura de analisis
realizada, pues de haber vuelto a leer la consigna, se conjetura que hubiese
descubierto que la figura geométrica de la que se pedia el perimetro y del cual se
daban los datos de dos lados consecutivos, era un cuadrado y no un rectangulo
cualquiera, por lo tanto la alumna se encuentra con datos incompletos en su

proceso de resolucion, con lo cual no puede dar una solucién al problema.

1.1.2. Segundo caso

e ANO: 2008

e ALUMNO: del profesorado de matematica (Ciudad autébnoma de Buenos
Aires).

e MATERIA: curso de ingreso a la carrera (ejercicio propuesto en la
evaluacion, finalizado el curso).

e CONSIGNA: “Las dimensiones de un prisma recto se dan a
continuacion: ancho 3x+4, largo 3x y alto 3x-6. Hallar la expresion

desarrollada del area total del prisma e indicar de qué grado resulta.”
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Figura 56: Figura de analisis del segundo caso

En este caso, también es un ejemplo donde se pone en juego no solo la geometria
sino también el conocimiento algebraico para trabajar con expresiones
polinbmicas, relacionadas con el area lateral y total de un cuerpo, en este caso: un
prisma. Pero puede observarse, al igual que en el ejemplo anterior, que todo el
trabajo algebraico parte de una figura de analisis en donde el estudiante realiza la
interpretacion del problema y vuelca los datos del mismo, para que a partir del

mismo, lograr elaborar una expresion polinémica.

En este caso en particular, el error se comete porque el alumno dibuja una
piramide de base triangular cuando en verdad el problema se refiere a un prisma
recto de base rectangular. Lo interesante para destacar es como confundié los
datos en la resolucion de los datos, porque no solo errd al dibujar el cuerpo
geométrico sino que el polinomio que representa el area lateral tampoco se
corresponde con la figura de analisis realizada y mucho menos con el ejercicio en
si. Pero lo mas llamativo es que, al momento de hallar la expresion del area total,
considera que el cuerpo tiene dos bases, oponiéndose a lo realizado en la figura
de analisis. Pero ademas ese no es el unico error que se comete sino que a la
hora de escribir la altura del triangulo lo que hace es escribir la expresion (2x+4)

que emple6é anteriormente como uno de los lados. Por lo tanto, no hay una
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correlacion entre los datos del problema vy la figura de analisis, y entre ésta y la
ultima parte de la resolucion del ejercicio. La figura de analisis no ha adquirido,
para este estudiante una funcionalidad, aunque es él quien la construye no logra
familiarizarse con la representacion realizada pues, como se ha sefalado, no
existe una conexion entre dados del problema, figura y resolucion del problema,
los tres aspectos de la resolucién apuntan a distintas ideas y representaciones

mentales.

Si se analiza la figura de analisis podemos no s6lo mencionar, como ya se ha
dicho, que la figura corresponde a una piramide de base triangular en lugar de un
prisma de base rectangular, lo cual estaria asociado a un “bloqueo expresivo”,
presentado por Adams (en Nieto, 2004). Bloqueo referido al uso inadecuado de
una técnica al registrar una idea, ademas se puede mencionar también un bloqueo
intelectual pues no sélo existe un error en el dibujo sino una mala comprensién del
problema como errores en la deduccion de las areas del poliedro, como se ha
dicho, la deduccion no se corresponde ni con los datos del problema ni con la

figura de analisis realizada.

1.1.3. Tercer caso

e ANO: 2008

e ALUMNOS: cuarto ano del profesorado de matematica para tercer ciclo y
polimodal (provincia de Buenos Aires).

e MATERIA: Geometria (los alumnos tienen en el la cursada Algebra y
Geometria | y II).

e CONSIGNA: “Toda paralela a la mediana de un triangulo abc, determina
en las rectas de los lados ab y ac segmentos ar yae proporcionales

a esos lados.”

A continuacion se presentan tres casos en donde distintos estudiantes intentan

demostrar una misma consigna ya detallada lineas arriba.
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Figura 57: Figura de analisis del tercer caso, alumno A
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Figura 58: Figura de analisis del tercer caso, alumno B
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Figura 59: Figura de analisis del tercer caso, alumno C

Esta consigna fue tomado como ejemplo para analizar la forma en que se utiliza la
figura de analisis en una demostracion geométrica, porque como menciona
Crespo Crespo, en su tesis doctoral, “las figuras de analisis resultan de gran
utilidad para la practica social de la demostracién, se recurre a ellas para lograr
representaciones generales, pero como el apoyo de un caso, que podriamos decir,
es particular” (2007, p.170).

En primer lugar, es muy interesante comparar las tres figuras de analisis
realizadas por distintos alumnos para observar las grandes similitudes que en ellas
se presentan. En todas las figuras, los triangulos trazados son escalenos y
acutangulos coincidiendo con uno de los estereotipos sefialado por Scaglia y
Moriena; “la altura de un tridngulo debe estar contenida en el mismo” (2005, p.
109), para que la altura se encuentre contenida en el figura, el triangulo debe de

ser un triangulo acutangulo. Si se trata de estereotipos, las tres figuras también
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tiene otra coincidencia con estos estereotipos trasmitidos culturalmente, en todos
ellos, el lado mayor coincide con la base que posee, ademas, una direccion
horizontal. Se recuerda que a los alumnos solo se les entreg6 la consigna y ellos,
en forma individual la resolvieron, porque al analizar estas figuras uno podria
pensar que fueron las tres figuras copiadas de una figura dada, pero no fue asi. Al
respecto, los estereotipos establecidos culturalmente (Scaglia y Moriena, 2005)
como pueden ser la posicidn espacial, cierta clase de triangulos o cuadrilateros,
que soOlo son casos particulares, generan una imagen mental, un prototipo, que
puede observarse en las figuras de analisis cuando los alumnos realizan casos
particulares, prototipos que se instalan en sus esquemas mentales. Otra similitud
que puede observarse es que las rectas paralelas, trazadas en cada ejemplo,

mantienen una direccion similar.

Por otro lado, puede notarse que las rectas paralelas, trazadas por los alumnos B
y C (figuras 58 y 59 respectivamente), son equidistantes, perdiendo la generalidad
que debe tener toda figura de analisis, pues en caso contrario se esta

representando un caso particular, error que luego es arrastrado a la demostracion.

En el caso del alumno B, éste plantea en la hipétesis que los segmentos re ybc
son paralelos, pero si se analiza la consigna, la hipétesis real del problema es
solo: ad es mediana del triangulo abc y la recta er es paralela a la recta ad. El
estudiante afirma que las rectas re y bc son paralelas a raiz de visualizarlas en el
dibujo, sin llegar a analizar que esto se debe al haber trazado las rectas rz y rs
equidistantes a la mediatriz incluida en la recta ad. Asi también, el alumno C
realiza el mismo error trazado las rectas paralelas equidistantes, lo que lo lleva a

afirmar que las rectas re y bc son paralelas.

En el caso del alumno A, mas alla de no haber trazado en la figura de analisis
rectas equidistantes y cambiar las letras con la que se nombra a la recta
determinada por los puntos de interseccion de las dos rectas paralelas a la
mediana y los lados del triangulo, también justifica, en su demostracion, que la
recta R (re) es paralela a la recta bc, afirmacion que so6lo puede deducirse de la

figura de analisis y no de otro punto de la demostracion.
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Como puede verse en estos tres casos de la resolucibn de una misma
demostracion, los estudiantes no han interpretado correctamente la consigna de la
demostracién, lo que los llevd a realizar una figura de analisis no solamente
errénea sino que ademas se ha analizado que dicha figura perdié toda generalidad
(mas alla de estar equivocada). Es interesante observar, ademas, las similitudes

ya detalladas lineas arriba.

Ningun estudiante interpreté que la recta que se debia trazar era unica y

determinaba con el lado @ o su prolongacion, el punto ry con el lado @€ o su

prolongacion, el punto e.

1.1.4. Cuarto caso

e ANO: 2007

e ALUMNOS: primer afo del profesorado de matematica (Ciudad autdbnoma
de Buenos Aires)

e MATERIA: Geometria |

e CONSIGNA: “Si dos circunferencias secantes se cortan en a y b siendo
ac y a ad sus diametros, demostrar que cd pasa por by cd es doble

de las distancias entre los centros de las circunferencias.”

El siguiente ejemplo también se refiere a una demostracién geométrica. La figura
de analisis confeccionada no esta realizada a mano alzada sino haciendo uso del
compas y la regla, (aunque en la figura escaneada no puede llegar a percibirse las

circunferencias trazadas, por haberse empleado un lapiz muy suave).
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Puede verse que la extensa demostracion que realiz6 el estudiante, para llegar en
forma incorrecta a demostrar que el punto b pertenece al segmento cd (se
encuentra remarcado con color rojo e indicado con T1). Lo que en verdad ha
llegado ha demostrar, el estudiante, hasta ese momento, es que el punto b
pertenece a la recta cd y no al segmento cd (verdadera tesis de la demostracion).
Por lo tanto, el alumno se apoya en la figura de andlisis para afirmar que el punto
b pertenece al segmento cuando en verdad en el proceso de deduccion no se ha
llegado a justificarlo, es decir la demostracion de la primera tesis, no ha sido

demostrada.
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Figura 60: Figura de analisis cuarto caso

En este ejemplo, a diferencia de los otros ya analizados, el alumno no llega a un
resultado errado sino incompleto, basado en una figura de analisis que fue bien
construida y que apunta a la generalidad, diferencia que también se aleja de los
otros ejemplos anteriores, donde en la figura de analisis, se han cometido errores
al volcar los datos se representd casos particulares, omitiendo la generalidad del
enunciado o la consigna. La idea de tomar este caso como cuarto ejemplo fue
presentar una demostracién incompleta basada solo en la lectura de la figura de

analisis realizada.
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1.1.5. Quinto caso

ANO: 2009

ALUMNOS: de primer afio del profesorado de maestra de inicial (provincia

de Buenos Aires).

MATERIA: curso de ingreso a la carrera (ejercicio propuesto en la

evaluacion, finalizado el curso).

CONSIGNA: “Calcular el area de un rectangulo sabiendo que la base y

la altura miden respectivamente 9x-5 cm y 5x+7 cm, y cuyo perimetro es

de 172 cm.”

Figura 61: Figura de analisis del quinto caso, alumno A
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Figura 62: Figura de analisis del quinto caso, alumno B
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Figura 63: Figura de analisis del quinto caso, alumno C

En este caso, también, puede observarse tres diferentes resoluciones de un
mismo ejercicio, pero que a su vez, aun realizado por distintos alumnos, presentan
grandes similitudes. En los tres ejemplos puede notarse claramente la falta de
manejo de los conceptos geométricos ya que en el enunciado se hace referencia a
un rectangulo y los tres alumnos grafican, en la figura de analisis, un triangulo.
Todos ellos respondiendo a los estereotipos ya mencionados, por ejemplo: todos

ellos se encuentran “apoyados” sobre una de las bases.

Es evidente la confusion del alumno A conjeturandose que al leer la palabra
‘rectangulo” la imagen mental que construyd fue un “triangulo rectangulo” segun
su dibujo, pero en el caso de los alumnos B y C, el triangulo dibujado tampoco
responde a un triangulo rectangulo, pues se trata de triangulos isOsceles
acutangulos. Pero si se hace mencion a la condicion de isésceles, esta propiedad
también puede verse que se cumple en la figura de analisis del alumno A (figura
61), condicion que es empleada en la resolucién algebraica del problema ya que el
alumno iguala la expresidon correspondiente a las sefaladas, en el dibujo, a ambos
lados, aun mas igualandola al valor del perimetro, con lo cual no so6lo se observa
un error conceptual referido al reconocimiento de poligonos sino errores

conceptuales referidos al concepto de perimetro. Error similar presenta en su
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resolucion el alumno B, mas aun, este alumno, siguiendo su interpretacion del
problema, escribe en la parte superior la férmula correspondiente al area del
triangulo cuando el problema se refiriere a un rectangulo, como expresa con un
rectangulo dibujado a mano alzada con un dos en la parte superior, lo cual podria
interpretarse como el area del rectangulo, aunque como ya se dijo la formula
expresada no corresponde al rectangulo sino al la figura de analisis realizada.
Tanto el alumno B como el alumno C, calculan el area de un triangulo guiados por

su propia figura de analisis.

1. 2. Una conclusidén sobre el analisis de los casos particulares

En todos los casos tomados para ejemplificar errores cometidos por los alumnos
de diferentes afos y carreras, puede notarse la presencia de los estereotipos en
las figuras de analisis, estereotipos que tienen que ver con una transmision social
y con las representaciones mentales que los alumnos construyen frente a dichos
estereotipos. Pudo ejemplificarse errores cometidos en la interpretaciéon del
enunciado del problema, errores cometidos al representar casos particulares en
lugar de generalizar la figura de analisis lo mas posible, con el fin de garantizar no
emplear propiedades especiales de determinada figura, o una solucion incompleta
basada unicamente en la figura de analisis y no en el procedimiento deductivo.
Puede notarse como las representaciones mentales se llevan al dibujo y se toma
la figura de analisis como parte de la demostracién, como es el ejemplo del cuarto

Caso.

En todas las figuras de analisis tomadas para su estudio en esta seccion, éstas
responden a representaciones esquematicas, tal vez por el caracter general de las
consignas, pues ninguno de los ejercicios hacia referencia a situaciones reales.
Por otro lado, también, puede afirmarse que para estos alumnos, las figuras estan
en su hacer frente a un problema pero aun no han alcanzado el caracter de
instrumento, pues su uso es distorsionado por errores o por la falta de familiaridad
con los conceptos geométricos volcados a la figura. No pudiendo hacer propias

dichas figuras.
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2. Visidon de docentes y alumnos sobre las figuras de analisis

El fin de la presente encuesta es, a partir del analisis de las respuestas obtenidas,
poder encontrar alguna evidencia principalmente al interrogante ¢4 si las figuras de
analisis son un objeto institucional, impuesto por el docente 0 que no surgen en
forma natural a la hora de resolver un problema, demostracién o construccion?
Para dicho analisis, a continuacibn se presentan: la pregunta, los graficos
realizados a partir de los datos obtenidos, tanto al encuestar a docentes como
alumnos, seguidos los graficos de un breve analisis sobre cada una de las

respuestas obtenidas.

2.1. Encuesta

A continuacidén se observan los graficos de los datos recogidos de las encuestas
llevadas a cabo a doce profesores de matematica y a nueve alumnos del
profesorado de matematica de distintos institutos donde se trabaja con figuras de
analisis.

#  Qué entiende por “figura de analisis?

PREGUNTA 1

100%

BALUMNOS
BPROFESORES
REFERENCIAS
A Un dibujo preciso, exacto que se realiza al resolver un problema o realizar una
demostracion.
B Un dibujo a mano alzada que se realiza al resolver un problema o realizar una
demostracion.
C | Un grafico dado con el enunciado del problema.

Figura 64: Graficos de las respuestas N° 1 de la encuesta
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Puede observarse en los resultados obtenidos en las encuestas, tanto en el caso
de docentes como de los alumnos, se considera a las figuras de analisis como un
dibujo que se realiza al momento de resolver el problema y que no viene dado
junto al enunciado del mismo problema. Entre ellos, la mayoria, en ambos casos,
reparan en que no es importante la precision de dicho dibujo, al responder que
puede realizarse a mano alzada. Es importante destacar, aunque los porcentajes
son distintos, que no se observa una diferencia significativa entre las respuestas

dadas por docentes como por los alumnos.

# , Utiliza, usted, habitualmente figuras de analisis?

PREGUNTA 2

100%

80%-

60%

BALUMNOS
BPROFESORES

40%

20%

0%

REFERENCIAS

A |No
B |Si

Figura 65: Graficos de las respuestas N° 2 de la encuesta

Es notable que todos los encuestados, en un cien por cien, sin importar su rol en
el escenario escolar, respondieron que usan habitualmente las figuras de analisis,
lo cual les brinda, a las figuras de analisis, un papel importante en el proceso de
ensefanza-aprendizaje. La pregunta que prosigue intenta cuantificar este término

de “habitualmente”.
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#  En el caso de haber respondido si a la pregunta anterior, con qué
frecuencia las realizas a la hora de resolver un problema o realizar una

demostracion relacionados con geometria?

PREGUNTA 3
100% -
80% 1
60% 1
BALUMNOS
40% + B PROFESORES
20%
0%+
A B C D
REFERENCIAS
A | Raravez.
B | Pocas veces.
C | Algunas veces.
D | Siempre.

Figura 66: Graficos de las respuestas N° 3 de la encuesta

Al momento de responder con que frecuencia emplean las figuras de analisis en la
resolucion de un problema, las opciones elegidas fueron “algunas veces” y en su
mayoria “siempre”. Lo mas notable para destacar es que el porcentaje de alumnos
que respondieran “siempre” es mayor en comparacion de los docentes que
eligieron esta opcion. Desprendiéndose la idea de que las figuras de analisis son
mas utiles para los alumnos que para los docentes, al menos en la muestra

tomada para esta encuesta.
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# Su utilizacion la definiria como:

PREGUNTAS 4Y 8

100%

80%

60%1 BALUMNOS

B PROFESORES

40%

20%

0%-

REFERENCIAS

A | Poco util, no siempre permite entender el problema.

B Util, ya que permite ver todos los datos dados en el problema.

C Muy util porque permite no solo volcar los datos dados en el problema sino ademas
tener una vision mas general de la situacion.

Figura 67: Graficos de las respuestas N° 4 y 8 de la encuesta

Y confirmando lo que se analizd en la pregunta anterior, a la hora de responder
sobre la utilidad de las figuras de analisis son los alumnos, en su totalidad quienes
repoden sin dudar que dichas figuras son “muy utiles”, mientras que entre las
respuestas que dieron los docentes se puede hallar una gama que va desde
‘poco” a “muy util”. Lo que lleva a preguntarse porqué aquellos docentes que lo
consideran a las figuras de analisis poco utiles siguen utilizandolas ya que como
se observo en la pregunta N° 2 todos decian utilizar las figuras de analisis al
resolver un problema aun pensando que no son Uutiles, entonces ;por qué

realizarlas?, interrogante que quedara pendiente.
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# ;En qué momento emplea las figuras de analisis? (puede sefialar mas

de una respuesta)

PREGUNTAS 5Y 4

100%

80%

BALUMNOS
BPROFESORES

REFERENCIAS

A | A la hora de resolver un problema geométrico.

Realizar una demostracion geométrica.

En un construcciéon geométrica.

Q|w

Figura 68: Graficos de las respuestas N° 5 y 4 de la encuesta

Dejando de lado la frecuencia de su utilizacién, la pregunta N° 5 para los alumnos
como la cuarta para los docentes hace referencia frente a que clase de actividades
son empleadas las figuras de analisis. Se recuerda que en todos los casos la idea
era trabajar en la clase de geometria por tal razdén entre las opciones no se
incluyeron opciones que pueden encontrarse fuera de este campo. Las respuestas
abarcan las tres opciones dadas: resolver un problema, una demostraciéon o una
construccion geométrica, siendo la ultima de ellas la menos elegida pero con
porcentajes con una diferencia no muy marcada entre las otras dos opciones. Vale
destacar que entre los alumnos responden en mayor parte usar las figuras en la
demostracidon geométrica mientras que los docentes eligieron en mayor parte

utilizarlas a la hora de resolver problemas.
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# Si recuerda las primeras veces que realizo estas figuras de analisis, fue

durante su trayectoria por:

PREGUNTAS 6Y 5

100%

80%

60%1 BALUMNOS

B PROFESORES

40%

20%

0%-

REFERENCIAS

En la escuela primaria.

En la escuela secundaria.

Q@ | >

En el nivel terciario.

Figura 69: Graficos de las respuestas N° 6 y 5 de la encuesta

Intentando responder a la pregunta de cual es el origen de las figuras de analisis,
se tomdé como base que las figuras de analisis se utilizan en el escenario
académicos y se considerd los tres niveles de educacidén recorridos por los
alumnos quienes eran encuestados.

Tanto alumnos como docentes, coinciden en que la minoria responde que es en el
nivel primario cuando las empleaban por primera vez, aqui si con porcentajes bien
marcados. En cambio, las cantidades entre las respuestas de los alumnos entre el
nivel secundario y terciario es minimo, en cambio en el caso de los docentes la
diferencia es mas marcada, pero en ambos casos es el nivel secundario donde la

mayor parte responder haber utilizado las figuras de analisis por primera vez.
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# Volviendo a estas primeras veces que utilizé las figuras de analisis

piensa que su origen fue dado por:

PREGUNTAS 7Y 6

100% -

80% 1

60% 1

BALUMNOS
B PROFESORES

40%

20%

0%+

REFERENCIAS

Una elaboracion personal que nacid naturalmente.

Aportes y sugerencias del docente.

La imposicion del docente.

g|Q|w| >

En los libros de textos.

Figura 70: Graficos de las respuestas N° 7 y 6 de la encuesta

En la pregunta N° 7 para los alumnos y la sexta para la encuesta realizada a los
docentes, es la primera ocasion en el presente analisis, en donde se encuentra
una diferencia bien marcada entre la vision que tienen los alumnos y los docentes
sobre el origen de las figuras de analisis. Aunque en ambos casos, la mayoria
responde que su origen se debe a los aportes y sugerencias de los docentes, los
porcentajes son muy diferenciados. En el caso de los alumnos, las respuestas dan
idea de que las figuras de analisis tienen su origen en el discurso matematico
escolar: tanto teniendo en cuenta a los docentes como a los libros de textos. En
cambio, en las respuestas de los docentes, ellos no tienen en cuenta los libros de
textos y por otro lado, si sefalan la diferencia entre ser “sugeridas” como
‘“impuestas” por el docente, un 8% solo responde que provienen de una
“elaboracion personal que nacié naturalmente”, aspecto que no fue tenido en

cuenta entre las respuestas de los alumnos.
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# Como futuro docente: jaconsejaria a sus alumnos a utilizar estas figuras

de analisis? ¢ En qué forma lo haria?

PREGUNTAS 8Y 7

100%

80%

60%1 BALUMNOS

B PROFESORES

40%

20%

0%-

REFERENCIAS

No las recomendaria/ recomiendo.

Si, las aconsejaria/aconsejo confeccionar.

Q= | >

Si, las obligaria/obligo su confeccion.

Figura 71: Graficos de las respuestas N° 8 y 7 de la encuesta

Y en esta ultima pregunta como alumnos del profesorado de matematica, se les ha
preguntado si como docentes aconsejarian el empleo de las figuras de analisis,
puede observarse que tanto alumnos, futuros docentes, como los docentes ya en
labor, coinciden en un cien por cien, que aconsejarian confeccionarlas pero no con

un caracter obligatorio.

2.2. Diferentes ideas sobre las figuras de analisis

Aunque en el punto anterior se ha analizado cada una de las respuestas dadas, se
considera que es importante hacer algunos comentarios sobre la ultima pregunta
en donde los encuestados debian explicar las razones de haber optado por las

opciones de: no aconsejar el uso de figuras, aconsejar su empleo o darle un
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caracter obligatorio, ya sea como profesores o a los alumnos como futuros

docentes.

La mayoria de los docentes encuestados habla de aconsejar a sus alumnos el uso
de las figuras de analisis, en uno solo de ellos emplea la palabra imposicion
diciendo: “porque si bien en un primer momento fueron impuesto, ahora son un
instrumento de gran ayuda para resolver distintas situaciones” (profesora con 25

afios de antigiiedad).

Asi también en la mayoria de las explicaciones se mencionan las figuras de
analisis como: “(...) una forma de organizar los datos y relaciones descubriendo el
camino para averiguar datos faltantes” (profesora con 16 afios de antigiedad), de
este modo, otro encuestado establece que la figura de analisis “permite visualizar
posibles relaciones, los elemento de la figura, muchas veces, nos traen a la
mente, propiedades, conceptos matematicos que no estamos usando con
frecuencia o que creemos que no son significativos” (profesora con 14 afos de
antigliedad). Estos son dos ejemplos que reflejan la relacion que existe entre las
figuras con el hecho de volcar en las mismas los datos e incognitas dadas en el
enunciado del problema, casi todos dejan registro de esta relacion entre el dibujo y
los datos dados. Ademas, otros docentes se refieren al proceso de la visualizacion
pero solo uno de ellos enfoca su decir al proceso cognitivo, respondiendo: “la
visualizacion es el punto fuerte de las figuras de analisis y permite agilizar el

pensamiento formal” (profesora con 8 anos de antigiiedad).

A diferencia de los docentes, en las respuestas que dan los alumnos, como futuros
profesores, puede verse que en su mayoria aconsejan el uso de las figuras, con lo
cual es clara la evidencia de que las figuras de analisis existen en forma explicita
en el discurso matematico escolar, aunque no como un elemento obligado,
impuesto por el docente, sino recomendado. Es asi que encontramos respuestas

como.

‘Las aconsejaria por que ayudan para resolver problemas o demostraciones.

Permiten ver los datos que uno tiene y obtener otros que no brindan los datos. No
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las obligaria a usar porque no considero que este bien obligar a nadie a hacer
algo, ademas cada persona resuelve de formas distintas las cosas” (alumno

encuestado de 2° afio del profesorado).

“En primer lugar, las recomendaria en tanto a mi me resultan de gran utilidad en la
medida en que me permiten poder interpretar un enunciado abstracto. Tanto en
construcciones, como en demostraciones. Considero que la figura de andlisis
representa un primer acercamiento al ejercicio planteado y permite vislumbrar el
camino que se tomara para dar inicia a su resolucion” (alumna encuestado de 2°

afio del profesorado).

Puede decirse que aunque los alumnos encuestados respondan que son de gran
utilidad, las figuras de analisis, en la resolucion de problemas, es un hacer muy
personal, y que tal vez una figura de analisis confeccionada por una persona no
pueda ser utilizada o comprendida por otra quien se enfrenta al mismo problema,
esto se debe a que al elaborar la figura se pone en juego las imagenes mentales
del individuo y se exteriorizan mediante el dibujo o simbolos sobre el mismo. Pero
aun siendo la representacion misma algo tan personal del sujeto que actua frente
al problema puede verse que existen regularidades en las respuestas, tanto de
alumnos como docente. En todos los casos, se deja evidencia que frente a la
lectura del enunciado, se realiza una representacion, en la cual se vuelcan los
datos, se sefialan las incognitas y luego se trabaja sobre los mismos. Estos puntos
estarian tratando de normar una practica institucional, corroborando lo que afirma
Bricefios y Cordero al concebir “a la graficacidn como una practica social donde se
desarrolla estudios a través del ‘uso de las graficas’ en practicas institucionales”
(2008, p.4).

Volviendo al analisis de los resultados obtenidos en la encuesta, aun siendo
alumnos, ellos también hacen referencia al proceso de visualizacion justificando el
uso de las figuras diciendo: “porque esta les permitira visualizar todos los datos
que fueron dados en dicho problema y a partir de alli poder encontrar las distintas

alternativas para resolverlos” (alumna encuestado de 4° afio del profesorado).
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De esta manera se intentd dar registro de las opiniones que tienen dos de los
elementos que participan en el discurso matematico escolar: docentes y alumnos.

A continuaciéon se analizara otro factor del discurso como son los libros de texto.

3. Las figuras de analisis en los libros de textos y otros

Los libros de textos cumplen un rol importante en el discurso matematico escolar,
al respecto Castafieda establece que, entre algunas de sus funciones, son “fuente
de consulta del saber que se estudia, asi como la de organizador en la creacion de
programas de estudio, estructuraciéon de cursos y seminarios” (2006, p.254). Es
asi como el autor habla de dos funciones referidas: una el contenido en si,
mientras que la otra, hace referencia a la organizacién y estructuracion de dichos
contenidos. Por tal motivo, es que se considera importante para la presente
investigacion indagar como se presentan las figuras de analisis en los libros de

textos.

En los trabajos de Puig (2008) y Sifieriz (2002) se hace referencia a las figuras de
analisis o figuras auxiliares como uno de los tres métodos para la resolucion de
problemas con regla y compas, junto al método de dos lugares y figura semejante.
Siendo otro de los componentes que llevo, junto a los aportes de Castafieda, al
analisis de diversos libros de textos escolares o tutoriales on-line, en los cuales
puede encontrarse autores de distintas nacionalidades quienes sugieren la
utilizacion de “figuras de analisis” o “figuras auxiliares” en la resolucion de

problemas matematicos.

En el siguiente cuadro, se resumen los datos recogidos en la exploracion de los
textos, para su facil lectura se han tomado como referencia ademas del o los
autores, el titulo, afo y pais de pertenencia de la obra. Asi como también, se ha
confeccionado una clasificacién de los textos segun sean: tutoriales on-line, libro
de textos escolares, libros de didactica u otros, como pueden ser programas o

evaluaciones, en el caso de los textos escolares se ha detallado el nivel educativo
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para el cual estan destinados y la materia pues algunos no pertenecen al area de

matematica. El orden dado en el cuadro es arbitrario.

Clase
de
texto

Autor/es T

tulo

Ao
y Pais

Observacioén

Tutorial on-line
Matematica

Escuela
Agrotécnica

Una aventura
matematica:
El teorema de
Pitagoras

2005
Argentina

En el apartado referido a las aplicaciones del
teorema de Pitagoras, antes de presentar un
problema se sugiere:

“Cuando un problema indica una figura
geométrica, es recomendable dibujar .A esa
representacion grafica se la llama figura de
analisis. Conviene, asimismo volcar en ella los
datos e incognitas y nombrar ademas, los datos
y vértices que fuesen necesarios. A partir de
este dibujo resulta mas sencillo elaborar un plan
para organizar la resolucion.” Y en la resolucion
del problema, se enumeran una serie de pasos
pudiendo leerse en el segundo item la siguiente
recomendacion: “Hacer una figura de analisis y
elaborar un plan”.

Tutorial on-line
Matematica

Fuxman J.y
Laplagne, S.

Curso
Interactivo de
Geometria,
con el Cabri

2000
Argentina

A pesar de ser una pagina sobre construcciones
geomeétricas a partir del empleo de un software
especifico, en el nivel avanzado se presenta el
siguiente problema “Construir el triangulo ABC
sabiendo que BAC = 60° y que el perimetro del
triangulo es igual a 4 veces la altura desde A” y
contindan explicando los autores que la forma
de pensar el problema antes de pasar a la
utilizacion de la computadora es: “La idea aca,
es colocar los tres lados del triangulo sobre una
recta y ver que podemos obtener de ello.
Hagamos, entonces, una figura de analisis”.

Texto escolar
Matematica
Nivel: superior

Cobos, C.,
Cobos, C.,
Rodriguez,
A.y Salinas,
J.

Geometria
para
ingenieros

2001
Espafia

“Utilizaremos como figura de analisis la
determinacion de la interseccién del cono y el
cilindro (...)” (p. 297), aunque esta referencia se
establece al determinar los puntos notables de
la interseccion y no en la resolucion de
problemas en general.

Texto escolar
Matematica
Nivel: superior

Colo, A.y
Patritti, H.

Congruencia,
homotecia y
semejanza

2008
Uruguay

Puede leerse al comienzo de varias soluciones
de problemas geométricos, frases similares a la
siguiente: “consideremos la figura de analisis
indicada donde suponemos el problema
resuelto” (p. 116).
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En este tutorial puede leerse ante la resolucion

2 Mlsgilzr;eas de un problema referido a vectores cuyos
:fl; :% interactivo de 2001 extremos se encuentran en la superfic’:ic_e _de una
5 5| Fuxman,J. | matematica: Argentina esfera: “Hagamos una figura de andlisis para
5 ® Clase 6 - comprender mejor lo que vamos a hacer,
E = Vectores y aunque desgraciadamente no podemos hacerlo
geometria. en 3D (...)".
Al trabajarse en el capitulo N° 3, referido a
geometria métrica, los temas de rectas
tangentes, los autores recomiendan a la hora de
- Dibujo técnico realizar una construccion:
£ 8 .o| Rendon, A, 20 “Lo que, naturalmente, obliga a elegir y trazar
g § E Banegas, R. (Bachillerato) 2004 una figura de a_nélisis‘ previa, si,tuando en ellg los
gg = | Quintana, J. Cuaderno de Espafia datos necesarios y voI_cando s_obre la misma
£32 ' actividades 2 cuantos contenidos tedricos se piensen, a priori,
A% que contribuira a la solucionar el problema” (p.
33).
También anaden que esta figura de analisis
permitira estudiar la cantidad de posibles
soluciones al problema planteado.
En este texto se presentan problemas junto a su
correspondiente figura de analisis para que el
alumno los resuelva, en todos estos casos el
trabajo de interpretacién del problema por parte
s 5 del alumno ya se encuentra resuelto al dar el
‘—g § g Universidad Matematica dibujo con I_os_, datos y su mcégnlt?._Por ejemplo,
§ 22 Nacional de ingreso Afio: n.d. | €N un ejercicio _reIaC|o_nado con f@c_a se puede
2 € = | Mar del Plata Funcion Argentina | |eer: “en la siguiente figura de analisis, tenemos
522 polinémica una lente (una lupa es una lente, y es comun
=z quemar papel por la concentracion de los rayos
del sol con la lupa), se pueden determinar dos
focos f y f* son simétricos respecto del centro de
la lente (punto 0)” (p. 16), donde puede notarse
que también se fija la simbologia a utilizar.
El autor hace referencia a un método llamado
“transformacion de figuras”, utilizado en lo que
55 denomir)a “la moderna geometri‘?”. Explicando
38 é Introduccion a e_ste método, el autor propone transfor[nar’ Ig
2e = | Echegaray, |- geometria 1868 figura propuesta en otre_l, en Ig que sea mas facil
o9 .. J. : Espafia | que en aquella determinar ciertas relaciones, y
532 superior pasar de esta segunda figura auxiliar a la
kz primitiva” (p. 36) y continua afirmando que este
método es eficaz cuando debe estudiarse la
proyeccioén de las conicas.
= 5 En unos de los problemas resueltos en este
385 Engler, A., Matemaética libro, las autoras presentan un dibujo que es
%g % Vl:gﬂo!:?(re’r?.é Basica. 2002 acompafiado por la sigujente leyenda
28 yHeckIein,. Volumen 1 | Argentina | “realizando un figura Qe,anéllms de la caba_rja
|E_§§§ M. Funciones (... (p. 143) y contindan con la resolucién

algebraica del problema.
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. Matematica
c_g g2 para el “Hagamos primero una figura de anéli;is y
S5 "5& Fernandez, | Ingreso 007 | demos nombre a los elementos de esa figura”
e € @ | E., Moretto, | (ingresoala Argentina (p. 264), es asi como comienza la solucion a un
$Toe| G.etal Universidad problema en el cual debe calcularse el perimetro
Q=2 Nacional del de un rectangulo.
Litoral
“7) a) Escribe la definicibn de semirrecta
(puedes usar una figura de analisis para
ayudarte)
8) a) Escribe la definicion de segmento (puedes
usar una figura de andlisis para ayudarte)” (p. 1).
Matematica - Aunque en ambos casos se solicita una
S go Cuarto afio definicion de un concepto  geométrico,
8 = E rfjirecéf(')?en Ao g, |iQuaimente se sugiere utilizar una figura de
g g —| Fuster, T. P e‘;critos y Uméuéy' analisis que _pgrmita la _\{isualizacién del
X g g pruebas concepto a _dgﬂmr. La cuestion es saber que
F=Z semestrales clase de definicion espera el autor si se parte de
un dibujo de la figura, por ejemplo en el caso del
segmento, ¢ una grafica del mismo permite llegar
abstraer una definicion como que el segmento
es el conjunto de puntos determinados por la
interseccion de dos semirrectas de igual
direccién pero sentido opuesto?
En las soluciones de varios problemas de
construccion de un dibujo técnico se hace mencion a
595 las _ figuras auxiliares para ubif:a_r determinadas
SE g . ' Ejercicios de posiciones de los elementos g.eometrlcos. Se detallan
223 Mira, J. y Gomis, | dibujo técnico 1993 dos frase§ a modolc_ie ejemplo: _
gL J. sistemas de Espafia | “En una figura auxiliar se ha obtenido tres segmentos
522 representacion (...) con los cuales se ha construido un triangulo” (p.6
“para materializar este proceso, en una figura auxiliar,
se ha dibujado el triangulo (...)” (p. 216).
En uno de los ejercicios referidos a la construccion de
8 circunferencias tangentes se menciona “tratar de
E Roanes, E. y Nue\,?s prever aproximadamente Ia_ situacién de las figuras
ke Roanes. E. tecnolog|a§ en 1994 auxmares_’qL,!e van apareciendo en el proceso de
o ' geometria Espafia | construccion” (p. 74). Puede verse que durante la
}:g construccion que se realiza utilizando un software se
= recomienda estas figuras auxiliares para reducirlo a
problemas ya resueltos.
o ®O Es interesante ver como a pesar de ser muy Uutiles las
$%= 8| Hogar Escuela Reg'amle(;‘tcl’ figuras de analisis en este reglamento se ha detallado
(_% £ f “Maria Benita int%erggfgi; de Arsggﬁna entre los criterios de evaluacion que “No se
2w 2 Arias” matematica aceptaran como validas: Justificaciones hechas con
x=Z mediciones sobre la figura de analisis” (p. 2).
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Al demostrar geométricamente a partir del céalculo del
area de rectangulos el desarrollo algebraico del
cuadrado de un binomio, las autoras afirman que

—
o « . P
% 8 5 para probar deductivamente este teorema [del area
D8 e Quintero, A. y . 1994 del rectangulo] debemos acudir a la siguiente figura
o £ = Geometria . - . .,
o8g Costas, N. Puerto Rico | guxiliar que facilita grandemente la comprension de
© . ”
$== todo el proceso deductivo” (p. 236). Luego al
L=z L 9
demostrar el teorema de Pitagoras, también se
recurre a una figura auxiliar y se sigue un proceso
deductivo similar al mencionado en el primer caso.
G @ .0 . En dos ejercicios donde se solicita el calculo de los
° 8 Mat 1
8= E a_l?gsgga ' angulos interiores o exteriores de triangulos donde se
g g = Liceo N° 4 précticJO' Argentina | dan dos datos se puede leer entre los items, antes de
£5 2 funciones enunciar lo que se debe calcular se detalla “Hacé
L=z figura de analisis del triangulo (...)” (p. 37).
© Aunque el dibujo técnico tiene como objetivo realizar
B o ° graficos precisos como se plantea en el texto,
o O .= .y o .. . . .
S S Dibuio técnico | también puede leerse la utilizacion de dibujos simples
(&) . . o . . .
88 €| Universidadde |- UJoytleIcnlco 1997 | utilizados como una técnica para llegar a realizar el
g %§ Extremadura Espaiia | dibujo solicitado, “(...) aplicando las distintas
932 estrategias de resolucion de problemas (figura de
g analisis, justificacion de los pasos, considerar el
o ejercicio resuelto, etc.)” (p. 209).
“(...) como cuando realizamos una figura de analisis
que nos permite encontrar las relaciones necesarias
o Iniciacion al para una construccion. A este tipo de tratamiento se
S estudio le da el nombre de analisis” (p. 47), proceso que se
~_§ Sessa, C. didactico del 2005 opone al tratamiento por sintesis donde se procede
S Algebra. ' de los datos a las incognitas a revelar en el problema.
., Argentina . . T .
£ Origenes y En cambio las figuras de analisis explica la autora son
C perspectivas de analisis pues los datos e incognitas estan ambas
presentes en el mismo momento al igual que en una
ecuacion, si se refiere al algebra en lugar de la
geometria.
5o o Al iniciar las actividades integradoras, casi al final del
< g3 | Direccion Gral. » libro, los autores mencionan entre las sugerencia
o= 0 De Cultura Matemética 7
?Q°C £ ra y : 2006 para trabajar en matematica, las siguientes: “Leéla
© £ = | Educacion. Gob. | Cuaderno de A . . ; )
085 S c O NO rgentina | atentamente. Tratd de explicarla con tus propias
< & & | Delaprovinciade | trabajo N°1 ; . e ;
B =Z | Buenos Aires. palabras y usa tablas, diagramas o graficos, si te

resulta necesario” (p. 143)
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En un problema donde se pide calcular la distancia al
horizonte, los autores aclaran “aqui no disponemos

o Estudiar de ningun método material para efectuar
S matematicas: concretamente la medicién y deberemos recurrir a un
§ Chevallard, Y., El eslabon 1997 ‘moc_ielo gréfiqo’ de |la s!tuaciér_l” y contindan
= Bosch, M.y perdido entre Espafia explicando haciendo referencia precisa del problema
2 Gascon, J. la ensefianza y a resolver, “la Tierra sera ‘un circulo’ (considerando
@ el aprendizaje un corte transversal), el observador estara en lo alto
del circulo (...)", para luego resolver el problema
detallando “Hagamos una figura en un trozo de papel
tranzando (...)" (p. 50).
En el prélogo de este libro puede leerse el siguiente
5 o cpmentari_o: “Me he permitido también no ir)troducir
387 Algebra Lineal ninguna figura en el texto (...). E_s deseable liberar al
2eE Dieudonné. J. Geometria 1964 a}Iumno CL_lanto antes d_e la camisa de fuerza_de las
- , y »
fe % © Elemental figuras (C|tadq por Donlez,’2000a, p. 9): Este libro _de
'§§ = texto es un ejemplo de cémo el espiritu algebraico
oscurecié el trabajo geométrico, como concebir un
libro de geometria sin ningun grafico.
Didactica del Es importante destaca'lr las recomende_lcion(_as que da
g analisis, la el autor en este modulo para la licenciatura de
‘_g? g2 geometria y la Matemétlga de la Universidad de Valencia: “si no
S5 g probabilidad y 2008-09 sabes cdmo empezar a resolver el problema
=] .. . .y .
g g @ | Gutiérrez, A. la estadistica Espafia [construccion de un trapecio dados los dos lados
X ® © dela paralelos], usa la siguiente sugerencia: - Dibuja a la
es2 ensenanza derecha la figura solucién, es decir un trapecio con
secundaria. los nombres de los lados (...)" (p. 8).
Geometria
o Haciendo el autor referencia a los pasos a tener en
S cuenta en el procedimiento de un problema
§ ¢ Cémo 2000 matematico, en el tercer punto, presenta: “Dibuja a tu
5 de Guzman, M. trabajar en Chile modo. Repite a tu modo las gréaficas, imagenes vy
*;(3 Matematicas? esquemas que el texto te va proporcionando. Hazte
© tu mismo las que te puedan ayudar a dominar lo que
lees” (p. 1).
El autor expone un problema en donde se debe
establecer si las areas de dos triangulos
determinados por las diagonales de un trapecio son
iguales. En el libro se presentan dos figuras, en un
principio, un caso particular de un trapecio isésceles,
8 y donde la respuesta es “facil de identificar”, pero en
B Iniciacion al un segundo caso se presenta un trapecio escaleno y
§ ltzcovich. H. ~ estudio 2005 al rt_agpec_to se menciona_ que “(...) la figura de
o ’ didactico de la | Argentina | gnalisis bien podria ‘sugerirles’ a algunos alumnos
% geometria que las areas son diferentes” (p. 57).
|_

En otro problema vuelve a recomendar una figura de
analisis aunque afirma que “(...) la figura de analisis
no es suficiente para resolver el problema” (p. 57) y
agrega “una figura de analisis ayuda a comprender
un poco mejor qué relaciones estan establecidas, y
cuales hay que demostrar” (p. 58).
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Texto escolar

Matematica
Nivel: medio (adultos)

Ministerio de
Educacion de
la Nacion

Matematica 6

Afo: n.d.
Argentina

Para trabajar el tema de resolucion de triangulos
rectangulos, se sefala antes de iniciar con las
actividades: “es necesario hacer una figura de
analisis que nos permita visualizar la situacion
que se esta considerando. Por ello le
proponemos que al resolver los siguientes
problemas comience por hacer la representacion
grafica de cada uno de ellos” (p. 55). Enumera
una serie de ejercicios referidos al teorema de
Pitagoras y entre uno de ellos se presenta una
situacion mediante un dibujo (o representacion
pictografica) pero utiliza el término “dibujo” pues
no es una figura de analisis ya que con la
definicibn que se ha dado en este trabajo de
investigacién, en dicho dibujo no se vuelca
ningun dato o incoégnita, como ocurre en paginas
mas adelante donde si se presenta otro dibujo
pero utilizando el término “figura de analisis”.

2 /Cudntos metras debe caminar un chica para recuperar su ba- “
rrilete que cayd verticalmente al suelo desde la posicion sefia- (‘

lada por el dibujo?

Para poder analizar mejor el problema conviene hacer una figura de

arialisis:

12 em

(p. 87)
Pero esta diferencia es bien marcada en el

recorrido de las actividades porque luego en la
actividad 29 se establece “En este caso como
en el anterior usted no esta haciendo una figura
de analisis. Esta dibujando en escala para poder
medir una longitud que desconoce” (p. 93) y sélo
puede observarse un triangulo rectangulo donde
Unicamente esta indicado el angulo recto.

150




Capitulo 5
Las figuras de andlisis en el discurso matematico escolar

Pruebas de En este examen de la materia dibujo técnico se
acceso a los presenta una serie de problemas y su
c 8 estudiantes resolucién. En la explicacion de la solucién de
O C . . universitarios t ;2 d drad bai iert
S 8 | Universidad de los 2001 una construccion de un cuadrado bajo ciertas
3*5 Complutense alumnos de | Espana condiciones comienza diciendo “imaginada la
W = . e q g e
=3 de Madrid Bachillerato solucién en una flg”ura de analisis, puede
a) Logse. observarse que (...)” (p. 9) y continua la
Materia explicacion de todo el procedimiento para llegar
Dibujo técnico a dibujar el cuadrado indicado.
Se plantea una serie de reglas metodologicas
para docentes y alumnos para llegar a la
correcta resolucion de de ejercicios de
fundamentacion y demostracion de Conceptos
matematicos. Estas reglas heuristicas y sus
correspondientes impulsos se presentan en un
cuadro que las vincula
[ IMPULSOS HEURISTICOS T REGLAS
FASE 1: DE ORIENTACION
Lean vanias veces el enunciado Conocer la incognita, los datos y las
que los
Determinen lo dada” y "o buscade” datos
+Es la condicson suficiente para
determinar la incég nita? _
iensen sl os una Conf una figura de analisis
representacién grafica
Introduzean notaciones adecuadas
El estudlo de Qué letra designaria la incégnita?
é IOS Con(’:eptos 5 nntalgifn;eessl‘immducidasldu e ? exEIreslénI:g‘:lti:E::t:"a
k) Castillo. L E:;Z?::;gs' 2006 |Mas las figuras de analisis no soélo tienen su
2 r apren dizajey Colombia |importancia en esta primera fase “de
2 enla orientacién” sino que en una segunda fase
@ educacién denominada “_de elaboracion” se sigue dando
tecnologica forma a esta figura, como puede observarse en
la siguiente cuadro
FASE 2: DE ELABORACION
& Conocen algun problema semejante? |Recordar un problema conocido de
estructura analoga
4 Fueden enunciar el problema de otra
£ Que formutas c::omcae;'nus para llegar a Recordar teoremas del dominio
fa 7 matematico correspondiente.
¢ Han empleado todos Ios datos? Analizar datos y lesiss
¢ Han tenido en cuenta todas las
Condiciones?
Compare la lesis con |a farmula
<En cudles elementos se
diferencian?
Es necesano Introducir elementos. Completar a figura por medio de
auxiliares en la figura? construcciones auxiliares.
(p. 13).
Programa de .,
9 preparacion La recom_end_gmon presente en este documfanto
95 Garcia. J nacional para de capacitacion para profesores de matematica
5 R(i;?ilaﬁeé‘ profesores de | .~ |€s “En muchas ocasiones el alumno no es
© 5 E Legl M. Matematicade | ., |capaz de interpretar un problema geometrico si
£ § "ot al | laEducacion no se le da la figura o no es capaz de hacer una
o Per”T'YerS_"ta” figura genérica o incorpora informacién no dada
a ay lecnico a partir de la figura” (p. 13).
Profesional P 9 (p )
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Aunque no se hace mencién a la utilidad o se da

ejemplos son “Observando el dibujo tenemos
que PO = P'O (...)” (p. 186) o “Atendiendo al
dibujo, prolonguemos AP (...)” (p. 192).

2 alguna definicion de una figura de analisis,
§ puede encontrarse en este libro que en las
© Goémez. J Matematicas. demostraciones de los teoremas se apoyan en
o Garcia, F., | Frofesores de E200§ figuras de analisis, aunque el término utilizado
& | Pina, et al | Cnsefianza sPana | no es este sino simplemente dibujo. Algunos
o Secundaria

i)

x

o

'_

Cuadro 3: Resultados del relevamiento de textos escolares

En el cuadro anterior puede observarse que las figuras de analisis o figuras
auxiliares no solo estan presentes en textos referidos a matematica sino también
por ejemplo se indican varios casos de su presencia en libros referidos a dibujo
técnico, esto no es algo azaroso pues para la confeccion de determinadas
construcciones de esta materia se requiere gran conocimiento de los conceptos
geométricos como puede ser el trazado de rectas tangentes a una circunferencia,

por ejemplo.

Si se analiza cronolégicamente se puede observar que el abanico de libros
consultados cubren una margen de afios comprendidos entre el 1868 a 2008, una
amplia gama, pudiendo asi descartar que el concepto de “figura de analisis” no es
algo reciente en las aulas. Ademas otro punto importante para destacar es la
variabilidad de las nacionalidades de los materiales consultados que comprenden
los paises de Argentina, Colombia, Cuba, Espafa, Puerto Rico y Uruguay, lo que
muestra que las figuras de analisis no son un objeto perteneciente a un grupo

restringido de docentes de una determinada cultura.

En el caso de los textos referidos a la didactica de la geometria en todos ellos, los
autores recomiendas ensefar a los alumnos un proceso para la exitosa resolucion
e incluido en este proceso heuristico se encuentra una forma grafica de ordenar y
organizar los datos dados y las incdgnitas para poderlas relacionar y hallar asi la
solucion. Coincidiendo los datos recogidos en los libros de textos con los procesos
heuristicas detallados en el capitulo cuarto de esta investigacion. Lo que intentan

hacer implicitamente los autores de los libros referidos a la didactica de la
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matematica, al dar indicaciones para la construccion y uso de figuras de analisis,

es normar el uso de ellas al momento de resolver un problema.

Otro punto importante para destacar, es que en varios libros, en especial en los de
textos escolares, se recomienda o se menciona el uso de dichas figuras pero en
ninguno de ellos existe un apartado donde se mencione una definicion o una

explicacion de la importancia de su uso o den explicacién a su razén de ser.

Otro punto, a destacar en este analisis, es que ya sea al utilizar solo regla y
compas o con el empleo de nuevas tecnologias como software especificos de
geometria, como puede ser el Cabri, en ambos casos por igual se recomienda el
empleo de figuras de analisis para la buena interpretacion de los datos dados,
antes de realizar la construccion ya sea en un papel o en la pantalla a través del
uso del software. Es decir, la figura de analisis no esta asociada a la tecnologia a

utilizar sino que es parte del mismo proceso de resolucion.

4. Conclusiones

El objetivo de este capitulo fue presentar distintos elementos del discurso
matematico escolar para interpretar como se encuentran presentes las figuras de
analisis dentro del aula, ya sea a través de casos puntuales, de encuestas
realizadas tanto a docente como asi también a alumnos de la carrera del

profesorado de matematica, entre otros.

Otro factor analizado fue los libros de textos escolares, libros de didactica de la
matematica y otros, con el fin de responder ;cdmo surge el uso de las figuras de
analisis en el ambito escolar?, o si el uso de las figuras de analisis en geometria,
¢es comprendido por los estudiantes como necesario y util o como algo impuesto

por el discurso matematico escolar?

A la segunda pregunta planteada puede responderse que los alumnos les asignan,
a las figuras de analisis, un papel importante y muy util en la resolucién.

Respuesta que coincide con la lectura de los libros de textos, donde se
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recomienda y sugiere el realizar una figura de analisis antes de iniciar la resolucién

del problema, ya sea en textos propios de geometria, matematica o dibujo.

Pero intentando dar una respuesta completa a qué factores influyen en el uso
que se da a las figuras de analisis en las clases de geometria?, en el siguiente
capitulo se presentaran casos en donde se emplean figuras de analisis pero en
escenarios no académicos. El hilo de investigacion del presente trabajo fue: en
principio un analisis de las figuras de analisis en diversas culturas a través del
tiempo, para dar con el analisis actual de las figuras en escenarios escolares para

finalizar con el estudio de figuras realizadas en ambitos no escolares.
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Capitulo 6

Las figuras de analisis en escenarios no

académicos

En el presente capitulo se presentaran casos que dan muestra del empleo de
figuras de analisis en escenarios no académicos. Muchos de estos escenarios
relacionados con distintas labores, en los cuales los individuos realizan dibujos
que sirven de analisis de una determinada situacién, por lo tanto dichos dibujos
pueden clasificarse como figuras de analisis, pues no se trata, en su mayoria, de
representaciones pictéricas a pesar de estar asociados a situaciones puntuales de

la vida cotidiana.

En diversas situaciones los individuos se enfrentan a una explicacién que viene
acompanada de una representacion que favorece la interpretacion de lo narrado,
como puede ser los manuales de distintos artefactos electrénicos, como se
observa en la figura 72, donde se explica mediante un dibujo la forma en que
debe conectarse un modem para su instalacién. Pero estas imagenes no pueden
considerarse figuras de analisis pues no son realizadas por el sujeto que se
enfrenta al problema de instalacion del artefacto, pero es importante destacar
estos ejemplos porque ponen en evidencia el rol que juega la visualizacién frente
a lo que puede ser un problema. Este tipo de dibujos estd asociado con las
representaciones pictéricas, en la clasificacion que dan Hegarty y Kozhevnikov
(en Ferrero, 2009).
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Figura 72: Esquema de conexion de un modem?>?

En el siguiente capitulo se presentan algunos ejemplos de figuras de analisis,
realizadas por las personas que se enfrenta a distintos problemas que no se
encuentran enmarcados dentro de una clase de matematica, sino en situaciones

cotidianas, muchas de ellas realizadas en su quehacer laboral.

1. El empleo de figuras al momento de estudiar

Es cierto que este caso, en particular, no se aleja mucho de los escenarios
académicos, pues esta asociado a la accion de estudiar y a las técnicas que cada
uno construye para el mejor rendimiento de su estudio. Vale destacar dos puntos
al respecto: por un lado, las figuras de analisis aqui citadas, no surgen entro del
aula o para resolver un problema planteado por el docente, sino que es el propio
individuo quién decide realizar las figuras como parte de la técnica propia de
estudio, que como se vera a continuacion, no la favorecié del todo; y en segundo
lugar, la especialidad de la materia de estudio no se encuentra relacionada con el

area de matematica.

1. 1. Presentacion del caso

Estos dibujos surgen en una conversacion con una médica psiquiatra mientras me
explicaba sus técnicas para estudiar al comenzar su carrera universitaria. En
medio de la conversacion realizé los dibujos que pueden observarse en las figuras
73y 74.

Ellos responden a la idea de figura de analisis empleada en esta investigacion,
pues no tienen una precision en su construccion y sirven para volcar los datos y
analizarlos para resolver el problema, en este caso en particular, el problema

consistia en elaborar una técnica propia y eficaz para el estudio universitario, mas

33 Imagen tomada del Manual del Usuario de ZXDSL 831/831B/83111/831BIL
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precisamente, que permitiera registrar la ubicacion de los 6rganos en el cuerpo
humano. Cuando la medica realizd6 el diagrama A (figura 73), fue para
ejemplificarme la técnica que llevaba a cabo para estudiar, la cual consistia en
realizar un dibujo que no se correspondia con los que ella observaba en los libros
de texto, y a modo de ejemplo realizé el diagrama B (figura 74) que coincidia con
la posicion del corazdn en el cuerpo humano como puede verse en la figura 75,
ejemplo de como se representa habitualmente. Para su mayor claridad se ha
decido incluir la figura 76, tomada de un libro de anatomia humana para comparar

estas dos ultimas imagenes.

ndicaciones

— -~

Figura 73: Diagrama A Figura 74: Diagrama B,

estudio de anatomia boceto de anatomia
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glindula troides
grieria egratida primitive

tronco braguto .
cefdlico (arterial ]

aurricula derecha

pericardip
seccionada
corazon

Figura 75: Ubicacion del corazén en el cuerpo humano *

Frente a dichos diagramas se realiz6 luego una entrevista para interpretar con
profundidad que factores llevaban a realizar un dibujo que no se correspondia con
el que se presentan en los libros de textos de anatomia. A continuacion se copian

algunos fragmentos de la entrevista para su interpretacion.

1. 2. Entrevista y comentarios

A continuacién se transcriben algunos de los fragmentos de la entrevista
semiestructurada llevada a cabo a la médica psiquiatra, realizada luego de tener
las dos figuras ya detalladas. La entrevista completa puede encontrarse en el

anexo 2 del presente trabajo.

E. (Entrevistador): ;Por qué realizaba un dibujo tan distinto del que
aparecia en los libros de textos? ¢;Qué la llevo a realizar algo tan

diferente?

M.P. (Médica psiquiatra): Se me ocurri6 un método para acordarme

qué organos estaban a la derecha y qué cosa estaba a la izquierda. (...)

34 Imagen tomada de Dembo, A. (1938). Curso de anatomia y fisiologia. Estudio del cuerpo humano. Buenos Aires,
Argentina: Cesarini Hnos. Editores.
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Es que lo que esta en el cuerpo humano a la izquierda, en el dibujo que

realizaba también esta a la izquierda (del lector).

Puede notarse en este fragmento que las figuras de analisis surgen como parte de
un método propio para registrar con mayor rapidez y precision la ubicaciéon de los
organos en el cuerpo humano. El problema podria ser el memorizar la posicion los
distintos 6rganos y frente a tal problema, la estudiante de medicina elabora un
propio proceso, que como se vio en el cuarto capitulo donde distintos autores, en
el proceso heuristico sugieren crear una figura auxiliar o de analisis como uno de
los primeros pasos al enfrentarse a un problema. En este caso, nos encontramos
con figuras resueltas fuera de la clase de geometria o de matematica, donde su
origen esta dado por las propias necesidades del sujeto y no vienen sugeridas del
exterior (libros de textos o docentes). Con respecto a las dificultades de un

entorno distinto a las propias construcciones la entrevistada responde:

E.: Pero todo parece muy confuso, ¢se le presentaron dificultades por

variar lo que convencionalmente aparecia en los libros de textos?

M.P.: Si (responde con mucho énfasis). Mas adelante acepté a
regafiadientes que el criterio del libro era mas conveniente, que mi

dibujo.

E.: ;Podria precisar mas detalladamente cuéles fueron las dificultades

que le ocasionaron los dibujos que confeccionaba para estudiar?

M.P.: Si, el tema es que se iba complejizando la materia (anatomia), y
cada vez, habia mas graficos y era preferible aceptar la convencion de

dibujarlo enfrente de uno.

Puede verse que sus propias figuras de analisis, dibujos como lo llama ella, solo
produjeron dificultades en lugar de facilitar la compresién, tantas fueron las
dificultades que se acepta lo impuesto por el medio, por su entorno conformado

por los docentes de la catedra y los libros de textos. Ella habla de “convencion”,
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nosotros podriamos ampliar el término diciendo que sus dibujos no respondian a

las normas de graficacion empleadas y referidas a la materia anatomia.
Al preguntarle por las figuras de analisis las define como:

M.P.: Es un grafico o dibujo que da cuenta de un proceso abstracto,

otorgandole “figurabilidad”.

E.: ;A qué se refiere con la palabra “figuralidad”? ;Podria explicar el

término?

M.P.: Colocar una imagen para ejemplificar un concepto abstracto, y

hacerlo mas asequible.

En su primera respuesta relaciona las figuras de analisis con conceptos
abstractos aunque el ejemplo sea de algo concreto pero poco visible por lo tanto

se continua la entrevista relacionandolas con su labor.

M.P.: Si que las uso (...). Mas o menos, en un cincuenta por ciento de

las cosas que debo explicar.
E.: Pero ;cuando con mayor frecuencia?

M.P.: Cuando se me ocurre alguna manera de graficarlo, que ayude a

figurarse mejor un concepto abstracto.

Como en la explicacion se continua con la idea de representar solo conceptos
abstractos, que seria correcto si uno trabaja con conceptos geométricos puros,
pero si realiza una aplicacion a una situacion real la representacion seria sobre
algo concreto, por tal motivo se retoma el ejemplo de la ubicacién del corazén que

es un hecho concreto.

E.: Pero en el caso de su primer ejemplo la ubicacion del corazon no es

un concepto abstracto, ;qué entiende por “concepto abstracto”?

161



M.P.: Razonamientos que ayudan a entender procesos fisicos o
psiquicos que no se pueden ver ni tocar. Son solo razonamientos, pero

al graficarlos, se vuelve algo mas familiar, que permite su aprehension.

Asi se comprende que lo que la entrevistada entendia por la palabra “abstracto
no era el mismo significado que se le puede dar al mundo de las ideas del cual
hablaba Platdén sino que se referia abstracto al razonamiento que se realiza sobre
la figura, sin importar si ésta representaba una idea o un objeto, sino que hace
alusién a las representaciones mentales del sujeto. Al respecto aporta una mirada

desde su profesion:

M.P.: Me resultan muy utiles a la hora de entender mecanismos
complejos. (...) En el mecanismo de la idealizacion: se le atribuyen al
objeto idealizado cualidades extraordinarias, que en realidad provienen
del yo ideal del sujeto. Este queda con su libido objetal disminuida y el
objeto idealizado, queda engrandecido a sus ojos. El sujeto esta
convencido de que el poder se irradia desde el objeto idealizado cuando
en realidad las cualidades le son propias, y él las ha proyectado en el
objeto. Como el objeto esta en posesion de “sus” cualidades, el sujeto lo
necesita cerca, ya que de alejarse se ‘llevaria consigo” todo la libido

objetal depositada en él.
E.: ;Como se relaciona su profesion con las figuras?

M.P.: Estos complejos mecanismos, se pueden entender rapidamente,
si uno dibuja al sujeto, con sus cargas libidinales, al objeto a ser
idealizado, recibiendo las mismas, y las flechitas que van de uno al
otro..., también se puede dibujar, como en una historieta, en un
segundo cuadro, al sujeto idealizado agrandado, y al otro achicando

que lo mira con ojos tristes...

En otro momento de la entrevista, se retoma el concepto de abstraccion cuando

se entiende que las figuras de analisis son una materializacion de una situacion
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(en forma pictografica o esquematica), al preguntarle como es la forma en que

asocia a estas representaciones con un proceso abstracto, responde:

M.P.: Seria como ponerle alguna figura concreta, (una carita, una
flecha, un dibujo alusivo), a algo que no la tiene , como para poder
“operar” mentalmente con ese concepto, sin que se “escape” de la

mente, por dificultad para imaginar nada en relacion a él.
Cuando se le pregunta por la naturaleza de las figuras de analisis responde:

M.P.: Algunas surgen de la propia imaginacion y otras son aportadas

por diversos autores.

E.: Cuando habla de autores, ;esta pensado en el ejemplo de los

diagramas de inicio?

M.P.: Si, porque en algunos textos hay graficos y muchos docentes

usan las propias. (...)

Tiene como origen la necesidad de transmitir de forma clara, concreta,
e incluso ludica mecanismos, situaciones o razonamientos no muy
sencillos de explicar, o a personas que necesiten otro tipo de

acercamiento a dichos temas, que no es el modo convencional.

M.P.: Cualquier proceso o mecanismo, ya sea concreto o abstracto,
puede verse beneficiado por un grafico o expresion grafica, con el

objetivo de poder ser aprehendido, o transmitido.

Como la entrevistada también ejerci6 como maestra en una escuela rural se
intentré indagar si su vision se encuentra influenciada por su rol docente, anterior

a su carrera de medicina.

E.: (...) ;empleaba con sus alumnos figura de analisis?
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M.P.: Si... (...) Muchas veces como factor motivador al principio de la
clase, para despertar su curiosidad o interés. Y otras veces como
herramienta para graficar una situacion problematica, por ejemplo si
habia que calcular cuantos chicos iban en total, en 12 micros con 20
chicos cada uno, dibujabamos los 12 micros y a los 20 chicos adentro.
(...) porque los nifios tienen pensamiento concreto, la abstraccion la van
alcanzando al adquirir cierta madurez, por lo tanto consideraba que era
mas facil, “ver” los micros, que imaginarlos. También para evitar que los

chicos se pregunten “este problema es de “Por” o de “qué”.

Puede deducirse del comentario que las figuras de analisis favorecen a los
alumnos el razonamiento abstracto, pudiendo “ver”, en la situacién representada
los datos del problema y a partir de ellos poder operar con ellos o deducir

conclusiones que permitan llegar al resultado final.

Con el presente caso pudo verse que las figuras de analisis no surgen unicamente
al momento de elaborar un plan para resolver un problema matematico, sino que
son un soporte a la hora de exteriorizar una representacion mental o construirla,
como es el caso de la técnica de estudio llevada a cabo por esta médica, la cual
no pudo mantenerse en el tiempo por no cumplir con ciertas reglas establecida

por el grupo social al cual ella intentaba pertenecer.

2. Uso de las figuras de analisis en distintos oficios

A continuacion se analizaran distintas representaciones asociadas a diversos
oficios, sefalando que caracteristicas tienen en cada caso, en particular. Para
este fin se han tomado distintos oficios como son el de tejedora, modista,

albanileria, entre otros.

2.1. Las figuras de analisis al tejer
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Puede observarse a través de las hojas del cuaderno de esta tejedora que en
cada pagina existen varios dibujos realizados a mano alzada con ciertas
irregulares, dibujos que se encuentran acompafiados de una serie de numeros,
como los que pueden verse en las figuras 56 y 57. Para entender mas sobre estos
dibujos se realiz6 una entrevista semiestructurada a la tejedora y a continuacion
se cita algunos fragmentos significativos para la investigacion (a entrevista

completa puede encontrarse en el anexo 3 del presente trabajo).
E.: ;Como aprendio a tejer?

T.: Por lo que me explic6 mi mama pues yo no fui a hacer ningtn curso,

me las ingenié con lo que ella me explicaba. (...)

E.: ;Como fue que aprendio este método para realizar los calculos

como usted los llama?

T.: Por la experiencia de aprender a tejer a mano, porque esa no fue
sacada de ningun libro. Porque hay muchos sistemas, parecidos pero

no iguales.

Como puede verse todo el conocimiento relacionado al tejido fue aprendido en
forma asistematica, dependiendo, mayormente, por la propia experiencia que fue
perfeccionando para poder obrar en su oficio. Oficio que aprendi6 de sus

mayores, en una transmision oral de la cultura.

A continuacion la tejedora explica el procedimiento que realiza al confeccionar las

prendas:

T.: Hay que sacar calculos de acuerdo las medidas, se hace una
muestra de 50 puntos por 50 vueltas, se hace descansar. Luego se
mide 10 cm de largo y 10 cm de alto y en base a la cantidad de puntos y
vueltas que entraron se realiza los calculos con las medidas tomadas de

otro pullover.
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E.: ;Cuales son los calculos que son necesarios realizar, una vez

medidos en la muestra?

T.: Supongamos que la muestra da en 10 cm 20 puntos es 2 puntos por
centimetro y da 30 vueltas son 3 vueltas por centimetro y luego se
multiplica por las medidas necesarias. Es una cuenta de regla de tres

simple.

Puede asi entenderse las relaciones que la tejedora establece entre las medidas
buscadas, las obtenidas en la muestra y los calculos que realiza, al respecto
Perinat establece que “el cuerpo humano es un cuerpo geométrico irregular, con
evidentes diferencias de proporciones y de formas de unos individuos a otros,
pero con las suficientes constantes como para establecer entre ellos ciertos
rasgos comunes. El cuerpo geométrico semejante al cuerpo humano es un
cilindro y, por tanto, el rectangulo correspondiente al desarrollo de este cilindro
podria ser el rectangulo que envolviera al cuerpo humano, con las modificaciones
indispensables para adaptarlo al cuello, brazos y piernas” (citado en Elguero,
2009, pp. 68-69). Esto se cumple tanto para los calculos que confeccionan las

modistas como las tejedoras, en base al cuerpo humano.
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Figura 76: Croquis para un pullover
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A

Figura 77: Croquis para un conjuntito de bebé

Haciendo foco en los dibujos, tema de esta investigacién, los comentarios

recogidos en la entrevista fueron:

T.: Primero hago el dibujo y luego lo completo con los resultados de los
puntos y con las vueltas de las cuentas que hago. (...) Los numeros que
estan ubicados en forma vertical representan las vueltas y los

horizontales los puntos necesarios.

Donde puede notarse que los dibujos sirven de soporte para volcar en ellos el
registro de los puntos y vueltas necesarios para la confeccion de la prenda. Con
respecto a la medida de los dibujos y su confeccidbn se amplia el tema de la

siguiente manera:

E.: Recorriendo el cuaderno puede notarse que todos los dibujos son de
tamafio similares aunque las prendas, al ser para distintas personas,

tienes medidas distintas, ;a qué se debe esto?

T.: Logico, es un croquis para poner los puntos y las vueltas pero no
necesita tener las medidas reales de la prenda. Es un croquis que se
hace. (...)

167



E.: En los dibujos, que usted denominé croquis, ¢es importante si las

lineas son rectas?
T.: Seria mejor por prolijidad pero igual no influye.

E.: En los dibujos, que usted denomind croquis, ¢;es importante si las

lineas son rectas?
T.: Seria mejor por prolijidad pero igual no influye.

Aunque se refiere a los dibujos realizados con el término “croquis”, se podria
afirmar que dichos dibujos no son otra cosa que figuras de analisis realizadas
para volcar en ellas los resultados de los célculos obtenidos para conocer la
cantidad de puntos y vueltas necesarios para confeccionar una determinada
prenda. Donde no es importante la medida y la rigurosidad en la construccion de
dichas representaciones ya que son solo un esquema para dar una idea de la

prenda a confeccionar.

A pesar de ser, estas figuras de analisis, producto de la propia experiencia y no de
una educacion sistematica, la entrevistada da un papel importante a sus estudios

escolares.

E.: ;Podria decir que sus estudios primarios influyeron en este método

para realizar prendas tejidas a medida?

T.: Y si porque sino no podria hacer las cuentas, no podria dividir o
multiplicar para saber donde hay que hacer los ojales o las

disminuciones.

Puede concluir que estos croquis son figuras de analisis confeccionadas y
creadas por la propio sujeto para responder a sus necesidades laborales, que
amoldd los métodos explicados en libros a su propio conocimiento y experiencia

para crear un metodo propio.
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2.2. Las figuras de analisis en la costura

Otro oficio que esta muy relacionado con la geometria del cuerpo humano es el de
las modistas y los sastres, quienes deben realizar calculos distintos al de la
tejedora pues no pueden disminuir las cuentas a la proporcionalidad directa que
existe entre la longitud buscada y la cantidad de puntos o la cantidad de vueltas.
Pero aun siendo distinto el proceso de construccion de los moldes puede
observarse que en su quehacer también confeccionas dibujos borradores de los
moldes donde se vuelcan las medidas necesarias. Para ello se han tomado los
dibujos realizados en la entrevista realizada en las tesis de Elguero (2009) a una

modista.

Figura 78: Explicacion grafica de una modista *

Con respecto a una de las reglas para la construccion de un molde puede verse el
reconocimiento de la simetria del cuerpo humano. “El cuerpo humano esta
compuesto por dos partes simétricas: derecha e izquierda. Esta es la primera
norma a tener en cuenta para el desarrollo del cilindro; es decir, el rectangulo en
el que se van a trazar los patrones es el correspondiente a 1/2 rectangulo del total
del cilindro. Este medio rectangulo abarca desde el centro de la espalda al centro
del delantero, a lo largo de todo el cuerpo” (Perinat, citado en Elguero, 2009, p.
69). Por tal motivo, puede verse, en la figura 58, que solo se confecciona la mitad

del molde que corresponderia al tronco del cuerpo humano.

33 Imagen tomada de Elguero (2009, p.91)

169



Como puede observarse la explicacion grafica dada por la modista coincide con la
idea de figura de analisis y al igual que en el caso de la tejedora, nos encontramos
frente a ejemplos de figuras que son creadas para poder volcar en ellas las
medidas necesarias ya sea para crear un molde o para registrar los puntos o

vueltas, en el caso del tejido.

En el siguiente fragmento de la entrevista llevada a cabo por Elguero en sus tesis,
puede observarse como los calculos realizados para confeccionar una falda con

volados son acompafiados por una figura de analisis:

“H: Para hacer cada volado agrego un 50% mas al volado anterior. Si lo querés
con menos plieques aumentas la tercera parte, por ejemplo... Si el primero mide
un metro veinte, el sequndo mide (en voz alta hace el calculo mental 1,20:3 +1,20)
un metro sesenta” (Elguero, 2009, p.108).
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Figura 79: Dibujo del molde de una falda®

2.3. Las figuras y la albaiiileria

Pero no s6lo se encuentran figuras de analisis en oficios que estan relacionados
con el cuerpo humano, sino en otros que estan relacionados con construcciones.

Por lo tanto, se puede hallar las figuras que realizan albafiles o carpinteros al

36 Imagen tomada de Elguero (2009, p.108)
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tomar las medidas de una futura construccion, volcando en dicho croquis las
medidas y las relaciones que existe entre las partes, pero dicho croquis
responde al concepto de figura de andlisis que se ha trabajado en esta

investigacion.

A modo de ejemplo puede verse en la figura 80, el bosquejo para la construccion
de un toldo fuera de la casa. No pude hablarse de planos de arquitectura porque
en estos dibujos, en primer lugar no se tiene rigurosidad geométrica al
confeccionarlo y no responde a ninguna escala numeérica como ocurre en los

planos. No hay rigurosidad, ni precisién.

Figura 80: Construccion de un toldo ¥’

2.4. Conclusiones sobre las figuras de analisis en los diversos

oficios

Resumiendo lo analizado hasta el momento en este apartado: se han registrado
diferentes oficios que en su labor, pueden encontrarse la confeccion de figuras de
analisis, aun siendo oficios tan diferentes, tienen una caracteristica en comun, en

todos ellos se construye, ya sea una prenda o una pared por ejemplo, y para

37 Imagen tomada de http://www.facilisimo.com/foro/planosyproyectos/c%C3%B3mo-pido-la-licencia-para-un-toldo-
qu%C3%A9-pongo-qu%C3%A9-dibujo_11254.html
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dicha construcciéon se debe tener previamente una visualizacion de los datos
necesarios para que la construccion responda a las necesidades requeridas. Por
tal motivo, es que se han seleccionado estos oficios que a simple vista son tan
diferentes pero como se ha analizado tiene un eje en comun, todos giran en torno

a la construccion.

En este proceso de visualizacién es que se realizan las figuras de analisis para
luego llevarlo a cabo y confeccionar lo buscado. Es decir, el problema a resolver
en todos estos oficios es la construccidén y entre los diferentes pasos realizados,
segun el oficio, en todos ellos, se encuentra la confeccién de un dibujo los mas

simple posible, como decia Descartes, un dibujo lo mas desnudo posible.

Los individuos que poseen un mismo oficio pertenecen a un determinado grupo
social, la comunidad comparte ciertas normas como puede ser el lenguaje o los
graficos. Es decir, aun desarrollando una propia técnica como es el caso de la
tejedora, los graficos realizados por ella, podrian ser interpretados por otra
tejedora y dificilmente comprendidos por alguien que no pertenezca a este grupo
social. Por lo tanto, la graficacién corresponde a una practica social, con sus

propias normas (Cordero Osorio, 2006).

3. Las figuras de analisis en el deporte

Las figuras 81 y 82 son fotos de entrenadores de equipos de futbol y basquet
respectivamente, donde en una pizarra registran una determinada jugada o un

cambio técnico. A continuacion se analizara con profundidad dichas pizarras.

172



Capitulo 6
Las figuras de andlisis en escenarios no académicos

[ WETIET W

EVIiS0S5.COMm

Figura 81: Pizarra de Figura 82: Entrenador de
una jugada de futbol * basquet realizando un diagrama ¥

Sin importar el deporte, puede encontrarse diagramas confeccionados en dichas
pizarras en donde se registran una jugada ya realizada para analizar la estrategia
llevada a cabo o también para que el entrenador mediante el uso de la pizarra
explique una futura jugada. Es decir los dibujos representan una jugada, los

movimientos realizados por los jugadores de cada equipo.

En la siguiente figura puede verse el diagrama realizado sobre un partido de
basquet, mientras que la figura 84 se representan ejercicios para mejorar el tiro
propuesto en una pagina destinada a entrenadores de futbol. En todos ellos hay
elementos en comun, como puede ser la representacion de una parte del campo

de juego, la posicidn de los jugadores y el registro de sus movimientos.

38 Imagen tomada de http://www.evisos.cl/fotos-del-anuncio/62690
39 Imagen tomada de http://www.diariosur.es/20090607/deportes/unicaja/armas-para-esperanza-20090607.html
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Figura 84: Diagramas de ejercicios técnicos de futbol *

Estos dibujos pueden ser tomados como figuras de andlisis realizadas en
escenarios no académicos, pero a diferencia de las figuras de andlisis realizadas
por un estudiante al resolver un problema, en este caso el diagrama no debe
servir sb6lo a la persona que lo confecciona sino que debe ser decodificado por
otro, en este caso los jugadores, por lo tanto debe existir un lenguaje en comun
para poderse interpretar correctamente el diagrama. Con lo cual puede concluirse
que estas representaciones pertenecen a un determinado grupo social que

40 Imagen tomada de http://www.andaluzabaloncesto.org/index.php?page=266&ampliar=5194
*! Imagen tomada de http://entrenadordefutbol.blogia.com/temas/ejercicios-tecnicos.php
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comparten un lenguaje simbdlico para la representacion y reglas de confeccion de

dichas representaciones esquematicas.

Por ejemplo, en la figura 85, se representa en el diagrama una jugada de futbol
americano y a su lado se codifica el lenguaje empleado para que pueda ser

interpretado por todos y no solo por el grupo de jugadores o entrenadores.

.
L

O center

0

WE o JUGADOR OFENSIVO

x JUGADOR DEFENSIVO

— RUTA O CARRERA
— BLOQUEQ

memmenp PASE

Figura 85: Esquema de una jugada de futbol americano *

Pero mas alla de poder haber un lenguaje general, puede decirse que en las
figuras de analisis realizadas en la clase de geometria, también existen algunos
simbolos que son generales como puede ser sefalar que un angulo es un angulo
recto. Estos diagramas son considerados figuras de analisis porque son una
representacion figural o esquematica (segun el autor; Presmeg o Hegarty y
Kozhevnikov respectivamente) de una situacién dada, donde se registran datos

dados, como es la posicidon de los jugadores y sus movimientos.

4. Croquis y mapas

En el aprendizaje de nociones geométricas, varios autores establecen que las
relaciones espaciales constituyen un aspecto de gran importancia. Estas

relaciones espaciales se incluyen en la cognicion o conocimiento ambiental que el

42 .
Imagen tomada de http://warriors.com.pa/reglas.php
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sujeto va construyendo el espacio que lo rodea, a través de representaciones
espaciales denominadas mapas cognitivos. Downs y Stea definen al mapa
cognitivo como “un constructo que abarca aquellos procesos que hacen posible a
la gente adquirir, codificar, almacenar, recordar y manipular la informacién acerca
de la naturaleza de su ambiente social” (citado por Gonzalez y Weinstein, 2001,
pp.101-102). En este codificar, el espacio que nos rodea es que se realizan
croquis para explicar mediante un dibujo, a un tercero como llegar a un
determinado lugar. Estos croquis estan conformados por dos elementos

importantes, a saber:

- Mojones: “elementos del entorno que llaman especialmente la atencién o que
se perciben y se recuerdan facilmente, alrededor de los cuales, el sujeto,
coordina sus acciones y decisiones” (Gonzalez y Weinstein, 2001, p.102). Por
lo tanto estos mojones pueden variar para cada persona pero deben ser

elementos basicos, simples.
- Ruta: es lo que permite al individuo moverse de un mojon a otro.

Por lo tanto, los croquis son realizados para indicar por ejemplo el camino a un
determinado lugar, estos croquis estdn compuestos por mojones que sean
comunes tanto a la persona que lo elabora y la persona quien va a decodificar el
mapa y reconocer en su entorno dichos mojones para poder seguir la ruta
marcada. En la figura 86 puede verse dos croquis que se indican en Internet para
poder llegar a el rancho ecuestre El Zentauro, en dichos croquis puede
identificarse diferentes mojones como: el puente, silos, algun cartel, entre otros y

la ruta indicada para recorrer el camino que de con el rancho.
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Figura 86: Croquis, para llegar a El Zentauro *

Estos croquis no son otras cosas que una figura de analisis que uno realiza para
indicar un camino para llegar a un lugar determinado, porque responde con la
definicion de figura de analisis adoptada en esta investigacion. son dibujos
realizados a mano alzada y no son poseen rigurosidad geométrica, por ejemplo no
se puede hablar de un mapa porque no existe una escala proporcional como
puede verse en la figura 87 que es un plano a escala donde se ha indicado el
recorrido para llegar a la estancia, ubicada en las tierras de Santiago de

Querétaro, México.

Figura 87: Mapa para llegar a El Zentauro #

En el croquis, al igual que en las figuras de analisis el sujeto vuelca los datos

conocidos que en este caso coinciden con los mojones reconocidos en el lugar a

3 Imagen tomada de http://elzentauro.com/ubica.php

4 Imagen tomada de http://elzentauro.com/ubica.php
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describir mediante el dibujo. A diferencia de las figuras de analisis confeccionadas
frente a un problema geométrico, en el caso de los croquis, al ser compartidos por
otros, deben de tener un lenguaje en comun, en cambio en el caso de un
problema de matematica no es necesario a veces compartir la informacién
volcada al dibujo, por lo tanto esta representaciéon no requiere un lenguaje comun

con terceros.

5. Conclusiones

Estos hallazgos dan evidencia de que las figuras de analisis no tienen limitada su
naturaleza a las actividades realizadas dentro del aula, sino que existe en el
quehacer de distintos oficios. Asi como también en actividades sociales
relacionados con la comunicacién como puede ser el ejemplo de la confeccion de

un croquis para indicar la ruta para llegar a un determinado lugar.

Algunas figuras de analisis son mas figurales y menos pictograficas (segun
Presmeg, detallado en el capitulo dos) que otras pero en todas ellas, aun siendo
pictéricas no se trata de un dibujo a escala, donde se mantengan las proporciones
del objeto que se quiere representar, solo son bosquejos a mano alzada que
representan un serie de datos como es el caso de los bocetos realizados por la

modista.

Algunas de esta figuras de analisis son aprendidas en un quehacer determinado,
como son los ejemplos de los oficios 0 en el deporte pero otros se construyen
intuitivamente como son los ejemplos de los croquis o el caso particular de la
médica psiquiatra en donde, como se ha mencionado en el inicio de este capitulo,
sus primeras figuras fueron parte de elaborar una técnica de estudio propia que
en un principio la favorecioé pero que luego no pudo mantener al complejizarse la

materia de estudio.

Por lo tanto, en el presente capitulo, hemos encontrado y estudiado distintos
casos de variadas figuras de analisis que se realizan en escenarios no

académicos dando evidencia que estas figuras no soélo existen en la clase de
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matematica o, con una mirada mas amplia, dentro del aula en una actividad
académica. Aspecto que estd asociado a uno de los pilares de la
socioepistemologia, como es el bagaje social, cultural, ya que determinado tipo de
figuras de analisis se encuentran presentes en un determinado grupo social
relacionado con sus trabajos, como es el ejemplo de los dibujos realizados por
modista y por la tejedera que son similares pues ambas representan prendas a

confeccionar.
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Capitulo 7

Conclusiones finales

Mediante este trabajo de investigacion se intenté indagar sobre las figuras de
analisis, mas precisamente las figuras realizadas por los alumnos de nivel terciario,
al resolver problemas geométricos. El marco teérico en el cual se gesto y crecio

esta investigacion es la socioepistemologia.

En la linea de investigacion de la construccion social del conocimiento, se
reconoce que el conocimiento matematico, en cualquiera de sus niveles, tiene un
origen y una funcién social asociados a un conjunto de practicas humanas
socialmente establecidas que obedecen a necesidades de naturaleza practica. La
socioepistemologia establece una filiacién entre la naturaleza del conocimiento
que los humanos producen con las actividades mediante las cuales y en razén de
las cuales dichos conocimientos son producidos (Cantoral, 2003). Al hablar de
construccion social del conocimiento matematico se orienta este marco teérico al
conjunto de las interacciones, explicitas o implicitas, que se establezcan entre los
procesos del pensamiento, la epistemologia de la matematica y las practicas
humanas. Se reconoce de esta manera a la matematica como una actividad
humana que se lleva a cabo en escenarios determinados tanto de caracter

académico como no académico.

La actividad humana es la que permite que el conocimiento, en particular el saber
matematico, adquiera sus significados propios, sus contextos y su intencidon
(Cordero, 2001). La fuente de la reorganizacion del conocimiento matematico es,

por lo tanto, la actividad humana, normada a través de practica social.

En las actividades humanas se pueden considerar tres aspectos principales: un
plan previo, el proceso de elaboracién y la obra en si misma que es producto de

la actividad. En este ultimo se obtiene un producto elaborado, en el caso de la
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matematica podria tratarse de la obra matematica o dependiendo de qué actividad
matematica se trate, de la resolucién de un problema. Al hablar de proceso de
elaboracién, se ponen de manifiesto el uso de herramientas y estrategias en las
que entra en juego, por ejemplo la tecnologia. En el caso del plan previo, se
realiza con el fin de garantizar el resultado buscado y en él se generan propoésitos
y explicaciones. Estos tres aspectos resumen los diversos pasos de los distintos
métodos heuristicos tratados en el cuarto capitulo de este trabajo de

investigacion.

Las figuras de analisis se realizan durante la etapa de confeccion de un plan, en
ellas se vuelca la informacion que se posee y se identifican cuales son los
propoésitos que se desean alcanzar. Sin embargo la utilidad de estas figuras no
termina en esta etapa. Durante el proceso de elaboracion, las figuras de analisis
son asumidas como una herramienta que facilita la visualizacion y en muchas
oportunidades son trabajadas y modificadas por quien esta realizando la actividad
matematica, registrando los nuevos datos que se concluyen. La utilidad de las
figuras de analisis, por lo general, no termina en el proceso de elaboracion. En la
presentacion del producto elaborado, de la obra matematica, la figura de analisis
tiene una funcion basicamente de comunicacion: el lector puede a través de la
lectura del texto y del analisis de la figura, reconstruir la secuencia que se realiz6

a lo largo de la actividad.

Podria afirmarse que las figuras de andlisis tienen varias funciones en la
construccion del conocimiento matematico. Por una parte, es posible identificar en
SuU UsSO un apoyo a las circunstancias cognitivas puestas de manifiesto: al volcar
en ellas los datos conocidos y los objetivos planteados, actuan facilitando
procesos como la visualizacion, tanto en actividades académicas como no
académicas. Las funciones didacticas y sociales de las figuras de analisis son
indiscutibles: se utilizan como herramientas que apoyan la transmision de ideas
por ejemplo entre docentes y estudiantes o entre autores y lectores de los libros

de textos matematicos.
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Para los estudiantes, aprender a utilizar las figuras de analisis, es aprender a
transformarlas en herramientas utiles en el proceso de aprendizaje y también en
la resolucién de problemas. En muchas oportunidades, como los ejemplos que se
han mencionado en el capitulo 5 de esta tesis, las figuras no han pasado de su
caracter de artefacto (Trouche, 2005), no alcanzando el grado de familiaridad y
aprovechamiento de su uso, puntos esenciales para que un artefacto obtenga el

grado de instrumento.

El objetivo de este trabajo, no es estudiar a las figuras de analisis como una
representacion de conceptos matematicos, sino comprender su uso y a partir del
un marco de referencia interpretar su funcionamiento y sus caracteristicas en el

discurso matematico escolar.

Ademas se ha establecido, a través de los trabajos de Cordero Osorio (2001,
2006) que la graficacion es una practica social, por ende, esta practica esta
normada, ejemplo de este intento de normar las figuras de analisis, se encuentra
presente desde el siglo XVII con la obra de Descartes, donde mediante una serie
de reglas intent6 pautar las acciones a realizar ante un razonamiento. Hoy en dia,
dentro del discurso matematico escolar existen pautas dadas por los docentes en
forma oral o en forma implicita, adquiridas por los estudiantes a través de la
imitacion de las acciones del docente al momento de resolver un problema, o
también copiando de los libros de texto escolares que, en su mayoria, presentan

los problemas o ejercicios acompafiados de representaciones esquematicas.

A continuacion se intenta dar respuesta a las preguntas que surgieron al detectar
el problema referido a las dificultades que presentan los alumnos de carreras

docentes en el uso de las figuras de analisis.

e ;Cbmo surge el uso de las figuras de analisis en el ambito escolar?

Para acercarnos a una posible respuesta, se tendran en cuenta dos puntos

desarrollados en este trabajo. Por un lado el recorrido histérico, llevado a cabo en
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el capitulo 3, donde se ha analizado distintos documentos matematicos que han
llegado hasta nuestros dias. En dicho capitulo se pudo concluir que aun a pesar
de las distancias historicas abarcadas y las diferentes culturas, los problemas
registrados, ya sea en un papiro, una tablilla o en papel, tanto en occidente como
de oriente, en todos ellos hay problemas geométricos acompafados de figuras.
Figuras que presentan gran imprecision, suponiéndose que soélo eran una guia
para quien resolviera el problema, como asi también lo fueron para quien leyera la
resolucion pudiendo interpretar el proceso realizado por otro. Ya con la difusion de
la matematica en libros, pudo observarse que las figuras perdian su imprecision,
pero seguian acompafiando no soélo la resolucion de los problemas sino
explicaciones como ocurre en los libros de L’'Hospital y Agnesi, donde aun no
siendo libros de textos escolares, al ser libros de difusion matematica puede
observarse la transposicion didactica que se realiza sobre los conceptos
abordados. Este aspecto didactico influye también en los graficos que aparecen,
siendo verdaderas figuras de analisis que puede considerarse como instrumentos

de pensamiento.

El otro punto importante para dar respuesta a ésta pregunta, es el analisis del
discurso escolar que se intenté realizar a través de las encuestas realizadas, tanto
a alumnos como a docentes, y también el estudio de libros de textos escolares.
Por medio de este estudio, es posible que la confeccidén de figuras de analisis no
s6lo sean transmitidas de docentes a alumnos, transmision que también se ve
reflejada en los libros de textos donde se sugiere la construccion de una figura,
diagrama o esquema para interpretar los datos de un problema. Asociado a los
consejos dados por los autores de libros, hay que destacar las ideas de
Descartes, quien mediante sus reglas intent6 normar el uso de las figuras de
analisis, que a pesar de no determinarla con dicho nhombre puede inferirse que al
hablar de figuras simples se trataba de esquemas y no representaciones

pictograficas.
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e El uso de las figuras de andlisis en geometria, ses comprendido por los
estudiantes como necesario y util o como algo impuesto por el discurso

matematico escolar?

A través de las encuestas puede concluirse que los estudiantes consideran a las
figuras de analisis un instrumento util, asi lo demuestra los casos mencionados
aunque no llegaran a una respuesta correcta. Y aunque las figuras de analisis son
sugeridas en distintos aspectos del discurso matematico escolar, como puede ser
los dichos del docente o los libros de textos escolares, los alumnos no lo perciben
como una imposicion sino una sugerencia. Tal vez esto se deba a que pudo
comprobarse, en el capitulo anterior, que el hombre utiliza figuras en escenarios
no académicos, para dar registro de un determinado lugar y poderse ubicar

geograficamente o en quehaceres referidos a distintos oficios.

Por lo dicho, se llega a la conclusién que las figuras de analisis que se sugieren
dentro del aula de matematica son tomadas de transmisiones culturales de

escenarios no académicos.

e ;Qué factores influyen en el uso que se da a las figuras de andlisis en las

clases de geometria?

Para dar repuesta a esta inquietud, se puede decir que se ha observado que los
alumnos aun habiendo alcanzado un nivel de educacién terciario, no han
elaborado, en muchos casos, un lenguaje grafico de simbolos propios o
compartidos culturalmente, para realizar las figuras de analisis al momentos de
resolver exitosamente un problema geométrico. Por lo tanto, las figuras de
analisis, en lugar de ser un instrumento, en algunas oportunidades pierden su
utilidad convirtiéndose en un obstaculo que es dificil de franquear; en otras son
utilizadas de manera adecuada, pero esto ultimo no se observa en todos los
casos observados. Se pudo observar, ademas, el uso de figuras de analisis de

distintas caracteristicas fuera de escenarios escolares, en los que se ponen de
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manifiesto la presencia de reglas propias de los grupos que las usan, poniendo de

manifiesto su caracter cultural.

Si se refiere al momento de construccién de las mismas figuras de analisis los

errores registrados son de distinta naturaleza:

- Puede observarse representaciones pictoricas que dan muestra de la falta
de abstraccién de los datos dados en el problema. Se fija la atencién en
detalles que no hacen a la figura de analisis, perdiendo el registro de los
datos importantes o la asociacién de los mismos.

- Aun siendo representaciones no pictéricas, esquematicas, se puede
observar la falta de generalidad en la construccién, error que conlleva a
soluciones incorrectas o incompletas porque solo son respuestas sobre un
caso particular, perdiendo de vista la generalidad del problema. Asociado a
estas representaciones se encuentran los prototipos, ideas mentales que
construyen los alumnos basados en los estereotipos transmitidos
culturalmente que se reflejan, muchas veces, en las figuras que se
encuentran en los libros de textos escolares, componente del discurso

matematico escolar, entre otros.

Siguiendo con los errores observados, el siguiente no hace a la construccion de
las figuras de analisis en si, sino al momento de lectura que los alumnos realizan
de las propias representaciones, mas precisamente errores cometidos en el
proceso de visualizacion. En estos casos las figuras de analisis representan
acertadamente los datos dados en el enunciado del problema pero los errores son
cometidos en la lectura, aun habiendo utilizado un lenguaje de simbolos propios
ya que las figuras de analisis son un objeto personal que no tiene porqué ser
comprendido por terceros, sean estos pares o el mismo docente. Errores que
estan relacionados, por lo general, con deducciones de propiedades geométricas
basadas unicamente en lo visual. Punto que esta conectado con las ilusiones
Opticas, uno de los obstaculos del proceso de visualizacién, desarrollado en el

capitulo 2. Obstaculo que se encuentra asociado con lo que nuestros 6rganos de
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la vision perciben pudiendo llevar al engafio, si uno se basa unicamente en lo que
observa en el grafico y no como conclusién de los datos o propiedades que se

pueden inferir a partir de ellos.

Posibles formas de continuar esta investigacion

Toda investigacion siempre es la puerta abierta a otras, pues despierta

inquietudes que, en un primer paso, no pudieron ser analizadas.

v" En principio, el campo sobre el cual se trabajo, en esta investigacion, fue
s6lo ver lo que ocurria en el nivel terciario, con alumnos que estan estudiando
para docentes, ya sea profesores o maestros, y donde se supone que han
alcanzado un nivel de abstraccion mayor que en otros niveles. Podria investigarse
que ocurre con las figuras de analisis en otros niveles, si los errores que cometen
los alumnos en el nivel superior son arrastrados de los niveles educativos

anteriores.

v" Por otro lado, se ha analizado, en el presente trabajo, las figuras de analisis
siempre asociadas a problemas referidos a geometria. ¢ Existen figuras de analisis
en problemas matematicos que no sean geométricos?, es una interesante
pregunta para analizar, en caso de existir, si las represtaciones son pictoricas o

no.

v' Otra linea de investigacion podria ser, determinar, si existe, una
categorizacion entre las figuras de analisis y el concepto matematico con el cual
se esta trabajando. Determinar, por ejemplo, si las figuras de analisis realizadas
en el estudio de funciones tienen las mismas caracteristicas que las realizadas en
geometria. Es decir, la pregunta a responder seria: ¢las figuras de analisis se
encuentran condicionadas por el concepto matematico que se pone en juego en el

problema a resolver?

v" Considerando a las figuras de analisis como una practica social, buscar

cuales son las normas que actualmente tienen, dentro de la clase de matematica,
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dichas figuras de analisis realizadas en al resolver un problema de matematica.
Analizar luego si esas pautas recogidas pueden llevarse a cabo al confeccionarse
una figura de analisis en cualquier problema de matematica, o dependen del

concepto matematico que se aborda en el enunciado del problema.
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Anexo 1

Instrumentos para las encuestas

A continuacién se presenta los cuestionarios, instrumentos utilizados para las
encuestas que se realizaron a profesores de matematica del nivel medio, y a

alumnos que cursando el profesorado de matematica.

1. Cuestionario para profesores

Nombre: Fecha:

Antigiiedad en la docencia:

Carrera que estudio:

Lugar donde realiz6 sus estudios:

Marque con una cruz (x) la respuesta correcta:

1. (Qué entiende por “figura de analisis?

[J a. Un dibujo preciso, exacto que se realiza al resolver un problema o realizar
una demostracion.

] b.Un dibujo a mano alzada que se realiza al resolver un problema o realizar
una demostracion.

[ c. Un grafico dado con el enunciado del problema.

2. (Utiliza, usted. habitualmente figuras de analisis?

[] a. Si

[] b.No

3. En el caso de haber respondido si a la pregunta anterior, ;con qué frecuencia las
realizas a la hora de resolver un problema o realizar una demostracion relacionados
con geometria?
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[] a. Rara vez
[ b. Pocas veces
[J c. Alguna veces

[1 d. Siempre

4. (En qué momento emplea las figuras de andlisis? (puede sefialar mas de una
respuesta)

[ a. A la hora de resolver un problema geométrico
[] b. Realizar una demostracion geométrica

[] c. En una construccion geométrica.

5. Si recuerda las primeras veces que realizé estas figuras de analisis, fue durante su
trayectoria por:

[ a. Laescuela primaria
[1 b. La escuela secundaria

[1 c. En el nivel terciario

6. Volviendo a estas primeras veces que utilizo las figuras de andlisis piensa que su
origen fue dado por:

[] a. Una elaboracion personal que naci6 naturalmente
[ b. Los aportes y sugerencias del docente
[J c. La imposicién del docente
[] d. Los libros de textos
7. (Aconseja a sus alumnos a utilizar estas figuras de analisis? ;En qué forma lo hace?
[ a. No las recomiendo
[J b. Si, las aconsejo confeccionar.

[ c. Si, con carécter de obligatorio su confeccion
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8. (Cuanto util cree ustedes que son las figuras de analisis para sus alumnos a la hora
de la resolucion de problemas geométricos?

[ a. Poco util, no siempre permiten entender el problema.
[1 b. Util ya que permite ver todos los datos dados en el problema.
[J  c. Muy util porque permite no solo volcar los datos dados en el problema sino

ademas tener una vision mas general de la situacion.

9. De una explicacion del por qué de las ultimas dos respuestas anteriores.

GRACIAS por su colaboracion, toda respuesta es util para esta
investigacion.

Monica
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2. Cuestionario para alumnos

Nombre: Fecha:

Edad:

Carrera que estudia:

Lugar donde realiza sus estudios:

Afo que cursa:

Marque con una cruz (X) la respuesta correcta:

10. ;Qué entiende por “figura de andlisis?

[] a Un dibujo preciso, exacto que se realiza al resolver un problema o realizar
una demostracion.

[J b. Un dibujo a mano alzada que se realiza al resolver un problema o realizar
una demostracion.

[ ¢. Un grafico dado con el enunciado del problema.

11. ¢ Utiliza habitualmente figuras de analisis?

[] a. Si

[] b.No

12. En el caso de haber respondido si a la pregunta anterior, ;con qué frecuencia las
realizas a la hora de resolver un problema o realizar una demostracion relacionados
con geometria?

[ a. Rara vez
[ b. Pocas veces
[ c. Alguna veces
[1 d. Siempre
13. Su utilizacion la definiria como:
[ a. Poco util, no siempre permiten entender el problema.

[] b. Util ya que permite ver todos los datos dados en el problema.
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[J  ¢. Muy util porque permite no solo volcar los datos dados en el problema
sino ademads tener una vision mas general de la situacion.

14. ;En qué momento emplea las figuras de andlisis? (puede sefialar méas de una
respuesta)

[ a. A la hora de resolver un problema geométrico
[] b. Realizar una demostracion geométrica

[] c. En una construccion geométrica.

15. Si recuerda las primeras veces que realizo estas figuras de analisis, fue durante su
trayectoria por:

[ a. Laescuela primaria
[1 b. La escuela secundaria

[1 c. En el nivel terciario

16. Volviendo a estas primeras veces que utilizo las figuras de andlisis piensa que su
origen fue dado por:

[] a. Una elaboracion personal que naci6 naturalmente
[J b. Los aportes y sugerencias del docente
[J c. La imposicién del docente

[] d. Los libros de textos

17. Como futuro docente: jaconsejaria a sus alumnos a utilizar estas figuras de
analisis? ;En qué forma lo haria?

[ a. No las recomendaria
[ b. Si, las aconsejaria a confeccionar.

] c.Si, las obligaria a confeccionar

18. De una explicacion del por qué de la respuesta anterior.
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GRACIAS por su colaboracion, toda respuesta es util para esta
investigacion.

Monica
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Anexo 2

Entrevista a una médica psiquiatra

Estos dibujos surgen en una conversacion con una médica psiquiatra quien me
explicaba sus técnicas para estudiar al comenzar su carrera universitaria. En
medio de la conversacion realizé los dibujos que pueden observarse a
continuacion y a partir de los cuales se lleva, luego, la siguiente entrevista semi-

estructurada.

Diagrama A Diagrama B

Entrevistador (E.): Estos son los dos diagramas que alguna vez dibujara
explicandome como estudiaba ;cual era el que realizaba para estudiar? Y ¢;cual
era el que aparece en los libros?, pues para mi son ambos muy similares.

Médica psiquiatra (M.P.): E/ que dibujaba era el que se detalla con la letra A, en
cambio el que aparece en los textos es el denominado diagrama B.

E.: ¢ Por qué realizaba un dibujo distinto al que aparecia en los libros de textos?
¢ Qué la llevo a realizar algo tan distinto?
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Anexo 2
Entrevista a una médica psiquiatra

M.P.: Se me ocurri6 un método para acordarme qué organos estaban a la
derecha y qué cosa estaba a la izquierda.

E.: ;Qué beneficios veia a la hora de realizar dichos dibujos tan distintos a la
generalidad?

M.P.: Es que lo que esta en el cuerpo humano a la izquierda, en el dibujo que
realizaba también esta a la izquierda (del lector).

E.: Haber si entiendo mejor, en nuestro ejemplo, el corazén se encuentra en el
cuerpo humano a la izquierda y en su dibujo también estaba a la izquierda, por lo
tanto ¢su dibujo era como verse en un espejo, en lugar de ser una foto del cuerpo
humano, como cuando aparece en los libros?, su dibujo como la imagen reflejada
en un espejo en lugar de ser otro cuerpo enfrentado a uno mismo. ;Estoy en lo
correcto?

M.P.: si...

E.: Pero todo parece muy confuso, ;se le presentaron dificultades por variar lo
que convencionalmente aparecia en los libros de textos?

M.P.: Si (responde con mucho énfasis). Mas adelante acepté a regafnadientes que
el criterio del libro era mas conveniente, que mi dibujo.

E.: ;Podria precisar mas detalladamente cuales fueron las dificultades que le
ocasionaron los dibujos que confeccionaba para estudiar?

M.P.: Si, el tema es que se iba complejizando la materia (anatomia), y cada vez,
habia mas graficos y era preferible aceptar la convencion de dibujarlo enfrente de
uno.

E.: ;Qué entiende por ‘“figura de analisis”?

M.P.: Es un gréafico o dibujo que da cuenta de un proceso abstracto, otorgandole
“figurabilidad”.

E.: ;A qué se refiere con la palabra “figuralidad”? ;Podria explicar el término?
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M.P.: Colocar una imagen para ejemplificar un concepto abstracto, y hacerlo mas
asequible.

E.: Volviendo a su profesion, ¢ utiliza figuras, diagramas o dibujos habitualmente?

M.P.: Si que las uso.

E.: ;Podria precisar con qué frecuencia?

M.P.: Mas o menos, en un cincuenta por ciento de las cosas que debo explicar.

E.: Pero ¢cuando con mayor frecuencia?

M.P.: Cuando se me ocurre alguna manera de graficarlo, que ayude a figurarse
mejor un concepto abstracto.

E.: Pero en el caso de su primer ejemplo la ubicacion del corazén no es un
concepto abstracto, ;qué entiende por “concepto abstracto”?

M.P.: Razonamientos que ayudan a entender procesos fisicos o psiquicos que no
se pueden ver ni tocar. Son solo razonamientos, pero al graficarlos, se vuelven
algo mas familiar, que permite su aprehension.

E.: ;Qué valor de utilidad le asigna a dichas figuras?

M.P.: Me resultan muy utiles a la hora de entender mecanismos complejos.

E.: ;Como cuales? ;Podria dar un ejemplo?

M.P.: En el mecanismo de la idealizacion: se le atribuyen al objeto idealizado
cualidades extraordinarias, que en realidad provienen del yo ideal del sujeto. Este
queda con su libido objetal disminuida y el objeto idealizado, queda engrandecido
a sus ojos. El sujeto esta convencido de que el poder se irradia desde el objeto
idealizado cuando en realidad las cualidades le son propias, y €l las ha
proyectado en el objeto. Como el objeto esta en posesion de “sus” cualidades, el
sujeto lo necesita cerca, ya que de alejarse se ‘llevaria consigo” todo la libido
objetal depositada en él.
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E.: ;Como se relaciona su profesion con las figuras?

M.P.: Estos complejos mecanismos, se pueden entender rapidamente, si uno
dibuja al sujeto, con sus cargas libidinales, al objeto a ser idealizado, recibiendo
las mismas, y las flechitas que van de uno al otro..., también se puede dibujar,
como en una historieta, en un segundo cuadro, al sujeto idealizado agrandado, y
al otro achicando que lo mira con ojos tristes...

E.: Si recuerda las primeras veces que realizd figuras de analisis en la escuela,
¢fue durante su trayectoria en la primaria o la secundaria?

M.P.: Creo que empezd en la primaria, o en la secundaria.

E.: ;Cree que las figuras surgen naturalmente o son impuestas?

M.P.: Algunas surgen de la propia imaginacion y otras son aportadas por diversos
autores.

E.: Cuando habla de autores, ¢;esta pensado en el ejemplo de los diagramas de
inicio?

M.P.: Si, porque en algunos textos hay graficos y muchos docentes usan las
propias.

E.: Resumiendo las ideas expuestas, ;considera que el origen de estas figuras
tiene por un lado la imaginacion del sujeto y por otro lado tienen un factor externo
como puede ser los libros o el rol del docente? ;Qué piensa al respecto?

M.P.: Tiene como origen la necesidad de transmitir de forma clara, concreta, e
incluso ludica mecanismos, situaciones o razonamientos no muy sencillos de
explicar, o a personas que necesiten otro tipo de acercamiento a dichos
temas, que no es el modo convencional.

E.: ;Piensa que las figuras o dibujos para resolver un problema solo se emplean a
la hora de resolver problemas o ejercicios matematicos o referidos a un proceso
educativo?

M.P.:iNo!
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E.: ;Podria explicar el porqué?

M.P.: Cualquier proceso o mecanismo, ya sea concreto o abstracto, puede verse
beneficiado por un grafico o expresion grafica, con el objetivo de poder ser
aprehendido, o transmitido.

E.: Ha mencionado en varias ocasiones el proceso abstracto diferenciandolo del
concreto, pero si las figuras de analisis pertenecen a una materializacion, ;como
lo asocia con un proceso abstracto?

M.P.: Seria como ponerle alguna figura concreta, (una carita, una flecha, un dibujo
alusivo), a algo que no la tiene , como para poder “operar” mentalmente con ese
concepto, sin que se “escape” de la mente, por dificultad para imaginar nada en
relacion a él.

E.: Si mal no recuerdo usted, antes de ser médica ha trabajado como maestra,
cesto es asi?

M.P.: SI...

E.: ;Qué grado tenia?

M.P.: De 1° a 7° porque era una escuela rural de personal tnico .....

E.: Y en un rol distinfo como es el de ser docente, ;empleaba con sus alumnos
figura de analisis?

M.P.: Si...

E.: ;:En qué momento, mas precisamente?

M.P.: Muchas veces como factor motivador al principio de la clase, para despertar
su curiosidad o interés. Y otras veces como herramienta para graficar una
situacion problematica, por ejemplo si habia que calcular cuantos chicos iban en
total, en 12 micros con 20 chicos cada uno, dibujabamos los 12 micros y a los 20
chicos adentro.
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E.: ;Recomendaba a sus alumnos realizar figuras en la resolucion de problemas
matematicos?

M.P.: Si.

E.: ;Por qué las recomendaba?

M.P.: Los nifios tienen pensamiento concreto, la abstraccion la van alcanzando al
adquirir cierta madurez, por lo tanto consideraba que era mas facil, “ver’ los
micros, que imaginarlos. También para evitar que los chicos se pregunten “este
problema es de “Por” o de “qué”’.

E.: Muchas gracias por su tiempo, y dedicacion al responder a estas preguntas.
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Anexo 3

Entrevista a una tejedora

Estos dibujos surgen en una conversacion con una médica siquiatra quien me
explicaba sus técnicas para estudiar al comenzar su carrera universitaria. En
medio de la conversacion realizd los dibujos que pueden observarse a
continuacion y a partir de los cuales se lleva, luego, la siguiente entrevista semi-

estructurada.

Entrevistador (E.): ;Hace cuanto que teje?
Tejedora (T.): Desde los cuatro afios que tejo a mano a dos agujas y con la

maquina desde mayo del setenta.

E.: ;Como aprendio a tejer?
T.: Por lo que me explico mi mama pues yo no fui a hacer ningun curso, me las

ingenié con lo que ella me explicaba.

E.: Pero darle forma a una prenda no debe de ser sencillo, ;podria explicarme
el procedimiento para que la prenda terminada coincida con las medidas
requeridas?

T.: Hay que sacar calculos de acuerdo las medidas, se hace una muestra de
50 puntos por 50 vueltas, se hace descansar. Luego se mide 10 cm de largo y
10 cm de alto y en base a la cantidad de puntos y vueltas que entraron se

realiza los calculos con las medidas tomadas de otro pullover.

E.: ;Qué es una muestra, si se habla de tejido?
T.: Como ya dije es un tejido que se hace de 50 puntos por 50 vueltas, que se
realiza con la lana o hilo que se va a usar y en el punto elegido para luego

tomar sobre ella las medidas.
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E.: ;Cuales son los calculos que son necesarios realizar, una vez medidos en
la muestra?

T.: Supongamos que la muestra da en 10 cm 20 puntos es 2 puntos por
centimetro y da 30 vueltas son 3 vueltas por centimetro y luego se multiplica

por las medidas necesarias. Es una cuenta de regla de tres simple.

E.: ;Cuando es que se realiza los dibujos que se ven en estos cuadernos?

é&; <, 9?’_\
) ¥ A
S el _ e \}\.

Bosquejo para un pullover

T.: Primero hago el dibujo y luego lo completo con los resultados de los puntos

y con las vueltas de las cuentas que hago.

E.: En esta pagina puede verse un dibujo que no responde al modelo de un
pullover, ¢;de qué prenda se trata?
Se muestra la siguiente figura que se encuentra en una de las paginas del

cuaderno de la propia tejedora.

214



Anexo 3
Entrevista a una tejedora

T.: El dibujo corresponde a un conjutito de bebé, sin mangas. Los agujeritos
que se ven es para hacer un calado y pasar un pasa cinta que coincide con la

cinturita del bebé.

E.: ;Coémo fue que aprendio este método para realizar los calculos como usted
los llama?
T.. Por la experiencia de aprender a mano, porque esa no fue sacada de

ningun libro. Porque hay muchos sistemas, parecidos pero no iguales.

E.: Volviendo a los dibujos: los numeros que se leen, ;son centimetros?
T.: Los numeros que estan ubicados en forma vertical representan las vueltas

y los horizontales los puntos necesarios.

E.: Recorriendo el cuaderno puede notarse que todos los dibujos son de
tamafio similares aunque las prendas, al ser para distintas personas, tienes
medidas distintas, ;a qué se debe esto?

T.: Logico, es un croquis para poner los puntos y las vueltas pero no necesita

tener las medidas reales de la prenda. Es un croquis que se hace.

E.: Si no le molesta mi pregunta, ¢;qué estudios tiene?
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T.: Terminé la primaria.

E.: ;Podria decir que sus estudios primarios influyeron en este método para
realizar prendas tejidas a medida?
T.: Y si porque sino no podria hacer las cuentas, no podria dividir o multiplicar

para saber donde hay que hacer los ojales o las disminuciones.

E.: En los dibujos, que usted denominé croquis, ¢es importante si las lineas
son rectas?

T.: Seria mejor por prolijidad pero igual no influye.

E.: Muchas gracias por su tiempo, y dedicacion al responder a estas preguntas.

216



