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Glosario

En este glosario se da una breve descripcion (caracteristicas) de algunos de los
conceptos que aparecen a lo largo del escrito. La acepcion presentada es la que
se va a usar en este trabajo. Otros detalles se van a encontrar en el desarrollo del
escrito. Hay otros conceptos que no aparecen en este glosario pero que seran
explicados con detalle en los siguientes capitulos, debido a que se requiere un

poco mas de profundidad en su descripcion.
Modelacion.

En el marco de la Socioepistemologia y en el ambito escolar, se entiende como
una practica (de referencia) ejercida por profesores y estudiantes en un contexto y
tiempo determinados en respuesta a una situacion o fenédmeno del mundo externo
pero cercano a la realidad de los estudiantes, y a partir de la cual se resignifica
conocimiento matematico escolar funcional, de manera individual y colectiva,

mediante procesos de interaccion
Interaccion.

Proceso de intercambio comunicativo en el que las negociaciones, los consensos,
las convergencias, las divergencias, las explicaciones y las argumentaciones son
los mecanismos mediante los cuales se dan las relaciones entre los actores en la
clase de matematicas: profesor y estudiantes, en busqueda de la resignificacién
de un conocimiento matematico escolar. En este caso, las representaciones o
evidencias de las interacciones seran las producciones escritas y orales de los

estudiantes.
Modelo.

Es un sistema (fisico o tedrico) que sirve para representar un objeto, situacion o
fendbmeno del mundo real en el cual se utlizan relaciones y conceptos
matematicos y cuya utilidad est4 dada en términos de ser una herramienta para

interpretar, transformar y predecir el fenémeno y su comportamiento
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Realidad.

Todo lo que es y ocurre (interna y externamente al sujeto) y que pueda ser no solo
percibido sino también imaginado o representado por un individuo a partir de sus
sentidos y procesos mentales, y en cuya interpretacion y analisis influye tanto su

propia subjetividad como el contexto en el que se encuentra inmerso
Contexto.

Esta dado por la dindmica natural de interacciones en una clase de mateméticas y

en unas condiciones particulares sociales y culturales
Resignificar.

Se asume como un proceso. No es sinénimo de dar nuevos significados o nuevas
definiciones a un concepto, es una construccion del conocimiento mismo que
hacen los individuos en un colectivo humano y que estd normado por aspectos
institucionales y culturales en un contexto particular. Se puede entender como
reforzar, robustecer, ampliar, enriquecer, articular e integrar un significado ya
existente (0 por construir) que las personas tienen y que lo estan usando en un
momento o situacioén particular, con una finalidad especifica y en el ejercicio de

diferentes practicas

Practica

La préactica (social) se puede entender como un constructo teérico usado para
referirnos a aquello que nos hace comportarnos tal y como lo hacemos y no de
una manera diferente. De manera mas general y en términos de comunidades,
una practica social es aquello que nace como respuesta a una necesidad, donde
la respuesta viene a ser una especie de acuerdo, explicito o no, de la comunidad
para trabajar en una cierta direccion. Son todos los aspectos y formas de la
actividad humana que transforman realmente (materialmente) los objetos,

resignificando asi al conocimiento.
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Conocimiento matematico funcional.

Se asume como aquel conocimiento que se pueda integrar al mundo de la vida
para transformarla y transformar al sujeto que aprende, reconstruyendo y

enriqueciendo significados permanentemente
Fendmeno de enfriamiento.

Segun la ley empirica de Newton acerca del enfriamiento, la razén con que cambia
la temperatura de un objeto es proporcional a la diferencia entre su temperatura y
la del medio que le rodea, que es la temperatura ambiente. Si T (t)representa la

temperatura del objeto al tiempo t, T, es la temperatura constante del medio que

dT , .
lo rodea y m es la razon con que la temperatura del cuerpo cambia, la ley de

Newton del enfriamiento (o calentamiento) se traduce en el enunciado matematico

LS, ~T, osea ar _ k(T —Tm)
dt dt

Donde k es una constante de proporcionalidad

12



RESUMEN

Una preocupacion permanente de los matematicos educativos tiene que ver con
encontrar maneras de intervenir y mejorar los procesos de aprendizaje de los
estudiantes en las clases de matematicas, de tal forma que el conocimiento
matematico escolar, cuando sea aprendido por ellos (los estudiantes), se convierta
realmente en conocimiento significativo y funcional, en el sentido de que se pueda
integrar al mundo de la vida para transformarla y transformar al sujeto que

aprende, reconstruyendo y enriqueciendo significados permanentemente.

En este sentido, la siguiente investigacién estudia como en el ejercicio de la
modelacién (asumida como una practica) del fenbmeno de enfriamiento, el uso de
un conocimiento matematico escolar (la ecuacion diferencial lineal de primer
orden) permite que estudiantes de ingenieria de dos cursos de ecuaciones
diferenciales interactien activamente y de esta forma puedan emerger elementos
gue aporten a la resignificacion de ese conocimiento matematico en particular, sin
olvidar que lo que se privilegia en este caso es el ejercicio intencional y situado de

la practica como tal y no el objeto matematico en si.

La investigacion se inscribe en la disciplina Matematica Educativa y al reconocer
gue es en el ejercicio de practicas (sociales) a partir de las cuales se resignifica
conocimiento matematico escolar, el sustrato teérico que da base a este estudio

es la Socioepistemologia.
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ABSTRACT

A constant concern of mathematical educators is about finding ways to intervene
and improve the learning processes of students in math classes, so that school
mathematical knowledge, as learned by them, becomes really meaningful and
functional in the sense that it can integrate into the world of life to transform itself
and the learner too, constantly rebuilding and giving significant enrichment (Suarez
y Cordero, 2008).

In this regard, the following research studies how the modeling exercise (assumed
as a practice) of the phenomenon of cooling, the use of school mathematical
knowledge (the linear differential equation of first order) allows engineering
students from two courses of differential equations, actively interact and thus can
emerge elements that contribute to the re-signify of that mathematical knowledge
in particular, without forgetting that what is privileged in this case is the intentional
and situated exercise of practice as such and not the mathematical object itself.

The research is part of the Mathematics Education discipline and when it is
recognized that is in the exercise of practice (social) from which school
mathematical knowledge is re-signified, the substrate that gives theoretical basis to

this study is the Socio-epistemology.
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INTRODUCCION

Algunos conceptos matematicos evolucionan hasta llegar a una cierta estabilidad
en el tiempo y son asi aceptados y reconocidos por una comunidad que los
comparte y los usa. Una vez que esos conceptos pasan a la escuela son
enseflados con el ideal de que sean aprendidos e internalizados por los

estudiantes de la mas significativa y estructurada forma posible.

Pasado un tiempo, esos conceptos siguen siendo los mismos y nosotros que
supuestamente los habiamos aprendido alguna vez sentimos, un tiempo despueés,
que algo falté en lo que habiamos aprendido, que habia otros significados
adicionales que ignoramos en su momento, que no vimos su relacién con otras
areas de conocimiento o que tal vez lo que habiamos aprendido no era lo correcto.
Esa situacion se da cuando por alguna circunstancia y en unas condiciones
especificas, estamos usando ese conocimiento en el ejercicio intencional de una
practica. De esta forma, se puede decir que se ha iniciado la resignificaciéon o
mejor el proceso de resignificacion de ese conocimiento y decimos proceso
porque esa resignificacion no es Unica, no tiene un punto final y mas bien se nutre

y evoluciona con el tiempo y en el ejercicio de otras practicas y con otros usos.

Sin embargo, no siempre se logra lo anterior de forma natural o espontdnea. Para
generar procesos de resignificacion debemos crear las condiciones para ello y
precisamente lo que se propone en esta investigacion es que con el uso situado
de un conocimiento y en el ejercicio de una practica se puede promover un
proceso de resignificacion. En esta investigacion se muestra, por ejemplo, que
aunque los estudiantes, que formaron parte de esta investigacion, ya habian
estudiado en clase un determinado fendmeno y desde el punto de vista
matematico conocian su formulacion y planteamiento, al momento de llevar ese
conocimiento a otros dominios, por fuera de la matemética, no lograban articularlo
ni entenderlo de manera coherente para explicar ese mismo fenbmeno en una
situacion de uso en otro contexto. Esta situacion de ruptura hace entonces que el

conocimiento matematico escolar que se moviliza en el aula no sea funcional ni
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que se pueda articular después a otros dominios de conocimiento de manera

significativa.

La situacién anterior tiene diferentes causas, sin embargo consideramos que una
de ellas puede ser precisamente el hecho de que se haya concebido al
conocimiento matematico no como una construccion social sino como el resultado
del esfuerzo de un grupo aislado y desvinculado de otras realidades. Contrario a lo
anterior, asumimos el ejercicio de practicas (sociales) como el escenario propio
para resignificar y construir conocimiento mateméatico escolar, privilegiando esas
practicas por encima de los mismos objetos matematicos. Asi las cosas optamos
por la Socioepistemologia y sus principios, como la teoria que sustenta esta
hipotesis, en un marco mas general como lo es de la disciplina de la Matematica
Educativa. En este sentido, la mateméatica adquiere sentido y significacién a partir
de otras practicas, no exclusivas de la estructura misma de la matematica, sino
pertenecientes a un universo social y cultural mas amplio que el de la matematica

misma.

Consideramos entonces que no se trata solo de evidenciar o diagnosticar una
problematica que ya es conocida y ha sido estudiada antes desde diferentes
angulos, sino de mostrar que hay algo que no esta funcionando bien y que las
evidencias asi lo corroboran, pero que también hay acciones que se pueden
emprender para mejorar el estado actual de cosas. En otras palabras, los
resultados de la investigacién deben ser, en la medida de lo posible, usados para
intervenir la realidad educativa, en este caso la realidad de la ensefianza y el

aprendizaje de las matematicas en la escuela.

De manera particular, en esta investigacion se ha escogido la practica de
modelacidbn como la practica que servira para poner en uso un conocimiento
matematico: la ecuacion diferencial lineal de primer orden. El fenbmeno escogido
para la modelacion es el fendmeno de enfriamiento. La justificacion de estas

elecciones se presentara en los capitulos siguientes.
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El trabajo de campo se basé en la puesta en escena de una secuencia didactica
en la que dos grupos de estudiantes, en el curso de ecuaciones diferenciales,
realizaron una actividad experimental (fenédmeno de enfriamiento), como una fase
de la practica de modelacion, para construir un modelo matematico. La actividad
se grabo en video y audio, el investigador cumplio el rol de observador en uno de
los casos. Los resultados muestran que la modelacion, asumida como una
practica, favorece no solo la motivacion de los estudiantes sino también que dota
de mayor sentido y significado al conocimiento matematico escolar puesto en

juego, es decir favorece el proceso de resignificacion.
La organizacion del trabajo se ha estructurado de la siguiente manera:

Capitulo 1. Se plantea el contexto general de la modelacion en la ensefianza de
las matematicas y su importancia, tomando como referencia diferentes contextos y
autores, sin incluir la perspectiva socioepistemologia Una vez que se ha hecho
esta contextualizacién, se llega a la modelacién en ingenieria, pero vista desde su
implementacion en los cursos propios de la ingenieria o de matematicas.
Finalmente se plantea el problema de investigacion. En el planteamiento del
problema, aparecen algunas nociones como practica, resignificacion e interaccion,

qgue luego seran discutidas con mas detalle en los capitulos dos y tres.

Capitulo 2. Se hace una descripcion general de diferentes perspectivas sobre
modelacidon en matematica educativa, por fuera de la Socioepistemologia, y se
definen algunos constructos relacionados con la modelacién. Con esta revision lo
que se pretende es tener otros referentes que permiten ubicar la perspectiva
Socioepistemoldgica y los supuestos que la sustentan, en la explicacion de la

modelacion desde esta perspectiva.

Capitulo 3. Se aborda la aproximacién Socioepistemoldgica, iniciando con las
practicas sociales. Luego se trata la modelacion como practica y algunos
constructos desde la perspectiva Socioepistemologica. Se cierra este capitulo con

la discusidn sobre la resignificacion a través de la modelacion.
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Capitulo 4. Lo que se pretende en este capitulo es contextualizar el fenbmeno de
enfriamiento (escogido como el fendbmeno a modelar) partiendo de una breve
descripcion histérica y tomando algunos elementos de trabajos previos (en el
marco de la Socioepistemologia) que también han usado este fendmeno. Luego
se describe el tratamiento escolar que se le ha dado al fendmeno de enfriamiento,
y finalmente se concluye con la resignificacion de la ecuacién diferencial asociada

a ese fenédmeno.

Capitulo 5. Este capitulo contiene los aspectos metodolégicos y el contexto
experimental. Incluye el aspecto cualitativo de la investigacion, la descripcion del
escenario, los actores y los materiales, los momentos (organizacion metodologica)

en el desarrollo de la practica modelacion y las categorias de analisis

Capitulo 6. Comprende el analisis a priori de los momentos del desarrollo de la
practica, la puesta en escena y un andlisis de las producciones de los estudiantes,
con algunas evidencias de los hallazgos. También comprende la valoracion del
trabajo por parte de los estudiantes y una discusidon de la resignificacion

observada.

Capitulo 7. Comprende las conclusiones del estudio y algunas miradas a futuro.

18



Capitulo 1.

La investigacion

Por supuesto, no tengo la formula para salvar a
la humanidad. Ni siquiera para salvarme yo. Pero
pienso que el mundo no es para dejarlo ser de
cualquier manera, sino para hacerlo nuestro
mundo, a imagen de nuestros suenos, de nuestros

deseos, (Gonzalo Arango, 1931-1976)
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1. El papel de l1a modelacion en la ensefianza de las

matematicas

En la siguiente seccion se exponen diferentes argumentos a favor de la
modelacién en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en los diferentes
niveles educativos y desde el punto de vista de varios autores. Este recuento se
justifica ya que permite reconocer a la modelacion como un elemento importante
de estudio y analisis en la matemética escolar que ha motivado investigaciones en
diferentes niveles educativos en multiples contextos. Las ideas que se presentan
son de caracter general, para ir gradualmente enfocando la modelacion en la

perspectiva socioepistemoldgica, como se vera mas adelante.

1.1 La modelacion y su importancia en la ensefianza de las

matematicas

Toda sociedad necesita que el conocimiento que se adquiere en la escuela sea
funcional, es decir, que se integre y se resignifique permanentemente en la vida

(fuera de la escuela) para transformarla (Suarez y Cordero, 2005)

La modelacién en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas es un tema
gue en las ultimas décadas ha cobrado mayor relevancia y sobre el cual se han
realizado no solo eventos internacionales sino que ademas se ha incorporado el
tema de la modelacion en diferentes curriculos escolares en los diferentes niveles
educativos. Tal como lo exponen Biembengut y Hein (2004), la modelacién
matematica esta siendo fuertemente defendida, en diversos paises, como método
de enseflanza de las matematicas en todos los niveles de escolaridad, ya que
permite al alumno no solamente aprender las matematicas de manera aplicada a
las otras areas del conocimiento, sino también mejorar la capacidad para leer,

interpretar, formular y solucionar situaciones problema.
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Existe una demanda creciente de la sociedad hacia una utilidad y si se quiere,
practicidad, de aquello que se ensefa en la escuela para que el conocimiento, en
este caso matemético, construido en las aulas no se encuentre alejado de la
realidad y no sea obsoleto en términos de que sirva efectivamente para resolver o
plantear alternativas de solucién a problemas reales y actuales. Esta situacion se
hace mas evidente segun lo planteado por Kaiser (2010) en el libro Modeling

Students' Mathematical Modeling Competencies:

Las aplicaciones y la modelacion, su aprendizaje y ensefianza en la escuela
y la universidad se han convertido en temas importantes en las Ultimas
décadas en vista del crecimiento mundial de la importancia del uso de las
ciencias matematicas, la tecnologia y la vida diaria. Dada la inminente
reduccion a nivel mundial de jovenes interesados en las matematicas y las
ciencias, es altamente necesario discutir las posibilidades de cambiar la
educacion en matematicas, tanto en la escuela como en la universidad,
hacia la inclusion de ejemplos del mundo real y las competencias para usar

las matematicas en la solucién de problemas del mundo real® (p.1).

En la actualidad existen diferentes comunidades y se celebran diversos eventos
cuyo objetivo central es promover y difundir la modelacion como una practica
habitual en la ensefianza de las matematicas. Para el caso se mencionan por

ejemplo:

e |ICTMA (International Community on the Teaching of Mathematical Modelling

and Applications)

e CIAEM (Conferencia Interamericana de Educacién Matematica), la cual esta

asociada a la ICMI (International Commission on Mathematical Instruction)

2 Traduccion nuestra
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¢ RELME (Reunién Latinoamericana de Matematica Educativa), en la que en sus
diferentes versiones uno de los temas tratados ha sido la Modelacion
Matematica. Para el caso especifico, al seno de RELME 23, se creo el Grupo
de Modelacion y Tecnologia (M y T) que tiene como propdsito investigar y
difundir aspectos relacionados con la modelacion matematica en la ensefianza

de las matematicas.

Asi mismo, en algunos libros de texto analizados, tanto de los niveles iniciales
como de cursos avanzados en matematicas para programas de ingenieria, es
comun encontrar temas relacionados con la modelacion y la obtencion de modelos
para fendmenos en otras areas como la fisica, la economia, la biologia, etc., lo
cual muestra la importancia y utilidad de la modelacion en la ensefianza de las
matematicas. Aunque en algunos casos no se profundiza en el tema, si existe una

referencia directa a la modelacién y al uso de modelos.

Al analizar también los curriculos escolares de algunas universidades del medio®
(en este caso de la ciudad de Medellin, Colombia) en carreras de ingenieria, se
encontré que en los programas de los cursos de mateméticas (especificamente de
ecuaciones diferenciales) se hace alusion a la modelacion de manera directa
sobre todo en la parte de aplicaciones, es decir, la modelacion es considerada
parte importante en el desarrollo de los cursos y asi esta consignado de manera

institucional.

A continuacion se exponen entonces diferentes argumentos que sirven para
justificar la integraciéon y articulacibn de la modelacion en la ensefianza y

aprendizaje de las mateméticas en el &mbito escolar.

La modelacion permite enriquecer la comprension de fendmenos

extramatematicos ya que proporciona diversas representaciones de dichos

® Ver anexos 4 y 5 al final del trabajo
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fendbmenos y dota de sentido las diferentes actividades matematicas (Molyneux-
Hodgson et al, 1999, citado en Suéarez, 2008)

Para Bassanezi (1994) el uso de la modelacion en la ensefianza conduce al
aprendizaje de contenidos matematicos que estan conectados a otras formas de
conocimiento. El trabajo con la modelacion matematica no intenta simplemente
ampliar el conocimiento sino desarrollar una forma particular de pensar y actuar:
produciendo  conocimiento, aunando abstracciones y formalizaciones,
interconectadas a fendmenos y procesos empiricos considerados como

situaciones problematicas.

Segun Blomhgj (2004) las actividades de modelacion pueden motivar el proceso
de aprendizaje y ayudar (al aprendiz) a establecer raices cognitivas sobre las
cudles construir conceptos matematicos. Asi mismo, la modelacién tiene como
finalidad describir y analizar algun fenébmeno de la vida diaria con el fin de motivar
el trabajo con las matematicas y experimentar la matematica como medio para

describir, analizar y ampliar la comprension de situaciones de la vida diaria.

Para este autor, y partiendo de su experiencia, son tres los argumentos
importantes a favor de la modelacion matematica, como elemento central en la

ensefianza general de la matematica, aun desde edades tempranas:

1. La modelacion matematica tiende puentes entre la experiencia de la vida diaria
de los alumnos y la matematica. Esto motiva el aprendizaje de la matematica,
provee de apoyo directo de tipo cognitivo a las conceptualizaciones de los
alumnos y ubica a la matematica en la cultura, como medio de describir y

entender situaciones de la vida diaria.

2. En el desarrollo de sociedades altamente tecnoldgicas, las competencias para
establecer, analizar y criticar modelos matematicos son de crucial importancia.
Este es el caso tanto desde una perspectiva individual en relacion a las

oportunidades y desafios educativos y en el mundo laboral, como desde una

23



perspectiva social en relacibn a las necesidades de una fuerza laboral

adecuadamente educada.

Los modelos matematicos de distinto tipo y complejidad estan jugando roles
importantes en el funcionamiento de sociedades basadas en alta tecnologia.
Por lo tanto, el desarrollo de competencias expertas para criticar modelos
matematicos y la forma en que son usados para la toma de decisiones se esta
convirtiendo en un imperativo para el mantenimiento y futuro desarrollo

democratico.

Segun lo anterior, la modelacion puede servir a otros fines, tales como la

culturizacion matematica y la formacion de una actitud critica frente a modelos

preestablecidos. Otros factores que apoyan la practica de modelacion como

aspecto importante en la enseflanza de las matematicas, segun el mismo autor,

son:

Los alumnos generalmente encuentran motivador y relevante trabajar con

problemas reales fuera del aula.

Situaciones cuasi-auténticas, es decir contextos construidos para la
ensefianza, también pueden dar soporte para la construccion de significados
para los estudiantes, si son lo suficientemente ricos y son considerados

seriamente en la ensefianza.

El conocimiento matematico escolar, conceptual o procedimental, no es un
prerrequisito para las actividades de modelacion. La experiencia demuestra
que las actividades de modelacién pueden motivar el proceso de aprendizaje,
crear raices cognitivas sélidas para la construccion de conceptos matematicos
de parte del alumno y ser un modo de desafiar sus conceptualizaciones al

ampliar el dominio para las actividades de modelacion.
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En uno de los trabajos de Arrieta, Carbajal, Diaz, Galicia, Landa, Mancilla, Medina
y Miranda (2007, p. 474), en el que se llevo a cabo una practica de modelacion
(sobre la contaminacion de un rio), se establecieron algunos factores en los que
se resaltd la importancia de la practica de la modelacion y su utilidad en el
desarrollo de competencias cientificas: “...Los estudiantes construyen modelos
numeéricos, graficos u otros, argumentan y establecen consensos, contribuyendo
con ello al fortalecimiento de una vision cientifica del mundo y preparandolos para

su incorporacion a las comunidades de técnicos especializados y profesionistas”

Segun Bienbengut y Hein (2003, citado en Gabardo, 2006) en el ambito de la
educacion matemética como método de ensefianza, la modelacién esta siendo
empleada en varios niveles educativos porque promueve la adquisicion de
conocimientos matematicos y la habilidad de utilizar esos conocimientos para la
resolucién de problemas formulados a partir de una realidad en la cual se insertan

profesores, alumnos y los demas individuos con los cuales éstos conviven.

Gabardo (2006) a su vez propone que otro motivo de uso y defensa de la
modelacién en la ensefianza es que contribuye a transferir el enfoque de una
matematica ya construida y acabada, cuyo funcionamiento se debe aprender por
medio de la practica de ejercicios, a una matematica que puede ser utilizada,
identificada, reconstruida, o inclusive construida, cuando se objetiva conocer,

comprender y actuar sobre la realidad de la cual se forma parte.

Por su parte Blum (1991, en Martinez y Ortiz, 2005) sostiene que hay consenso
para que la modelacion matematica sea incorporada en los curriculos de todos los
niveles escolares. Ademas plantea que con la modelaciéon se logra comprender
mejor el mundo a nuestro alrededor, comprender con mas profundidad los

conceptos matematicos y mejorar las actitudes hacia las matematicas.
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La corriente de la Educacién Matematica Realista* le confiere una alta importancia
a la modelacién ya, que en términos mas precisos, no son los modelos en si los
qgue hacen posible el crecimiento de la comprension matematica, sino las
actividades de modelacion de los estudiantes (Van den Heuvel, 2003). De esta
forma las actividades iniciales de modelacidon, ejecutadas sobre problemas en
contexto vinculados con la realidad de los estudiantes, permiten que estos ultimos
lleguen a realidades nuevas las que a su vez vuelven a ser objeto de nuevas
actividades de modelacion, es decir, la modelacién se convierte de alguna forma
en una espiral de comprension de conceptos matematicos ya que estimula la
reflexion y la interaccion en el aula al aparecer nuevas manifestaciones del modelo
inicial que dan acceso a nuevas perspectivas, a nuevas posibilidades de

resolucién de problemas y a niveles mas altos de comprension.

Sadovsky (2005) por su parte propone que, desde un punto de vista didactico, se
debe pensar el trabajo de modelacion en la clase como via para que los alumnos
tengan una experiencia de producciéon de conocimientos en el marco de cierto
dominio matematico, experiencia que permita ademas enriquecer la

conceptualizacion teorica en dicho dominio.

Chevallard (citado por Sadovsvky, 2005) plantea que la nocidbn de modelacién
permite “mirar” globalmente la actividad matematica desde la escuela hasta la
universidad y suministra un marco de referencia a partir del cual es posible
reconocer diferencias significativas entre diferentes dominios de la matematica al
considerar el tipo de problemas que pueden modelarse en cada uno de ellos, los

modelos que toleran, las herramientas que se usan, etc.

La idea de modelacion realza el valor educativo que tiene la ensefianza de esta
disciplina: ofrece la posibilidad de actuar sobre una porcion de la realidad a través

de un aparato teérico. El expresar una realidad usando una teoria ubica a quien

* Corriente desarrollada por el matematico holandés Hans Freudenthal en los afios 70, en la cual
los estudiantes deben aprender matematicas desarrollando y aplicando conceptos y herramientas
matematicas en situaciones de la vida diaria que tengan sentido para ellos
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estudia en una perspectiva de mayor generalidad, lo cual le permite apreciar el

valor y la potencia del conocimiento (Sadovsky, 2005).

La modelacion permite al profesor considerar el entorno fisico y social para
abordar situaciones problema dentro de contextos vinculados a los alumnos, es
decir, el profesor tendra en esta actividad muchas opciones que le puedan ayudar
a relacionar los conceptos matematicos con el mundo real, de tal manera que los
alumnos puedan vislumbrar y otorgar una mayor importancia a las mateméticas
escolares. La modelacion también contribuye a que los alumnos perciban las
matematicas como una disciplina que puede utilizarse para comprender y
modificar la realidad, mediante el planteamiento de situaciones problema del
mundo real, lo mas cercanas posibles a la sensibilidad del estudiante (Castro y
Castro, 2000; Romero y Castro, 2008). Para Cortés (2005) es en las actividades,
en particular las de modelacion, en donde las herramientas utilizadas otorgan

significado fisico a los conceptos matematicos.

Arrieta (2003) enumera algunos beneficios de la modelacion en el ambito escolar

que le permiten al estudiante:

e Emplear herramientas especificas (graficas, tablas numéricas) y formas
particulares para describir los hechos construyendo diversas versiones de
éstos

e Construir argumentos a través de conjeturas y confirmaciones, basadas en la
induccién como practica

e Argumentar y validar versiones utilizando una coordinacion de mudltiples
herramientas

e Desarrollar formas de prediccion.

e Elaborar descripciones y explicaciones de nuevas experiencias utilizando
conocimientos que tienen, derivados de otros contextos y frente a otras

experiencias

Otros argumentos a favor de la practica de modelacion, propuestos por Castro y
Castro (2000) son:
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e Ofrece alternativas de solucién a problemas de la vida real brindando al
estudiante sentido de participacion y control en los procesos de solucion

e Permite la comunicacion de ideas mateméticas e intervencion en la actividad
de construccion de nuevos conceptos

e Permite transferir de manera dindmica el conocimiento desde situaciones
fisicas y geométricas hasta la estructuracion mental en el proceso de

aprendizaje

De la misma forma Malaspina (1998, citado en Arrieta 2003) y Mochén (2000,
citado en Torres 2004) expresan que la modelacién es importante en la medida
que permite desarrollar ideas para visualizar conceptos matematicos y reforzar asi
su comprension y manejo y facilitar, en consecuencia, una intuicion de lo abstracto
gue ayuda a entender mejor los fenbmenos que describen, desarrollando nuestra
intuicion sobre su funcionamiento. Ademas, sirven para predecir lo que pasaria en
la situacion real, tanto en condiciones normales como al modificar algun factor que

intervenga en el modelo.

Por su parte Cordero y Suarez (2005) reconocen la modelacibn como una
actividad necesaria para la reconstruccion de significados mateméticos y Arrieta
(2005) considera a su vez que la modelacion permite construir un contexto donde
los estudiantes y profesor de forma, interactiva en el aula, construyan argumentos,

herramientas y significados a partir de la modelacion de un fenémeno.

Para Luaces, Camarena y Biembengut (2004) uno de los propoésitos de que la
matematica esté incorporada en los diferentes niveles educativos es que la
matematica apoye al individuo a resolver problemas de su vida cotidiana y laboral.
Un elemento que se destaca de la resolucion de problemas es la formulacion del
modelo matematico, razon por la cual la modelacién debe ser considerada en

todos los niveles educativos.

Otro aspecto importante de la modelacidén matemética es que el estudiante puede
explorar fenomenos semejantes a la realidad e incluso le brinda la oportunidad de

crear, manipular e interpretar situaciones imaginarias al considerar datos irreales
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lo cual crea una vision mas amplia de los fendbmenos de las ciencias, favoreciendo
asi, la comprension de conceptos. Los modelos matematicos sirven para predecir
lo que sucederia en una situacion real, tanto en condiciones normales, como al
modificar algun factor que intervenga en el modelo (Mochon y Rojano, 1998), lo
cual permite a los alumnos la formacion de ideas intuitivas acerca de la explicacion
y comportamiento de algunos fenbmenos naturales ademas de generar nuevas
formas de pensar y ver a los conceptos de las ciencias, mismos que hasta hace
algun tiempo estaban supeditados, en el mejor de los casos, a la repeticion de los

fendmenos en el laboratorio escolar (Ledn y Mochon, 2003)

Para Biembengut y Hein (2006), la modelacion como método de ensefianza y de

investigacién propicia en el alumno:

e Laintegracion de la matematica con otras areas del conocimiento

e Elinterés por la matematica frente a su aplicabilidad

e La mejora de la aprehensién de los conceptos matematicos

e La estimulacion a la creatividad en la formulacién y resolucion de problemas
e La habilidad en el uso de maquinas (calculadora grafica y computadoras)

e La capacidad para actuar en grupo

e La orientacién para la investigacion

En los trabajos de D’ Ambrosio (2009), se puede observar la importancia conferida
a la modelacion como una estrategia que permite la creaciéon de conocimiento y
mas concretamente se refiere a la modelacion como la estrategia por excelencia
de los seres humanos para generar conocimiento. Otro aspecto que resalta este
autor es que permite validar y hacer predicciones sobre el comportamiento del

sistema que se modela y la posibilidad de controlarlo.

Para otros autores como Villa (2009, p.169) la modelacion a su vez sirve para
dotar de significado a los mismos contextos en los que se dan las situaciones de
modelacion “...al abordar situaciones reales del contexto sociocultural al interior
del aula de clase, la modelacion se convierte en una herramienta que permite

(re)significar dichos contextos.”
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Como se observa, son diversos y, en algunos casos, recurrentes los argumentos a
favor de incorporar la modelacion en las clases de matematicas de tal forma que
permita crear ambientes favorables en los que el aprendizaje y la ensefianza de

las matematicas se vea favorecido.
1.2 La modelacion: ;en los cursos de ingenieria o de matematicas?

“Uno de los defectos fundamentales que tenia la ensefianza matematica, para
técnicos en los comienzos del siglo era su exceso de abstraccién, su inconsciente
apartamiento de toda aplicacién inmediata al mundo real. Ello motivd, como es
sabido, una intensa reaccion antimatematica en las escuelas técnicas, que quedo
rapidamente frenada en cuanto los mismos técnicos se dieron cuenta de que la
culpa de su incapacidad no radicaba en la matematica en si, sino en el modo
coémo se las habia ensefiado” El comodo pretexto: “Ustedes veran como esto se
aplica en....” rara vez tenia confirmacién. (P. Puig Adam, Calculo integral, 1972).

Una de las actividades de los estudiantes de ingenieria, y futuros ingenieros, tiene
que ver con la solucion (o planteamiento de alternativas de solucion) de problemas
del mundo real que surgen en diferentes areas de conocimiento y en diferentes
contextos. Para ello, deben valerse de las herramientas tecnolédgicas actuales y de
los conocimientos y métodos que proveen las matematicas, entre otras areas de
saber. Una herramienta para los futuros ingenieros la constituyen los modelos. El
ingeniero utiliza modelos matematicos, tecnoldgicos (computacionales) y fisicos
con diferentes objetivos: para dar una idea, para explicar el comportamiento y
desempefio de algo, para hacer nuevos disefios, para predecir sobre algun

sistema, etc. (Romo, 2009).

Sin embargo, una situacion que se presenta con frecuencia en los programas de
ingenieria tiene que ver con la desvinculacion que existe entre los cursos de
matematicas y los cursos propios de la ingenieria puesto que no hay una conexion
real y significativa entre unos y otros. Camarena (2001) lo expone de forma directa
cuando afirma que la modelacién es uno de los elementos que al parecer no es
competencia de los profesores ni de los cursos de matematicas ni de los propios
de ingenieria:
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... ya que por un lado no existe ninguna asignatura de la ingenieria que los
trabaje, y por otro, resulta que los profesores de matematicas sienten que
este punto compete a los profesores de los cursos propios de la ingenieria,
mientras que estos Ultimos presuponen que los maestros de matematicas
son quienes deben ensefiar al estudiante a modelar fendmenos de la
ingenieria a través del modelaje de diversos problemas que éste debe
plantearle a los alumnos durante la ensefianza de las matematicas (p.468)

Esta situacion sin lugar a dudas repercute en el desempefio futuro del ingeniero y
puede generar dificultades en la solucion de determinados problemas en su

campo laboral. En palabras de Camarena (2001)

Mas aun, la matematizaciéon de los fenémenos y problemas que se presentan
en el campo laboral del futuro ingeniero es un punto de conflicto para el
ingeniero, ya que éste recibid sus cursos de matematicas por un lado y los
de la ingenieria por otro lado, de forma tal que en el momento de hacer uso
de las dos areas del conocimiento sus estructuras cognitivas estan
desvinculadas y él debe integrarlas para poder matematizar el problema que

tiene enfrente (p.469).

Si bien lo anterior hace énfasis en la modelacion en programas de ingenieria, no
significa que estas mismas situaciones no se presenten en otros programas
académicos de educacion superior y es por ello que la modelacion va adquiriendo

cada vez mas importancia en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Se puede observar que en los programas de curso (contenidos tematicos) de las
asignaturas de matematicas para ingenieria, la practica de modelacion se reduce
a las “aplicaciones” las cuales no son mas que problemas propuestos al final de
los capitulos en los libros de texto que, en algunos casos, se suelen llamar
problemas de modelacion. Esta modelacion sin embargo es soélo de caréacter
tedrico ya que no hay una referencia directa a la modelacion que involucre

actividades experimentales, como una fase de la modelacion (dentro o fuera del
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aula) en las cuales los estudiantes puedan experimentar en la misma clase con un
fendbmeno, tomar datos y plantear el modelo matemético correspondiente
promoviendo asi la articulacion de las matematicas con otros campos de
conocimiento y en contextos diferentes. La actividad experimental, como una fase
de la modelacion, en la ensefianza de las matematicas es un elemento central si
se gquiere que (la modelacién) sea realmente efectiva y promueva otro tipo de
acciones, tal como lo afirman Camacho y Sanchez (2006):

Por su naturaleza, las practicas procedimentales pueden considerarse a si
mismas el apoyo imprescindible del disefio de situaciones didacticas, donde
la matematica no es pensada a través de objetos duros que los estudiantes
deban construir sino a través de sus relaciones procedimentales con la
modelacion y los diferentes significados del conocimiento que aparecen a lo
largo de la practica. El objetivo de revalorar los conocimientos adquiridos,
coloca a los estudiantes en el proceso mismo de la construccion del

conocimiento (p.400)

En otras palabras, el papel que juega la modelacién en los cursos de matematicas
para ingenieria (al menos en los casos estudiados) es de caracter tedrico y se
basa en modelos preestablecidos que los estudiantes resuelven muchas veces
como simples ejercicios. Arrieta, Canul y Martinez (2005) lo expresan de la

siguiente forma:

A pesar de que gran parte de la matematica se ha construido a partir de las
interacciones con diferentes fendmenos, estos son desestimados en el aula
de matematicas y, en consecuencia, se ha minimizado la creacion

matematica a partir de la experimentacion en el laboratorio (p.785)

El laboratorio se asume en este trabajo como un contexto de trabajo colaborativo e
interactivo y con unos medios especificos. Coincidimos con lo expuesto por Lopez,

Juarez y Arrieta (2007) cuando afirman que
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El laboratorio lo entendemos, no sélo como el espacio fisico, el laboratorio lo
concebimos como el contexto del ejercicio de practicas. De esta manera, el
laboratorio incluye tanto los elementos fisicos, como los elementos que
conllevan el desarrollo de las interacciones de los actores. El laboratorio asi,
es un contexto experimental donde los actores construyen su conocimiento
(p.743)

En este mismo sentido, Gallegos (2007) lo plantea en términos de que la

modelacion, cuando se trabaja en clase de matematicas, esta alejada de la

situacion real:

El proceso de modelacion existente en clase de Mateméaticas es mostrado a
los alumnos de manera parcial evitando confrontarlos a etapas claves de
esta practica. La gran parte del tiempo, los alumnos no establecen el modelo
lo cual resta significado a la practica. En resumen, el proceso de modelacion
existente en esta clase es lejano a aquel vivido por los expertos y en
términos de la ensefianza no permite al alumno el enfrentarse al acto de

modelar de manera completa (p.118)

Con respecto a los curriculos de las asignaturas de matematicas en ingenieria, la
modelacién matematica es uno de los temas que aparece oculto y sin embargo se
espera que el egresado sea competente en esta area. En otros curriculos, en los
objetivos de los programas de estudio, se dice que el alumno debera saber
modelar problemas de otras areas del conocimiento, y en muy pocos curriculos
viene este término incluido en el temario de las asignaturas (Camarena, 2010).

Ahora bien, en ningun caso se dice como incorporar la modelacion matemética a
los cursos (de matematicas), ni tampoco se explica su importancia ni utilidad ni
tampoco como lograr que los estudiantes modelen situaciones de otras areas o

problemas de la vida cotidiana (Camarena, 2001).
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Son diferentes las causas por las cuales la modelacion no se han incorporado de
manera significativa en la clase de matematicas para ingenieria, ademas de lo
expuesto sobre los libros de texto. Arrieta, Canul y Martinez (2005) lograron
identificar algunas causas de esta situacion al realizar unas encuestas a
profesores de matematicas, entre las que se destacan: falta de tiempo, ausencia

de recursos necesarios, dificultad para reproducir la experimentacion, etc.

Es por ello que de manera gradual debe implementarse la modelacion en los
cursos de matematicas para ingenieria que le permita a los estudiantes estar
mejor preparados para procesos de modelacion mas complejos y propios de las
asignaturas de sus especialidades de tal forma que, al egresar, puedan responder
iddneamente a situaciones que demandan de la modelacién propias de su

ejercicio profesional y en comunidades concretas de profesionales.

2. El problema de investigacion y los objetivos

2.1 El problema

Una de las caracteristicas de los cursos de matematicas, en general, en los
diferentes niveles educativos es la escasa o0 insuficiente vinculacion con
actividades experimentales, como fase de la modelacién, que logren articular los
contenidos matematicos con situaciones o fendmenos reales y cercanos a la
cotidianidad y vivencias de los estudiantes de tal forma que el conocimiento
matematico escolar sea puesto en un plano diferente al tedrico y conceptual y
emerja como una herramienta importante y de apoyo en otras areas del
conocimiento. Que los fenbmenos sean cercanos a la realidad de los estudiantes
permite que haya una mayor motivacion e interés y a su vez le dard un caracter
funcional al conocimiento matematico escolar pues ya no sera visto como algo

exclusivo del salén de clases y cuyos limites no puede traspasar.

La modelacion en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas se asumira
como una préactica (concepto que sera analizado mas adelante) que de alguna

manera hace que los estudiantes se conviertan en participantes activos en el
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proceso de resignificacion de conocimiento matematico escolar. Arrieta (2003,
p.110) lo plantea en los siguientes términos: “La modelacion, como actividad
humana, es una forma particular de participar en el mundo, es una forma de

interaccion con los otros, y con los acontecimientos”

Asi mismo, es comun que en los cursos de matematicas en la universidad la
modelacidn se asocie con una actividad final y de sintesis de determinados temas
(contenidos). Esto se hace evidente en muchos libros de texto cuando se
presentan al final del capitulo los problemas de aplicacién que, en alguna medida,
estan relacionados con la modelacion. Se asume que es una actividad que soélo se
podria realizar cuando se han adquirido previamente determinados conocimientos
y cuando los estudiantes tienen cierto dominio de los mismos, es decir, se
considera una aplicacion de lo aprendido pero no una fuente de resignificacion y
generadora de conocimiento ni que puede ser realizada a la par del desarrollo de

los cursos.

Ademas de lo anterior, la modelacion que se alcanza a realizar es de caracter
“tedrico”, en términos de que son problemas y modelos ya establecidos que deben
ser resueltos algebraica o analiticamente pero no de manera real o experimental,
es decir, existe una cierta tendencia a dejar de lado la parte experimental en la
ensefianza de las matematicas. Ahora bien la actividad matemética no se asocia,
en muchos casos, con ninguna otra actividad fuera de su dominio (el de las
matematicas) y se asume que el espacio por excelencia de creacion y
construccion matematica es el salon de clase. En la ensefianza de las
matematicas resulta mas complejo vincular la actividad escolar con la actividad
social 0 en otras areas (Galicia y Arrieta, 2005). Es mas y como afirma Galicia
(2004, citado en Galicia y Arrieta, 2005), en el sistema escolar los alumnos estan
convencidos de que aprender matematicas es un verbo que no se conjuga con
otros aprendizajes y por ello no encuentran facilmente la articulacion de las

matematicas con otras areas de conocimiento.
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De lo expuesto anteriormente se puede inferir que la modelacion en la ensefianza
y aprendizaje de las matematicas si es reconocida y valorada en el ambito escolar.
El interés de esta investigacion es mostrar ademas que si se considera la
modelacidon como una practica, como un hacer del individuo en un contexto,
entonces estariamos en posicion de dar cuenta que la modelacion si genera (en
términos de construir significados, enriquecer significados) un cierto conocimiento
matematico. La generacién de ese conocimiento matematico en funciéon de una
practica y no en funcion de la adquisicion de objetos o definiciones, es a lo que se
va a denominar resignificacion. En el capitulo tres se desarrollara con mayor

detalle este concepto.

Por lo tanto en esta investigacion se pretende evidenciar la resignificacion de la
ecuacion diferencial lineal de primer orden a la luz de la préactica, que en este caso
es la modelacion, en la clase de mateméticas con estudiantes de ingenieria para
lo cual el foco de atencidn estara en el andlisis de las interacciones generadas o
promovidas en el ejercicio de esa practica y cuyas expresiones de analisis seran
las producciones escritas y orales de los estudiantes. Se privilegia el ejercicio
situado e intencional de practicas mas que el objeto mismo o la actividad sobre
ese objeto. En los capitulos dos y tres se profundizara sobre los conceptos de

interaccion y resignificacion, respectivamente.

A continuacion se presenta un esquema (ver imagen 1) en el que se resume de

forma general lo que se pretende:
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\y\odelacié,,

Construccion de un modelo

Identificacion y seleccion

de un fenémeno: el (como herramienta) que

Seé asume
como

Una practica

fendmeno de enfriamiento represente el fendmeno

| que sirve para

que promueve

Interacciones

Foco de
interés en la
investigacion

Explicar y predecir el

comportamiento del
fenémeno

Que favorecen la resignificacion de la ecuacion
diferencial en una situacidon de cambio

(fendmeno de enfriamiento)

Imagen 1. Esquema general de estudio

Se debe aclarar que en el esquema anterior no se han considerado todas las
etapas identificadas en un proceso de modelacion propiamente dicho. Sélo se
muestran aquellas de interés especifico en la investigacion. De la misma forma, la
parte derecha del esquema no termina en la explicacion y prediccion del
fendbmeno, sino que hace parte de un esquema mayor, que no sera considerado

pues no hace parte del objetivo de esta investigacion.

37



2.2 Objetivos

Objetivo general.

Con las premisas anteriores y los supuestos explicados, se puede esbhozar de

manera general, el objetivo que guiara el desarrollo de la investigacion:

e Analizar como, interactivamente en la clase de matematicas en programas de
ingenieria, la practica de modelacién favorece la resignificacion de la ecuacion
diferencial lineal de primer orden, considerada como una herramienta

modeladora del cambio en el fendbmeno de enfriamiento.

En este sentido la clase (de matematicas) se concibe como el contexto natural y
cotidiano en la que el profesor y los estudiantes interactian de manera natural,

mas alla de un simple espacio fisico.
Los objetivos especificos que ayudan al logro del objetivo general son:
e Registrar y analizar las interacciones en la clase de matematicas que surgen

en el ejercicio de la practica de modelacion del fendmeno de enfriamiento

e Analizar y describir la forma en que los estudiantes y el profesor resignifican un
conocimiento matematico particular, en este caso la ecuacion diferencial de

primer orden que modela el cambio en el fendmeno de enfriamiento.
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Capitulo 2.

La modelacion en Matematica Educativa
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1. Estado del arte sobre la modelacion en Matematica

Educativa

Al tratar de abordar algunos conceptos en matematicas una de las dificultades que
se puede presentar es establecer un consenso entre diferentes comunidades y
escuelas con respecto a una definicibn que sea general y que de respuesta a
diferentes concepciones. Uno de tales conceptos es precisamente la modelacion
en matematica educativa (0 educacidbn matematica, segun sea el caso). A
continuacion se presenta una clasificacion de algunas perspectivas en torno a la

modelacién y las diferentes interpretaciones y supuestos de cada una

1.1 Diferentes perspectivas sobre la modelacion en Matematica

Educativa

Varios han sido los trabajos hechos para intentar clasificar las diferentes
aproximaciones teoricas a la modelacion. Los trabajos de Kaiser y Sriraman
(2006) y Kaiser y Schwarz (2010) muestran cémo han ido evolucionando los
diferentes enfoques sobre la modelacion en matemética educativa (o en educacion
matematica). En estos trabajos se recogen diferentes perspectivas en el ambito
internacional, sin embargo hay otras perspectivas que han ido apareciendo y que

no habian sido considerados en estas clasificaciones.

En el trabajo de Kaiser (1986, citado en Kaiser & Sriraman, 2006), se identifican

dos perspectivas predominantes:

e Una perspectiva pragmatica, centrada en fines utilitarios o pragmaticos, en la
habilidad de los estudiantes para aplicar matematicas en la soluciéon de
problemas practicos

e Una perspectiva cientifico-humanista orientada mas hacia la matematica como
una ciencia y con ideales humanistas de la educacion con énfasis en la
habilidad de los estudiantes para establecer relaciones entre las matematicas y

la realidad
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Tiempo después Kaiser y Schwarz (2010), y tomando como base la clasificacion
propuesta por Kaiser y Sriraman (2006), proponen una nueva clasificacion en la
gue enfatizan no solo los fines principales sino también los antecedentes de cada

perspectiva (ver imagen 2):

Mame of the perspective

Central aims

Background

Realistic or applied modelling

Contextual modelling

Maodel elicising approach

Educational modelling:
differentiated in

ia) didactical modelling and
i(b) concepiual modelling

Socio-critical modelling

Epistemological or theoretical

modelling

Pragmatic-utilitarian goals, i.e.: solving
real world problems, understanding of

the real world, promotion of modelling
competencies

Subject-related and psychological goals,
i.e. solving word problems

Psychological goals, transfer of models
elicited to new problem

Pedagogical and subject-related goals:

ia) Structuring of learning processes
and its promotion

ib) Concept introduction and develop-
ment

Pedagopical goals such as critical
understanding of the surrounding world

Theory-oriented goals, i.e. promotion of
theory development

Anglo-Saxon pragmatism
and applied mathematics

American problem solving
debate as well as everyday
school practise and
psychological laboratory
experiments

American problem solving
debate

Didactical theories and
learning theories

Socio-critical approaches in
political sociclogy

Romanic epistemology

The following perspective can be described as a kind of mete-perspective focusing on research aims in
contrast to the previous approaches:

Cognitive modelling

Research aims:

analysis of cognitive processes taking
place during modelling processes and
understanding of these cognitive
processes

Psychological goals:

promotion of mathematical thinking
processes by using models as mental
images or even physical pictures or by
emphasising modelling as mental
process such as abstraction or
generalisation

Cognitive psychology

Fig. 1 Classification of recent modelling approaches

Imagen 2. Clasificacion de las perspectivas sobre modelacién (Kaiser y Schwarz,
2010, p.54)

41



De la clasificacion anterior se pueden identificar dos tendencias basicas. Por un
lado esta la tendencia pragmatico-utilitaria en la cual lo importante es la solucién
de problemas del mundo real, la comprension de ese mundo y la promocion de
competencias de modelacion. En esta tendencia se defiende el uso de problemas
auténticos, es decir, problemas que provienen de campos especificos y que son
reconocidos como tal por las personas que trabajan en estos campos (Kaiser &
Schwarz, 2010).

En la segunda tendencia, mas centrada en la matematica escolar, se pueden
distinguir dos enfoques. El primero que considera la modelacién como un medio
para motivar a los estudiantes y brindar bases para el desarrollo de un contenido
matematico particular. El segundo que considera la modelacion como un
contenido a ensefar para desarrollar en los estudiantes la capacidad de trabajar

problemas del mundo real (Kaiser & Schwarz, 2010)

Para la perspectiva realista o aplicada los ejemplos auténticos traidos de la
industria o de la ciencia juegan un papel importante. El proceso de modelacion es
llevado a cabo como un todo y no como un proceso parcial. Una caracteristica
central de esta perspectiva es que la modelacion es entendida como una actividad
para resolver problemas auténticos y no para desarrollar teoria matematica (Kaiser
& Sriraman, 2006). En este sentido Kaiser & Schwarz (2010) afirman que los
ejemplos tomados como base para trabajar en la escuela deberian permitir a los
estudiantes:

e Comprender la importancia de las matematicas en la vida diaria, en el entorno
y en las ciencias
e Adquirir competencias que les permitan resolver problemas matematicos reales

incluyendo problemas cotidianos, del entorno y de las ciencias

En este sentido el principal criterio en la seleccidon de los problemas tiene que ver

con lo accesibilidad para los estudiantes, es decir, el contexto del mundo real
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deberia ser comprensible para los estudiantes sin demasiado trabajo adicional y la

modelacién como tal deberia estar en el horizonte matematico de ellos.

Esta situacion demanda nuevas formas de estructurar la ensefianza de las
matematicas de tal forma que sean orientadas hacia la realidad lo cual no significa
que sean reducidas soOlo a ejemplos basados en la realidad pero si que estos

jueguen un papel central (Kaiser & Schwarz,2010)

A continuaciéon se presenta un esquema del proceso de modelacion que describe

los aspectos centrales de esta perspectiva (ver imagen 3)

mathematisatio

Maghematical
Real world model m.jﬁ.e]

™

[dealizatidn \ Mﬂt.hemat_m |
considerations

Real woarld kitua- Mathematidal
tion < ~Tesults

remterpretation/validation
Reality Mathematics

Fig. 1: Didactical modelling process (from Kaiser
1995, p. 68 and Blum 1996, p. 18)

Imagen 3. Proceso didactico de modelacion (Kaiser & Schwarz, 2006, p. 197)

Para esta perspectiva la modelacién es el proceso de transformar una situacion
real, mediante abstracciones y simplificaciones, en un modelo matematico que

luego seréa validado y reinterpretado en la situacion real original.

Otra de las perspectivas, la modelacion en contexto, se refiere basicamente a la
importancia del contexto no sélo en la formulacion sino también en la solucién de

un problema de modelacion. Algunas de las premisas de esta perspectiva son:

e Los sistemas conceptuales son constructos humanos y son fundamentalmente

de naturaleza social
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e Los significados de estos constructos se distribuyen en una variedad de
medios y representaciones que van desde el lenguaje hablado, escrito hasta
diagramas y graficos, modelos concretos y metaforas basadas en la
experiencia

e El conocimiento es organizado alrededor de la experiencia y las abstracciones.

Los “mundos de experiencia’ que los seres humanos necesitan comprender y
explicar no son estaticos, éstos son en gran medida productos de la creatividad

humana que cambian continuamente (Kaiser & Schwarz, 2010)

En la aproximacion que considera modelos elicitados, la modelacion es definida
como una actividad de solucion de problemas usando principios especificos de
disefios instruccionales en los cuales los estudiantes le dan sentido a situaciones
e inventan, extienden y refinan sus propios constructos matematicos. El propdsito
de este proceso es que los estudiantes tomen modelos ya elaborados en la
solucion de un problema original y los apliguen a nuevos problemas (Kaiser &
Sriraman, 2006)

En la perspectiva educativa, que se puede ubicar entre la realistica y la
epistemoldgica, el centro esta puesto en los procesos de aprendizaje y en la
promocién de la comprension de conceptos. En esta perspectiva, los ejemplos del
mundo real y sus interrelaciones con las matematicas llegan a ser un elemento
central en la estructuracién de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas
(Kaiser & Sriraman, 2006).

La perspectiva socio-critica, referida a las dimensiones socioculturales de las
matematicas tiene su énfasis en el papel de las matematicas en la sociedad y
reclama la necesidad de apoyar el pensamiento critico alrededor del rol de las
matematicas (en la sociedad), el rol y naturaleza de los modelos matematicos y la
funcién de la modelacion matematica (en la sociedad). En esta linea se pueden
ubicar los trabajos de D’Ambrosio (1999), Barbosa (2006) y Araujo (2009). En esta
perspectiva, se hace la distincion entre la modelacion matematica hecha por

modeladores profesionales y las actividades de modelacién realizadas en la
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escuela. Asi, la promocién del pensamiento critico del estudiante es un objetivo
central de la ensefianza en esta perspectiva. Las discusiones reflexivas de los
estudiantes en los procesos de modelacion son consideradas parte indispensable
de este proceso. El analisis del discurso es considerado fundamental en esta
perspectiva ya que a traves del discurso los estudiantes desarrollarian discusiones
de tipo matematico, tecnoldgico y reflexivo, indispensables para el desarrollo del
pensamiento critico (Kaiser y Sriraman, 2006).

En la perspectiva epistemologica se puede ubicar el enfoque de la Teoria
Antropologica de lo Didactico (TAD) y la aproximacion a las praxeologias
matematicas de Chevallard y el contrato didactico de Brousseau. A diferencia de la
perspectiva realista, se le da menos importancia al aspecto real de los ejemplos
con que se trabaja. En este sentido, si el enfoque predominante es el de la TAD,
cualquier actividad matematica es susceptible de modelarse, asi la modelacion no
esta limitada a la matematizacion de cuestiones extra matematicas (Kaiser &
Sriraman, 2006). Lo anterior es expresado de manera directa por Bosch, Garcia,
Gascoén y Ruiz (2006, p.38): “La TAD propone que toda actividad humana puede
ser modelada mediante praxeologias (praxis+logos). Esta nocion primitiva
constituye la herramienta fundamental propuesta desde la TAD para modelar la

actividad matematica, entendida como una actividad humana mas”

Finalmente, la perspectiva cognitiva en la modelacion tiene como finalidad analizar
diferentes procesos de modelaciéon con diferentes situaciones, variando en su
grado de autenticidad o complejidad matematica. Uno de los fines de esta
perspectiva es la reconstruccion de las rutas de modelacion individuales y la
identificacion de las barreras y dificultades de los estudiantes durante sus

actividades de modelacion (Kaiser & Schwarz, 2006).

De otra parte, y en este mismo sentido, Biembengut y Hein (2004) identificaron en
la literatura dos posturas con respecto a la modelacion: la que considera que a
través de la modelacion no se puede ensefiar nuevos conceptos matematicos y
los que defienden que la modelacion es un proceso ideal para ensefar

matematica. Por su parte Coulange (1998) (citado por Gallegos, 2007) distingue

45



dos tendencias importantes que existen alrededor de la ensefianza y aprendizaje
de la modelacion: una que afirma que se puede ensefiar “a través de la
modelacién” y otra que sostiene que es “la modelacidén” la que se debe ensefar.
En otras palabras la modelaciéon puede ser estudiada como herramienta pero

también como objeto de ensefianza, segun estas otras posturas.

La revision anterior tuvo como finalidad exponer las perspectivas mas comunes en
el ambito internacional sobre la modelacion para ir delimitando de manera gradual
la perspectiva que sirve de base a esta investigacion: la socioepistemologia (que
sera presentada en el capitulo 3) y los supuestos bajo los cuales se puede explicar

la modelacién.

1.2 Sintesis de las diferentes perspectivas sobre modelacion

A partir de los diferentes trabajos consultados y de investigaciones anteriores
sobre la modelaciéon en el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas, se
pueden identificar diferentes acepciones del término, que si bien en algunos casos
tienen elementos en comun, en otros muestran diferencias significativas. Esto
muestra, de alguna manera, la dificultad no solo conceptual sino también de

aplicaciéon de la modelacion en la ensefianza de las matemaéticas.
Se pueden identificar dos tendencias basicas:

a. La modelacion entendida como proceso o actividad en la que un problema,
situacion o fendmeno por fuera de la matematica es traido al dominio matematico

para ser resuelto o explicado

b. La modelacién como un método de ensefianza y aprendizaje que puede ser

objeto de ensefianza o un medio para ensefar matematicas

En la siguiente tabla (ver tabla 1) se muestran diferentes concepciones en torno a
la modelacién, las cuales han sido dispuestas en columnas para facilitar su

lectura:
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Como

proceso

Como método de ensefianzay

aprendizaje

Supone recortar una  cierta
problematica frente a una realidad
generalmente compleja en la que
intervienen muchos mas elementos
de los que uno va a considerar,
identificar un conjunto de variables
sobre dicha problemética, producir
relaciones pertinentes entre las
variables tomadas en cuenta vy
transformar esas relaciones
utilizando algun sistema tedrico-
matematico, con el objetivo de
producir  conocimientos  nuevos
sobre la problematica que se estudia
(Sadovsky, 2005)

La modelacion matematica es una
forma de resolucién de problemas de la
vida real en la que no solo se tiene en
cuenta la solucion del mismo sino que
exige la utilizacion de un gran namero
de habilidades matematicas y no llega
solo a una respuesta especifica sino a
un rango de respuestas que describen
la conducta del fendmeno considerado
y da al resolutor sentido de
participacion y control en los procesos
de solucion. Esto hace que la
modelacibn  matematica sea un
poderoso instrumento de aprendizaje
significativo, a tener en cuenta para
trabajar en el aula. (Castro y Castro,
2000)

La modelacion es un proceso en el
cual un problema no matematico es
resuelto a través de la aplicacion de

las matematicas

(Kaiser,y Maal3, 2007)

La modelacion matematica como
meétodo de ensefianza y de
investigacion el cual se vale de la
esencia de la modelacion que consiste
en el arte de traducir un fendmeno
determinado o problemas de la realidad
en un lenguaje matematico: el modelo

matemaético (Biembengut y Hein,s.f.)
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Actividad que se realiza en la clase
de matematicas, mas que una
herramienta para construir
conceptos, se convierte en una
estrategia que posibilita el
entendimiento de un concepto
matematico inmerso en un
“micromundo” (contexto dotado de
relaciones y significados) que
prepara al estudiante para ir
desarrollando una actitud diferente
de preguntarse y abordar los
problemas de un contexto real (Villa,
2007)

La modelacibn matematica es el
método de ensefianza-aprendizaje que

utiliza el proceso de modelacion en

cursos  regulares
Biembengut,1997)

(Bassanezi vy

Es el proceso de traslacion entre el
mundo real y las matematicas en
ambas  direcciones  (Blum vy
Borromeo, 2009)

La modelacibn matematica es un
proceso que tiene su esencia en la
construccion de modelos
matematicos abstractos. En este
eslabon del proceso de solucién de
problemas el sujeto expresa en un
lenguaje matematico los elementos e
interrelaciones del problema dado,
aplicando los conocimientos

adquiridos (Diéguez y otros, 2003)

Aprender a modelar es saber

48



estructurar el contexto, matematizar
y reinterpretar los resultados de esta
matematizacion, revisar el modelo,

modificarlo, etcétera.

Una completa e interesante

descripcion de la modelacién

matematica ha sido dada por Henry
O. Pollak:

Cada aplicacion de la matematica
usa la matemética para evaluar o
entender o predecir algo que
pertenece al mundo no matematico.
Lo que caracteriza a la modelacion
es la atencion explicita al principio
del proceso, al ir desde el problema
fuera del mundo matematico a su
formulacion matematica, y una
reconciliacion explicita entre las
matematicas y la situacion del

mundo real al final. (Alsina 2007)

Consiste en el arte de traducir un
fendbmeno determinado o problemas
de la realidad en un lenguaje
matematico: el modelo matemético
(Biembengut y Hein,2006)

Puede ser entendida como el uso de
modelos matematicos para resolver

problemas reales. Esto significa
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encontrar una representacion
matematica para una situacion real,
buscar comprenderla e intentar
resolver algun problema relacionado

a esta situacion (Araujo, 2010).

Tabla 1. Sintesis se diferentes perspectivas en la modelacion

2. Constructos teoricos fundamentales

2.1 Modelo

El término modelo se presenta como un concepto polisémico y son diversas las
acepciones que se encuentran en la literatura. La nocibn de modelo en
matematica educativa no emerge de la matematica misma, no es interior a las
matematicas, se trata de una relacion entre un fenomeno, material 0 esquema y
un concepto, estructura o procedimiento matematico (Castro y Castro, 2000). En
otras palabras, existe una relacion directa entre realidad y modelo mediada por
conceptos matematicos.

A continuacién se presentan algunas caracteristicas, que sin ser normativas,
muestran de alguna manera los rasgos distintivos que debe tener un modelo,
independientemente de la perspectiva bajo la cual se aborde la modelacion
(Hernandez, 1989):

e Ha de describir las propiedades esenciales de la estructura del objeto
e Ha de comenzar por el estudio no de las situaciones observadas en la realidad,

sino de situaciones ideales, Unicas que nos pueden ofrecer la solucién de los

problemas que se planteen. En este sentido, lo ideal hace alusiébn mas a cierto
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caracter simplificado de las situaciones, en las cuales por simplicidad hay

ciertas variables que no son consideradas

El modelo debe operar con constructos, es decir, conceptos concernientes a
objetos ideales, que no se pueden deducir directamente de los datos
experimentales, sino que se construyen liboremente a partir de ciertas hipotesis
generales sugeridas por el conjunto de las investigaciones y por las intuiciones
del investigador y por las relaciones entre esos datos. Cada modelo, pues,
representa una construccién deducida légicamente de las hip6tesis con la

ayuda de un instrumental matematico determinado.

Un modelo ha de estar dotado de un poder explicativo, es decir, debe de
explicar los hechos y los datos suministrados por la experimentacion y predecir

el comportamiento del objeto, que sera confirmado, ulteriormente, por la

observacion o por una nueva experimentacion.

En la siguiente tabla (ver tabla 2) se presentan algunas concepciones de modelo,

gue sin ser definitivas, comprenden aspectos generales que los caracterizan en

las diferentes perspectivas analizadas:

Definicién

Autor (es)

Es cualquier sistema completo vy
compatible de ecuaciones matematicas,
disefiadas para que se correspondan

con alguna otra entidad, su prototipo.

Aris ( citado en Suarez, 2008)

Conjunto de simbolos y relaciones
matematicas que traducen, de alguna
forma, el fendmeno en cuestion. El
modelo permite no soélo obtener una
solucion particular sino también servir

de soporte para otras aplicaciones o

Biembengut y Hein (2006)
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teorias.

Representacion simplificada del objeto
0 proceso que se analiza teniendo en
cuenta que refleja soélo algunas
caracteristicas que son esenciales en el

fendmeno estudiado.

Diéguez y otros (2003)

Sistema figurativo mental, grafico o
tridimensional que reproduce o
representa la realidad en forma
esquematica para hacerla mas
comprensible, que permite volver
cercana y concreta una idea 0 un

concepto para su apropiacion y manejo.

Ministerio de Educacion Nacional
Colombia, (2006)

de

Es una relacion entre ciertos objetos
matematicos y sus conexiones por un
lado, y por el otro, una situaciéon o
fendmeno de naturaleza no

matematica.

Blomhgj (2004)

Es una estructura matematica que
aproxima o describe ciertas relaciones

de un hecho o fenédmeno.

Castro y Castro (2000)

Representaciones de situaciones
problema que reflejan necesariamente
aspectos fundamentales de conceptos
y estructuras matematicas relevantes
para la situacion problema, pero que

pueden tener diversas manifestaciones.

Van Den Heuvel (2003)
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Es un sistema para describir (explicar o | Lesh, Galbraith, Haines y Hurfor (2010)
disefiar) otro sistema o sistemas con
algun proposito claramente

especificado

Constructo de caracter dinamico que | Martinez y Ortiz (2005)
resulta de la matematizacion de la
realidad y que contribuye a la
descripcion, explicacion y prediccion de

fendbmenos o hechos del mundo real

Tabla 2. Diferentes concepciones de modelo
2.2 Realidad

Un aspecto importante en las actividades de modelacion lo constituye el concepto
de realidad ya que desde cualquier perspectiva se asume como base para la
identificacion y seleccion de los fendmenos, situaciones o problemas que han de
ser considerados para el trabajo en la clase de matematicas. Ademas, es
importante considerar que esa realidad esta en estrecha relacion con los contextos
en los que se desarrolla y por lo mismo mas que hablar de realidad y contexto de
manera aislada, se trata de un binomio en el que cada una de las partes
condiciona e influye en la otra y ambos, a su vez, influyen en la practica de
modelacion en matematica educativa. Aunque en algunos de los parrafos
siguientes se trabajen de manera separada realidad y contexto, se hace s6lo por

claridad para su comprension.

Para Bosh y otros (2006), la modelacion supone partir de una situacion realista
para el alumno, en la cual éste pueda actuar para dar lugar a un primer modelo de
su actividad matematica informal y que luego ira evolucionando, en mayor nivel de

complejidad, hacia un modelo méas elaborado. En este sentido, una situacion
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realista se refiere a una situacion que se encuentre en el lo que podria llamarse el

espectro, no solo de intereses sino también de comprensiones, del estudiante.

Por su parte Villa (2009), no se refiere a la realidad como tal, sino mas bien al
mundo real el cual considera como un aspecto cercano a los contextos reales de
los estudiantes, es decir, los contextos cotidianos, sociales, culturales, de

consumo o de otras ciencias en los cuales los estudiantes pueden estar inmersos.

En este sentido, el mundo real es real en la medida que esté relacionado con las
experiencias y vivencias de los mismos estudiantes, es decir, que sea el mundo
qgue los estudiantes viven y del cual se pueden hacer una representacion. En el
ICMI Study 14 (International Commission on Mathematical Instruction, 2004), cuyo
tema fue Applications and modelling in mathematics education, se define el mundo
real como todo aquello que tenga que ver con la naturaleza, la sociedad o la
cultura, incluyendo tanto lo referente a la vida cotidiana como a los temas
escolares y universitarios y disciplinas curriculares diferentes de las matematicas
(Blum, Galbraith, Henn, Niss, 2007)

Para Blum y Borromeo (2009), la realidad es el resto del mundo fuera de las
matematicas e incluye la naturaleza, la sociedad, la vida diaria y otras disciplinas

cientificas.

En la Educacién Matematica Realista (mencionada anteriormente), la concepcion
de realidad esta ligada a la etimologia de la palabra (en holandés, el verbo zich
realisieren significa “imaginar”) y por lo mismo tiene una cierta relacion con
aguello que puede “imaginarse un estudiante”. El término realista se refiere mas a
situaciones problema que los estudiantes puedan imaginar que a la realidad o
autenticidad de los problemas mismos (Van Den Heuvel, 2003). Esto ultimo no
significa que la relacién con la vida real no sea importante, sino que los contextos
no estan necesariamente restringidos a situaciones en ese contexto. Asi las
cosas, el mundo de fantasia de los cuentos de hadas e incluso el mundo formal de
las matematicas, son contextos idéneos para problemas, siempre y cuando sean

“reales” en la mente de los estudiantes.
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D’Ambrosio (2009), define la realidad como el complejo de hechos y fendmenos
interrelacionados ya sean naturales, ambientales, socioculturales y emocionales.
Esta realidad informa al individuo proporcionandole estimulos para la accion, es

decir, puede ser percibida por los sentidos.
2.3 Contexto

En Castro y Castro (2000) se sefialan tres contextos (en el aula) en los que se
puede realizar la modelacién. El primero se refiere a resolver problemas en los
cuales las operaciones matematicas surgen como generalizacion de acciones
reales. En el segundo contexto, el estudiante toma un problema de la vida real, lo
organiza, estructura, a continuacion determina la matematica relevante necesaria
y, finalmente, resuelve el problema, es decir, el estudiante aplica a una situacion
real conceptos mateméticos de los que disponia previamente. En el tercer
contexto, el punto de partida es un problema de la vida real para el que se

introducen y desarrollan nuevos conceptos matematicos.

Cualquiera sea el contexto en el que se presenta la modelacion, hay que
considerar, tal como lo plantean Cordero y otros (2001), que contextualizar el
conocimiento matematico no significa simplemente simularlo en el aula con
cualquier actividad cotidiana, sino conocer las representaciones que de ese
conocimiento se hacen los estudiantes y conocer el significado de sus
concepciones, ademas de ver como las hacen funcionar en el ambito elegido. Se
podria afiadir entonces que ademas de ver cdmo las hacen funcionar en el ambito
elegido es identificar y analizar como resignifican y cdmo construyen conocimiento
matematico escolar. En el caso de nuestra investigacion realidad y contexto son
elementos que ademas de ser indisolubles le dan significado a una practica social

y le imprimen unas caracteristicas particulares.
2.4 Interacciones en clase de matematicas

El conocimiento matemaéatico escolar, como construccién colectiva, se da en la

medida que hay intercambios, negociaciones y consensos entre los actores
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principales involucrados en el acto educativo: estudiantes y profesores. Estos
intercambios, negociaciones y consensos presentes estan mediados por la
comunicacién y es en este punto en el que las interacciones juegan un papel
fundamental. Montiel (2002), afirma que el profesor, el estudiante, el objeto de
conocimiento y los objetivos de ensefianza son los elementos de cualquier
practica educativa, pero es la interaccion entre ellos la que determina esa practica
y es al mismo tiempo el elemento intrinseco de la efectividad de cualquier

ambiente educativo, en especial el aula de matematicas.

Las interacciones corresponden a las vivencias y encuentros cotidianos que se
dan en el salon de clase y cuyo andlisis permite interpretar y comprender los
significados que le otorgan las personas a una realidad especifica y donde se
puede observar, distinguir o percibir la cotidianidad en el aula, haciendo énfasis en
el discurso explicito y oculto (aquel que no esta necesariamente mediado por el
lenguaje verbal) de las relaciones de los individuos, en un determinado lugar o
escenario (Arias, 2009). Interesan aquellas interacciones que contribuyan a la
construccion y resignificacion de conocimiento matematico escolar en el contexto

de la clase de matematicas.

Al considerar el aula de matematicas como un espacio en el que emerge
conocimiento matematico escolar y al mismo tiempo se pueden resignificar
conocimientos ya adquiridos, las interacciones se pueden comprender como los
procesos de asociacion de unos actores conscientes con otros, entre los que se
produce un intercambio, una orientacion y una afectacion de la conducta de unas
personas con respecto a las demas, y con las cuales se establece una relacion
determinada. Estos procesos de interaccion entre los miembros de un grupo
especifico generan una red de relaciones edificadoras de organizacion social y
cultural (Blandén, Molina & Vergara, 2006, citado por Arias, 2009). Las
interacciones sociales son esenciales para favorecer el aprendizaje ya que
propicia el desarrollo de las capacidades humanas tomando en cuenta el lenguaje

como mecanismo mediador en dicho desarrollo (Arias, 2009).
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Por su parte Falsetti y Rodriguez (2005) se refieren a las interacciones como un
intercambio comunicativo, reciproco y voluntario entre actores que participan del
acto intencionado de ensefar y que conlleva la potencialidad de provocar alguna

transformacion (intelectual o actitudinal) entre los sujetos participantes.

Es en el seno de estas interacciones que para esta investigacion cobra sentido
buscar la forma en que estudiantes y profesores resignifican un conocimiento
matematico escolar. Tal como lo afirma Testa (2004, p. 57) en su estudio sobre el
proceso de resignificacion del valor numérico de la funcion derivada segunda “el
conocimiento se va construyendo, y reconstruyendo, en las situaciones de
interaccion que se dan en el aula, se producen resignificaciones de significados en

un proceso de negociacion”.

En las interacciones del aula el discurso juega un papel central pues como afirma
Planas (2004), el discurso es un conjunto de acciones e interacciones articuladas
en un contexto de practicas sociales. Es asi como al hablar de interacciones se
esta hablando al mismo tiempo del discurso, el cual sirve como puente entre los
estudiantes y el profesor y entre los mismos estudiantes. Asi las cosas, el discurso
del aula esta constituido por practicas comunicativas que generan la produccion y
transaccion de intenciones y significados en interacciones social y culturalmente
situadas (Planas, 2004), en el caso del aula de matematicas, el discurso modela lo
que significa hacer matematicas y las identidades de los alumnos como

aprendices de matematicas (Klein, 2002, citado por Planas, 2004).

Se puede ver entonces que la relacion entre interacciones y comunicacion, via
discurso, es directa y en ambos sentidos de tal manera que la una influye en la
otra. Cada interaccion constituye un acto comunicativo y a su vez cada interaccion
forma parte de un conjunto compuesto de interacciones anteriores y simultaneas.
Por lo tanto, tiene sentido analizar las interacciones a traves del discurso si éste se
concibe como una realidad que reproduce discursos anteriores y simultaneos y
que, a su vez, se reconstruye en discursos posteriores (Planas, 2004). Este
discurso serad asumido en sus diversas expresiones 0 manifestaciones ya sean

verbales o escritas, cada una de las cuales permite a su vez analizar y dar cuenta
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de la naturaleza de los argumentos y conocimientos empleados no solo en la
construccion de conocimiento matemético escolar (Torres, 2010), sino también en
su resignificacion. En este sentido, la interaccion mas que ser considerado un
proceso que parte de la diversidad de opiniones y posturas, termina como un
proceso donde se negocian y articulan significados, pero también se abren

alternativas explicativas y se plantan nuevos debates (Torres, 2010).

Para esta investigacion las interacciones son consideradas como procesos de
intercambio comunicativo en los que las negociaciones, los consensos, las
convergencias, las divergencias, las explicaciones y las argumentaciones son los
mecanismos mediante los cuales se dan las relaciones entre los actores en la
clase de matematicas: profesor y estudiantes, en busqueda de la resignificacién
de un conocimiento matematico escolar. En palabras de Radford (2011), la
interaccion puede ser considerada como aquello que provee un espacio de
facilitacion de intercambio. En este caso, la interaccion se presenta como una
herramienta, un instrumento pedagdgico que ayuda al profesor a crear las
condiciones para que el aprendizaje ocurra. Estas interacciones en el caso de esta
investigacion, se busca que sean promovidas en el ejercicio de una practica de
modelacién y mas concretamente en el ejercicio de la practica de modelacion del

fendbmeno de enfriamiento.

De esta forma las producciones orales y escritas son consideradas formas de
expresion de esas interacciones y por lo tanto susceptibles de ser analizadas bajo
la optica de la resignificacion de conocimiento mateméatico escolar, concepto que

sera discutido mas adelante.
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Capitulo 3.
La perspectiva socioepistemologica

de la modelacion
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En el siguiente capitulo se dan algunos elementos que ayudan a entender de qué
manera la practica de modelacién se puede explicar a luz de la socioepistemologia
y cémo en el ejercicio intencional de esas practicas es que se da la resignificacion,
en el sentido de proceso de resignificacion. Aunque los conceptos aparecen
separados, es importante sefialar que estan relacionados entre si y forman un

todo coherente.
3.1 Las practicas sociales en la socioepistemologia

Las practicas sociales se pueden entender como aquellas cosas que hace un
grupo social, que tiene significados propios e intencion, ubicado en un contexto
historico o actual y que actua de acuerdo con ideologias predominantes y utiliza a
la matematica como herramienta para construir conocimiento (Cordero y otros,
2001). Para Buendia (2004), por su parte, las practicas sociales son como una
metafora que permite explicar la construccion de conocimiento matematico. Ese
conjunto especifico de acciones permite la diferenciacion entre comunidades y se

puede hablar asi de practicas de los profesores, ingenieros, médicos, etc.

De acuerdo con Lépez (2005), la practica social se puede entender como un
constructo tedrico usado para referirnos a aquello que nos hace comportarnos tal y
como lo hacemos y no de una manera diferente. De manera mas general y en
términos de comunidades, una practica social es aquello que nace como
respuesta a una necesidad, donde la respuesta viene a ser una especie de

acuerdo, explicito o no, de la comunidad para trabajar en una cierta direccion.

Cordero (2006) ha puesto de manifiesto el papel que desempefian las practicas en
los grupos humanos pues cualquier grupo humano se vale de préacticas para
generar conocimiento. De acuerdo con este autor, el desarrollo de éstas depende
de la organizacion, de la cultura y de la historia de los grupos humanos. Afirma
gue estas practicas son todos los aspectos y formas de la actividad humana que
transforman realmente (materialmente) los objetos, resignificando asi al

conocimiento.
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En Camacho (2006), se hace referencia a la practica social como una actividad
ejercida por el ser humano sobre el medio en el que se desenvuelve y a través de
la cual le da sentido a los problemas fundamentales de la ciencia al someterlos a
relaciones entre ellos y su entorno. Sin embargo, esos problemas deberian ser
ampliados y no ser exclusivos de la ciencia, ya que el mundo real o el medio en el

que se pueden desenvolver los individuos es mas amplio y complejo.

Estas practicas sociales pueden ser caracterizadas (Cortés, 2005) segun cinco

elementos que las configuran y que estan interrelacionados:

Actores sociales en interaccion. Reconociendo el caracter discursivo en la

construccion social del conocimiento

e Una situacion social (diversos fenomenos observables)

e Una nociébn matematica y sus diversas versiones (tabla, grafica, ecuacion,
lenguaje natural, etc.)

e Un contexto social (diversas comunidades de profesionistas y oficios)

¢ Una intencionalidad implicita en un contexto historico social (la intervencion de

los actores en su entorno)

Retomando el caracter funcional que debe tener el conocimiento matematico,
Cortés (2005) afirma que es en el ejercicio de practicas sociales, en diversos
contextos, donde toma el caracter de funcionalidad la matematica. Esas practicas
a su vez son ejercidas con una intencionalidad para transformar o comprender el
entorno social en el que se desarrollan (dichas practicas). Es asi como las
practicas sociales se ejercen por lo general en situaciones extraescolares y
escolares que pueden ser motivadas por contextos politicos, sociales, culturales

ideoldgicos o de otra naturaleza (Camacho, 2006)

Los planteamientos anteriores permiten considerar las practicas sociales como la
base sobre la cual los sujetos pueden construir conocimiento, en comunion con

otros y en contextos definidos. Las practicas sociales serdn asumidas en esta
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investigacion como un conjunto de acciones deliberadas e intencionadas que
desarrolla el individuo en un colectivo para resignificar conocimiento, en este caso
conocimiento matematico escolar, y que caracteriza a las comunidades y a sus
integrantes y que norman o regulan el comportamiento de esos sujetos en esa
comunidad (Arrieta, Buendia, Ferrari, Martinez y Suarez, 2004; Cordero y Suarez,

2005, Cantoral (comunicacion Personal)).

3.2 La perspectiva socioepistemologica

De la revision anterior sobre las diferentes perspectivas de la modelacion
(secciones 1.1 y 1.2) se puede observar que la perspectiva socioepistemoldgica
no es considerada en estas clasificaciones para abordar el estudio de la
modelacion en la matematica escolar, al menos en las referencias internacionales
consultadas. Si bien la socioepistemologia ha tenido un desarrollo y un contexto
concretos, no significa que su alcance sea limitado y que no pueda ser

considerada también como una aproximacion importante en otros contextos.

Segun Camacho (2006), la aproximacion socioepistemoldgica cuenta hasta el
momento con investigaciones en dos direcciones. Una va orientada hacia la
reconstruccién del conocimiento matematico escolar, es decir, el disefio de
situaciones y la otra hacia una investigacion de corte experimental en la que se ha
puesto en juego la simulacion y la modelacion con el objetivo de que los
estudiantes construyan conocimiento a través de las resignificaciones que se
producen en las actividades. Es en esta ultima direccion hacia la cual se orienta

esta investigacion.

En Martinez (2005), quien toma trabajos de otros autores (Cantoral y Farfan, 2003;
Arrieta, 2003; Buendia, 2003; Ferrari y Farfan, 2004) se resume en términos

generales la filosofia de la perspectiva socioepistemologica:

Los saberes matematicos son un bien cultural y son producto de la actividad

humana en su practica de modificar y construir su realidad, tanto natural
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como social. Trabajamos con la hipotesis del origen social del conocimiento,
asumiendo que los procesos de construccién y de creacidbn humana son
procesos de sintesis (interrelacion de algunas partes para conformar un todo)
de los objetos y herramientas culturales presentes en una sociedad o un

grupo especifico (p.198)

Para Hernandez y Arrieta (2005), en el marco de la socioepistemologia confluyen
cuatro dimensiones, lo epistemoldgico, relativo a las practicas que dan origen a las
construcciones de los conocimientos; lo cognitivo, a los procesos de construccion
de los conocimientos por los alumnos; lo didactico, que se relaciona a las formas
de intervencion en los sistemas escolares; y lo social, acerca de como se
desarrollan y viven en nuestro entorno las practicas que dan lugar a los

conocimientos, en este caso las practicas sociales.

La perspectiva socioepistemologica es la aproximacion tedrica que al considerar
las dimensiones didactica, cognitiva y epistemoldgica en la matematica escolar,
las inscribe en un contexto social concreto y particular, de manera sistémica, que
dota de sentido y significado a las interacciones que emergen de las relaciones
entre las dimensiones anteriores y con el contexto y en las cuales son los seres
humanos, como colectividad, los que construyen conocimientos matematicos
nuevos o transforman y resignifican los ya existentes al ejercer practicas sociales
(Cantoral y Farfan, 2003).

Los argumentos fundamentales de esta perspectiva son la naturaleza de la
practica social y la resignificacion del conocimiento matematico escolar (Camacho,
2006). Es una aproximacion tedrica que pone en el centro de la discusién mas que
a los conceptos a las practicas sociales asociadas a determinado conocimiento y
mas que a determinado conocimiento lo que estudia es el entendimiento de la
construccion del conocimiento matematico de acuerdo con lo que organizan los

grupos humanos normado por lo institucional y cultural (Bricefio y Cordero, 2007).
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En la siguiente imagen (imagen 4), tomando algunos elementos del esquema

presentado por Hernandez y Arrieta (2005), se resumen las ideas anteriores:

Dimension
epistemoldgica

Dimension
didactica

Resignificacion de conocimiento

matematico escolar en el ejercicio
de practicas sociales

Dimension
cognitiva

Contexto social

Imagen 4. Esquema general de la Socioepistemologia

Por su parte Ramos (2005) propone tres aspectos que deben ser tenidos en

cuenta al considerar esta perspectiva:

Naturaleza de la problematica: en el sistema didactico el conocimiento
matematico es eminentemente una construccion social

Las practicas sociales de los grupos humanos: las practicas son todos los
aspectos y formas de la actividad humana que transforma realmente los
objetos

El desarrollo de las practicas en el sistema didactico: son las practicas, como
una respuesta a la problematica, las que tienen que ser desarrolladas en el

sistema didactico y no en si los conceptos.

Una vez se han esbozado los aspectos centrales de las practicas sociales y de la

socioepistemologia, se va a plantear la modelacibn como una practica bajo estas

premisas.
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3.3 La modelacion en la perspectiva socioepistemologica

A diferencia de las anteriores perspectivas con relacion a la modelacion
matematica en el ambito escolar, la perspectiva socioepistemoldgica no tiene
como preocupacion central que la modelacion sea considerada como un contenido
a ensefiar o como un medio o herramienta para ensefiar conceptos matematicos.
El centro de interés en la perspectiva socioepistemoldgica radica en considerar la
modelacién en matematica educativa como una practica que se comparte y se
ejerce en comunidades especificas y en contextos particulares y que al ser
ejercida por estudiantes y profesores (actores del sistema didactico) permite la
resignificacion de conocimiento matematico escolar, lo cual a su vez modifica esas
practicas bien sea incorporando nuevos elementos, enriqueciendo los ya
existentes o aportando nuevos significados, y modifica también a los individuos
involucrados. Segun Buendia (2004, p.72) “el individuo es, pues, un ente activo
modificando su entorno y modificandose a si mismo en el contexto mismo de las
practicas en las que se involucran y éstas son la fuente de resignificacion del

conocimiento matematico”.

De la misma manera, y segun LOpez, Juarez y Arrieta (2007), las practicas de
modelacién son aquellas practicas sociales que se desarrollan en un contexto
determinado (en nuestro caso la clase de matematicas) y en interaccion con
fendmenos del mundo real y para los cuales las herramientas que se construyen
para comprender o predecir su comportamiento, son precisamente los modelos
gue desarrollan los estudiantes como fruto de sus interacciones. Es entonces en el
ejercicio de esas practicas sociales que se construye conocimientos matematicos

y éstos a su vez modifican esas practicas sociales (Arrieta, 2003).

Asi mismo, Camacho (2006) citando a Freudenthal (1991), afirma que para este
altimo, desde el punto de vista de la modelacion, se distinguen las practicas
sociales como manifestaciones realizadas por los seres humanos a fin de resolver

problemas mateméaticos y que comprende entre otras actividades investigar lo que
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es esencial entre contextos, situaciones, problemas, procedimientos; simbolizar,

formular, validar, generalizar, en definitiva, matematizar una situacion.

Por su parte Cordero (2001, en Torres y Suarez, 2005) plantea que la
aproximacion socioepistemoldgica sostiene que la construccion de conocimientos
debe estar en correspondencia con la modelacién y el uso de la matematica, es
decir, con el lenguaje de las herramientas que resulta de la actividad humana.
Estas herramientas seran precisamente los modelos que construyan los

estudiantes en su interaccion y como respuesta a una situacion determinada.

La modelaciébn, en la perspectiva socioepistemoldgica, no seria una
representacion sino una practica que refleja una cierta intencion humana, es decir
no solo es una transformacién sino intencionalidad y esto es precisamente lo que
desde este enfoque mas complejo, le da el caracter de social (Arrieta, 2003). Para
Cordero (2006) en ese mismo sentido, la modelacién en la matemética escolar
tiene que ser algo mas robusto que una representacion o una aplicacion
matematica, afirma que tiene que ser una practica plasmada especificamente

como la argumentacion de la situacion en cuestion.

Como se habia mencionado antes, la modelacién en tanto actividad humana se
convierte en una practica social que permite la interaccion con los otros y con los
fendbmenos o acontecimientos del mundo real. En esta investigacion, los modelos
gue construyan los estudiantes seran precisamente las herramientas de las que se
valdran no soélo para comprender un fendmeno como tal sino también para
predecir su comportamiento (Méndez y Arrieta, 2005). Desde este punto de vista
el modelo de algun fenbmeno es una herramienta usada para transformarlo, es
algo utilizado en sustitucion de lo modelado, donde la manipulacion del modelo
permite entender y predecir el comportamiento del fendmeno, asi como validar

hipotesis y elaborar estrategias para la intervencion (Arrieta, 2003).
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Para Ferrari y Farfan (2008), por ejemplo, la modelacion es una practica social
como generadora de herramientas y representaciones sociales que nos permite
generar conocimiento y construirnos modificandolas y modificAndonos. Pero no
solo generar conocimiento sino también resignificar conocimientos ya existentes.
Es una practica social en el sentido de comprender y transformar la naturaleza y
es fuente que desarrolla procesos de matematizacion, donde el alumno construye
argumentos, significados, herramientas y nociones relacionados con las
matematicas en la intervencion con los fenomenos de la naturaleza (Arrieta, 2003).
Las herramientas son los modelos creados con la mateméatica que conocen, son

sus herramientas de prediccion y actuacion.

Al considerar las diferentes concepciones sobre la modelacion tanto en la
socioepistemologia como fuera de ella, en este trabajo se asumira (la modelacion)
como una practica (de referencia) ejercida por profesores y estudiantes en un
contexto y tiempo determinados en respuesta a una situaciéon o fenomeno del
mundo externo pero cercano a la realidad de los estudiantes, y a partir de la cual
se resignifica conocimiento matematico escolar funcional, de manera individual y
colectiva, mediante procesos de interaccién. Se asume de referencia porque esta
en un contexto educativo y es ejercida por una comunidad bien definida:

estudiantes de ingenieria de un curso de ecuaciones diferenciales.

Las précticas de modelacion en si mismas son el pretexto que permite identificar y
descubrir otros elementos consustanciales a la resignificacion del conocimiento
matematico escolar y su caracter funcional, funcional en el sentido de que se
pueda integrar y resignificar permanentemente en la vida (fuera de la escuela)

para transformarla (Suarez y Cordero, 2005).

Finalmente, la modelacion al ser asumida como una practica no es simplemente
plantear en simbolos matematicos un fendmeno extra-matemético, es también al
mismo tiempo un proceso de descubrimiento de debilidades de aprendizaje, de

formas de relacionarse con el conocimiento, con los otros y con el entorno, es si
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se quiere, la cara funcional de las matematicas escolares pero funcional en el
sentido de que promueve otros formas de interacciobn y de resignificacion,
colectiva e individualmente, de conocimiento matematico. La interaccion como eje
fundamental de las practicas sociales es el “lugar” comun en el que los actores
construyen identidades, significados, sus propias realidades y al mismo tiempo

reconstruyen su propia cognicién (Buendia, 2004).
3.4. Modelo, realidad y contexto desde la socioepistemologia

Tal como se habia planteado en el capitulo anterior, hay tres constructos que
estan relacionados con la practica de modelacion: modelo, realidad y contexto.
Dependiendo de la postura que se tome acerca de la modelacion, el modelo
resulta ser una representacion de la realidad o una herramienta para intervenir
(Méndez y Cordero, 2009).

Para Arrieta (2003) el modelo de un fendmeno es una herramienta usada para
transformarlo. Es algo utilizado en sustitucién de lo modelado, la manipulacién del
modelo nos permite entender y predecir el comportamiento del fenomeno, asi
como validar hipotesis y elaborar estrategias para la intervencion. Un modelo es

una herramienta para interpretar e intervenir en un contexto.

Para Méndez y Arrieta (2005), las practicas sociales estan en intima relacion con
las herramientas utilizadas, esto es porgue al ejercer ciertas practicas los actores
construyen sus herramientas con las que han de actuar y a su vez estas
herramientas modifican las practicas. De esta manera los modelos son
considerados como herramientas creadas por los actores, al tratar de entender y

predecir el comportamiento de un fendbmeno

Para esta investigacion se asume que un modelo es un sistema (fisico o tedrico)
gue sirve para representar un objeto, situacién o fenomeno del mundo real en el
cual se utilizan relaciones y conceptos matematicos y cuya utilidad esta dada en
términos de ser una herramienta para interpretar, transformar y predecir el
fenémeno y su comportamiento (Arrieta, 2003) en unas condiciones de contexto y

tiempo particulares. Los modelos no se convierten en el foco principal de interés
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sino que son medios, herramientas, que permiten acercarnos a una realidad. De
esta forma, los modelos funcionan a menudo como “ventanas” a través de las

cuales se puede mirar mas que como “objetos” a los cuales mirar.

La realidad sera asumida en esta investigacion como todo lo que es y ocurre
(interna y externamente al sujeto) y que pueda ser no solo percibido sino también
imaginado o representado por un individuo a partir de sus sentidos y procesos
mentales, y en cuya interpretacion y andlisis influye tanto su propia subjetividad
como el contexto en el que se encuentra inmerso. De lo anterior se resalta que el
contexto es un elemento fundamental en la concepcién de la realidad y en la
construccion de significados y conocimiento a partir de esa realidad, tal como lo
afirman Cordero y otros (2001, p. 629) “los contextos tienen relacion con el ambito
gue da contenido a la situacion problematica planteada”.

En cuanto al contexto, Lopez, Juarez y Arrieta (2007) plantean que la actividad de
construccion de conocimiento es situacional, es decir que los conocimientos
cobran vida y tienen sentido en los contextos sociales concretos en que se
encuentran las personas. Ahora bien, ¢qué tiene que ver esto con la practica de la
modelacién? Una posible respuesta esta en Arrieta (2002, p.9) cuando afirma que
“la matematica no es “neutra”, depende del contexto social en donde se aborda.
La matematica cobra vida, tiene sentido, exactamente en contextos sociales
concretos. Estos contextos remiten, a los estudiantes y profesores, a diversas

practicas sociales...”, que en el caso de este trabajo, es la practica de modelacioén.

El contexto para esta investigacion esta dado por la dinamica natural de
interacciones en una clase de matematicas (de ecuaciones diferenciales) y en

unas condiciones particulares sociales y culturales.
3.5 La resignificacion a través de la modelacion

Una vez se ha presentado la modelacion como una practica, interesa entonces
identificar de qué forma la practica de modelacion se convierte en el medio para
lograr la resignificacion de un conocimiento matematico escolar y particularmente

de la ecuacion diferencial como una herramienta modeladora del cambio.
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En este trabajo, resignificar un saber matematico no es otorgarle un nuevo
significado es, como lo mencionan Buendia y Cordero (2005, citado en Bricefio y
Cordero, 2007), una construccion del conocimiento mismo que hacen los
individuos en un colectivo humano y que estd normado por aspectos
institucionales y culturales en un contexto particular y que se manifiesta en el uso
del conocimiento dentro de una situacion especifica (Cordero, Cen y Suérez,
2010). De esta forma, para poder buscar la resignificacibn de un concepto se
puede partir de la premisa que los estudiantes ya han tenido un acercamiento

escolar del mismo (Garcia y Montiel, 2007).

La resignificacion da cuenta de que el conocimiento tiene significados propios,
contextos, historia e intencion lo que permite enriquecer el significado de los
conocimientos en el marco de los grupos humanos (Martinez, 2005). Resignificar
no es sindbnimo de dar nuevos significados o nuevas definiciones a un concepto,
es mas bien reforzar, robustecer, ampliar, enriquecer, articular e integrar un
significado ya existente que las personas tienen y que lo estan usando en un
momento o situacidén particular, con una finalidad especifica y en el ejercicio de

diferentes practicas.

En palabras de Biehler (2005) es permitir que los estudiantes reflexionen,
enriqguezcan y reestructuren los significados asociados que ya tienen. Segun
Buendia (2004), la resignificacion se forma de significados y procedimientos
construidos en la situacion que conforman un esquema explicativo global.

Esta resignificacion ha permitido establecer categorias del conocimiento
matematico escolar que permiten identificar relaciones funcionales entre los
diferentes topicos que integran el saber matematico. En el desarrollo de la
socioepistemologia, esta reconstruccion de significados en contextos interactivos
en el salon de clases se ha logrado precisar tres marcos o situaciones: variacion,
transformacion y aproximacion (Buendia, 2004). En el caso especifico de esta
investigacion la resignificacion se buscara en términos de la variacion o el cambio

gue representa la ecuacién diferencial, y en la cual la resignificacion manifiesta no
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solo el uso del conocimiento, sino también su desarrollo, que norma al mismo

tiempo la préactica social (Cordero, Cen y Suarez, 2010).

El concepto de resignificacién esta asociado con la reconfiguracion epistémica del
conocimiento a partir de determinados argumentos que impactan la actividad del
aula. Para Buendia (2004), la resignificacion se forma de significados y
procedimientos desarrollados en una situacion de aprendizaje y estd normada por
lo institucional (Castafieda, Molina y Rosas, 2009). Para esta investigacion, el
saber a resignificar es la ecuacion diferencial que modela un fenémeno particular

como es el caso del fendbmeno de enfriamiento de un cuerpo.

De esta forma la modelacion como practica y al ser ejercida por grupos humanos
(estudiantes y profesores) en un contexto particular y bajo unas circunstancias
determinadas promueve interacciones que dotan de sentido y significado a un
conocimiento matematico escolar, tal como lo afirma Testa (2004, p. 57) en su
estudio sobre el proceso de resignificacion del valor numérico de la funcién
derivada segunda “el conocimiento se va construyendo, y reconstruyendo, en las
situaciones de interaccion que se dan en el aula, se producen resignificaciones de

significados en un proceso de negociaciéon”.

Es asi como se producen resignificaciones a través de la modelacion en la medida
que, en el ejercicio de esta practica, se da un uso especifico, situado e intencional
de la ecuacion diferencial en una situacién de cambio y la forma en que ese
cambio ocurre, tal como se da con el fendmeno de enfriamiento de los cuerpos. La
forma en que ocurre ese cambio es lo que le da valor agregado a la ecuacion
diferencial y a su uso, ya no aislado y descontextualizado de la realidad sino
vinculado con la misma en un proceso interactivo en el que son los estudiantes a
través de su propia experiencia, via la practica de modelacion, los que encontraran
nuevos usos y sentidos a un conocimiento matematico escolar y logrando asi

enriquecer al mismo tiempo significados.

71



Por su parte Biehler (2005) afirma que los significados matematicos que van a ser
construidos en el salén de clase deberian estar relacionados a practicas y
significados que estén por fuera de la escuela, es decir, vinculados y asociados a

la realidad de los estudiantes.

La actividad matematica es una actividad humana (Freudenthal, 1991) y en este
sentido es lo humano en tanto dinamica de interacciones lo que permite
intercambios, negociaciones y consensos en la construccibn de conocimiento

matematico y en la resignificacién de saberes matematicos

Esta resignificacion se logra a partir de la confrontacion entre aquello que los
estudiantes ya saben o creen saber, entre lo que intuyen o su sentido comdn les
sugiere y los resultados obtenidos a partir de una situacion real en la que ellos han
sido actores principales y han tenido la posibilidad de interactuar con sus pares y
con el profesor. Es en este sentido que la resignificacion dota de valor, interés,
nuevas preguntas y nuevas visiones a un conocimiento matematico, que en este
caso particular es la ecuacion diferencial que modela el cambio o la variacion,
enriqueciendo su significado cuando un grupo de estudiantes en un contexto
particular ejerce la practica de modelacion sobre el fendmeno de enfriamiento de
un cuerpo. En el siguiente esquema (ver imagen 5) se da una vision general del
proceso que integra la practica de modelacion, las interacciones y el proceso de

resignificacion:
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Imagen 5. Relacion entre practica, interaccién y resignificacion

Segun los antecedentes y el marco tedrico expuesto la resignificacion en esta
investigacion sera analizada a traves de las interacciones generadas cuando se
ejerce una practica de modelacion en la clase de matematicas. Mas que hablar de
resignificacion, se hara alusion al proceso de resignificacion pues es continua, se
transforma y enriquece en el tiempo y se nutre de diversas fuentes, dependiendo
de los contextos, de las practicas y de quienes la ejerzan. Por eso en este trabajo
cuando se mencione resignificacion en realidad se estara haciendo referencia al

proceso de resignificacion.
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Finalmente, mas que referirse a una resignificacion completa o total, a una
resignificacion buena o mala, de lo que se trata es de buscar algunos elementos
gue aporten o contribuyan a esa resignificacion de un conocimiento matematico
escolar. Esos elementos a su vez también pueden ser resignificados. Si esto se
logra gracias al ejercicio intencional y situado de la practica de modelacion,
entonces se puede decir que el proceso de resignificacién se ha generado y que
por ser eso mismo, un proceso, no acaba cuando termina el ejercicio de la practica

de modelacion.
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Capitulo 4

La modelacion del fenémeno de enfriamiento
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4.1 El fenémeno de enfriamiento y algunos trabajos previos

relacionados (de naturaleza socioepistemologica)

Vincular los fenomenos fisicos con modelos matematicos y especificamente con
modelos propios de las ecuaciones diferenciales, ha sido una actividad que se ha
tratado de llevar al &mbito escolar en las clases de mateméticas. En este sentido
ya Vega (1988) en su articulo en la Revista Mexicana de Fisica lo expone con

detalle:

La teoria de las ecuaciones diferenciales es una de las mas amplias ramas
de la matematica actual, y es también una de las que mas se relaciona con
las aplicaciones. Al tratar de entender cualquier fendmeno fisico, la mente
crea una idealizaciéon y lo plasma en un modelo matematico... Con mucha
frecuencia la expresion matematica, o ley, emanada de este estudio se

exprese en forma de una ecuacion diferencial.

El estudio de las propiedades de la ecuacién obtenida permiten sondear
otras caracteristicas que no son tan evidentes, incluso se pueden predecir
hechos o fendmenos que de la observacion no se obtiene. La historia de la

ciencia esta plagada de muchos casos de este tipo (p.98)

En el caso que nos ocupa, el enfriamiento de un cuerpo se puede definir como el
proceso mediante el cual un cuerpo en un medio ambiente determinado, con una
temperatura diferente a la de éste, llega a alcanzar la temperatura de su entorno,
siempre y cuando no haya factores externos que modifiquen dicho proceso. Esta
es una aproximacion general a la descripcion del fenémeno de enfriamiento y de
entrada se observa que en su definicion existen algunas simplificaciones que
deben hacerse para poder establecer una modelacion (del fendémeno), algo que es
inherente a la practica de la modelacion. Para contextualizar la situacion es
importante considerar, de manera muy breve, algunos antecedentes historicos del

estudio del fendbmeno de enfriamiento.
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En la historia de las ciencias hay un nombre, y un hombre, que no necesita mayor
presentacion pues su importancia e influencia en el desarrollo de las ciencias, en
casi todos los campos, ha sido tal que hablar algo mas de él es redundar: Sir
Isaac Newton (Woolsthorpe 1642, Londres 1727). Segun Guémez (2009), Newton
es el primero del que se tiene constancia de que se ocupara de estos problemas
sobre el enfriamiento y calentamiento de los cuerpos. La motivacion del cientifico
por el estudio de este fendmeno puede ser debida al encargo que le habian
encomendado en 1696 de Warden of the Royal Mint (Guardian de la Moneda)
para contrarrestar el problema de la falsificacion (existia un gran problema de
acufiacion ilegal de monedas supuestamente de oro pero que contenian
importantes contenidos de plata) y que estaba a punto de originar un colapso

econdmico.

Para su trabajo, Newton se valié de las herramientas que tenia a su alcance y que
habia fabricado €l mismo (un termdémetro con aceite de semillas de lino y su propia
escala, pues no se habia inventado la escala Celsius). Una vez habia establecido
el procedimiento, que consideraba correcto, para medir las temperaturas de los
cuerpos, en su escala, se dedicO a estudiar como se enfriaban los cuerpos
(Guémez, 2009):

Lo que hizo Newton a continuacion fue estudiar como se enfriaban los
cuerpos, especialmente los metales, que se encontraban a altas
temperaturas. Para ello hizo lo siguiente. En un bloque de hierro colado en el
que habia hecho un hueco, colocaba la pieza de metal sélido que queria
estudiar. El bloque y la pieza las introducia en un horno cuya temperatura
controlaba bien, pues era la del hierro ligeramente rojo (unos 730 grados
Celsius). En cuanto el bloque de hierro ya habia alcanzado esa temperatura,
lo sacaba del horno y lo dejaba enfriar en una corriente de aire frio, siempre
a la misma temperatura. A continuacion media el tiempo que tardaba el
bloque de hierro en alcanzar la temperatura de solidificacion del metal que

habia puesto en el hueco y a continuacion media el tiempo que el bloque
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tardaba en alcanzar la temperatura del cuerpo humano, los 34 grados N (en

la escala de Newton).

A patrtir de sus experimentos y observaciones, Newton habia descubierto la que se
conoce como Ley de Newton del Enfriamiento que se enuncia diciendo: “La
variacion de temperatura de un cuerpo respecto de la temperatura de la habitacion
en la que se encuentra, es proporcional --precisamente-- a la diferencia de

temperaturas entre el cuerpo y la habitacion”

Es decir, Newton observo que al calentar al rojo un bloque de hierro y tras retirarlo
del fuego, el blogue se enfriaba mas rapidamente cuando estaba muy caliente, y
mas lentamente cuando su temperatura se acercaba a la temperatura del aire. Sus
observaciones dieron lugar a lo que hoy conocemos con el nombre de ley de

enfriamiento de Newton (Torres y Zaruma, 2009).

En los trabajos de Hernandez y Arrieta (2005), Buendia y Velasco (2006), que
trabajaron practicas de enfriamiento con estudiantes universitarios de tercer y
cuarto semestre de carreras de ingenieria, se observa cdmo el tratamiento grafico
de los datos es un elemento central en la construccion del modelo y mas
especificamente el comportamiento exponencial del fenomeno. En este sentido el
modelo exponencial se convierte en una herramienta (Hernandez y Arrieta, 2005)
que permite no sélo comprender sino también predecir el comportamiento del

fendémeno en el tiempo.

En el caso especifico de Hernandez y Arrieta (2005), consideraron la practica
social de modelacion, en relaciébn con la emergencia de lo exponencial como
herramienta, su foco de interés y observacion. En este caso, la actividad
experimental fue el enfriamiento del silicon y los participantes fueron estudiantes
de tercer semestre de Ingenieria Bioquimica del Instituto Tecnoldgico de Acapulco.

Segun los mismos autores, el objetivo propuesto fue
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. construir un contexto donde los estudiantes y profesor, interactivamente,
en el aula, construyan argumentos, herramientas y significados a partir de la
modelacién de un fendmeno, los aspectos a considerar dentro del modelo
seran: la construccion del modelo, el tratamiento (las predicciones con los
modelos) y la articulacion de los diferentes modelos con el fendbmeno. (p.
539)

El esquema propuesto para lo exponencial como una herramienta fue:

Tratamiento de
la informaecion

Toma de datos Tiem [t)[lemp (T°| (At) | [AT) | AT/A
del fenomeno 0 112 LS| Az 24
Enfriamiento 0.5 100 05 -2 74
del silicon - 1 ff 04 14 28
'Fenﬁmeﬂu] 15 74 0.5 - 14
2 67 05 5 -0
2.5 62 0.a -3 £
3 50 0.5 3 &
35 a6 1] 3 5
4 a 05 3 5
45 a0 05 3 £
Puntear
datos
Puntear

\ datos
11

Enfrizmiento
Erft i silicon .

Temperatura on grados
=

Foza e s
L]

rw‘n Trwesponriucs in1 - [ umpasdon amb,
Comparar Ajustar una recta a
Grafica de la funcion los datos. Plantear la
con la nube de Ec. Diferencial.
puntos.
Modelo Algebraico. Ec.
Funcion Diferencial.
Exponencial. Resolver
E.D.

Imagen 6.Lo exponencial como una red de practicas y herramientas (Hernandez y
Arrieta, 2005, p. 540)
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El fendbmeno de enfriamiento esta en la realidad de los estudiantes, es decir, se
pude garantizar que todos ellos han vivido alguna experiencia que tenga que ver

con el enfriamiento y por lo tanto este fendmeno no sera ajeno a su realidad

4.2 Tratamiento escolar del fenomeno de enfriamiento

En la mayoria de los libros de texto seguidos en los cursos de iniciales de
matematicas, el fenomeno de enfriamiento es puesto como ejemplo y mostrado
bajo diferentes aplicaciones, lo cual hace que sea reconocido como una situacion
gue se presenta con mucha frecuencia y como un ejemplo que por lo general se
muestra. En los textos de ecuaciones diferenciales (el curso de ecuaciones
diferenciales fue en el que se realizd la investigacion), el fenédmeno de
enfriamiento conocido como la ley de enfriamiento de Newton, también es un
ejemplo que se trabaja continuamente y cuya solucién se plantea en términos de
una ecuacion diferencial lineal de primer orden de variables separables. Sin
embargo en los libros de texto consultados no hay una invitacion a la construccion
del modelo como tal ni a un proceso experimental en el que los estudiantes

puedan intervenir de manera directa y acercarse a la modelacion de manera real.

Gallegos (2007), lo plantea en términos de que la modelacion, cuando se trabaja

en clase de matematicas, esta alejada de la situacion real:

El proceso de modelacion existente en clase de Matematicas es mostrado a
los alumnos de manera parcial evitando confrontarlos a etapas claves de
esta practica. La gran parte del tiempo, los alumnos no establecen el modelo
lo cual resta significado a la practica. En resumen, el proceso de modelacion
existente en esta clase es lejano a aquel vivido por los expertos y en
términos de la ensefianza no permite al alumno el enfrentarse al acto de

modelar de manera completa (p.118)
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En el ejercicio profesional de la ingenieria, la modelacién se constituye en un
elemento fundamental en el desempefio de un ingeniero, que se tendra que
enfrentar a la solucién de diversos problemas y situaciones en los cuales la
modelacion sera una herramienta que le permitird trabajar sobre esa realidad a
través de una parte de ella representada en un modelo, y cuyos resultados podra

después aplicar a la totalidad de la situacion.

En los cursos iniciales de pre- calculo y calculo, y en los libros de texto en las
carreras de ingenieria, el tema de las ecuaciones y funciones exponenciales es
tratado en su generalidad y por lo mismo el fenbmeno de enfriamiento al estar
relacionado con un modelo exponencial no es ajeno ni desconocido para los
estudiantes, asi no se haya trabajado de manera directa. ElI fendmeno de
enfriamiento es un tema que se aborda en diferentes cursos de matematicas en
carreras de ingenieria, y con diferentes niveles de complejidad. En términos

actuales y utilizando la teoria de las ecuaciones diferenciales (Zill, 2002, p.24):

Segun la ley empirica de Newton acerca del enfriamiento, la razén con
gue cambia la temperatura de un objeto es proporcional a la diferencia
entre su temperatura y la del medio que le rodea, que es la temperatura

ambiente. Si T (t) representa la temperatura del objeto al tiempo t, T, es
. dT .
la temperatura constante del medio que lo rodea y 3 es la razon con

que la temperatura del cuerpo cambia, la ley de Newton del enfriamiento

(o calentamiento) se traduce en el enunciado matematico

LLpe ~T, osea ar _ k(T —Tm)
dt dt

Donde k es una constante de proporcionalidad. En ambos casos,

calentamiento-enfriamiento, si T, es constante es razonable suponer

que k <0.

Para esta ecuacion y utilizando separacion de variables, se llega a la solucion:

81



Temperatura en grados

Tt)=(T,-T,)e" +T,

En la expresion anterior se observa el comportamiento exponencial de la solucién
obtenida, comportamiento que de alguna manera es familiar para los estudiantes

pues este tipo de situaciones ya ha sido tratado en cursos anteriores.

El trabajo de Buendia y Velasco (2006) se basa en el trabajo de Hernandez y
Arrieta (2005), y proponen en este caso como objetivo “Construir un contexto
donde los estudiantes y profesor, interactivamente, en el aula, construyan
argumentos, herramientas y significados a partir de la modelaciéon del fendbmeno

de enfriamiento del silicon” (p. 13)

Si bien en ambos casos se trabajo la practica de modelacién con el fenbmeno de
enfriamiento en la construccién de conocimiento matemético escolar, no se hizo
enfasis en la resignificacion de ese conocimiento a partir de las interacciones
generadas en el ejercicio de esa practica en particular. Este factor le confiere a
esta investigacion una cualidad diferente y que puede aportar algo a lo que ya
estos autores habian desarrollado.

La secuencia seguida por estos autores sirvio como base para el disefio propuesto

en esta investigacion, con algunas variaciones y actividades adicionales.
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Imagen 7 (Hernandez y Arrieta, 2005, p.540) (Buendia y Velazco, 2006, p. 23)
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Se observa de las experiencias anteriores que el comportamiento exponencial
(imagen 7) del fendbmeno sera un elemento 0 mas precisamente una herramienta
gue servirA como soporte para la construccién de otra herramienta de mayor
complejidad y alcance: el modelo como tal del fendmeno de enfriamiento. En
palabras de Arrieta (2003, p.110), que ya se habia mencionado antes: “...De esta
forma, lo lineal, lo cuadratico, lo exponencial, lo periédico, lo inversamente
proporcional, entre otras, son herramientas, artefactos utilizados en las practicas
sociales de modelacion ejercidas en contextos sociales”. Es por ello que lo
exponencial se presenta como un factor importante en la practica de modelacion
escogida en este caso, si bien no sera el foco de interés, emergerd como una

nocién permanente sobre la cual se daran diferentes discusiones.

4.3 Resignificacion de la ecuacion diferencial como herramienta que

modela el fenomeno de enfriamiento

Suarez y Cordero (2008) enfatizan en la construcciéon de conocimiento como una
actividad inherente a la practica de modelacion cuando afirman que la
construccion del conocimiento matematico escolar esta en correspondencia con la
modelacién y el uso de la misma manifestado en un lenguaje de herramientas que
resulta de la actividad humana, herramientas que son esencialmente los modelos
construidos. Se trata, como se menciond anteriormente, de hacer de la
modelacién una practica que permita la generacion de espacios de interaccién en
los cuales de manera colaborativa se resignifique un conocimiento matemaético
escolar y que al mismo tiempo permita identificar los diferentes argumentos,
explicaciones, consensos y herramientas que se movilizan e intercambian en entre

estudiantes y entre estudiantes y profesor.

Una vez realizada la practica de modelacion, la resignificacion de la ecuacion
diferencial se podra dar en términos de la comprension e identificacion que hagan
los mismos estudiantes de que la ecuacion diferencial representa el cambio o la

variacion de una variable con respecto a la otra, y para la cual deben transitar por
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etapas, en algunos casos, intermedias como lo es lo lineal y lo exponencial. Al
mismo tiempo esta resignificacion se dard en la medida que sean los mismos
estudiantes quienes le otorguen otros significados y puedan asociar e integrar este
conocimiento a otras areas y en otros contextos. En este caso el fenbmeno de
enfriamiento se convierte en un caso particular (pudo haber sido otro) que permite

usar la ecuacion diferencial lineal de primer orden.

Es por ello, que en este trabajo se ha optado por realizar una actividad
experimental, como una fase de la modelacion y no como el fin en si mismo, con
el proposito de que los estudiantes, al ejercer la practica de modelacion,
resignifiquen el conocimiento matemético escolar mediante las diferentes

interacciones que se viven en el trabajo en un grupo.

4.4 La secuencia

Para alcanzar el objetivo de investigacion propuesto, se decidié realizar una
actividad experimental relacionada con el fendmeno de enfriamiento de un
material (silicon), con estudiantes de ingenieria de un de curso ecuaciones
diferenciales. La implementacion de la practica del fendmeno de enfriamiento fue

realizado de la siguiente manera:

1. Distribucion de los estudiantes por equipos

Los estudiantes conformaron equipos de tres o cuatro integrantes de manera
voluntaria. De esta forma se favorecen las discusiones y las interacciones entre
ellos puesto que se agruparan buscando ciertas afinidades, intereses o amistad lo
cual les dara mas confianza para expresarse e interactuar con sus pares. Se
pretende asi favorecer la comunicacion y la fluidez en las discusiones para poder

capturar con mayor detalle sus argumentos, explicaciones, etc.

2. Motivacién a la situacién de modelacién
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Una vez conformados los equipos, se les entregara un breve cuestionario (anexo
1) en el que se indagar4 por ideas previas y se planteara una situacion
relacionada con el fendmeno de enfriamiento en un contexto muy cercano a su
realidad. El objetivo de esta actividad es contextualizar la situacion y al mismo

tiempo captar la atencion y motivacion de los estudiantes.

3. Realizacién de la actividad experimental y toma de datos:

Luego de que el profesor haya explicado qué se va a hacer y como se va a hacer,
se les entrega la guia de la actividad experimental (anexo 2). Luego, se procede a
la realizacién de la actividad experimental y la toma de datos, los cuales se iran
registrando en la tabla (columnas uno y dos) que aparece a continuacion (esta
tabla hace parte de la guia, anexo 2). El objetivo de esta actividad es integrar el
trabajo en equipo, poner a los estudiantes en una situacion real de un fenbmeno

de enfriamiento y motivarlos la discusion a partir de los resultados obtenidos.

Tiempo t Temperatura At AT Razén entre Observaciones
incrementos
(seg) T (°C) (incremento | (incremento
de tiempo) temperatura) | AT
At

4. Tratamiento numérico de los datos y supuestos iniciales

A partir de los datos de las dos primeras columnas, se procede a completar la
tabla anterior (columnas tres, cuatro y cinco) que aparece en la guia (Anexo 2).
Una vez han completado la tabla, se les pide que respondan las preguntas
planteadas en la misma guia, basados en los datos obtenidos. Lo que se quiere
con esta actividad es que a partir de las discusiones en cada grupo vayan

emergiendo aspectos que permitan identificar relaciones entre el cambio o
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variacion de la temperatura con el tiempo y que al mismo tiempo se atrevan a

conjeturar a partir de lo discutido.
5. Manejo gréfico de los datos e interpretacion

Con los datos obtenidos las dos primeras columnas de la tabla anterior, se pide a
los estudiantes que en el computador representen estos datos (en Geogebra o
Excel) y que comparen lo observado en el grafico con las respuestas que habian

dado a las preguntas planteadas. Se pide que guarden esos gréficos.

De la misma forma se les pide que grafiquen los datos de la columna cinco contra

. AT . .
la columna dos, es decir, EVST , Y que encuentren la recta que mejor se ajuste a

esos datos. La ecuacion de ajuste de esta recta sera la que permitira resolver la

ecuacion diferencial que modela el fendmeno de enfriamiento.
6. La ecuacion diferencial como herramienta que modelo el cambio

Al haber sido obtenida la ecuacion de la recta de ajuste anterior, se procede a
resolver la ecuacion diferencial que modela el fendmeno de enfriamiento de un
cuerpo, tomando la condicidn inicial establecida. La funcion obtenida sera el

modelo matematico que describe el fendmeno de enfriamiento.
7. Andlisis de los resultados obtenidos, comparaciones y explicaciones

Esta fase es la de contrastacion de resultados y explicaciones de lo sucedido. Se
pide a los estudiantes que grafiguen los datos obtenidos de las dos primeras
columnas. En la guia (anexo 2) hay unas preguntas que deben responder con
base en este analisis y en la discusion del grupo. Se trata en esta fase que sean
las interacciones entre ellos mismos y con su profesor, las que permitan la

resignificacion de la ecuacion diferencial.

Esta resignificacion se logra a partir de la confrontacion entre aquello que los
estudiantes ya saben o creen saber, entre lo que intuyen o su sentido comdn les
sugiere y los resultados obtenidos a partir de una situacion real en la que ellos han
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sido actores principales y han tenido la posibilidad de interactuar con sus pares y
con el profesor. Es en este sentido que la resignificacion dota de valor, interés,
nuevas preguntas, nuevas visiones y enriquece significados de un conocimiento
matematico, que en este caso particular es la ecuacion diferencial que modela el

cambio o la variacion.

Para la secuencia propuesta, se realizard un analisis a priori y a posteriori, que
seran presentados en el capitulo seis, utilizando algunos elementos metodoldgicos

de la ingenieria didactica.
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Capitulo 5.
Aspectos metodoldgicos y

contexto experimental
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5.1 El caracter cualitativo de la investigacion

Un trabajo de investigacion, en este caso en Matematica Educativa, se ve
enfrentado a la pregunta ¢,como hacer la investigacion?, o en otras palabras, ¢cual
debe ser el plan o método para que sea una investigacion sistematica? La
respuesta o respuestas a este interrogante, es la que orienta la actividad (mental y
procedimental) de quien investiga para responder al problema que fundamenta su
investigaciéon. Es importante tener en cuenta que cualquier decisibn en lo
metodoldgico deber ser justificada a la luz de los objetivos y del problema de la

investigacion.

El método elegido debe estar en funcién del contexto, con sus caracteristicas,
especificidades, recursos, etc., y de las necesidades e intereses, no solo de
aguellos sujetos participantes, sino del propio investigador. Esta investigacion al
inscribirse en el dmbito educativo en Matemética Educativa, es decir, en ese
“micromundo” de interacciones en el que los sujetos se van formando
gradualmente a través de sus relaciones y negociaciones con los otros, con el
medio y con la construccion, adquisicion y dominio de unos saberes especificos,
exige por lo mismo un método que permita, en palabras de Goetz y Lecompte
(1988) una

...comprension de las negociaciones mas o menos implicitas, que profesores
y alumnos llevan a cabo, de las marginaciones y etiguetamientos que dia a
dia se van creando y reforzando casi siempre sin plena conciencia de ello, de
las incomprensiones ante los contenidos culturales exigidos por la

institucion... (p. 19)

De esta forma, el método elegido debe permitir un acercamiento al escenario y a
los sujetos a investigar, desde una perspectiva mas cualitativa que implique una
observacion minuciosa en el contexto natural donde se dan esas interacciones y
comportamientos. Al mismo tiempo, un método que posibilite una comunicacién

permanente con los sujetos a estudiar, bien sea de manera directa o indirecta,
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para conocer Ssus percepciones y concepciones sobre unos fendémenos o
acontecimientos. Ya que la realidad que se vive en el ambito educativo es algo
gue se reflexiona, se construye y reconstruye permanentemente, y que son las
personas y sus actos las que le confieren significado a esa realidad, la
investigacion de caracter cualitativo es una opcion conveniente y oportuna para

esta investigaciéon. Como afirman Campo y Restrepo (2002)

La investigacion de corte cualitativo reconoce que la realidad se construye
por los individuos al interactuar en su mundo social y se centra en
comprender el significado que la gente ha construido; es decir, en reconocer

como hacen sentido de su mundo y de las experiencias que tienen en él
(p-86)

En este orden de ideas, los métodos cualitativos son los que mejor se ajustan a
estas necesidades, ya que un método cualitativo de acuerdo con Flérez (200):

Permite comprender racionalmente la vida, la cultura, la accion y el acontecer
humano sin reducirlo a la simplicidad mecanicista, sin suprimir al sujeto, sin
negar la multiplicidad de perspectivas tedricas, ni la multiplicidad de
lenguajes que caracterizan al ser humano, contextualizado y en interaccion

permanente con el horizonte de sentido de los demas (p.9)

Asi mismo los métodos cualitativos en sus diferentes formas, permiten explorar el
contexto estudiado para lograr las descripciones mas detalladas y completas
posibles de la situacion, (Bonilla-Castro y Rodriguez, 1997), en este caso, la
resignificacion de conocimiento matematico escolar en el ejercicio de la practica
de modelacion. En esta investigacion, el método que se ajusta a los intereses y
necesidades de la investigacion esta orientado hacia el método etnogréfico, sin
que sea una delimitacion precisa y absoluta y por lo mismo algunos elementos de
la ingenieria didactica seran tenidos en cuenta para el analisis de la informacion.

El método etnogréfico permite una descripcibn o reconstruccion analitica de
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escenarios y grupos culturales que permite recrear al lector las creencias
compartidas, practicas, artefactos, conocimiento popular y comportamientos de un
grupo de personas (Goetz y Lecompte, 1988).

Lo que se pretende es registrar y analizar con el mayor detalle posible las
interacciones que se presentan (en el interior de los equipos, entre equipos y de
todo el grupo) y como éstas favorecen la resignificacion de un saber matematico
en este caso de la ecuacion diferencial que modela el fenomeno de enfriamiento y

no simplemente hacer una descripcion de dichas interacciones y acontecimientos.

En la misma linea de trabajo de Arrieta (2003), la intencion de la realizacion de
esta practica es establecer las condiciones de contexto necesarias para generar
un escenario argumentativo y discursivo (en la clase de matematicas) en el cual
estudiantes y profesor, como un grupo humano, y de forma interactiva construyan
argumentos, establezcan conjeturas, explicaciones y creen herramientas (los

modelos) y significados a partir de la interaccién con un fenédmeno del mundo real.
5.2 Escenario, actores y materiales

En la realizacion de la actividad experimental, el escenario o contexto para su
desarrollo fue el laboratorio, en vista de la facilidad y acceso a los materiales y
recursos disponibles para la puesta en escena. La asignatura escogida fue
ecuaciones diferenciales para estudiantes de ingenieria. El escenario juega un
papel fundamental en la practica de modelacién, pues como afirman Cantoral y
Farfan (2003) de lo que se trata es de que el saber producido como fruto de la
investigacion sea un saber ajustado a la practica y no un saber elaborado desde la

teoria de quien investiga.

Segun Moschkovich y Brenner (2000, en Ochoviet y Oktag, 2010), el conocimiento
es socialmente construido y negociado en la practica y por esto, es importante
considerar el contexto en el que se produce el aprendizaje y el escenario natural
donde se da ese aprendizaje: la clase de mateméatica. En este caso, la clase de

matematicas se asume como un espacio en el que estudiantes y profesor,
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alrededor de un saber matematico, se encuentran en determinadas circunstancias
y en el gue las interacciones presentes sirven como puente de comunicacion entre

unos y otros, independientemente del espacio fisico.

Para la realizacion de la practica de modelacion se seleccionaron dos grupos de la
asignatura ecuaciones diferenciales (ver contenido teméatico en el anexo 4) de dos
instituciones diferentes. La seleccién de esta muestra se basa en el hecho de que
se han concebido, al menos es una idea generalizada en las instituciones de
educacion superior, los cursos de ecuaciones diferenciales como los que se
acercan mas a la modelacion de fenédmenos fisicos y a la aplicacion de las
matematicas a otras areas de conocimiento, sobre todo en las carreras de
ingenieria y sin embargo en estos cursos, al menos en las instituciones
investigadas, no hay evidencia de la realizacion de actividades experimentales

gue hagan parte de practicas de modelacion.

Lo que se quiere mostrar es que la practica de modelacion en la matematica
escolar conduce a la emergencia de elementos que evidencian la resignificacion,
en este caso, de la ecuacién diferencial mediante las interacciones que promueve

entre los sujetos investigados.

El primer grupo (Universidad de Medellin, universidad privada) estuvo conformado
por estudiantes de diversas ingenierias (ambiental, civil, financiera y de
telecomunicaciones) En este caso el investigador fungié como orientador de la
practica y no el profesor titular del curso. En total asistieron 21estudiantes cuyas

edades oscilan entre 18 y 22 afos.

El segundo grupo (Instituto Tecnoldgico Metropolitano, instituto tecnoldgico de
caracter oficial) estuvo conformado por 10 estudiantes de diversas ingenierias y
tecnologias (telecomunicaciones, electromecéanica) y en este caso el profesor
titular del curso orienté la actividad. Las edades de los estudiantes eran entre 20 y

27 afnos.
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Todos los estudiantes ya habian cursado los cursos de Calculo Diferencial,
Céalculo Integral y algunos Fisica | y Fisica Il. En ambos casos, los grupos se
dividieron en equipos de tres o cuatro estudiantes para la realizacion de la
actividad y los andlisis respectivos. En ambos casos, la duracion de la sesion de

trabajo fue de cuatro horas.

El escenario para la realizacién de la actividad experimental fue el laboratorio y los
materiales usados en la practica fueron: sensores de temperatura (para el primer
grupo) y termometros (para el segundo grupo), pistola de silicona, barras de
silicona, computadores, hojas para el registro de calculos y operaciones
matematicas y demas elementos que se utilizan en una clase normal (pizarra,

marcadores, etc.)

5.3 Momentos en el desarrollo de la practica

Una vez se han definido los aspectos metodolégicos para la realizacion de la
practica, se describe su desarrollo con los detalles mas relevantes en su ejecucion
y con algunos supuestos bajo los cuales se orientan los diferentes momentos. Es
importante anotar que el disefio de la practica de modelacion no esta centrado en
los contenidos o0 aspectos propiamente matematicos o tan soélo en las
producciones de los estudiantes (Arrieta, 2003), sino que el centro de este disefio
esta en favorecer las condiciones para el ejercicio de practicas sociales en las que
el grupo (estudiantes y profesor) construyan argumentos, explicaciones vy
herramientas en la clase de matematicas que promuevan la resignificacion de
conocimiento matematico escolar, en este caso la ecuacion diferencial lineal de

primer orden como herramienta modeladora del cambio.

Los profesores titulares de los cursos ya les habian comentado con anterioridad a
los estudiantes que iban a realizar una actividad experimental en clase con la
presencia de un investigador y que iban a ser grabados, sin anticipar cudl era la
actividad concreta, con el fin de que la presencia del investigador y los dispositivos
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de grabacién, en el momento de la practica, no generara mayores inconvenientes

ni alteraciones significativas en la dinamica normal de la clase.

La puesta en escena de la secuencia se dividi6 en cuatro momentos (imagen 8),
cada uno de los cuales tuvo una intencionalidad definida, y que se articulan en un
todo coherente para darle cierto orden y consistencia a la practica de modelacion

como tal.

Trabajo previo
-Discusion de la practica con el profesor
-Anticipacién de la actividad a los estudiantes

Momento 2

Momento 1
Ideas y conjeturas previas
sobre el fendmeno de
estudio

Ejecucidn de la actividad

experimental y toma de

datos

Para resignificar

conocimiento matematico

Interacciones o Interacciones
escolar privilegiando las

practicas

Momento 3

Momento 4

Discusion de resultados y Manipulacién de datos

verificacidon de conjeturas

Actividad final
Valoracidn del trabajo por
parte de estudiantes

Imagen 8. Momentos de organizacion metodoldgica
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Momento 1: la motivacion y los conocimientos previos

Se presenta la actividad experimental del fendbmeno de enfriamiento de los
cuerpos y se hace y una contextualizacion de la misma. Una vez presentada la
actividad experimental y se hace una breve introduccioén al manejo de los equipos,
se propone un ejercicio relacionado con el fendmeno de enfriamiento y una serie
de preguntas relacionadas con el tema para que cada uno de los grupos las
discuta y las responda por escrito, una vez se han establecido acuerdos entre los

integrantes. (ver anexo 1).

Se pretende en esta primera parte movilizar los conocimientos previos de los
estudiantes para que se atrevan a formular conjeturas sobre el fenomeno de
enfriamiento, a establecer vinculos con otras situaciones del mundo real y tratar de
plantear modelos mentales sobre el fendbmeno de enfriamiento como tal. Es un
primer ejercicio que promueve la interaccion entre ellos, la argumentacion, el
establecimiento de consensos y la comunicacion, pero también sirve para

despertar motivaciones y preparar el terreno para las demas actividades.

Momento 2: la experimentacion y la toma de datos

A cada equipo se le entregaron los materiales respectivos y la guia para la
realizacion de la actividad experimental (ver anexo 2). Previamente el profesor dio
una explicacion general del procedimiento y del registro de los datos. En esta fase
es muy importante que los estudiantes participen activamente ya que estan frente
a una situacion real, similar a situaciones que podran vivir en el desempefio de su
profesion. Este es el momento en que la experimentacion entra en juego y en el
que los estudiantes se convierten en verdaderos actores en la practica de
modelacién y seran ellos mismos los que organicen sus equipos de trabajo y los
roles que cada uno de los integrantes desempefiara. En el primer grupo se dio una

breve explicacion del manejo de los sensores y el registro automatico de los datos.

Momento 3: Manipulacion de datos y procedimientos matematicos
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En este momento, se trata de matematizar los resultados obtenidos en la actividad
experimental para intentar construir un modelo matematico que se ajuste a los
datos y permita predecir estados futuros. En este sentido es importante resaltar y
recordar que lo importante no es que el modelo se ajuste exactamente a los datos
0 que se trate de encontrar el “mejor modelo”, lo importante son las interacciones
gue van emergiendo a medida que se desarrolla la discusion en la dinamica
misma de trabajo y que permiten la emergencia de elementos que dan evidencia
de la resignificacion de conocimiento matematico escolar. Tal como lo mencionan

Buendia y Velasco (2006) en la realizacion de una practica similar:

Es comun que al comparar la nube de datos respecto a la temperatura, ésta
no coincida del todo con la expresion analitica obtenida de la ecuacion
diferencial. El éxito de la practica no depende de que resulten o no similares,
sino de los argumentos y herramientas que se pusieron en juego durante el

desarrollo de la misma. (p.25)

Los argumentos, las explicaciones, las conjeturas, los consensos y las
herramientas (modelos) son aspectos clave de las interacciones que van
emergiendo en la discusion al interior de cada equipo. En este momento, hay una
primera construccion o elaboracion que tienen que hacer los estudiantes, es decir,
deben tratar de llegar a un modelo que se ajuste a los datos y que ademas sea
una posible solucién de la ecuacion diferencial que plantea la ley de enfriamiento
de Newton. En este caso, se hace primero un ajuste lineal y luego se resuelve la
ecuacion diferencial, utilizando el método de separacion de variables. Los detalles

se pueden ver en la guia de la practica (anexo 2)

Momento 4: validacion y discusion de resultados

En esta etapa se comparan los modelos obtenidos con los datos reales tomados
de la actividad experimental. Esta contrastacion de resultados permite identificar
debilidades y necesidades de aprendizaje, ideas y conceptos previos correctos o

incorrectos, fortalezas y aciertos en el desarrollo de la practica. De la misma
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forma, los estudiantes podran darse cuenta de la importancia que tiene llevar la
matematica a otras areas de conocimiento y cdmo se puede resignificar
conocimiento matematico escolar a partir de una situacion real de modelacioén. Es
el momento de la discusion grupal en la que de alguna manera se establecen
consensos, se institucionalizan algunos conceptos y se comparten experiencias de

trabajo.

Una vez hecha la discusiéon grupal (o del profesor con cada equipo), se pide a los
estudiantes que evallen la actividad y comenten brevemente su experiencia tanto
individual como de trabajo en equipo para determinar el posible impacto de esta
experiencia y sus apreciaciones frente a esta forma de trabajar las matematicas en
la clase y especificamente en el curso de ecuaciones diferenciales (ver Anexo 3)

En el desarrollo de la actividad y en cada uno de los momentos hay una
participacion directa del profesor, en unos casos mas que en otros, dependiendo
de los requerimientos de los estudiantes y de los obstaculos que encuentren en el

desarrollo de la misma.

5.4 Recoleccion de informacion y categorias de analisis

La recoleccion de la informacion se hizo con diferentes medios e instrumentos y
en un proceso continuo. En los momentos descritos en la seccién anterior, los
estudiantes deben responder unas preguntas por escrito y consignar sus
respuestas en hojas de papel dispuestas para ello. De la misma forma, al final de
del trabajo, se pidio a los estudiantes que respondieran un cuestionario (ver anexo

3) de evaluacion de lo hecho durante toda la sesion.

Otro medio utilizado lo constituyo la grabacion en video del grupo en general y la
grabacion en audio de las discusiones de cada equipo (en cada equipo habia una
grabadora). En las sesiones de trabajo, la presencia del investigador (observador
no participante, en uno de los grupos) fue necesaria pues existen algunos
elementos que pueden no ser registrados ni por la camara de video ni por las
grabadoras de audio y que son de gran riqueza, pues al tratarse de interacciones
entre humanos hay ciertos aspectos que solo otro observador humano podria
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percibir. Este registro se hizo mediante apuntes (notas de campo) que el
investigador realizé durante las dos sesiones de trabajo en las que se desarrollé
la actividad experimental. En el siguiente esquema (imagen 9), se presenta la

disposicion espacial para el registro de la informacion:

Laboratorio

Observador

(movil)

(movil) Grabadora
A de audio

Imagen 9. Disposicion de los equipos y registro de informacion.

Para la grabacion en video se contratdé personal especializado (un técnico de
grabacion) y de esta forma el investigador tuvo facilidad de moverse y registrar las

observaciones.

Al hablar sobre analisis de informacién en este contexto, nos referimos no a la
cuantificacion de los datos, sino al proceso no matemético de interpretacion,
realizado con el propdsito de descubrir conceptos y relaciones en los datos brutos
y luego organizarlos en un esquema explicativo tedrico (Strauss y Corbin, 2002)
que trate de dar respuesta al problema de investigacion planteado y al objetivo
propuesto. No se trata simplemente de una descripcion de lo observado y
registrado o de una de una transcripcion de dialogos o producciones escritas, sino

de una busqueda de significado y relaciones entre aquello que piensan, dicen,
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hacen y construyen estudiantes y profesores cuando ejercen una practica en el
contexto de la clase de matematicas y es en este sentido que el andlisis de las

producciones tanto escritas como orales constituyen los elementos de analisis.

En este sentido y tal como lo afirma Planas (2004), la caracterizacion del discurso
como practica social hace que el analisis del discurso devenga el analisis de las
acciones de los participantes de un entorno y, por tanto, el analisis del habla y de
los textos en tanto que generadores de acciones e intenciones. Asi las cosas, al
comprender el uso del habla se puede comprender el proceso del discurso a
través del cual las personas resuelven lo que dicen y cémo lo dicen en su

interaccion con otras personas (Planas, 2004).

La informacién recolectada a partir de las interacciones que emergen del ejercicio
de la practica de modelacion, y representadas tanto por las producciones escritas
como discursivas los sujetos investigados, seran analizados de tal forma que se
puedan identificar elementos que evidencien la resignificacion de la ecuacién
diferencial, en una especie de triangulacion a partir de la situacion antes, durante y

después de la realizacion de la actividad.

Es importante considerar que no fue facil establecer e identificar categorias de
analisis de las interacciones que sirvieran para todos los equipos de la misma
forma, tal como lo menciona Lezama (2003, p. 116) en su investigacién sobre
reproducibilidad “Cada equipo generd su propia historia de interacciones a partir
de las caracteristicas de los miembros que componen al equipo y el profesor que

los acompafié en su trabajo”.

Asi mismo Candela (1999) al analizar las interacciones que se producen en el
salon de clase, descarta la conveniencia de acercarse a la observacion y al
analisis con categorias precisas, definidas de antemano, ya que esta situacion
puede pautar la mirada y no permite reconocer los fenbmenos que tal vez tengan
mayor importancia para los participantes en la interacciéon. Considerando lo
anterior, algunas categorias se establecieron de antemano, pero se fueron

enriqueciendo o complementando, a medida que se analizaba la informacién, el
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criterio para identificar esos elementos que complementaban esas categorias fue
Su recurrencia en las respuestas y su articulaciéon con aquellas (categorias) ya

establecidas.

A partir de investigaciones anteriores sobre el mismo fenémeno de enfriamiento
(Arrieta, 2003; Hernandez y Arrieta, 2005; Buendia y Velasco, 2006) y tomando
como antecedentes los resultados encontrados en estos trabajos, se pudieron
identificar algunas categorias asociadas a la ecuacién diferencial que modela el
fendbmeno de enfriamiento y que pueden dar cuenta del proceso de resignificacion,

tales como:

e Lo exponencial

e Lo lineal

e Laley de enfriamiento
¢ La matematizacion

e EIl cambio, la variacién
e La prediccion

e El modelo como herramienta

Para lograr este proposito, la I6gica escogida para el andlisis de la informacién es

el siguiente (imagen 10):
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Analisis de las
producciones orales y
escritas generados en las
interacciones

\

Para identificar

Conceptos Categorias

Que den
cuenta de

Del proceso de
resignificacién

De la ecuacion diferencial como
herramienta que modela el fenémeno de
enfriamiento

Imagen 10. Esquema de andlisis de la informacion

El orden metodoldgico seguido una vez se ha recolectado la informacion consiste
basicamente en establecer un analisis a priori 0 supuestos iniciales sobre la forma
en que los estudiantes podrian responder las diferentes preguntas, las puestas en
escena de las diferentes actividades y un analisis a posteriori para explicar y
mostrar con extractos de diadlogos y ejemplos de las producciones escritas de los
estudiantes, lo que realmente hicieron y construyeron de manera interactiva, lo

cual se hara en el capitulo seis.

Los extractos de didlogos responden a una identificacion de lo que Resendiz y
Cantoral (2004) denominan secuencias discursivas, es decir, fresas completas y

con sentido en las que se pueden identificar elementos que den cuenta de

101



procesos de resignificacion. La contrastacion entre ambos tipos de analisis se

presenta al final como una forma de explicar la secuencia y su desarrollo.

De lo que se trata es de que los estudiantes, con el profesor, al ejercer la practica
de modelacion resignifiquen la ecuacion diferencial como una herramienta que
modela el cambio, para que no perciban ese saber como un saber sin vida y
alejado de la realidad. El como lo hacen de manera interactiva y mediante las
interacciones que surgen, es lo que se pretende descubrir del analisis de la

informacion recolectada mediante los diferentes instrumentos y medios.
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Capitulo 6.

Resultados y evidencias

Un relato del observador

Se reunen por afinidad y de manera voluntaria, no hay indicaciones para reunirse. Leen el
anexo y empieza la discusion. Algunos abren sus cuadernos y empiezan a buscar sus
apuntes. Buscan en sus cuadernos como si supieran gque eso ya lo han visto.

Siguen buscando en sus cuadernos. Algunos empiezan a establecer conjeturas y se
imaginan como lo harian. Es recursiva la busqueda del cuaderno. Se imaginan cdmo sera
la situacion, plantean algunos supuestos y siguen mirando al cuaderno. Transcurridos
aproximadamente quince (15) minutos se nota una mayor actividad sobre todo cuando
estan analizando el problema del café, hay mayor interaccion y discusion.

Equipo #3: Hay liderazgo de un estudiante que plantea diferentes situaciones, muy activa
al principio, pero luego en menor grado. Al analizar el problema, siguen mirando en sus
cuadernos, tratando de buscar alguna respuesta, es como si trataran de buscar en las
matematicas respuesta al problema.

Al parecer, si no estan aferrados a las matematicas como expresiones de validez parece
que no confian en su intuicién. Existe una marcada dependencia de sus notas y de las
“férmulas’ de su cuaderno, es decir, si no lo explica la matematica, dudan de su validez y
de la certeza de sus intuiciones.

Han pasado casi treinta (30) minutos y se nota un ambiente de discusiéon y ain se nota
interés en el problema. El equipo #2 es el primero en terminar en aproximadamente
cuarenta (40) minutos.

El Gltimo en entregar es el equipo #3. Se nota mayor discusion y analisis, se nota una
mayor interaccion y una mayor discusion. Todos participan y discuten. Hay puntos de
vista diferentes y al parecer hay algunas diferencias.

Al resolver la ecuacién diferencial hay cierto procedimiento mecanico que hace que no
haya andlisis de la ecuacién, sino mas bien un cierto *““activismo™ en la solucion del
problema. Al parecer lo aprendido en ese momento no queda bien consolidado.

No resuelven bien las integrales, hay serias dificultades en la solucién de la ecuacion
diferencial. EIl profesor debe intervenir frente a algunos equipos para solucionar las dudas

Emergen exponencial, lineal, logaritmo natural. Siguen las dificultades en integracion...
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En este capitulo se presentan los resultados obtenidos en cada uno de los
momentos antes descritos. Se ha tomado solo aquella informacidon que es
relevante de acuerdo a las categorias establecidas y que ofrece elementos de
analisis significativos, por ello no se consideraran todas las preguntas planteadas
en los cuestionarios de trabajo. Para cada uno de los momentos se presenta la
pregunta o actividad relevante, los supuestos establecidos, la puesta en escena,
las respuestas obtenidas y una breve discusion de estos resultados. Tal como se
habia planteado en la seccion 3.5, mas que decir si la ecuacion diferencial lineal
de primer orden se resignificé o no, lo que se busca es identificar elementos que
den evidencia de que efectivamente el proceso de resignificacion de ese
conocimiento matematico se ha visto favorecido por el ejercicio intencional de la

practica de modelacion.

En esta seccion y para cada momento se presentara el analisis a priori del disefio,
luego la puesta en escena y finalmente el analisis de las producciones de los
estudiantes tanto escritas como de extractos representativos de los dialogos
grabados. Este andlisis se ira presentando en la medida que emerjan respuestas

representativas de las categorias establecidas.
6.1 Momento 1: l1a motivacion y los conocimientos previos

Al inicio de la actividad, un elemento que favorecid las interacciones y las
discusiones fue la conformacion libre de los equipos pues estuvo marcada por las
afinidades entre los estudiantes y el grado de confianza o conocimiento entre
ellos. Una vez conformados los equipos, el desarrollo de las actividades tuvo una
fuerte interaccién y motivacion a la tarea, pues para la gran mayoria de ellos esta
era la primera experiencia que tenian de una actividad experimental en un curso

de matematicas, lo cual fue favoreci6 el desarrollo de la secuencia

En esta primera actividad (cuestionario con varias preguntas), se presentan
diferentes situaciones en las que se aborda el fenbmeno de enfriamiento, tanto
desde la parte conceptual como desde el andlisis de una situacion real y cotidiana

(anexo 1). En los ejemplos seleccionados, en algunos casos se considera solo la
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produccion escrita y en otros la produccién escrita y discursiva, dependiendo de la

riqueza y claridad de los argumentos expuestos
Para esta primera actividad los supuestos iniciales que se plantearon fueron:

e El fendbmeno de enfriamiento es una situacion ya conocida por los estudiantes,
al menos desde el punto de vista tedrico, dado que en los cursos previos al de
ecuaciones diferenciales (y en el mismo curso) se ha trabajado este tema
(desde el punto de vista de funcion y ecuacion exponencial) por lo cual se
espera que se generen otras interpretaciones y significados en una situacion
de modelacidon en clase con este fenOmeno y su comportamiento sera
facilmente identificable.

e EIl anadlisis del fendmeno de enfriamiento se asocia con un cambio de la
temperatura en el tiempo de caracter exponencial, para lo cual se espera que
lo asocien con esa tendencia y no con otra, pues ya es conocido para ellos
pues lo trabajaron antes y en el mismo curso de ecuaciones diferenciales

¢ Aunque de manera tedrica ya han trabajado la ley de enfriamiento de Newton,
no tienen los argumentos ni herramientas necesarias para explicar el
comportamiento del fenomeno de enfriamiento en la realidad

e Para el nivel y el curso en el que se encuentran los estudiantes (cuarto y quinto
semestre de ingenieria) y el acercamiento que han tenido a los modelos
matematicos en diferentes cursos, la nociébn de modelo y su uso en la
prediccidon del comportamiento de un fendmeno (en este caso de enfriamiento)

debe estar presente en los analisis que deben hacer y en sus respuestas.

Esta primera actividad tiene como propdsito mostrar que aunque ya existe un
conocimiento previo sobre el fendbmeno de enfriamiento y aunque se haya
trabajado de manera tedrica en clase (es decir, como funcién exponencial y luego
como una ecuacion diferencial en el mismo curso), no hay un sentido ni una
comprension profunda de este fenomeno que les permita llevar ese conocimiento
a una situacion real (en esta primera parte un problema teorico sobre enfriamiento)
y dar explicaciones, desde ese conocimiento, a un fendmeno externo a la clase de

matematicas.
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La puesta en escena.

A continuacion se presenta la introduccion que hizo la profesora al inicio de la

practica:

Buenas tardes jovencitos. La préctica de hoy consiste en trabajar sobre la ley empirica del
enfriamiento de Newton...Como todos ustedes saben, Newton empiricamente ehh... a
través de experimentos probd una ecuacion diferencial que se le Ilamé en honor a él, a
Isaac Newton, la ley empirica de enfriamiento de Newton.

Entonces, ustedes van a hacer una préactica usando... una pistola de silicona... y a través
de esa practica lo que van a hacer es construir la ecuacion diferencial que Newton en esa

época probo...

Una vez hecha la introduccién los estudiantes empiezan a responder las

preguntas del cuestionario de la primera actividad (anexo 1).

Estudiantes respondiendo las preguntas de la primera actividad
Pregunta

Cuando un cuerpo caliente (es decir, su temperatura es mayor que la del
ambiente) se deja enfriar, la disminucion de la temperatura con respecto al tiempo

sigue una determinada tendencia o comportamiento. ¢ Qué tipo de tendencia cree
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0 sabe que sigue el fenbmeno de enfriamiento? Marque con una X en la opcién
escogida

Las respuestas
Lo exponencial: rapidez de cambio y proporcionalidad:

En las respuestas de los siguientes equipos hay una asociacion a la “rapidez de
cambio” de temperatura y a la “proporcionalidad”, sin embargo al referirse a la

proporcionalidad tampoco hay claridad a qué tipo de proporcionalidad se refieren.

Lineal_ Cuadratica___ Exponencial _X Otra (cual) No puede concluir___

Justifique su esgogencia \ )k _k A
L3 ~Je 162, cosy ol B0 1 B e = R A 'L.H.a =5

T c;uFJ'-{:o == G.‘-..[';JQL}"-&‘C-[()\_"‘N'E\ =1 = \%EQ&'\LJ‘F:: E‘E_
-?‘f'.w"-ﬂ-‘\Dk—“L"ﬁ-\'t u'fa\'}\c‘\ll“ C,u-—‘-f-l.l-u \{ 'c;\ x-n"\?*}l - ka = =5,

Lineal:, ~ Cuadratica___ lExponencial E F:nra (cual) No puede concluir___

Justifique su escogencia
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En las repuestas de los siguientes equipos también se ha incluido parte de las
discusiones en su interaccion:

Lineal ___ Cuadratica Exponencialﬁ_ Otra (cual) No puede concluir____

Justifigue su escogencia
oy A Peyotovo A O Loevps  eD r.\:)iC@-:n C \om‘t - l\f:.
Y —pevodove el Coevps  y el wedo Sord Se

TR AR NE , !

e E;: Pero justifique su escogencia...

e E,: Exponencial es pa” volver a caer algo como a presente, pues, traer algo como a un
valor presente

e Ej3: Es que la lineal no puede ser, porque lineal seria que se mantuviera constante
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E,: Exactamente

E,4: ¢ Cuadratica?

E;: Cuadratica es asi, ¢no? (mostrando gréafica)

E4: La rapidez con que cambia la temperatura de un cuerpo es proporcional a la
diferencia entre la temperatura del cuerpo y el medio que lo rodea

E;: Oh, esa es que usted...

E4: No, es del cuaderno de calculo...

E;: Claro es que ésta es...

E,4: Diferencia esta temperatura del cuerpo y del medio...

E;: Es proporcional... pero, ¢de cual es esta? ¢Exponencial?, no, pero a ver... la
rapidez de la temperatura de un cuerpo es proporcional a la temperatura del medio

E.: ¢ Es que en ese caso seria lineal o qué?

E;: No, lineal, si es como ella dice, permaneceria constante en todo el tiempo

E,: Pero dicen que son constantes el tiempo y... pues son

E;: Es proporcional, proporcional, eh... la diferencia de la temperatura pero es el
tiempo pues con el tiempo, perdodn...

Es: Ah, el fendmeno de enfriamiento de Newton, ¢donde esta?

E;: Si, es que esta ahi, pero, pero sabe qué... yo creo que podriamos colocar...

E4: Lo que pasa es que acé se tomo...

E;: No, yo, yo, yo digo que no, no cabria ninguna de estas... porque lo que mas se
asemeja es exponencial, pero exponencial seria que si esta viene disminuyendo va a
seguir disminuyendo, disminuyendo, disminuyendo... va para abajo...

E4: Va a llegar un momento en que va a ser igual al ambiente

E;: Exacto... entonces mas bien colocar... uhmmm...

Es: ¢Y la cuadratica? (risas)

E;: Y lajustificacion...

Es: Otra ¢cual, diga cual? Que es proporcional

Ei: ¢Exponencial es proporcional?, yo creo que de pronto, pero no estoy seguro...

E4: Pongamos que la temperatura de un cuerpo... (dan la respuesta que esta escrita)
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En esta discusion aparece lo lineal y lo cuadratico como posibilidades, sin
embargo los mismos argumentos que se generan en el interior del equipo los hace
descartarlas y decidirse finalmente por lo exponencial. Se observa que en su
discusion expresan lo que efectivamente corresponde al cambio de temperatura
con el tiempo, sin embargo no hay seguridad en sus argumentos y llegan

finalmente a un consenso para dar la respuesta.

Otro de los equipos propone:

Lineal___ Cuadratica___ Exponencial_) Otra (cual) No puede concluir

oloe PSRBT e dogrde det Gana del S g
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Y en su discusion exponen los siguientes argumentos:

E;: Una funcién exponencial puede ser decreciente o creciente

e E,: Es directamente proporcional a medida que el tiempo avanza... puede ser
proporcional al valor del tiempo

e Ej3: El enfriamiento tiene que decrecer

e E;: El enfriamiento puede tener temperaturas negativas

e E3: No puede,... si usted calienta una sopa y la deja mucho tiempo la temperatura

disminuye...

Estas respuestas evidencian una cierta uniformidad, muy apegadas a la definicion
formal. Si bien estos equipos coincidieron en afirmar que la tendencia del
fendmeno de enfriamiento es de caracter exponencial, al momento de pedirles una

justificacion de su escogencia no hubo claridad en sus argumentos.
Lo lineal asociado con el cambio

En las respuestas de otros equipos, hay una marcada tendencia a considerar el
fendmeno de enfriamiento como un fenémeno lineal. En este caso hay evidencia

de que el cambio, cuando se trata de una situacién de decrecimiento, para estos
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estudiantes esta relacionado con una disminucion que sigue un comportamiento

lineal y no de otro tipo. Este aspecto refleja que en este caso prima lo intuitivo mas

asociado al fenomeno como tal que lo matematico.

Lineal X Cuadratica___ Exponencial __ Otra (cual) No puede concluir
Justifique su escogengia 1 J ; 1
€5 LA V@ ‘eeln  Con pxvidier: Ty Vo v 0
t * V.
Mo V-3 ~
XX, ,____11.;:?\-\1
\ =X
Lineal_X_ Cuadratica___ Exponencial___ Otra (cual) No puede concluir__

Justifique su escogencia

Veamos para este equipo parte de la discusion alrededor de este tema:

O sea, eso podria ser lineal

¢No viene a ser cuadratica?

El tiempo y el incremento deben ser lineal

¢Por qué es lineal?

Porque es constante... se va enfriando al mismo tiempo

Si uno dice que es exponencial es que va aumentando con respecto al tiempo o

disminuyendo con respecto al tiempo, ¢Si 0 no?

Si es lineal, ¢por qué es constante?
Es lineal

¢Como lo justificamos?, es lineal porque se puede... porque a mayor tiempo

disminuye la temperatura...o sea se comporta igual

o [y
o [
o F[Ej:
o FEyu:
o F[Ej:
o [y
o F[3:
o [
o [y
o [
o [,

...Igual al tiempo que transcurra

O sea pero en igual instante de tiempo, por ejemplo en tres segundos disminuye tres

grados, ¢si me entiende?
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e E;: Pero no tiene que ser eso asi tan...

e E,: ¢Por qué no?

e E;: Porque la temperatura , la magnitud, es de las magnitudes méas dificiles de
controlar, ella no baja... o baja del todo... vos no ves que una persona se muere y... a
los 5 minutos ya esta helada

e E,: Es uniforme, porque el que varia es el tiempo...

En la discusion se percibe que la disminucion esta ligada a una disminucién en la
misma cantidad (uniforme) o que la relacién entre el tiempo y la disminucion es la
misma (en tres segundos baja tres grados). Esta situacion muestra que lo lineal se
presenta como una explicacion para ciertos fendmenos de los cuales no se

dispone de mucha informacioén, pero que por facilidad se puede explicar asi.

Lineal ¥  Cuadratica___ Exponencial___ Otra (cual) No puede concluir___

Justifique su escogencia [t = ’1_“_\_“_ -1 o,
) dienpo dl_gv@ w8 ewpoatua de A cueipo e
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La situacion anterior muestra que lo lineal y lo exponencial son usados como
herramientas (Arrieta, 2003) en el ejercicio mismo de la practica de modelacion y
que su significado e interpretacion dependen no solo del contexto o escenario
donde se ejercen esas practicas sino también de las significados que ya traen y
tienen incorporados los estudiantes y de la dinamica misma de las interacciones
gue emergen. En este caso, lo lineal esta muy arraigado a cualquier variacion e

incluso esa idea esta por encima del fenébmeno como tal
Pregunta

¢De qué manera se podria determinar esa tendencia, qué procedimiento

emplearia, como lo haria?

Las respuestas
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La ley de enfriamiento y lo procedimental

En las repuestas de varios equipos, hay evidencia de un conocimiento sobre la ley

de enfriamiento de Newton y proponen en algunos casos expresiones

matematicas, otros describen el procedimiento que emplearian para ello:
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Algunos procedimientos mencionados por varios equipos:
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Lo anterior evidencia que saben como determinar esa tendencia usando una ley,
pero de saber la ley a saber como volver ese conocimiento funcional y usarlo en
una situacion real hay una diferencia considerable, como se vera mas adelante en

la situacion del enfriamiento del café.
Pregunta

¢Qué herramientas matematicas 0 conceptos matematicos emplearia para

determinar o identificar esa tendencia o comportamiento?
Las respuestas
La matematizacion: la ecuacion

En este caso hay equipos que describen la herramienta que usarian en términos

de una ecuacion identificando los elementos que constituyen dicha expresion:

e E;: Qué herramientas utilizariamos para €so...
e E,: Ecuaciones diferenciales
e Ej;: ... laintegral... acuérdese que eso resulta de una integral... que es la integral

de la variacién de...
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Lo anterior permite evidenciar que la situacion relacionada con el enfriamiento es
clara y de hecho saben cudl es la solucién, lo que supone que no se presentarian
dificultades en la resolucion de una ecuacion diferencial ni tampoco en la

aplicacion de lo matematico a una situacion real.
El cambio, la variacion asociados al fenomeno

En las respuestas de algunos equipos ya se evidencia la inclusién de la nocién de
cambio o variacion entre variables y la aparicion del concepto de derivada,
asociado con las ecuaciones diferenciales. Si bien no hacen uso de las
expresiones matematicas como tal, son capaces de dar cuenta de ese

conocimiento sin la necesidad de escribirlo en términos matematicos.
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En estas respuestas hay indicios claros de que el fendmeno puede ser llevado al
terreno matematico usando la derivada y que para estos estudiantes, representa
un cambio. Asi las cosas, hay una aproximacion a lo que se pretende resignificar,
la ecuacion diferencial que modela el cambio de un fendmeno, sea cual sea su

naturaleza.
Pregunta

Analice la siguiente situacién y trate de justificar el procedimiento escogido
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Suponga que le sirven un café, la mitad de una taza, a una temperatura muy alta, digamos
85°C. Usted tiene prisa por tomarselo, pero lo quiere mezclado con leche. A su lado tiene
una jarrita con leche a temperatura ambiente, digamos, a unos 20°C. Para enfriar el café
puede seguir dos procedimientos. Uno, usted puede afiadir la leche al café hasta llenar la
taza y dejar que todavia se enfrie otro poco durante unos, digamos, tres minutos. Dos, usted
puede dejar que el café solo en la taza se enfrie durante los mismos tres minutos, afadirle la
leche y tomarse el café con leche obtenido. ¢ Como debe proceder para conseguir que en los
mismos tres minutos el café esté lo mas frio posible y podérselo tomar sin quemarse?

(Tomado de: Fisica para mentes inquietas. Enfriamiento del café).

Esta situacion, cercana a la realidad de los estudiantes, tiene como finalidad
promover la discusion y observar si en la solucion de la situacion los estudiantes
consideran lo que ya han respondido sobre las preguntas anteriores y si el
conocimiento que tienen del fendbmeno de enfriamiento reflejado en sus

respuestas les es util en la solucién de esta situacion.
Las respuestas
Un intento de matematizar la situacion

En este caso todos los equipos seleccionaron el primer procedimiento. Se

muestran dos

Joy  Pavece  goe €1 hotedwienko | £5ioaie0  tare
Sor | Se  Aowec el _cale Vo s 4o Aosble ed
A\ VamBvo e\ Cae\  Seopiey e tedex o kaze de
C:":l{(_’_'_ '\‘g: Avye Do ‘.{JL '{‘C_‘tﬂ(‘: y E”J%a- (Larmbio

Ae Wwﬂ?um*\!‘v&l e  dves vrlaudd s Eokave e {‘“‘:‘
[=1s C.G’“‘in‘a-_, ci.fa 2 e Jc,;-rv-r-. M T ADT Sva e ez L‘*
N =Y e Rl b levon vmoy =1 T wie s A"- = {‘ #W:rﬁ'f‘}rc’"
\o e S e I T S e F252 .

En el caso de este equipo, aunque inicialmente se habian decidido por esta
respuesta luego, a través de una interesante discusion, ponen en duda su eleccién
inicial y utilizan otros argumentos para tratar de explicar el fenomeno. A

continuacion se transcribe el dialogo sostenido:

e E;: Lee el enunciado de la pregunta

e E,: Ahadiéndole la leche de una vez
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Es: Si

E,: De una...

Ei: Como, como?

E,: Anadiéndole de una la leche...

E4: Si, porque si lo deja enfriar asi solo... mientras que si le echa la leche mas
rapido enfria... porque la temperatura de la leche es mas fria

E,: Porque esta chocando... algo caliente...

Es: Porque si algo esté caliente para volver al estado natural si no le han echado
nada se demora mas, a que usted... haciendo la mezcla... ya va a pasar de un
estado mas frio... se va a demorar en enfriarse mas poco

E.: Aver

E.: Pero a tres minutos va a quedar mas frio con la leche

E;: No, no espere, espere un momentico, vea el procedimiento es este... (explica el
enunciado)

Es: Si asi es, pero yo digo que el mejor es el primero. Yo pienso que el mejor es el
primero porque acé pasa a un estado mas frio

E,: De una

Ei: Yo creo que es el primero, si, ¢sabe por qué?, porque inmediatamente cambia...
al... pues, no cambia de una aqui pero tiene esos tres minutos ya estd un poquito
mas frio...

E4: Para alcanzar la temperatura del otro, ¢no?

(Redactan la respuesta)

Una vez redactaron la respuesta anterior, vuelven a entrar en discusion pues

hay dudas en algunos de los miembros del equipo:

E4: Claro que entonces... yo que a veces como que dudo... porque uno si espera
tres minutos la leche va a seguir estando

E,: Fria

E4: Fria
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E,: Y el café puede que esté frio

E;: No importa, o sea, yo digo que es que eh... el café para enfriarse o sea en tres
minutos no va a lograr estar mas frio que el otro que ya se le echd la mezcla y
dejarlo tres minutos, ¢por qué?, porque listo, se deja enfriar pero la disminucion de
la temperatura va a ser segun el medio

E4: Con el ambiente

E;: O sea con el ambiente... cambia en el momento en que le echemos la mezcla

Es: Yo digo que va a llegar un punto donde se van a encontrar a los cuatro o cinco
minutos van a tener la misma temperatura... pero a los tres minutos yo pienso pues
que no

E;1: Es que no, a este sélo se le esta aplicando un solo procedimiento

E4: Vea, las puse a dudar

E,: Claro que el primero tiene mas liquido que... la primera opcion tiene mas
liquido que la segunda

E4: Ah, pero ¢sabes qué?, después de que le disminuyo, le hago, pues... disminuyo
la temperatura, el ya se va estabilizando, ¢no?

E.: Si, yo digo que es la primera porque no ensaya pues, uno siempre coge un café
y le echa leche y eso le queda muy rico, no, no se pone a esperar a que el café se
enfrie

Es: Pero pues, eso puede ser un experimento que seria bueno hacerlo en la casa

E4: Pero sabes qué, porque es que la segunda tambien es posible por lo que ya, le
eché la leche y entonces ya se acomoda mas a una temperatura ambiente, entonces
¢la disminucion de la temperatura es menor 0 no?

E.: Lo que pasa es que tenemos que jugar también con la cantidad, mira que es mas
facil que se enfrie media taza a que se enfrie una, pero también es mas facil que se
enfrie una taza tibia que media taza hirviendo, pues entonces uno no sabe

E4: No, no vamos con la primera...

E: Dejemos la primera, aunque nos da duda, hay que hacer el experimento

E,: Metdmosle célculo a esto

E4: Pues sabes qué creeria yo, que cuando ya va llegando a una temperatura
ambiente ya, ya la disminucion es menor, ¢no?
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E,: Es que la razon a la que cambia en la primera es stper rapida porque es que

usted esté pasando, de, de 86° de una le esta...

Se observa en la frase anterior que ya hay una primera aproximaciéon a lo que

en realidad sucede con el fendmeno de enfriamiento, hay una nueva

interpretacion del fendbmeno mismo, aunque no sean todavia conscientes de

ello.

E4: Y supongamos de 86° le queda en 50°...

E,: Y le echa la leche

Es Y laotra...

E;: No, yo me inclino mas por el primero todavia
E.: Yo creo que es mas facil el segundo

E;: El segundo (risas)...

E.: Bueno, deje esa porque ya la pusimos (risas)...

E.: Yo digo que la otra también es factible

La discusion anterior muestra que si se dan situaciones favorables que promuevan

la interaccion permanente, existe la posibilidad de que los argumentos y las

explicaciones que se expongan frente a un problema o situaciéon puedan adquirir

nuevas interpretaciones y significados mas ricos, lo cual puede aportar elementos

al proceso de resignificacion.

Otro

de los equipos intenta algo similar:
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E,: Si usted espera tres minutos el café ya ha bajado un poquito de temperaturay si

le echa la leche ya baja mucho més

Es: Baja mas

E;: Pero, pero ellos igual se van a igualar en dénde...

va a estar ahi

porgue es que esto siempre
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Es: Ah, si la proporcionalidad es la que determina eso. Digamos que sea asi: usted
echo la leche y quedd en 60° y espera tres minutos, cuanto vale. La otra, la otra es
que usted espere los tres minutos y... el café ya quedd por ahi a 70°, le echa y
gueda con 20° menos, queda en 50° a los tres minutos, ahi ya sabe usted que le
quedo en 50°, el otro es cuanto queda... yo diria que queda mas o menos lo mismo.
Lo que determina ahi es la proporcionalidad respecto a la temperatura que tiene en
ese momento. Cuando usted diga cada tres segundos, se pierden tres grados

E;: Y si hacemos esto, y si hacemos esto... esto es...

E.: La derivada de la temperatura con respecto al tiempo

Es: Habria que entrar a graficar... una gréafica con el tiempo y la temperatura...
pero hay que hacer la ecuacién para poder saber queé es lo que va a graficar

E.: Exacto

Inicia el proceso de solucion de la ecuacion diferencial usando la separacion de

variables. Resuelven el ejercicio pero se encuentran con una dificultad

Ei: ¢Y esta k quién es?

Es: Preguntémosle a ella

E;: Condiciones iniciales, podemos hallar la C, pero quién es k... cierto que es la
constante, pero esa constante de proporcionalidad es dependiendo de quién... eso
nos lo tiene que dar quién... segin lo que estén enfriando, la constante del café
¢cual es? (risas). Entonces, obviamente se enfria mas rapido cuando le
agregamos... porque, porque este aqui me va a dar menor

E3: Son 65° menos 20°, ya te quedan 45° ya

E;: Aqui de entrada ya tengo 65° le voy a quitar 20° va a quedar en 45°

Este equipo intenta también llevar la informacion de la situacion al campo

matematico pero no logra obtener una respuesta que los satisfaga. Al igual que el

equipo anterior, desisten de su intento y su respuesta es la que encuentran mas

razonable o explicable.
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De las respuestas anteriores se observa que el fendmeno de enfriamiento en su
interpretacion fisica no esta totalmente comprendido por los estudiantes, no hay
un significado claro del comportamiento del fenédmeno. En este caso el hecho de
saber la formulacién matematica no es garantia para saber explicar el fenémeno ni
su comportamiento. Se puede decir que no hay una comprension significativa y
con sentido del conocimiento matemético escolar referido al fenomeno de

enfriamiento, aunque matematicamente muestren que si lo saben interpretar.
Pregunta
¢ Para usted que significa un modelo matematico?, ¢con qué lo asocia?

En un curso de ecuaciones diferenciales y después de haber cursado cuatro
semestres en la universidad, se esperaria que los estudiantes tengan una nocion

de lo que significa un modelo y su vinculacion con la realidad.
Las respuestas

La prediccion asociada al modelo

E;: Solucionar problemas del medio real

e E,: O sea, como se dice, como adelantar algo que uno no...

e Ej, E4: Predecir

e E,: Eso y predecir fendmenos que puedan llegar a suceder y... como controlar, como

tratar de que no pasen... que puedan prevenir... un desastre...

En la discusion de este equipo, hay una aproximaciéon a un uso, es decir, la
prediccion como algo que se desprende del uso de un modelo. Si bien la

respuesta que dieron por escrito no refleja exactamente lo que discutieron:

La relacion entre el modelo y la férmula o ecuacién
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Para todos los equipos en general un modelo lo interpretan no como una
herramienta sino como una manera de resolver algo, es decir, confunden el
modelo con parte de la modelacidn misma. En general hay una asociacion del

modelo con ecuaciones o férmulas.
Pregunta
¢Para qué cree gue sirve un modelo matematico?

Interesa de esta pregunta saber, los estudiantes de ingenieria investigados, que
utilidad le pueden encontrar a un modelo y si dentro de sus alcances esta la

prediccién como una de los usos de estos modelos.
Las respuestas
Un acercamiento a la prediccion
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En esta respuesta, ya hay evidencias de que efectivamente la prediccion esta
dentro de los posibles usos, cuando mencionan “para prevenir o dar desarrollo a

problemas cotidianos”. Es en esta situacion, y a partir de las interacciones
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generadas en el interior del equipo que empiezan a emerger procesos de

resignificacion, en este caso de un modelo.

La explicacion de comportamientos
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En estas respuestas, el modelo no es simplemente algo estatico o una simple
solucion de algo, es usado para explicar o analizar posibles comportamientos, algo

que da cuenta un significado mas amplio y con mas sentido.
Pregunta
¢ Qué significado le da a una ecuacion diferencial? y para que le podria servir?

En esta pregunta se indaga por las concepciones iniciales que tienen los
estudiantes sobre lo que para ellos significa una ecuacion diferencial y el posible
uso que le podrian dar en una situacion particular. Se trata de conocer ese punto
de partida y de qué manera ese conocimiento matematico puede resignificarse
como consecuencia de procesos interactivos fruto del ejercicio de la practica de

modelacion.
Las respuestas

La ecuacion diferencial como un modelo
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e [E,: Esencontrar una derivada
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e E;: No, una ecuacion diferencial, es que..., es un modelo... es la aplicacion de los
modelos matematicos pero con respecto a algo cierto... a ciertas variables pues... que
dependa una de otra, si me hago entender

e E,: Unaecuacion es encontrar una incognita, diferencias es encontrar una derivada

e E;: No, por eso, pero es que... 0 sea uno cuando hace una ecuacion diferencial qué es
lo que esta haciendo, yo estoy encontrando algo con respecto a algo

e E;:jajaja

e Ej3: Es una operacion de... de

e E;: Esencontrar algo con respecto a otra cosa

e Ej3: Esuna... que tiene derivadas, si no tiene derivadas no es una ecuacion diferencial

e E;: No, pero una derivada no es una ecuacion

e Ej3: Pero un conjunto de derivadas, ...operaciones con derivadas es una ecuacion
diferencial

e E;: Unaderivada es un cambio

e Ej3: El modelo matematico lo hacemos nosotros

Este dialogo corresponde a la respuesta dada al principio, sin embargo hay

algunos elementos que no aparecen en la respuesta escrita.

A i

En la primera respuesta hay un intento de acercar la ecuacion diferencial a
situaciones mas reales, pues se asocia con “algo” que permite determinar el
funcionamiento o comportamiento de por ejemplo una maquina. En la dltima
respuesta hay una asociacion de la ecuacion diferencial con el cambio, sin
embargo este cambio no esta expresado en términos de variables asociados a un
fendbmeno en particular sino al cambio de un objeto considerado como una
totalidad.
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6.2 Momento 2: la experimentacion y la toma de datos

En esta fase, se entregd una guia con la descripcion de los pasos a seguir en la
actividad experimental (anexo 2). En este caso, la descripcion de las actividades
varia para el grupo A y B, pues en el primer caso se trabajo con sensores de
temperatura y registro automatico de datos (los sensores estaban conectados a un
PC) y en el segundo caso, se utilizaron termémetros y el registro se hizo
manualmente. En esta primera parte de la actividad se realizaron los siguientes

pasos:

e Calentamiento de la silicona y registro de los datos (toma de temperatura cada
30 segundos)
e Andlisis de los datos registrados en las tablas y respuesta a varias preguntas

sobre los datos obtenidos

Es importante anotar que independientemente de los recursos empleados, se

plantearon las mismas preguntas a los equipos de los dos grupos.
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Grupo B. Uso de termémetros

Analisis a priori

Los supuestos iniciales establecidos para esta actividad fueron:

A partir del andlisis de los datos obtenidos, concluyen que el fenémeno no
sigue un comportamiento lineal, puesto que la temperatura no disminuye en la
misma cantidad con el tiempo (directamente proporcional). Esta situacion de
alguna forma debe contrastar con lo que algunos equipos habian respondido
en la en la primera actividad sobre la tendencia del enfriamiento
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¢ |dentifican facilmente que la disminucion de la temperatura es mayor al inicio
del proceso (cuando la silicona estd mas caliente) y que después esa

disminucion se hace mas lenta

El objetivo de esta segunda actividad es acercar a los estudiantes de ingenieria a
una situacion real en la que pongan en juego no solo lo experimental sino también
los conceptos matematicos previos que tienen y los relacionen en una nueva
situacion. Se trata, en otras palabras, de que los estudiantes de forma interactiva
construyan y resignifiquen conocimientos matematicos escolares, no solo en este
caso la ecuacion diferencial lineal de primer orden, sino también y de manera

complementaria otros conocimientos relacionados.
La puesta en escena.

Como se habia mencionado anteriormente, los equipos del grupo A utilizaron
sensores de temperatura adaptados un computador y el registro de los datos fue
automético. En el caso del grupo B se utilizaron termometros y crondmetros para
realizar la toma de los datos. En ambos casos se calenté la silicona en la pistola
por un tiempo de entre 8-10 minutos, y luego se impregnd en un caso el sensor y
en el otro el bulbo del termémetro y posteriormente se procedié a hacer las

lecturas y el registro de datos.
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Tiempo | Temp. |
t (seg) T (°C)
0 A19.
30 B
60 &\
90 oty
[ 120 U=,
(150 )
| 180 40
210 25
240 13
270 24
300 20
_330 r:»r'r
360 28
390 )
420 9
450 3
480 r<
510 73
540 3
570 23
600 23
630 2)
660 2
690 2
Tabla de datos Grupo A Grupo B

Esta diferencia en recursos utilizados no mostré ser un factor que disminuyera la
motivacion o el trabajo en equipo, pues en ambos grupos todos los estudiantes
estuvieron muy atentos e interesados en la actividad. Se pudo apreciar que era
algo nuevo para ellos en las clases de matematicas y que esta novedad imprimia
mayor interés en la actividad y una actitud diferente frente a lo matematico.

Sobre la tabla de datos que completaron los estudiantes, se hicieron algunas
preguntas para orientar la discusién sobre el comportamiento del fendbmeno. Se
nota en algunos casos la prevalencia de lo “lineal” y en otros de lo “exponencial”
pero no hay argumentos sélidos que justifiguen estas escogencias. Veamos

algunos ejemplos:
Pregunta

Conclusiones a partir de los datos de la tabla: ¢qué se observa del

comportamiento de la temperatura con respecto al tiempo, qué percibe?
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Las respuestas
Los datos en las tablas

A continuacion se muestran partes de la tabla de registro, en un caso manual (con

uso del termémetro) y en el otro de forma automatica (con el sensor y el PC)
Una variacion (disminucion) “normal”

Para algunos equipos, la variacion de la temperatura se da como algo normal, no
se percibe ninguna caracteristica especial o fuera de lo comun, se menciona lo

proporcional como algo inherente a este cambio:
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En este caso, aunque los equipos identificaron la disminucién de la temperatura
con el tiempo, no hubo un analisis mayor ni concluyeron mas alld de lo que

directamente mostraban los datos.
Una variacion (disminucién) relativa

Algunos equipos lograron identificar que efectivamente esa disminucién es
diferente segun la temperatura, lo cual les permitié formular una hipétesis sobre el

comportamiento del fenémeno:
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Un extracto de la discusion sostenida por el mismo equipo cuando estaba

respondiendo esta pregunta:
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e Ej3: ¢Alos 30 segundos disminuyé 35° cierto?

e E,: De cero a 30 fue donde mas bajo, ya después ya...

e Ej3: Que mientras esté mas caliente mas rapido disminuye, cierto

e Ey:mmm...

e Ej3: ¢Cierto?

o E,:Si

e E,: Disminuye constantemente...

e E,: Ah, lo que deciamos ahorita, con eso de exponencial...

e Ej3: Si, si, porque es que como es una exponencial... eso es proporcional pero no es
una proporcional constante sino una proporcional exponencial entonces igual...

e E,: Demas que entre mas caliente esté, mas rapido...

e [E3: Exactamente

e E4: O sea que no, no disminuye constantemente

e Ej3: No, no, no es que disminuya tres grados cada tres segundos, porque entonces puf se
enfriaria en un momentico o constantemente, sino que por ser exponencial... como es
la curva (hace gesto de una grafica exponencial...)... entonces dénde esta el mayor,
igual tiende a disminuir mas rapido

e E,: Y ya, cuando ya estamos mas o menos friitos (frios) ya va disminuyendo mas
despacio

e Ej3: Entonces igual, el factor de proporcionalidad es menor a menor temperatura...

Observamos en este caso que el fendmeno de enfriamiento se va haciendo claro
para estos estudiantes y que hay una mejor interpretacion y analisis de los datos.
Adicionalmente, el estudiante (E;) era de otro equipo y momentaneamente se
incorpord en la discusiéon sobre el andlisis de los datos, lo que significé que su
punto de vista cambiara pues paso de creer que la disminucion de la temperatura
era constante a darse cuenta que no era asi. Esto gracias a las interacciones que

se dieron en el equipo.

Otras respuestas similares a la anterior:
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Pregunta

¢ Qué tendencia cree que sigue este comportamiento? Justifique

Una vez mas se pregunta por el tipo de comportamiento del fendbmeno de
enfriamiento para saber si los equipos habian cambiado su concepcidon con

respecto a lo que habian manifestado inicialmente.
Las respuestas
Lo exponencial asociado a una disminucion

Si bien estos equipos mantuvieron su posicion respecto al comportamiento
exponencial del fendmeno, al momento de justificar no hubo argumentos o

explicaciones que sustentaran su postura:
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Lo exponencial asociado a un cambio “brusco”
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Otros equipos, en cambio, que en principio habian expresado que el
comportamiento del fendmeno de enfriamiento era lineal cambiaron su posicion, y
tratan de explicar ese comportamiento basados en una disminucion “brusca” o
“considerable” al principio. Estas nuevas explicaciones dan indicios de que el
cambio o la variacion para los estudiantes adquirio un nuevo significado y que no

siempre esta asociado a lo lineal, como lo habian concebido inicialmente.
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El siguiente equipo, trata de argumentar el comportamiento exponencial del

fendmeno de enfriamiento basado en el comportamiento de los datos:

Tiene o Confoidemie At @ ARON0ACK]  POfJue
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Veamos lo que expresan en su discusion:

e E,: Leelapregunta...

e Ej3: Que tendencia cree que sigue este comportamiento...

e E;: Exponencial...

e E,: Exponencial...

e Ej3: Ah un comportamiento... como fue que dijimos... como es

e E;: Exponencial

e Ej3: Eso es proporcionalmente, proporcional... exponencial

e E;: Eso es un comportamiento exponencial porque vea, mird como baja eso tan brusco,
pum! Brusco, brusco, brusco y ya después se estabiliza

e Ej: Si, si... ah si porque él tiende a cero

e E;: Puesllega... pero, pero no queda cero (risas)

Se acerca una estudiante de otro equipo (Es)
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e E,: Y entonces ustedes ¢por que dicen que es exponencial?... porque aumenta?
e E,: Porque decrecia muy rapido
e E;: Por el comportamiento mire... va disminuyendo, en este caso pero entonces tiene

un cambio brusco y después se estabiliza...
Pregunta
Segun el grafico, ¢ qué tendencia cree que sigue ahora el fenébmeno y por qué?

Una vez obtenidos los datos, se pide a los estudiantes que los grafiquen en el
plano cartesiano y observen la tendencia que siguen. En el grupo A, el mismo
computador, conectado al sensor, grafica la nube de puntos y en el grupo B, los

estudiantes llevaron los datos a una hoja de calculo y realizaron la grafica.
Las respuestas
Lo exponencial asociado a una disminucion

Todos los equipos de los dos grupos coincidieron en afirmar que la tendencia que
sigue la nube de puntos es exponencial, sin embargo aun en los argumentos que
proponen no hay claridad, es como si desligaran la grafica de los datos numéricos

pues tampoco explican considerando los datos. Algunos ejemplos:
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Algunos de los gréaficos realizados por los estudiantes se presentan a

continuacion:

Con el uso de sensores conectados a un PC, la grafica se hace de manera

automatica

Gréfica de los datos obtenidos con el sensor

Una vez los estudiantes tomaron los datos manualmente, los llevaron a una hoja

de calculo:
Tiempo t (seg) | Temperatura T (C°) At A AT
0 119 30, -35-1,16666667 TemperaturaT (C°)
30 34 30 -20| -0,66666667 140
60 654 30 -10]-0,33333333
90 54 30 -6 -0,2] 120
120 a3 30 -6 -0,2] 100
150 a2 30 -4[-0,13333333 50 \
180 38 30 3 -0,1] \
210 as 20| -2[-0,06666667 &0 \ —Temperat
240 33 30 -2 -0,06666667 40 <
270 31 30 -1 -0,03333333 s0
300 30 30 -1]-0,03333333
330 29 30 -1]-0,03333333 0
360 28 30 0 ol a 200 400 600 800 1000

Gréfica de datos tomados con el termdémetro y uso de hoja de calculo

6.3 Momento 3: manipulacion de datos y procedimientos

matematicos
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Manipulacion de los datos

En la segunda parte de esta actividad y como esta indicado en la guia (anexo 2),
se pide a los equipos que construyan el modelo matematico para el fenémeno de
enfriamiento, utilizando los datos obtenidos de la actividad experimental.

En primer lugar se pide que lleven al plano cartesiano los puntos de coordenadas

(T,A%t) para los datos obtenidos y que encuentren una recta de ajuste para esa

nube de puntos, de tal forma que se llegue a una expresion de la forma:

%zmT +b, para luego resolver Z—IzmT +b, que es una ecuacion diferencial

lineal de primer orden. A medida que los incrementos se hacen mas pequefios
entonces se puede asumir que la diferencial es precisamente su cambio o

incremento.
Andlisis a priori

En esta fase de la actividad, los estudiantes deben poner en juego y movilizar
diferentes conocimientos matematicos que se supone deberian saber o manejar.

Como supuestos iniciales se establecen los siguientes:
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e El ajuste de la nube de puntos a una recta lo haran usando ayudas
computacionales y no tendran dificultad en encontrar las constantes m y b

e Al hacer el ajuste de la nube de puntos, verificardn que la recta de ajuste
tendra pendiente negativa.

e En la solucion de la ecuacion diferencial no tendran dificultad y la resolveran
usando separacion de variables.

e Haran uso de la condicion inicial para encontrar el valor de la constante en la

integracion

Lo que se pretende en este caso es que en el uso de un conocimiento matematico
escolar, la ecuacion diferencial, en una situacion particular los estudiantes de
forma interactiva nutran, enriguezcan, consoliden y encuentren sentido y nuevas
interpretaciones a ese conocimiento y a otros conocimientos complementarios. En
otras palabras lo que se busca es promover procesos de resignificacion en la
clase de matematicas mediante contextos de interaccion promovidos por el

ejercicio de la practica de modelacion.
La puesta en escena.

Una vez han obtenido la ecuacion de la recta de ajuste, los estudiantes en sus
equipos empiezan el procedimiento para encontrar la solucion de la ecuacién

diferencial que modela el fendmeno de enfriamiento.

Durante este proceso, se ponen en juego diferentes conocimientos matematicos
que se deben dominar para resolver la ecuacion diferencial. Sin embargo es en
este momento en el que empiezan a emerger diversas dificultades ya que algunos
equipos manifiestan haber “olvidado” cémo separar la ecuacion diferencial, como
resolver una integral por sustitucion directa, como usar las condiciones iniciales
para hallar el valor de la constante de integracion, etc., es en estos casos que la
interaccion con el profesor toma relevancia pues se dan orientaciones, se hacen

aclaraciones y se muestran alternativas para continuar.

Las respuestas
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El ajuste lineal
La explicacion del profesor para hacer el ajuste de la recta a la nube de puntos:

Vamos a justificar el delta de la temperatura sobre el delta del tiempo, es decir, la columna

5 de la tabla con respecto a la columna 2.

Si nosotros no hubiéramos tomado los deltas cada 30 segundos, sino que los hubiéramos
tomado cada 5 segundos o cada 10 segundos, resulta que estos deltas se van aproximando
cada vez mas a unos diferenciales, entonces después de que tengamos esta ecuacion que el
programa lo da... nos da la ecuacion de la linea recta, entonces éstos (sefiala en el tablero)

los podemos reemplazar... se nos convertirian en un diferencial.

En el caso del grupo A, los equipos no tuvieron dificultad en encontrar la recta de
ajuste de la nube de puntos pues el mismo computador, adaptado al sensor de

temperatura, les proporcionaba esta recta.

En el grupo B, los equipos llevaron los datos a la hoja de calculo y al hallar la recta
de ajuste la pendiente dio positiva, lo cual no correspondia a lo que en realidad
estaba pasando, esto sucedid con todos los equipos de este grupo. Sin embargo,

ni los estudiantes ni la profesora tuvieron en cuenta este detalle. Veamos:
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Ajuste hecho usando la hoja de célculo

Esta fue la grafica que uno de los equipos encontrd y la ecuacion de la recta de

ajuste. Lo anterior, influyé para que al final el modelo que encontraron no fuera el

adecuado. Veamos la discusion de uno de los equipos:

Mirando nuevamente los datos, hey verdad... si, eso esta decreciendo ¢por qué nos

dio positivo a nosotros?...

o [y
o [
o [
o F[Ej:
o [
o [
o [y
o [
o [

¢ En dénde dice usted que nos dio positiva?

La pendiente, la pendiente nos dio asi y nos daba era asi
Pero dio sobre la parte negativa

Pero igual la pendiente debe ser negativa

No, porque mire que viene de -35

Si

De -35, -20, -6 ... va subiendo (AT)

Esta bien...

En este equipo uno de los estudiantes cuestiona el resultado obtenido y cree que

la pendiente de la recta de ajuste debe ser negativa, sin embargo no tiene los

argumentos necesarios para justificarlo y cede ante la explicacion que le da su

compafero
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La solucion mecanica de la ecuacion diferencial

El profesor da una explicacién a todo el grupo del procedimiento que deben seguir:

P: Lo que vamos a hacer es encontrar una recta de ajuste, si... si vamos a hacer un
ajuste lineal pues lo que vamos a tener es la ecuacion de una linea recta, si

Luego de que hacemos el ajuste... Luego de que tengamos la recta, esto (sefialando la
ecuacion)... esto se convierte en qué, ¢ qué es esto?, ¢qué es esto que tenemos aca?

E: Una ecuacion

P: ¢Una ecuacion? Y ¢queé clase de ecuacion? ¢Una ecuacion qué?¢ Esta qué clase de
ecuacion es?, asi como esta planteada... Es una ecuacion...

E: Diferencial (uno de los estudiantes da la respuesta)

P: Es una ecuacion diferencial, ¢y por qué es una ecuacion diferencial?... Ojo, es una
Ecuacion Diferencial... cuando tu tienes involucrados diferenciales en una ecuacion
tienes una ecuacion... diferencial

Despueés de que grafiquen estos puntos y encuentren la linea de tendencia, que nos da
la linea recta, entonces, van a resolver esa ecuacion diferencial y luego. Es una
ecuacion diferencial sencilla no creo que vayan a tener mucho problema... van a
definir una ecuacion diferencial que tiene una condicion inicial, ustedes son los que
van a decidir cual es la condicion inicial para encontrar la constante, ;no?, después de

hacer la integral, entonces empecemos a hacer eso por favor...

El profesor considera que los conocimientos anteriores que deberian saber los

estudiantes estan bien aprendidos, pues se supone que no tendrian mayor

dificultad al resolver una integral por sustitucion.

A continuacion se muestran diferentes ejemplos del tratamiento matematico

empleado en la solucion de la ecuacion diferencial y algunas de las dificultades

encontradas:
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En este caso, se resuelve de forma mecanica la integral y no aparece el término
m acompafando a la variable t al hacer la sustitucion. Con los valores que

obtuvieron del ajuste, hacen los siguientes reemplazos vy utilizan la condicion

inicial hasta llegar a la solucion final:
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Otro de los equipos hace el siguiente procedimiento:

. T T T
aTl _-oyparsty a4 265 (L 4T _ 40,0064 +0ys57
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Se observa nuevamente que hay dificultad al resolver la integral, introducen una
constante k, que aparece y desaparece en la solucion. Finalmente, cuando

quieren obtener el valor de la constante C:
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Se observa que no hay claridad en cuanto a la funciébn exponencial ni a las

ecuaciones que involucran este tipo de funciones, pues al resolver la expresion

1-.‘.-_}“.’._

no tienen en cuenta que hay una inconsistencia en lo que plantean (el rango de
una funcién exponencial) y sin embargo la resuelven usando un artificio para evitar
el signo negativo. Veamos un extracto de la discusion del equipo anterior al

momento de resolver la ecuacion diferencial:

e E;: Esto... esto es, ¢qué, variables separables?

o [ Si
e Ei:No
o F[Ej: Si

Hacen célculos (uno de los estudiantes los hace)

e FEi:Ya

e E,: Profe (Ilama al profesor)
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e E;: Ya resolvimos la ecuacion diferencial en variables separables, trasladamos este
para aca, este para aca, logaritmo natural y nos salio...

e P: ;Que hiciste? Y este numero que hay aca, ¢de donde sali6? Revisen las
operaciones... revisen (el profesor habla en voz alta para todo el grupo)

e Ej3: Mira, este pasa a multiplicar

e E,: Hagamoslo... me equivoqué

Toman sus cuadernos y notas, tratando de buscar el procedimiento correcto, hay

dudas en el procedimiento...

e E,: Pero con esta “te” como seria, yo estoy mirando para... ver el logaritmo natural
e E3: Tener te es como tener...

e E,: Porque, esto no se puede hacer

e E;: ¢Pero este logaritmo es para todo esto?

e E;:No

e Ej3: Ya... resolviendo la ecuacion

e E,: Yasolamente tendriamos que hacer la gréafica

Una vez obtienen la solucién de la ecuacion diferencial, se pide que grafiquen esta
solucién para compararla con la curva de datos reales (temperatura contra

tiempo). En el mismo equipo continua la discusion:

e Ej3: Trate de graficar los datos de las columnas uno y dos
e [E5Ya

e E3: Y lafuncion de la solucion de la ecuacion diferencial
e E,: ¢Lafuncion de la solucion?

e Ej3: Ahi dice que trate de graficar esto y esto

e E,: Y unocémo va a graficar

e E;: ¢Cbmo va a graficar eso?

e E,: Esque esto es la gréfica de esto

e Ej3: Comparamos las graficas

e E,: ¢Lesdapena?
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e Ej: ¢(Cémo?

e E,: Les da pena preguntarle al profesor...

e Ej;: Profe, tenemos una duda...

e P:Si

e Ej3: Para graficar la solucion de la ecuacion

e P: ;Yatienen lasolucion?

o F[3: Si

e P: ¢ Cual es la ecuacion, cudl es la ecuacion que...?

e E,:¢;Latotal?

e P: No, no la ecuacion, la solucién ya de la ecuacion diferencial... no, pero donde esta
la ecuacion explicita... o sea T igual, esa es la ecuacion que necesitamos, T= e elevado
alatata...

e E,: PeroT es latemperatura

e P: Teslatemperatura... o sea la ecuacion de la temperatura en términos del tiempo...

e E3: mmm.. tenemos que despejar

e P: Tienen que despejar a T de ahi, ... pero eso lo hacen cuando estén resolviendo la
ecuacion diferencial

e Ey:mmm...

e P: Estan resolviendo mal es las integrales, ¢por qué?. ¢Como estan resolviendo esta

integral?, ¢ por qué la resuelven asi?

Se miran entre si (risas). El profesor se aleja y dice en voz alta para todo el grupo:

P: Mucho cuidado... ecuaciones diferenciales separables... es el nivel mas sencillo de
ecuaciones diferenciales, ¢si?, ahi no se deberian, no nos deberiamos equivocar pero
nos podemos equivocar, es una ecuacion diferencial de variables separables, es algo
sencillo, cuidado, cuidado...

e E;: ¢Los separamos, coOmo?

e E,: Estd mal hecho

e E;: ¢Eso no se puede?

e E,: Hay que hacerla como en el cuaderno...

Buscan en el cuaderno
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e E;: ¢EstaT no es una constante?
o E, ¢EstaT?

e E;i:Si

e ExNo

e E;: ¢Entonces qué estamos haciendo mal?
Contindian resolviendo y mirando las notas

e Ej3: Profe, es que se supone que ya despejamos a la T... pero entonces reemplazamos el
tiempo y ... da super raro
e P: mmm... claro y es que si reemplazan T por 60 o0 30. e* es algo gigantesco, que

creen que esta pasando ahi entonces?... ¢algo esta pasando con la exponencial o0 no?
El profesor se aleja nuevamente

El uso de dos condiciones iniciales

Solo uno de los equipos logré encontrar un modelo que se ajustara a los datos

obtenidos.

Se observa que introducen una constante k en su planteamiento, sin justificar, y
luego lo que hacen es utilizar dos condiciones para obtener los valores de las

constantes k y C :
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A

Este planteamiento es diferente a los demas y se nota un manejo correcto de lo
exponencial y de las condiciones iniciales en una ecuacion diferencial. Aunque
este procedimiento no es el que comunmente se emplea, lograron resolver la

ecuacion diferencial y llegar a la solucion.

De forma general se puede concluir que las dificultades operativas que tuvieron
los equipos estuvieron relacionadas con la integracion pues al resolver la integral,
lo hicieron de manera casi automatica, no hicieron el procedimiento de sustituciéon
y al no hacerlo de manera explicita omitieron, todos, el coeficiente que

acompafaba a la variable T (temperatura).

Una dificultad similar encontraron Hernandez y Arrieta (2005) en su trabajo sobre
el enfriamiento del silicon (actividad experimental que sirvio de base para la
secuencia propuesta en esta investigacion) cuando los estudiantes estaban

resolviendo la ecuacion diferencial, tal como lo expresan a continuacion

Es notable como a través de la actividad propuesta llegan a establecer un
modelo diferencial para el fenbmeno, sin embargo, tienen dificultades para
resolver la ecuacion diferencial, aun cuando este tema ya ha sido estudiado

en Matematicas lll y se emplea uno de los métodos mas “simples” (p. 542)

Otros ejemplos:
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Se observa un manejo correcto de la técnica de integracion y llegan finalmente a

lo siguiente
L La(Ootear =i = £ YO
JE

Luego para obtener el valor de la constante C usan las condiciones iniciales:
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En la expresion final expresan de manera correcta la temperatura como funcion

del tiempo al escribir T(t)

Otro de los equipos realiz6 el siguiente procedimiento:

147



JT  O,0081TH (-lo,230Y)

—_—

st
(8T )g i

| Jo0.08T-0,9. 304

_'.’/ =
J: 0,080 0 27904 |
JU - ooo®dT
dol [ &l
©,008)
- —— \U = d t
Q 0,003) _
Iy HERINEAY
§.0051 S U £

Para llegar finalmente a la solucién
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El valor de la constante lo obtienen de la siguiente forma:
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Se observa en esta parte que al aplicar la propiedad de la funcién exponencial

natural no tienen en cuenta el factor %0 149 Y POr lo tanto no es correcta la

respuesta. Sin embargo llegan a la solucién

LY ———

-6, ~ 0,035

Para hallar el valor de la constante hacen lo siguiente

Coendp & (0) T=m&

W L2 49149

34-(-0)028) — 0,449 = @

-_*2,_‘41'_',3__, i e‘*

En este Ultimo caso, no hay cuestionamientos respecto del valor de e®, pues
aunque el resultado es negativo, no se preguntan si es posible o0 no que esta

expresion sea negativa.

De manera general, se puede decir que estos no tuvieron dificultades para
resolver la integral ni para encontrar el valor de la constante de integracion, es
decir, estos conocimientos previos estaban bien consolidados. La dificultad radico

en el momento de encontrar la recta de ajuste de la nube de puntos. Tal parece
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que fue un error de procedimiento, si hubieran analizado un poco mas tal vez lo
habrian corregido a tiempo. De esta forma los valores obtenidos de las constantes
de la recta de ajuste no permitieron que el modelo matematico que modela el

fendbmeno de enfriamiento correspondiera a la realidad.

Si bien el objetivo principal de la investigacion no era encontrar el “mejor” modelo,
se percibe cierta inconformidad en los estudiantes al no coincidir los datos reales
con los que da el modelo. Sin embargo, esta situacién no disminuyd su interés y
motivacion por la actividad, es mas, valoran de manera muy positiva el trabajo
realizado, como se podra ver en las respuestas de que dieron de la evaluacion de

de todo el trabajo (anexo 3).
6.4 Momento 4: validacion y discusion de resultados

En esta parte se hacen una serie de preguntas que tienen como objetivo identificar
elementos que den cuenta del proceso de resignificacion que se da en cada uno
de los estudiantes y en sus equipos, como un colectivo. Las producciones (orales
y escritas) que se generan como resultado de las diferentes interacciones, son las
evidencias de analisis principales de las cuales se pueden identificar elementos
gue aporten en el proceso de resignificacion de la ecuacion diferencial lineal de

primer orden.
Los supuestos iniciales que se tuvieron en cuenta fueron:

e Una vez ejercida la practica de modelacion identificaran que la ecuacion
diferencial modela el cambio en determinados fendmenos y esto los llevara a

resignificar la ecuacion diferencial y su vinculacion con situaciones reales

e Al comparar los datos obtenidos con el modelo con los datos reales, utilizaran
diferentes argumentos para explicar las posibles diferencias

e Conceptos como el comportamiento exponencial y la prediccion seran

elementos que emergeran integrados a la ecuacion diferencial, fruto de las
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discusiones que se den en la dinamica de las interacciones promovidas en el

ejercicio de la practica de modelacion

Los equipos empiezan a comprobar que la solucién de la ecuacion diferencial
encontrada si corresponda a los datos obtenidos de temperatura y tiempo: En este
punto el profesor hace una aclaracion:

Muy bien... ¢cual es la idea?, vuelvo a repetir, la idea no es que tanto el modelo
sea el mejor el modelo mejor sea el del equipo 1 o el del equipo 4, digamos que es
ver todo lo que esta en juego y todo lo que usted tiene que hacer para llegar, ah
digamos, a este conocimiento.

Veamos algunos ejemplos de respuestas:

6o! y
(QO)
A i £ - l'.“:;" x| 4 )

e Ej3: Realicé los calculos, hay una mala, o a mi me dio que la temperatura cuando era

60 segundos era de 8.85 x 10?" y ahf nos dio cuanto mire 82° (mirando la tabla)
o E,¢Ala27? (risas)
e Ej: (risas) ¢Pero si da tanta diferencia?
e Ej: ¢Ala40? (otro calculo)
e Ej3: ¢Qué factores cree que inciden en esas diferencias?
e E,: Que abrieron la ventana
e Ej: Si, ¢pero tanta diferencia?
e E;: Uhmmm... ;Y si los calculos estaban mal hechos?
Otro equipo:

g =1 % GO
4| MaY. W o b W
)y QO8Y
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P: Esos valores van a dar muy altos (mirando la solucién obtenida), ¢ cierto?

e E;: Cierto, si en comparacion a estos

e P: ;Por queé creen que van a dar muy altos?

e E,: Porque ate igual a cero si nos dio lo que si da en la tabla

e P:Si

e E,: Es que nosotros hicimos como una prueba y nos dio

e P: Si, claro, pero y si la prueba la hacen con 30 segundos?

e E;:Yapasa, yapasa

e P: Entonces, eso da grandisimo, ¢0 no?

e E;:Claro, ...ya pasa

e P:Y,yenesaecuacion, ¢cual es el término que se hace muy grande?

e E,: Ele(engrupo)

e P:Elealate

o E, “e”elevadoalate

e P: Eso, porque ¢qué pasa si t sube 120 segundos?

o E;: Ufff...

e P: Eso da gigantesco... ¢entonces qué esta pasando ahi? (todos dudan y se miran)

e P: Ent=0 claro que coincide

e E;:Si, elerror, ;no?

e P: Exactamente, ¢pero qué esta pasando con la exponencial ahi... algo esta fallando
ahi? Se acuerdan ustedes... digamos el comportamiento exponencial que es de la forma
elacate

o FEy, Ez,...:SI'

e P: Sise dan cuenta, porque si es e la te, es una cosa gigantesca

e E;: Es que nos esta haciendo falta

e E,: Falta la constante

Los estudiantes se hacen conscientes de que algo estuvo mal en su resolucion,
sin embargo no logran comprender en qué punto de su procedimiento matematico
estuvo el problema. No ponen en duda la toma de datos ni los datos mismos, los

asumen como verdaderos y confian en la actividad experimental realizada.

El equipo que habia utilizado dos condiciones para resolver la ecuacion
diferencial, encontré que los datos arrojadas por la solucién coincidian con los
datos experimentales, lo cual muestra que el modelo construido si responde y se

ajusta a los datos experimentales
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Pregunta

¢, Qué cree que modela una ecuacion diferencial, qué comportamiento, fenémeno o

aspecto en general?
Las respuestas

La ecuacién diferencial como una herramienta que modela el cambio

| y
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Esta respuesta evidencia lo que efectivamente se habia supuesto. Si bien este
equipo no da mas argumentos, muestra una mayor comprension de lo que ahora
para ellos significa una ecuacion diferencial. Veamos lo que expresan en su

discusion:

e Ej3: Lee nuevamente la pregunta

e Ej: Es una razon de cambio, ¢no?, el cambio de una variable...

e E,: Esunaregla

e Ej: El cambio de una variable...

e E,: De dos variables...

e Ej3: ¢Es el cambio en el tiempo de una variable sobre otra o es el cambio de una
variable sobre la otra?

e E;: Esuncambio en el tiempo
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e E,: Es el cambio de una variable sobre la otra... o la relaciéon entre... entre dos

variables
Otro de los equipos expresa:

e E;: Leepregunta

e E,: Pues la variacion de una variable con respecto... ¢no? Con respecto a la otra

e Ej3: Siempre es eso...

e E,. Si, es verdad, la variacion de una variable respecto... de una variable
dependiente... ah no, de una variable independiente

Se puede observar que en este caso se entiende la ecuacién diferencial como

algo que modela el cambio o la variacion, es precisamente ese significado mas

rico y completo que aporta al proceso de la resignificacion de la ecuacion

diferencial lineal de primer orden.

Otra respuesta:
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El extracto del dialogo:

e E;: Un modelo matematico...

e E,: Una ecuacion diferencial modela...

e E;: Una ecuacion diferencial son variables... determinar...;qué cree que modela una
ecuacion diferencial?...1a derivada de una variable respecto a la otra

e E;: Lo que pasa es que aqui dice que comportamiento, fenOmeno o aspecto en
general... son los cambios traves...

e E,:¢Qué comportamiento?

e E;: Los cambios que tiene respecto a todas las variables que involucra todo... si son
variables , no todas son tiempo, no todas son temperatura... son multiples variables
que involucra

En este equipo también se evidencia la comprension de la ecuacién diferencial
como modeladora del cambio y especificamente en un proceso, concepto que no

se habia mencionado antes. Este concepto, por si solo, da cuenta de que hay algo
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que estad cambiando, de que se presenta un cambio lo cual muestra que en la
concepcion de la ecuacién diferencial, para estos estudiantes, hay algo adicional
gue ahora saben sobre la ecuacion diferencial.
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Para este equipo, la ecuacién diferencial modela un comportamiento de variables
y establece que a partir de unas condiciones iniciales pueden “deducir’, que se
puede entender como predecir (al mencionar en cualquier instante), un
comportamiento en un tiempo cualquiera. En esta respuesta se evidencia un
elemento adicional del proceso de resignificacion, en el que la ecuacién
diferencial adquiere un valor adicional, un caracter funcional y cuyo uso se puede

extender a una actividad adicional como lo es la prediccion.
Pregunta

Otras dos preguntas cuyo objetivo era tratar de encontrar otras explicaciones o
argumentos que permitieran identificar elementos en el proceso de resignificacion

fueron:

¢, Qué significado tiene ahora una ecuacion diferencial para usted?

¢A qué tipo de fendbmeno en general estd asociada una ecuacion diferencial?
Las respuestas

La ecuacioén diferencial como modelo

o un odelo  mod ol e Mueedia i cducion gepefo al o)
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Para los equipos de este grupo, ahora la ecuacion diferencial estd asociada con
un modelo y no simplemente con variables y derivadas como habian respondido
antes. Estas respuestas reflejan que hay un significado enriquecido y general, ya

no aislado en lo tedrico sino relacionado a problemas y situaciones diversas.

La ecuacién diferencial como una herramienta
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Para este equipo una ecuacion diferencial es una herramienta asociada a un uso,
es decir, la ecuacion diferencial sirve para algo y es en ese uso que se van a
generar procesos de resignificacion. Adicionalmente, ese uso esta vinculado a una
practica especifica: la ingenieria, concepto que no habia sido mencionada antes.
Este mismo equipo habia asociado la ecuacion diferencial a procesos de cambio y
se mantienen en esta posicion, lo que muestra una estabilidad en sus
concepciones y argumentos.
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La ecuacion diferencial en la vida cotidiana
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Estos otros equipos asumen la ecuacion diferencial como algo que efectivamente
tiene un uso y sirve en la realidad: vida cotidiana. Este nuevo sentido que le
confieren a la ecuaciéon diferencial muestra que hay un salto entre lo que se
concebia antes y lo que se concibe después de realizada la actividad, hay una
mayor vinculacion de la ecuacion diferencial con problemas reales y de esta forma

el conocimiento matematico “cobra vida” para los sujetos involucrados.
Pregunta

¢, Qué otros fendmenos, situaciones o experiencias cree que se pueden ajustar al

fendmeno de enfriamiento?

El proceso de resignificacion, en el ejercicio de la practica de modelacion, debe
llevar también a que un conocimiento matematico pueda ser vinculado con otras
situaciones y problemas, es decir, que pueda salir del aula y ser llevado a otras
areas de conocimiento en variados contextos. Una de las preguntas tenia como
objetivo indagar sobre la capacidad de los estudiantes de llevar la experiencia

vivida a otras situaciones posibles.
Las respuestas
El modelo del fenémeno de enfriamiento en otros contextos
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En el caso de este equipo, hay referencia a ejemplos no tradicionales y de alguna
forma los vinculan a actividades propias del ejercicio de la ingenieria. Estos
ejemplos muestran que para estos estudiantes la experiencia vivida y la practica
de modelacion realizada puede ser llevada a otros contextos y problemas que
hacen parte de la actividad ingenieril propiamente dicha. Es decir, hay una
desvinculacion del contexto del aula que permite visualizar el conocimiento
matematico escolar asociado a la ecuacion diferencial lineal de primer, integrado a
otras areas de conocimiento, hay un caracter funcional de ese conocimiento,

resultado del proceso de resignificacion.
Pregunta

Para indagar por el impacto de la actividad experimental en cuanto al sentido y
significado de una ecuacién diferencial después de la actividad, se pregunté lo

siguiente:

Después de la actividad experimental, ¢le encuentra un mayor sentido y
significado al estudio de las ecuaciones diferenciales de esta forma? Si No

¢Por qué?

Las respuestas
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En los dos grupos, todos los equipos respondieron afirmativamente y entre las
razones que mencionaron se destacan:
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Hay un consenso general sobre el valor agregado que se obtiene cuando se
introduce la practica de modelacion en la clase de ecuaciones diferenciales, pues
para los estudiantes la ecuacién diferencial toma otro sentido y asumen ese

conocimiento ya no aislado y de caracter teérico sino que lo vinculan a situaciones
reales fuera del contexto del aula.
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Una vez se han recogido los trabajos de los estudiantes, el profesor inicia la
retroalimentacion.

Se supone que son digamos ecuaciones que ya ustedes habian trabajado hace algin
tiempo, ¢cierto?... entonces, vamos a corregir, ¢cierto?, y vamos a ver dénde es que
posiblemente estuvieron los errores... Dijimos que se iba a graficar AT/At con
respecto a la temperatura y eso nos iba a dar una linea recta. Si ustedes
observaban la nube de puntos, si, pues eso iba a tener una tendencia mas o menos
de este estilo con pendiente negativa, ¢cierto?... qué sucede entonces... hay algunas
dificultades para resolver ecuaciones diferenciales separables, veo que estaban
separando de una manera un poco digamos “extrafia’ entre comillas. Y es esta, es
una ecuacion diferencial, lo Unico que hay que hacer, es hacer esto... (el profesor
resuelve el ejercicio completo).

6.5 Los estudiantes valoran el trabajo realizado

Una vez se realizaron las actividades propuestas y se discutio de forma general el
resultado de la actividad, se le entrego a cada estudiante un cuestionario en el que
se le pidi6 que valorara la actividad y expresara su concepto respecto a lo vivido
en la sesion. La valoracion fue muy positiva y todos los estudiantes expresaron su
agrado e interés con la experiencia, al tiempo que propusieron que este tipo de
actividades haga parte del desarrollo normal de los cursos. Veamos algunas

respuestas de los estudiantes.
Pregunta

Frente a las actividades normales de clase, la practica de modelacion que se ha

realizado en el grupo le ha parecido:
Mucho mejor Mejor Igual Peor _  que la clase normal

¢ Por qué?

Las respuestas

Las respuestas se pueden agrupar de la siguiente manera:
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e Aguellas en las que se evidencia una transferencia del conocimiento

matematico visto en clase a su uso en la realidad y la practica profesional

Mucho mejor Mejor Igual__ Peor__ que la clase normal
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e Aquellas en las que se rompe con el trabajo tradicional de la clase de
matematicas y se llega a una situacion de mayor interés y motivacion
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Mucho mejor x Mejor Igual___ Peor__ que la clase normal
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Aquellas en las que se aclaran y afianzan los conocimientos anteriores
generando mayor comprension
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Se observa de las respuestas que la practica de modelacién favorece un ambiente
propicio para las interacciones y crea las condiciones necesarias para mejores

comprensiones y disposicion de los estudiantes frente a una actividad escolar.

Pregunta

Enumere algunas ventajas de realizar practicas de modelacion en clases de

matematicas

Al preguntar por las ventajas que encuentran al incorporar la modelacion en las
clases de mateméticas, vemos que también hay elementos que confirman que la

practica de modelacion favorece no solo las interacciones sino también que hay

164



una mejor comprension de conocimientos matematicos y se comprende mejor su

uso.
Las respuestas
La prediccion

En este caso, se puede evidenciar que el ejercicio de la practica de modelacién
favorece la prediccion como algo que le da valor a la ecuacion diferencial. Se
puede decir entonces que la practica de modelacion favorece la emergencia de

otras practicas como en este caso, de prediccion.
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Pregunta

De manera breve, comente cual fue su experiencia y qué le aporto esta actividad
Cuando se preguntd a los estudiantes por la experiencia vivida y los aportes de
esta actividad, las respuestas indican que fue muy valiosa y que algo se
transformé en ellos. De hecho, en estas respuestas se encuentran conceptos que
se habian considerado en el analisis a priori. Asi mismo se reportan algunas
ventajas encontradas por ellos en el ejercicio de esta actividad.

Las respuestas

La modelacién para controlar y predecir
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En estas respuestas los estudiantes argumentan que la modelacion misma
permite otro tipo de actividades como controlar y predecir y que de alguna manera
el modelo sustituye la realidad, es decir, que una vez obtenido el modelo, se
puede trabajar sobre él y determinar el comportamiento del fenémeno. Esta es una
evidencia mas de que hay procesos de resignificacion, es decir, hay otros
significados de la ecuacion diferencial cuando se usa para un fin determinado.

Hay una mejor comprension

Otras respuestas de los estudiantes muestran que la actividad permitié una mayor

comprensién y entendimiento de las ecuaciones diferenciales y su aplicacion
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Lo importante no fue la exactitud del modelo

En el siguiente ejemplo se muestra como los resultados finales obtenidos, es

decir, la bondad o no del modelo encontrado, no impiden que el ejercicio de la

practica de modelacién sea valorado positivamente y que haya aportado mayor

sentido a un conocimiento matematico. En otras palabras, los objetos matematicos

no se convierten en lo fundamental, sino que es el ejercicio de la practica misma y

las interacciones promovidas lo que se considera importante, pues permite

generar procesos de resignificacion:
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Pregunta
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Finalmente, se les pregunté por el sentido y significado de una ecuacién
diferencial después de haber vivido la experiencia de una préctica de modelacion:

¢ Considera que hay ahora mas sentido y significado en su concepcion de las
ecuaciones diferenciales después de la actividad experimental?

Si__ No
¢ Por qué?

Las respuestas

Se ve su aplicacion
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Se tiene otra mirada
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Las respuestas anteriores son evidencia de que efectivamente algo se transformo
en los estudiantes. Su vison es otra, hay mayor sentido, significado y nuevos usos
de la ecuacion diferencial ya no solo como un objeto matematico sino como un
conocimiento matematico resignificado gracias al contexto interactivo generado

por la practica de modelacion.
Pregunta
Observaciones y comentarios

Algunos estudiantes expresaron sus observaciones y comentarios respecto a la
actividad realizada y manifiestan que es importante integrar la practica de

modelacion en los cursos.
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6.6 La resignificacion a partir de las evidencias:

Para esta investigacion se asumié como premisa que en el ejercicio intencional de
una practica de modelacion que promueve o favorece interacciones, el uso de un
conocimiento matematico (la ecuacion diferencial) en una situacion concreta (el
fendbmeno de enfriamiento) aporta elementos a la resignificacion de ese
conocimiento. La resignificacién, fruto de las interacciones al interior de un grupo
humano, permite resignificar no solo el conocimiento principal puesto en juego
sino otros conocimientos anexos y complementarios que se necesitan para
resolver un determinado problema, tal es el caso de lo lineal y lo exponencial, que
al resignificarse ellos mismos aportan a la resignificacion de la ecuacién
diferencial. Es en ese momento que un conocimiento mateméatico escolar se
justifica y adquiere sentido para el estudiante y es en el uso intencionado y
situado, que ese conocimiento se resignifica en mayor o menor medida, pero

siempre en un proceso continuo.

Es importante considerar que si bien lo que se privilegia en esta investigacion es el
ejercicio intencional de préacticas sobre los mismos objetos matematicos, no es
menos importante el conocimiento matematico que se va a resignificar. Si este
conocimiento es complejo, como es el caso de una ecuacion diferencial, el
proceso de resignificacion no es sencillo y las evidencias no se pueden identificar
facilmente. Sin embargo, esa resignificacion se puede alcanzar en alguna medida,
cuando otros elementos, relacionados con ese conocimiento, también se
resignifican y de esta forma se aporta al proceso de resignificacion del

conocimiento principal. No se debe olvidar por supuesto el contexto.

Lo anterior le da validez a esta practica, la modelacion, como promotora de
variadas y significativas interacciones que permiten resignificar los conocimientos
anteriores, afianzar los actuales y preparar el terreno para los futuros en una
dindmica de construccidén, argumentacion y discusion colectiva en el seno de un

grupo humano. Veamos algunos ejemplos, antes y después de la practica:
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Para la disminucién de la temperatura: este equipo asociaba un cambio con lo
lineal, antes de la practica

Lineal ) Cuadratica___ Exponencial___ Otra (cual) No puede concluir___

Justifique su escogencia

y después de la préactica (a partir de la tabla de datos y de la discusion generada):

., Qué tendencia cree que sigue este comportamiento? Justifiqgue

Con respecto a la ecuacion diferencial, se puede evidenciar que hay una
transformacioén que va de considerar este conocimiento como algo estatico y sin
conexion aparente con otros dominios, a considerarlo como una herramienta que
se puede usar no en el sentido mas simple del término, sino en el sentido de

integrar a otras practicas:

Antes.

5. ¢ Qué significado le da a una ecuacioén diferencial? y para que le podria servir?

p=mm By

Después:
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£ Que significado tiene ahora una ecuacion diferencial para usted?
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Los ejemplos anteriores no se muestran con la intencibn de afirmar
categdricamente que el ejercicio de la practica de modelacion si resignifico este
conocimiento matematico. Lo que se quiere es evidenciar que esa practica en
particular si aporta elementos que ayudan a la resignificacion (entendida como
proceso) de un conocimiento y que a la vez ese conocimiento va adquiriendo
cierta funcionalidad, en el sentido definido antes. Una cuestion que también se
debe resaltar es que ese proceso de resignificacion aporta, de alguna manera, a
gue los mismos estudiantes se vayan haciendo conscientes de ese proceso, lo

cual le confiere mas valor a la practica de modelacion.

La resignificacion de un conocimiento matematico escolar es un proceso continuo
y gradual de descubrimiento de nuevos sentidos, interpretaciones, significados
mas fuertes y estructurados de ese conocimiento, el cual puede ser nutrido por de
diversas fuentes y multiples maneras, en el ejercicio de diferentes practicas. El
proceso de resignificacion no se agota en el ejercicio de una sola practica, al
contrario, se pueden generar otras resignificaciones cuando un grupo humano en
el ejercicio de otras practicas, interactia de manera permanente para dar un uso
situado e intencional a un conocimiento y a partir de ahi generar otros procesos de
resignificacion. Es por ello que entre mas ricas y continuas sean las interacciones
promovidas por el ejercicio de la practica de modelacion en la clase de
matematicas mas consistente sera el proceso de resignificacion generado

alrededor de un conocimiento matematico escolar.
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Capitulo 7.

Reflexiones finales
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La investigacion propuesta, en el marco de la socioepistemologia, tuvo como una
de sus premisas reconocer la importancia que las interacciones entre sujetos en
los grupos humanos en contextos particulares, promovidas en el ejercicio de la
practica de modelacion, tienen en el proceso de resignificacion de conocimiento
matematico escolar. Esta situacion de alguna manera hizo conscientes a los
estudiantes de que los conocimientos matematicos efectivamente sirven como
base para el entendimiento y solucibn de problemas en otras éareas de
conocimiento y en la misma practica de su ejercicio profesional, es decir, en otras
practicas de referencia, tales como la practica de los ingenieros. De esta forma y
de acuerdo con los resultados obtenidos, la practica de modelacién sirvid
efectivamente al objetivo propuesto de promover contextos interactivos en el
proceso de resignificacion de la ecuacion diferencial lineal de primer orden

mediante la actividad concreta del fendmeno de enfriamiento.

Un aspecto importante que se pudo evidenciar de las dos actividades
experimentales puestas en escena, es que independientemente de los recursos
tecnologicos empleados, la secuencia implementada favorecié procesos de
resignificacion en un ambiente interactivo. Si bien el primer grupo contdé con la
ayuda de sensores de temperatura y registro automatico de datos y graficos, y el
segundo grupo con termometros y cronOmetros, ésta no fue una variable que
influyera de manera importante en los resultados obtenidos, pues en ambos
ambientes se percibi6 una motivacién y discusiébn permanente, asi como un

trabajo en grupo permanente.

Las interacciones promovidas en el ejercicio de la practica de modelacion y en el
interior de cada grupo, permitieron que los estudiantes reflexionaran sobre sus
ideas y planteamientos iniciales, de tal forma que mediante argumentaciones y
explicaciones pudieran cuestionar su concepcion inicial y darle asi nuevos y mas
consistentes significados a un conocimiento. Tal es el caso de un equipo en el que
frente al problema del enfriamiento del café (propuesto en el momento 1),
modificaron radicalmente su posicion inicial como fruto de un ambiente rico en

interacciones (ver transcripcion de dialogo en la pagina...)
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Las respuestas de los estudiantes permiten concluir que un saber matematico
puede comprenderse de una manera distinta a la tradicional, ya no como un
conjunto de objetos matematicos fuera de contexto y sin vida en los cuales los
conceptos son lo fundamental, sino como un todo articulado en el que el ejercicio
situado e intencional de la practica de modelacion favorece el proceso de
resignificacion de ese saber via la dinamica de las interacciones que emergen de
esa situacion. La modelacion como practica y en el caso especifico de estudiantes
de ingenieria, es el medio que permite acercarlos a la realidad de su ejercicio
profesional y es en el ejercicio mismo de esa practica en el que las interacciones
juegan un papel fundamental al permitir el desarrollo de procesos de
resignificacion nuevos y con sentido que doten de vida y dinamismo al
conocimiento matematico escolar, ya no aislado y desvinculado de una realidad

sino integrado y funcional en esa realidad.

Si bien para algunos de los equipos las respuestas del modelo no coincidieron con
los datos reales, comprendieron que ese no era el objetivo principal (al menos
escolarmente), sino que se hicieran conscientes de esa resignificacion cuando
ejercian la practica de modelacion y usaban, de una determinada forma, un
conocimiento matematico escolar. La resignificacion de la ecuacion diferencial
como una herramienta que modela el cambio via la practica de modelacion, no se
dio en términos de lo algoritmico o procedimental, tampoco de encontrar o
descubrir nuevas estrategias mas o menos efectivas de resolucion. Asi, el proceso
de resignificacion es mas valioso en la medida que los sujetos se hacen
conscientes de este proceso y lo incorporan e integran en su mente y en su actuar

presente y futuro en diferentes contextos y situaciones de uso.

La actitud favorable, dispuesta e interesada de los estudiantes frente a este tipo de
actividades y la riqueza de interacciones que se generan, debe ser aprovechada
para generar un ambiente propicio de trabajo en la clase de matematicas para que
se den no solo procesos de resignificacion intencionados sino también procesos
de construccion de conocimiento nuevo en la dindmica misma de las interacciones

gue se promueven en el ejercicio de la practica de modelacion. Es por ello que se
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propone que la practica de modelacion sea considerada como un elemento
importante a ser tenido en cuenta en el disefio y desarrollo de los programas
curriculares de las asignaturas de matematicas en los planes de estudio en los
programas de ingenieria que sirva como fundamento para que los estudiantes
puedan abordar practicas de modelacion mas avanzadas y de mayor complejidad

en los cursos avanzados y especificos de sus respectivas carreras.

En el proceso de resignificacion de la ecuacion diferencial, los estudiantes le
atribuyen otros usos adicionales, de los que se hicieron conscientes en el ejercicio
de la practica de modelacion y en las interacciones surgidas en la discusion. Este
uso esta referido a la prediccion o anticipacién, que se derivada del proceso de
solucion de la ecuacion diferencial que en el ejercicio de la practica de modelacion
toma otro sentido y que tal vez no hubieran descubierto si simplemente se
limitaran a resolver una ecuacion diferencial descontextualizada y en el contexto

de una clase tradicional.

En las respuestas de los estudiantes frente a la evaluacion de la actividad, la gran
mayoria coincide en que hay una mejor comprension, que hay facilidad en el
entendimiento de un conocimiento y sobre todo que hay vida en ese conocimiento.
Esta situacion crea en los estudiantes una mayor confianza que hace que vean el
conocimiento matematico como algo cercano a ellos y cuya comprension es
posible, pues el ambiente creado es favorable y propicio para que se desarrolle un

proceso de ensefianza y aprendizaje realmente efectivo y dinamico.

Al escuchar los didlogos fruto de la interaccién en el interior de los equipos, se
pudo percibir que existen momentos en que la discusidon se convierte en un
problema de lenguaje, de no tener un lenguaje matematico o cientifico comun que
permita que los estudiantes expresen sus ideas de una manera clara, fluida y
argumentada generando asi espacios de discusion, construccion y resignificacion
propicios. En estas interacciones se crea un espacio muy apropiado para la
intervencion didactica, pues es posible descubrir errores conceptuales y
procedimentales, y porque no actitudinales, que no serian faciles de encontrar o

descubrir en otros espacios, como el de la clase tradicional.
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Toda propuesta de investigacion en Matematica Educativa precisa, en la medida
de lo posible, servir de referente para la intervencién en los procesos de
ensefianza y aprendizaje de las mateméaticas en las instituciones educativas en los
diferentes niveles. Es decir, se investiga para que las intervenciones que se
propongan tengan un fundamento teodrico coherente y sustentado en la
investigacién misma. Es por ello, que como fruto de esta investigacion se pretende
hacer una propuesta de intervencion en los programas de las asignaturas en el
area de matematicas para las facultades de ingenieria, en las que se realiz0 la
investigacion de tal manera que la practica de modelacion sea integrada en los
curriculos de esas asignaturas como parte del desarrollo normal de los mismos
gue sirva efectivamente como puente de acercamiento entre el mundo de la
academia y el mundo real, de tal forma que en esa dinamica se generen procesos
interactivos que promuevan la resignificacion de conocimiento matematico escolar
y al mismo tiempo identificar las dificultades de aprendizaje que traen los
estudiantes de los cursos previos al poner en uso y en una situacion concreta un

conocimiento.
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ANEXO 1 ACTIVIDADES PREVIAS

Sefior estudiante, gracias por su valiosa participacién en este trabajo. Le recordamos que la
informacién recogida es de caracter confidencial y su manejo es estrictamente académico.

En todo momento se respetaréa el anonimato de los participantes y de sus escritos.

Una vez el profesor ha hecho la presentacion de la actividad experimental sobre el fenémeno de
enfriamiento de un cuerpo, responda por favor las siguientes preguntas basado en su propia

experiencia
Tiempo: 30-40 minutos

1. Cuando un cuerpo caliente (es decir, su temperatura es mayor que la del ambiente) se
deja enfriar, la disminucién de la temperatura con respecto al tiempo sigue una determinada
tendencia o comportamiento. ¢Qué tipo de tendencia cree o sabe que sigue el fenémeno de

enfriamiento? Marque con una X en la opcién escogida
Lineal Cuadratica Exponencial Otra (cual) No puede concluir

Justifique su escogencia

¢De qué manera se podria determinar esa tendencia, qué procedimiento emplearia, como lo

haria?

¢, Qué herramientas matematicas o conceptos matematicos emplearia para determinar o identificar

esa tendencia o comportamiento?
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2. Analice la siguiente situacién y trate de justificar el procedimiento escogido

Suponga que le sirven un café, la mitad de una taza, a una temperatura muy alta, digamos 85°C.
Usted tiene prisa por tomarselo, pero lo quiere mezclado con leche. A su lado tiene una jarrita con
leche a temperatura ambiente, digamos, a unos 20°C. Para enfriar el café puede seguir dos
procedimientos. Uno, usted puede afiadir la leche al café hasta llenar la taza y dejar que todavia se
enfrie otro poco durante unos, digamos, tres minutos. Dos, usted puede dejar que el café sé6lo en la
taza se enfrie durante los mismos tres minutos, afiadirle la leche y tomarse el café con leche
obtenido. (Como debe proceder para conseguir que en los mismos tres minutos el café esté
lo mas frio posible y podérselo tomar sin quemarse?

(Tomado de: Fisica para mentes inquietas. Enfriamiento del café).

Explique el procedimiento escogido

3. ¢Para usted que significa un modelo mateméatico?, ¢con qué lo asocia?

4. ;Para qué cree que sirve un modelo matematico?

5. ¢,Qué significado le da a una ecuacion diferencial? y para que le podria servir?
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ANEXO 2 GUIA DE LA PRACTICA

A continuacion se describe el procedimiento a seguir para la realizacion de la actividad
experimental. Es importante que siga el orden establecido y que anote cualquier observacién que
considere pueda afectar el desarrollo de la misma. Lea por favor con detenimiento la guia antes de

iniciar la actividad experimental.

Todos los céalculos y operaciones matematicas deben ser registrados en las hojas dispuestas para

ello.

1. Verificando los materiales e implementos

Cada equipo debe tener los siguientes materiales e implementos:

1 Sensor de temperatura (0 termdmetro y cronémetro)

Hojas de registro

Nota.

La pistola de silicona y la barra del mismo material seran usadas por todos los equipos
El computador portatil también serd usado por el equipo que lo necesite

2. Inicio de la practica

Se calienta la silicona en la pistola (por un tiempo de 6-8 minutos aproximadamente) y se
impregna el sensor de temperatura completamente en su parte inferior, las mediciones empiezan

en este mismo instante.
3. Registro de los datos

En esta parte de la actividad experimental, no hay una intervencion directa del profesor (salvo
orientaciones metodoldgicas), lo que se espera es que los estudiantes puedan interactuar y discutir

entre ellos, para que identifiqguen que comportamiento sigue o puede seguir el fendmeno

Las lecturas se realizaran cada 30 segundos, durante 15 minutos. Las lecturas de temperatura

se registran en la siguiente tabla, en la segunda columna.
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Tiempo t Temp. At AT Razoén entre Observaciones
(seq) incrementos
T(°C) | (incremento | (incremento
tiempo) temperatura) AT
At

0
30
60
90
120
900

Conclusiones a partir de los datos de la tabla: ¢ qué se observa del comportamiento de la

temperatura con respecto al tiempo, qué percibe?,

¢, Qué tendencia cree que sigue este comportamiento? Justifique

Una vez se hayan hecho todas las lecturas, se completan las demas columnas haciendo los

célculos respectivos (este trabajo se puede hacer en el salén de clase)

4. Representacion gréfica e interpretacion de los datos
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Con el fin de establecer algunos supuestos sobre el comportamiento del fendmeno, se pueden
graficar en el plano cartesiano los datos de las dos primeras columnas y tratar de hacer algunas

aproximaciones al comportamiento del fenémeno.

Segun el gréfico, ¢qué tendencia cree que sigue ahora el fenémeno y por qué?

¢ Corresponde este grafico y su tendencia, a lo que inicialmente habia supuesto?
Si No

¢ Por qué?

5. La ecuacion diferencial como herramienta que modela...

En otro grafico, se representan las datos de la columna cinco (eje vertical o eje Y) contra los datos

de la columna dos (eje horizontal o eje X). En este punto se trata de encontrar la ecuacion de una

AT
recta de ajuste a estos datos, que seria de la forma A_t =mT +b. Para ello, se puede hacer uso

de Geogebra, Excel u otro programa. De esta forma se encuentran M y b. Si se supone que los
deltas (incrementos) calculados se pueden hacer cada vez mas pequefios, tomando los datos en

. . . , AT dT
intervalos de tiempo cada vez mas reducidos, entonces se puede asumir que — = E con lo

At

cual se puede plantear la ecuacion diferencial

d—szT+b
dt

Una vez se hayan obtenido M y b se puede resolver la ecuacion diferencial, utilizando las

condiciones iniciales del problema (en t=0, T =?). La solucién de esta ecuacion diferencial
representa entonces el modelo matematico del fendmeno de enfriamiento. No olvide escribir

todos los calculos en las hojas de registro.

¢ Qué cree que modela una ecuacion diferencial, qué comportamiento, fenémeno o aspecto en

general?
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6. Analisis y comparacion de resultados

Trate de graficar los datos de las columnas uno y dos (nube de puntos) y la funcion solucién de la
ecuacion diferencial obtenida en el paso anterior. Compare ambas gréaficas. A partir de este

andlisis se proponen las siguientes preguntas:

a. ¢Qué tan ajustados estan los datos reales (columnas uno y dos) con la funcién solucién de
la ecuacion diferencial? Realice dos calculos para la temperatura con dos tiempos distintos
(utilizando el modelo mateméatico encontrado) y compare estos valores con los valores

medidos reales

b. ¢Qué factores cree que inciden en esas diferencias?

c. ¢Qué significado tiene ahora una ecuacion diferencial para usted?

¢A qué tipo de fenomeno en general estd asociada una ecuacion diferencial?

d. ¢Qué otros fendmenos, situaciones o experiencias cree que se pueden ajustar al modelo

de enfriamiento trabajado?

e. ¢Para qué podria utilizar este modelo y que otra informacion le podria dar?

f. Después de la actividad experimental, ¢le encuentra un mayor sentido y significado al

estudio de las ecuaciones diferenciales de esta forma? Si No
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¢Por qué?

g. Si pudiera mencionar 10 palabras o conceptos que estén asociados con esta actividad y
gue se hayan evocado en las discusiones en el grupo, ¢cuales podria ser? (ojala diferentes

a los ya usados: modelo, enfriamiento, etc.?

Observaciones y comentarios
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ANEXO 3 EVALUACION DE LA ACTIVIDAD Y RELATO DE EXPERIENCIAS

Una vez se ha discutido en el grupo en general los resultados de la practica, es conveniente hacer

una valoracion del trabajo y comentar brevemente la experiencia personal:

1. Frente a las actividades normales de clase, la practica de modelacion que se ha realizado en el

grupo le ha parecido:
Mucho mejor____ Mejor____ Igual__ Peor__  que la clase normal

¢ Por qué?

2. Enumere algunas ventajas de realizar practicas de modelacion en clases de matematicas

3. De manera breve, comente cual fue su experiencia y qué le aport6 esta actividad

4. ¢ Qué cosas nuevas aprendid? Desde el punto de vista matematico o personal

5. ¢ Qué herramientas o conceptos matematicos que ya sabia pudo utilizar?

6. ¢Considera que hay ahora mas sentido y significado en su concepcién de las ecuaciones
diferenciales después de la actividad experimental? Si__ No

¢ Por qué?

Observaciones y comentarios
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modelar de forma significativa los sistemas tedricos yreales, de cada drea de
formacidn profesional, haciendo este conocimiento apto para crear y recrear, asi
como pertinente para transformar el mundo?
PROP(‘JSI:[OS DE Comprender, analizar, interpretar, formalizar, significar y modelar los distintos
FORMACION UOC cuerpos tedricos de las ciencias basicas, referidos a sus respectivos campos de
formacian.
NOMBRE DE LA Ecuaciones Diferenciales.
ASIGNATURA
TIPO DE ASIGNATURA General Comun Especifica | Libre eleccidn Linea Enfasis | Trabajo de
grado
X
IDENTIFICACION Semestre Cadigo Requisito Creditos Ses_mnes Totales
Directas
Independientes
Calculo de
v Varias 3 43 96
variables
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ANEXO 5

DISENO CURRICULAR DE LA ASIGNATURA ECUACIONES DIFERENCIALES

(DISENO ACTUAL/2011)

M MICRODISERNO CURRICULAR S:f;%"n ;DE 058

Institucién Universitaria INGENIERIA BIOMEDICA Fecha 08-06-2009
1. IDENTIFICACION
Asignatura Ecuaciones Diferenciales
Area Ciencias Basicas Nivel 4
Codigo ECO44 Pensum 2
Correquisito(s) Prerrequisito(s) ClO34
Créditos | 4 |TPS |4 |TIS |8 TPT |64 TIT 128

2. JUSTIFICACION.

Las ecuaciones diferenciales son consideradas eje fundamental para el modelado,
planteamiento y desarrollo de conceptos que permiten entender y asimilar
conocimientos de casi todas las areas de la ingenieria y la tecnologia aplicada, para

finalmente abordar teméaticas generales del saber especifico en el campo
profesional.
. COMPETENCIAS Y CONTENIDO TEMATICO

INDICADOR DE

COMPETENCIAS

CONTENIDO TEMATICO

LOGRO

Resolver y aplicar ecuaciones
diferenciales ordinarias de

primer  orden, utilizando
diferentes técnicas de
solucién.

Ecuaciones Diferenciales | En
especifico:

Primer Orden.

+ Ecuaciones
Diferenciales Primer
orden = EDO1

« Definicién,
Clasificacion, orden,
grado, linealidad

« Variables Separables

« Exactas.

« Solucibn a EDO 1

» Lo modela en

« Resuelve la

un sistema

términos de
ecuaciones
diferenciales de
primer orden,
identificando sus
componentes y
clasificandolo

ecuacidon asociada
al modelo,
utilizando
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