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Optimal Marketing Strategies For Modeling Real
Settings: Improving The Multichannel in Banking

J. B. Clempner

Abstract— This paper presents a dynamic model approach to
analyze the utility generated by a customer’s buying behavior
dynamics. The dynamic of the model is represented by a class of
controllable finite Markov Decision Process (MDP). The MDP
model the trajectory of the vendor across their states (segments)
governed by transition probabilities. We show that the system
and the trajectory dynamics converge. For representing the
properties of the dynamics we introduce optimal policies to
maximize the one-step ahead increment of the utility function. At
each time period the system state provides all the information
necessary for choosing an action. We model the vendor in terms
of the customer behavior over time considering the actions
proposed by the vendor in the marketing campaigns. Strategies
dictate how the customer makes his decisions (choose a strategy).
As a result of choosing a strategy the customer moves to a new
(possibly different) state whose probability distribution depends
on the previous state and the actions chosen. Validity of the
proposed method is successfully demonstrated both, theoretically
and by a simulated experiment related to multichannel for a
bank.

Keywords—  marketing, Markov decision
optimization, customer lifetime value, bank marketing.
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1. INTRODUCCION

A. Resumen

Una de las ventajas que las empresas tienen en el desarrollo
de campaiias publicitarias radica en la capacidad de predecir el
comportamiento de compra futuro de los consumidores (antes
que sus rivales lo hagan), no solamente en responder a las
necesidades de los consumidores. Como consecuencia, las
empresas requieren de invertir recursos para construir una
relacion de largo plazo con sus consumidores [10],[13].
Definir una campafia de publicidad, ajustar los parametros,
evaluar los gastos y calcular las ganancias es un proceso bien
definido y relativamente sencillo. Sin embargo, evaluar la
eficiencia y efectividad de la inversion de recursos del
presupuesto de publicidad no es una tarea trivial. Uno de los
mayores retos que encaran los ejecutivos de mercadeo es
desarrollar campaifias dptimas de publicidad capaces de atraer
consumidores y retenerlos en el largo plazo. La inversion en
una campaifia de publicidad y la periodicidad de la misma son
evaluadas basadas en la ganancia producida por un
consumidor a lo largo de su tiempo de vida en la empresa.

En respuesta a las presiones competitivas ejercidas por las
demandas de los consumidores y los constantes cambios en las
condiciones del mercado, las compaiias estan “repensando” la
manera en que planean las campafias de publicidad y
seleccionan las mejores iniciativas de mercadeo. Las
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compafias estan buscando modelos predictivos que puedan
evolucionar y adaptarse a las estrategias cambiantes de
mercadeo con el proposito de invertir eficientemente los
recursos de publicidad maximizando la ganancia financiera
generada por las inversiones en mercadeo.

Una clase muy amplia de procesos estocasticos controlables
de Markov (usualmente llamados Modelos de Decision de
Markov) han sido estudiados por practicantes en las areas de
matemadticas, investigacion de operaciones, ingenieros
eléctricos y economistas matematicos [9],[7],[11],[2],[3]. El
diseflo de controles 6ptimos ha sido usualmente basado en la
obtencion de  ecuaciones de Bellman estocasticas
(Programacion Dinamica [1]), las cuales, en casos simples de
procesos finitos, se ha demostrado que pueden ser
transformadas en un problema de programacion lineal de
horizonte de tiempo infinito. Las ecuaciones de Bellman
relacionan la funcién objetivo, por s misma, con un problema
dinamico. Para los problemas de horizonte con tiempo finito
esta aproximacion requiere de la aplicacion un procedimiento
“backward” especifico que, en general, es una tarea dificil de
ejecutar. Por el contrario, la aplicacion de politicas 6ptimas no
requiere de ningun procedimiento “backward” (inclusive
aplicando cualquier tipo de optimizacién local) y utilizan
solamente la informacién actual en el pasado y la informacién
actual de los estados del proceso que deberan ser optimizados.
Los resultados mas avanzados relacionados con los problemas
de optimizacién han sido obtenidos para una clase especifica
de procesos finitos de Markov, donde el comportamiento
futuro depende en solamente el estado actual del proceso y es
independiente de su prehistoria [12].

Los procesos de decision de Markov proveen un entorno
matematico adecuado para estudiar problemas relacionados
con sistemas probabilisticos [8]. Consisten de una conjunto de
estados, acciones, probabilidades de transicion y una funciéon
de utilidad. Un proceso de decision de Markov es util en el
modelado de sistemas dinamicos para pronosticar
comportamiento de compra de un consumidor. El objetivo de
un proceso de decision de Markov es maximizar la
probabilidad de alcanzar un estado objetivo en un periodo de
tiempo finito. Para alcanzar el objetivo, en cada periodo de
tiempo el sistema provee la informacién necesaria para
escoger una accion. Nosotros modelamos el comportamiento
del consumidor considerando las acciones de mercadeo
propuestas por el vendedor en las campaifias de publicidad.
Luego, como resultado de escoger una accion el sistema
evoluciona a un estado (posiblemente diferente) con una
probabilidad dada. Es importante hacer notar que en un
proceso de decision de Markov el siguiente estado depende del
estado y accion anterior, y no depende de los estados o
acciones del pasado.
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B. Principales resultados esperados

Se considera una clase especifica de cadenas controlables
de Markov soportadas por una funcién de utilidad dada. Las
politicas optimas son definidas para minimizar el decremento
“un-paso adelante” de la funciéon de utilidad. Para formalizar
la premisa, se propone una funcién no convergente que se
incrementa y decrementa entre los estados del proceso de
decision. Entonces demostramos que es posible representar
esa funcioén en un formato recursivo usando politicas dptimas
[41.[5].[6].

C. Organizacion del Articulo

El articulo esta estructurado de la siguiente manera. La
siguiente seccion presenta los antecedentes matematicos y la
terminologia necesaria para entender el resto del articulo. La
seccion III presenta el modelo de decision para la formulacion
de la dindmica de comportamiento de compra de un
consumidor. La seccion IV presenta un ejemplo de aplicacion
relacionado con préstamos bancarios. Finalmente, en la
seccidn V se presentan la conclusion y trabajos futuros.

I1I. ANTECEDENTES

Denotemos con R al conjunto de los niimeros reales y sea
N el conjunto de enteros no negativos. Sea S un conjunto
finito, llamado el espacio de estados, que consiste de todos los
enteros positivos N e N de estados {s(1)....,s(N)}. Una cadena
de Markov estacionaria [6] es una secuencia de S-valores de

variables aleatorias §,, neN, que satisfacen la siguiente

condiciéon de Markov:

Sea X un conjunto contable, llamado el espacio de estado,
que consiste de todos lo posible enteros N € N de estados
{x(1).....,x(N)}. Una cadena de Markov es una secuencia de

X -valores de variables aleatorias x,, ne N, que satisfacen la

n>

siguiente condicion de Markov:

P(Sn+1 = S(]) ‘ Sy = S(i)’sn—l = S(in—l)""rsl = S(il )) =

(5,01 = 5()| 5, = 5G)) = 2G0) M

Una cadena de Markov puede ser representada por una
grafica completa cuyos nodos son los estados y cada

(x(@),x(j)e X*
transicién (1). La matriz TT = (7(/)) () x(jpex € (0,117 y

es etiquetado por la probabilidad de

determina la evolucién de la cadena: para cada ke N | la
potencia IT* tiene en cada entrada (x(9),x(j)) la probabilidad
de ir desde el estado x(7) al estado x(j) en exactamente

k pasos.

Definicion 1: Un proceso de Decision de Markov es una 5-
tupla
PDM ={S,A,K,ILLU} 2
donde:
e S esun conjunto finito de estados, S — N, dotado de una
topologia discreta;
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. A es un conjunto de acciones, el cual es un espacio
métrico. Para cada se S, A(s)c A4 es un conjunto no
vaco de acciones permitidas en el estado se S . Sin
perder generalidad podemos tomar 4= ¢ A(s);

o Y= {(s,a) |se S,ae A(s)} es el conjunto de pares

estado-accion permitidos, el cual es un subconjunto
medible de Sx 4 ;

J H(k)= [7z(ij | k)] es una matriz estacionaria de transicion
controlada, donde
21 K) = P(s,1 = 5G| 5, = s(0)a, = a(k)) 3)
que representa la probabilidad asociada con la transicion del
estado s(7) ael estado s(j) bajo una accion
a(k)e A(s(@)), k=1,..,.M, and i,j=1,...,N ;
e U:S— R esuna funcion de utilidad, que asocia a cada
estado un valor real.

Se dice que la propiedad de Markov del proceso de decision
en (2) es satisfecha si

P(8,41 [ (5158250028,1)5 8, = s(D),a, = a(k))
= P(Sn+l ‘Sn = S(i)ﬂan = a(k))
La estrategia (politica)
d,(k|i)=Pla(k)|s, = s(@))
representa la medida de probabilidad asociada con la
ocurrencia de una accion a, desde el estado s, = 5(i) .

Los elementos de la matriz de transicion para la cadena de
Markov controlable puede ser expresada como

Pls, =s()]s, =s@)}
M
D Pls, = s s,a, = ali)ld, (k| )
k=1

Denotemos el conjunto {d,, (k|i)} por A4, de la siguiente
manera
A, ={d, k1D 137w
En este articulo vamos a investigar la clase de las llamadas
politicas (estrategias) optimas definidas a continuacion.

oc

, }nzo se dice que es localmente

Definicion 2 Una politica {
optima si para cada n=>0 maximiza la esperanza matematica
condicional de la funcion de utilidad U(s,.,) bajo la
condicion que la prehistoria del proceso
F, = {AO’P{SO = S(j)} J=LN;.;4,,,
Pls, =s(j)} j=1T.N}
esta fijada y no puede ser cambiada posteriormente, esto es,

realiza la regla condicional de optimizacion “ un-paso
adelante”

A% = argmax E{U (s, | Fy } )

donde U(s,,,) es la funcion de utilidad en el estado s, ,,.

d

Denotemos por U;

la funcion de utilidad promedio en el

estado §,,, y tiempo (n + l), especificamente,
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U, =EWU(s,4)1d,)
donde U(s, ;) es la funcion de utilidad en el estado s,
E(|d,) es el
condicional sujeto a la restriccion que en tiempo n la
estrategia mixta d,, ha sido aplicada.

+1 Y

operador de la esperanza matematica

III. FORMULACION DE LA DINAMICA DE COMPORTAMIENTO DE
COMPRA DE UN CONSUMIDOR
A. La Funcion Estado-Valor

Definamos la probabilidad de estar en el siguiente estado de
la siguiente manera:

P(s, =5 s, =s@)=

M
D P, = (N5, = sG),atk)d,, (k| i) =

k=1

M
D G | k)d, (k| i)
k=1
La funciéon de utilidad U de toda politica fija d esta
definida sobre todas las posibles combinaciones de estados y
acciones, e indica el valor esperado considerando la accion a
en el estado s y siguiendo la politica d a partir de a. Los U-
valores para todos los estados de (2) pueden ser expresado por

N N M

EU(s,0) | d,) = D > > U(s,01 =)

j=1i=1 k=1 &)
s, =s(),a, = alk)) z(j | k)d,, (k | )P(s, = s(i))

donde U(s, ., =s()|s, =s(@),a, = a(k)) es una constante en

el estado s(7) cuando la accion a(k) es aplicada (sin perder

generalidad puede ser considerada positiva) y P(s,) para cada

P(s,) dada esta definida de la siguiente manera

N
P, =5 = D P51 = ()| 5, = ()

i=1

N M
= Z{Zx(ij | k)d, (k| i)jP(sn = (i)
i=1

k=1
en formato matricial tenemos

Pua = (Hn )Tpn

N M
=>"> 7 k)d, (k| i)

i=1 k=1
Comentario 1 Vamos a asumir que
U(s,., =s(j)|s, =s@).a, =a(k)))>0. De hecho, por la
identidad
N N M
EU(s,) )= D D D Uls, =50

j=1i=1 k=1
Sl’l = S(i)aan =

alk)z(ij | k)d,, (k | ) P(s, = s(i))

N N M
ZZZ UGy =s() s, =s@),a,

j=1i=1 k=1

= a( )—clz(@j| k)d, (k|i)P(s, = s(i))+ const
la maximizacioén de la funcion de estado-valor Ed(U (s,) es
equivalente a la maximizacién de la funcion E(U(s,,)|d,)

donde U(s,)=U(s,)—const la cual es estrictamente positiva

si tomamos
0 < const <
max U(s, =s(i)]|s, =s@),a, = a(k)) (6)
1SiSN,1<ksM

B. Politica Optima

En formato vectorial la formula (5) puede ser expresada
como
Un+l = E(U(Sn+l) ‘ dn) =

N N M
DI DU =s(Dls, =s(.a, = %

i=1 j=1k=1

a(k)z(ij | k)d,, (k| )]P(s, = s@)) = (W,.p,)
donde

M N
(W), = Z{Zvn G | )z | k)}d,, (k| i) ®

k=1| j=1

Uy (1 0) = U (s, = 5(D 5, = 50, a, = alk))
Introduzcamos la siguiente Proposicion.
Proposicion 1 Sea S un simplex en R , esto es,
M
S={ue RY | D u(k)=1u(k) 2 0} )
k=1
Entonces,
M
rnaéc V(k)u(k) = max v(k) = v() (10)
y el minimo es alcanzado por lo menos para
u=|0,0,...,0,1,0,...,0 |.
o
Como resultado tenemos
N
Un+1 n’pn Z
i=1
N
max (w o=
= dn(k\z)eA( 2i®,), (In
N
Z(pn )i k Hl’a)’( zUl]|kﬂ-(U | k)
i=1 Jj=1
Entonces, dada wuna prehistoria fija de procesos

(p()’d()’dl"“’dn—l)
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(12)

n i=1 Jj=1

N N
max U,y = Z(Pn ); {ZU;‘//(”(U' | k)}

La identidad en (12) es alcanzada por la politica estacionaria

optima
d,(k |i)=5k*(i)’i for all n=0,1,.. (13)

donde o,
[ 0)

i

indice para el cual
N
D UL GG K () 2
j=1

N (14)
D UG | k)i | k) =W, (k)
j=1

Vk=1,.,M
Como resultado podemos establecer el siguiente Lema.

Lema 1 Dada una politica optima, los U-valores para todos
los pares estado-accion de (5) en formato matricial recursivo

se transforma en

U, =<w*,pn> (15)
Donde
w' = ((w*)l,...,(wx)N) (16)
Entonces
N
W)= DU o 1 )= max w0 (7)

j=1
Comentario 2 Bajo la estrategia optima (13) la probabilidad
del vector de estado P, satisface la siguiente relacion

WNT AT n+l
P = (1) pn([n ) J Py (18)
donde
M "
(1), = > 7108, =71+ @) (19)
k=1

Comentario 3 Bajo la estrategia optima (13) la probabilidad
del vector de estado p,, satisface la siguiente relacion
C. Verificacion de Ergodicidad

En esta seccion se presentan dos teoremas para la
verificacion de ergodicidad en cadenas de Markov y el calculo
del coeficiente de ergodicidad (ver [6]).

Teorema 1 (Teorema de ergodicidad) Para un estado
Jo€ (1,...N) de una cadena Markov (estacionaria) con

matriz de transicion T y un n>0, & e (0,1) para todo
ieG

7, (o) = P(s, = (o) | 5o = (D) 2 &. (20)
Entonces, para cualquier distribucion inicial P{S0 = S(i)} y
cualquier i,j =1,..., N existe el limite

P () =lim 7, i) @1

es el simbolo de Kronecker y k*(i) es una
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tal que para cualquier 7 >0 este limite es alcanzable con una
razén exponencial dada por

)P (H<-&) =e
donde o := ‘ln(l - cf] .

(22)

“11[;/U11|1

Ta1j1/ U

\‘:33 2/Usa;z
3 B,

5 T
o312/ Usap 3 3412/ Usaiz

T /Ui

Trzzlzfuulz

Ta411/Usaps

To21/Uzap T332/ Ussp

Taai1/Usgan

Figure 1: Segmentos del Banco

Teorema 2 Si para una cadena finita de Markov controlable
por la politica optima dada en (13), la cota inferior estimada
del coeficiente de ergodicidad dada por

Xerg *=min max  min ﬁ',r{o )

g Jj=L..,N i=l,.,N (23)

es estrictamente positiva, esto es, Kerg > (0, entonces se

satisfacen las siguientes propiedades:
1) existe una unica distribucidn estacionaria

* 1 .
P’ = limp (24)

2) la convergencia del estado actual de distribucion al estado
estacionario final es exponencial y esta dada por:

P, (1)—p" () < Cexp{- D}
I 1

C= ; , D= P InC,
1_lerg nO. (25)

N i=l,..,N

ng = arg min[ max  min fz‘:o (ij )}

IV. EJEMPLO DE APLICACION

Un banco decide enviar publicidad a través de tres
diferentes canales (teléfono movil, correo electronico, radio) y
desea establecer que canal es el mas adecuado para cada tipo
de cliente. Los clientes estan segmentados en cuatro grupos:
Alto Valor, Potenciales, Esporadicos, Frecuentes (ver Fig. 1).

Sea N =4 el nimero de estados y sea M =3 el nimero
de acciones. La funcion de utilidad es definida por

4 15 19 14 60 16 19 7
UG = 12 9 6 Ui 12) = 6 14 11 15
16 11 12 9 16 11 8
18 5 13 1 14 6 83 18
23 38 30 19
UG7|3) = 16 37 8 18
37 16 18 14

12 14 9 15

y sea la matriz de transiciéon queda definida de la siguiente
manera
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[0.0121 0.0000 0.8981 0.0898]

_ 0.2992 0.6522 0.0447 0.0038
T(1 =

v 0.4324 0.5405 0.0000 0.0270

|0.7149  0.0948 0.0875 0.1028

[0.3836 0.0836 0.5328 0.0000 |

- 0.1212 0.1441 0.7204 0.0144
7(ij|2) =

0.8344 0.0003 0.0000 0.1652

[0.8742  0.0993 0.0165 0.0099

[0.0127 0.0013 0.9658 0.0202]

. 0.0149 0.0000 0.9851 0.0000
7@ |3)=

0.8117 0.0901 0.0089 0.0893

103971 0.0793 0.5153 0.0083 |

El vector de estado inicial se supone es uniforme, esto es,
P(sy = j)=0.33. Para la estrategia 6ptima 4~ (13), y la

estrategia Optima &~ los siguientes resultados han sido

obtenidos:
0.0121 0.0000 0.8981 0.0898 1 00
. |0.0149 0.0000 0.9851 0.0000 . |00 1
“l0.8344 00003 00000 0.1652] ¢ o 1 o
0.3971 0.0793 0.5153 0.0083 0 0 1

My =2, Xupy = 0.8222 ,w" = [18.3690,8.1196,8.8371,10.6375]

El En la Fig. 2 el comportamiento de la funcion de estado-
valor muestra la utilidad 6éptima para el banco.
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Figure 2: Utilidad Optima del Banco

V. CONCLUSION Y TRABAJOS FUTUROS

En este articulo se presenta un modelo dinamico que la
analiza la utilidad generada por el comportamiento de compra
de un consumidor. Un proceso de decision de Markov es
utilizado para modelar el comportamiento del consumidor y
obtener la utilidad optima. Es importante hacer notar que las
probabilidades de transicion pueden ser estimadas a partir de
los datos transaccionales de una empresa. Las acciones
asociadas a los estados corresponden con las acciones de las
campaiias de mercadeo. El marco de optimizacidén propuesto y
los formalismos proveen una diferencia significativa en la

conceptualizacion del dominio del problema en el area de
mercadeo. Con la introduccion de este método se propone un
modelo que es natural y que garantiza convergencia de la
funcion de utilidad y, ademas, es computacionalmente
tratable.

Sin duda existen varios retos tedricos que requieren ser
considerados en trabajos futuros relacionados con la
optimizacion del portafolio de clientes, la optimizacion de los
programas de publicidad y la optimizaciéon de la canasta de
mercadeo. Este articulo tiene implicaciones interesantes en
modelos con varios participantes y pude ser mejorado
utilizando técnicas inspiradas en modelos dinamicos basados
en teoria de juegos.
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