Distribuciones y Posibles Aplicaciones del Estadistico Univariado
(Xi—Xbar)/S para Estimadores Maximo Verosimil e Insesgado de o

Introduccioén

L a Ingenieria Industrial reco-
.noceala Estadisticacomouna
herramienta muy importante en la
recoleccion, el procesamiento y el
analisis de los datos con el fin de
disponer de elementos cientifica-
mente validos en la toma de
decisiones. Por tal motivo, cuando
se conoce el comportamiento esta-
distico de los modelos utilizados,
la toma de decisiones llega a los
niveles de optimalidad deseados.

Los valores estandarizados de
una muestra aleatoria de una dis-
tribucion normal (Xi—Xbar)/S, son
de gran utilidad en muchas aplica-
ciones de laestadisticamodernaen
la Ingenieria Industrial; asi, pode-
mos encontrar su aplicacion en el
control estadistico del proceso
cuando se deseaconstruir cartasde
control paradatosindividuales (no
agrupados) (Djauhari, 1998), asi-
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mismo, pueden ser utilizados para
la prueba de significancia de la
diferencia entre la media de un
subgrupo y la media general (Cra-
mér, 1999), entre otrasaplicaciones.
Variosautores hanencontrado, con
métodos distintos, la distribucion
exacta (Djauhari, 1998; Cramér,
1999); sin embargo, en ningun tra-
bajo se detallan dichos procesos,
ya que se consideran obvios algu-
nos pasos que, al menos desde el
punto de vistade Ingenieria Indus-
trial, esimportante remarcar. Como
es sabido, el conocimiento de la
distribucién exacta de un estadis-
tico hace posible el célculo de las
probabilidades de interés, la loca-
lizacién de sus valores esperados,
suformay su funcidn caracteristica,
asi como las curvas de potencia en
las pruebas estadisticas donde
intervienen.

En este articulo detallamos la
obtencion de la distribucién exacta
delestadisticounivariado (Xi-Xbar)/s,
cuando se usa tanto el estimador
maximo verosimil, como el esti-
mador insesgado de la varianza de
la muestra. Se sigue de cerca el
procedimiento utilizado por Cramér,
obteniéndose también la distri-
bucién de suformacuadraticaen las
dos versiones antes mencionadas.
Asimismo, se da el comportamiento
graficode lasdistribuciones obtenidas.

Iniciamos presentando los fun-
damentos utilizados paraladeduc-
cion de las distribuciones, aplican-
dolos al caso en donde se utiliza el
estimador méximo verosimil de la
varianza poblacional; posterior-
mente, hacemos lo propio con los
demas modelos estadisticos; se
muestran también las gréaficas de
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las funciones de densidad de
(Xi-Xbar)/S paradistintostamafios
de muestra y, finalmente, se pre-
sentan algunos usos y aplicaciones
potenciales de los valores estan-
darizados.

1. Distribucion de

(Xi - Xbar)/s’

Teorema 1. Sea X, X, .. ., X_una
muestraaleatoriade unapoblacién
N(0,0%) y

entonces, la distribucion de

(2)

es
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Demostracion.

Reemplacemos las Xi por nuevas
variables Yi por medio de la trans-
formaciénortogonal Y = AX, donde
A es la matriz ortonormal

(4)

en donde
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Se sabe (Ciucu, péags. 22y 23) que
la independencia de los elementos
de X y la ortogonalidad de A,
implican que los componentes del
vector Y = AX son independientes.
Ademas:
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con lo que (2) se transforma en
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Observando que la ecuacion ante-
rior nos lleva a
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por eso, laf.d.p. de T se encontrara
definida en el intervalo - -==i..57.,

Consideremos ahora la transfor-
macion
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con lo que (13) queda como
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en donde se identifica unavariable
aleatoria normal estandar en el nu-
merador, y laraiz cuadrada de una
chi-cuadrada con n-2 grados de
libertad entre susgradosde libertad
eneldenominador, loque noslleva
aconcluir que W se distribuye t de
Student con n-2 grados de libertad,
0 sea

' -muwaz (16)
Sea la transformacién
.-Ili . :.l: - d (17)
Sabemos (4, pag. 205) que
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donde 7 = = “ises el jacobiano de
la transformacion.

En nuestro caso

¢ 5= gl we W= g Sk =1 (19)
y
T ; = (20)
=5 (2)
Luego,

Queda asi demostrado el teorema.

Es facil probar que la media y la
varianza de T estan dadas por las
expresiones,

i, =0, g¥=1 (22)

Frecuentemente, laestandarizacion
deobservaciones N(u,0%) mediante
eluso de laexpresion (Xi—-Xbar)/S”
llevaasuponer que su distribucion
es N(0, 1), por lo que incluso se le
asigna el nombre de variable o
estadistico Z, recurriendo al mismo
simbolo que se utiliza para hacer
referencia a una variable aleatoria
normal estandar. Este supuesto es
totalmente erréneo, seguin puede
apreciarse en lafigura 1. En ella se
observa que para n=3 la distri-
bucioén tiene forma de U, para n=4
ladistribucionesuniforme, cuando
n=5 la distribucién es parabdlica 'y
cuando n=10 se asemeja a la dis-
tribucion t de Student.

Figural. Lafd.p.detparan=3,4,5y
10 cuando se usa el estimador maximo
verosimil de o.

2. Distribucion de
(Xi-Xbar)/S

Corolario 1. Sea X, X,, .. ., X_una
muestraaleatoriade unapoblacién
N(0,0?). Entonces, la distribucion
de (2) con S’ sustituida por el esti-
mador insesgado S de g, es

" = (29)
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y
Ll plm®] (25)

iy E

Enlafigura2 seilustra laformade
esta distribucion para diferentes
valores de n. Al igual que en la
graficadelafigural,ladistribucion
tiene forma de U para n=3, es uni-
forme para n=4, es una parabola
paran=5,ycuandon=10seasemeja
mucho mas a la funcidn de densi-
dad de probabilidadestde Student.

Figura 2. f.d.p.detparan=3,4,5y 10
cuando se usa el estimador insesgado
de o.

3. Distribucion de
((Xi-Xbar)/S')?

Teorema 2. Sea X, X, ..., X_una
muestraaleatoriade unapoblacién

N(0,0?%). Entonces la distribucion
de 12 (ecuacion 12) esta dada por:

(26)

Demostracion.

Haremos uso de las relaciones en-
contradas anteriormente para lle-
var a cabo la demostracion. De la



ecuacion (12) encontramos que la
funcién de densidad de probabi-
lidades de t?se encontraradefinida
para 0<7’<n-1.

Hagamos ahora la transformacion

[
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sustituyendo (12) y (14) en (27)
llegamos a

1 57 (28)

en donde puede observarse que
W~F, ., 0loqueeslomismo

—1-t9 in2 (29)
Sabemos (4, pag. 249) quesi Y~F_ ,
entonces(mY/n)/(1+mY/n)sedis-
tribuye B(m/2,n/2). Aplicandoeste
resultado a (29) obtenemos:

..l:~'“ 2 il (30)

De esta relacion se sigue que la
f.d.p.det?esladadaporlaecuacion
(26). Queda de esta manera demos-
trado el teorema.

Utilizando los mismos argu-
mentos se puede demostrar que la
f.d.p. de 12, cuando se usa el esti-
mador insesgado de o?, es

(1)

ya que en este caso las expresiones
correspondientes a (27), (28),(29) y
(30) nos conducen a:

(32)
4. Distribucion de (.¥, - Xz
Teorema 3. Sea X, X,, ..., X una
muestraaleatoriade unapoblacién
N(0, 6?) , y sea

=L tua (33)
en doﬁde
= 2w (34)
Entonces, la distribucion de T es
(35)

Demostracion.

Consideremos al igual que en la
demostracion del teorema 1, que
las X, X,, ..., X seconviertenenlas
nuevas variables Y, Y,, . . ., Y,
mediante la transformacion orto-
gonal Y = AX, solamente que ahora
Y,y Y, estan dadas por
X X

- 4 b =R = AL
- o

(36)

r= 2 - (37)

De laultimaecuaciénse desprende
que
- - U o
- 8= 57 (38)
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Considerando las relaciones ante-
riores y las correspondientes de la
seccion 2, la ecuacion (33) se trans-
forma en

N -
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Asi, de la ecuacioén anterior encon-
tramos

i (40)

con lo que llegamos a determinar que
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Consideremos ahora la siguiente
transformacion

wo [El=d) — (42)

[m=k) |im = &)

= ——

- T
"'II [ |

Determinemos primeramente el
término del radical del denomi-
nador

(43)

Sustituyendo (39) y (43) en (42)
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Laecuaciénanterior nosindicaque
W sigue una distribucion t de
Student con n-2 grados de libertad.

El jacobiano de la transformacion
es:

PR "-'_‘.lt.----..l TFvJ (45)

Resulta de esta forma que:

Queda asi demostrado el teorema.

Lamediaylavarianzadetestan

dadas por las ecuaciones
5 {m=X)

=l e (46)

Lafigura3 muestralagraficade
ladistribucion, contrastdndose con
la distribucién normal corres-
pondiente. En ella se aprecia que
su forma es semejante a la distri-
bucién t, forma que mantiene para
diferentes valores de ky n. Al mis-
mo tiempo, podemos ver que la
distribucién de t, de ninguna ma-
nera es una distribucién normal.

K=2 n=10
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Figura 3. f.d.p. de T cuando de usa el
estimador maximo verosimil de o.

5. Distribucion de ¥, - X315

Corolario 2. Dadas las conside-
raciones del teorema 3y

I =
[+ x, - X7
=1

T=[X; —X)N87, -T—]J
=1

lafd.p.deTtes
(47)

Lamediaylavarianzadetestan
dadas por las ecuaciones



b (48)
Fs

En lafigura 4 se puede apreciar
la gréafica de la distribucion para
k=3 y n=10. Como sucede para las
diferentes combinaciones de ny k,
su forma es muy parecida a la
distribucion t de Student. En la
grafica se muestra también la dis-
tribucién normal con la misma
media y desviacién estandar de T,
comprobandose asi, que ambas

A

Figura 4. f.d.p. de T cuando se usa el
estimador insesgado de o.
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distribuciones son significati-
vamente diferentes.

Conclusiones

En laactualidad lavelocidad de
generacion del conocimiento es
cadavez mayor,surgiendoconello
nuevos modelos, herramientas y
tecnologias, locual transformacada
vez mas draméticamente la forma
de hacer las cosas. Esto haobligado
a que los sistemas tengan que ad-
quirir una capacidad de respuesta
acorde con dicha velocidad, para
aprovechar estos avances en la
mejoracontinuade sus operaciones
y mantenerse asi, en un mercado
cada vez mas competitivo. Debido
a la elevada competitividad a la
gue se enfrentan las organizacio-
nes, yanoessuficiente lautilizacion
de las técnicas clasicas para la

mejoracontinuade los procesos; es
necesario, en este momento y en
lostiempos por venir, la utilizacion
de conocimientos mas avanzados
para lograr eficientar significati-
vamente sus resultados.

Los modelos estadisticos pro-
puestos en el presente articulo re-
presentan una eficiente alternativa
en el control estadistico del proceso
yenlas pruebas de normalidad, mas
aun, cuando los enfoques de los
modernossistemasde calidad, como
son 6s e ISO 9000, se apoyan
fuertemente en el uso de modelos
estadisticos para lograr la mejora
continua y la calidad total. Por tal
motivo, es preocupacién de los
autores difundir el uso y la apli-
cacién de este tipo de herramientas
entrelos profesoresy los practicantes
de la Ingenieria Industrial. {%.
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