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Introducción

El objetivo de esta tesis es el de desarrollar los resultados fundamentales
correspondientes a la homoloǵıa y cohomoloǵıa de grupos e introducir la co-
homoloǵıa de Tate, para que de esta última se puedan obtener algunas apli-
caciones algebraicas. Para esto, se desarrollará la homoloǵıa y cohomoloǵıa
en bajas dimensiones, aśı como la cohomoloǵıa de Galois. Además, a través
de la cohomoloǵıa de Tate, abordaremos la cohomoloǵıa de grupos ćıclicos
finitos.

La metodoloǵıa aplicada a los temas abordados en esta tesis será desde el
punto de vista algebraico, por lo cual se utilizarán algunas herramientas de
la teoŕıa de grupos, anillos, teoŕıa de Galois y, sobre todo, de la teoŕıa de
módulos.

La cohomoloǵıa de grupos es un tema especializado el cual tiene su desarro-
llo más acelerado se fundamenta en ciertas áreas de las matemáticas, como
en Topoloǵıa Algebraica, Teoŕıa de Números y Geometŕıa Algebraica, entre
otras. Sus ráıces provienen tanto del álgebra como de la geometŕıa.
Podemos considerar que el lado algebraico de la teoŕıa empezó con los traba-
jos de Schur (1904, 1907, 1911). Schur estudió lo que ahora se conoce como el
primer y el segundo grupos de cohomoloǵıa H1(G, A) y H2(G, A) alrededor
de la Teoŕıa de Representaciones Proyectivas de Grupos. Las ideas de Schur
fueron proĺıficas en la década de los años treintas y los años cuarentas del
siglo veinte. Schreier en sus art́ıculos de 1926 y Baer en 1934 trabajaron
sobre la Teoŕıa de Extensiones de Grupos y sobre la Teoŕıa de Productos
Cruzados de Álgebras, respectivamente.
El trabajo de Baer fue sumamente relevante en el desarrollo de la parte de
la Teoŕıa de Números llamada Teoŕıa de Campos de Clases. Las bases de la
teoŕıa de campos de clases es un tema de gran interés en la teoŕıa de números.



La forma cohomológica de la teoŕıa de campos de clases, fue puesta de mane-
ra definitiva por Tate aproximadamente en el año 1950 usando cohomoloǵıa
de grupos de Galois.
Por el lado topológico, al trabajo de Hurewicz (1936) en espacios no esféricos,
lo podemos considerar como la punta de lanza de esta teoŕıa. De hecho,
Hurewicz hab́ıa introducido la homotoṕıa en altas dimensiones de grupos
πnX con n ≥ 2 de un espacio X. Durante este tiempo se concreta el estudio
de espacios X arco conexos cuyos grupos de homotoṕıa en altas dimensiones
son todos triviales, pero cuyos grupos fundamentales π = π1X son no trivia-
les. Estos espacios son los que se llaman esféricos.
Hurewicz probó, entre otras cosas, que el tipo de homotoṕıa de un espa-
cio esférico está completamente determinado por su grupo fundamental; en
particular, los grupos de homoloǵıa de X dependen únicamente de π. Por
tanto, es razonable pensar en ellos como grupos de homoloǵıa de π. Para
cualquier grupo π tenemos que H0π = Z y H1π = πab, donde πab denota la
abelianización de π, es decir πab es igual a π módulo su subgrupo conmu-
tador. Sin embargo, para n ≥ 2, lo anterior no es suficiente para describir
Hnπ algebraicamente. El primer progreso en esta ultima dirección fue hecha
por Hopf en (1942) quien expresa H2π en términos puramente algebraicos
y quien dio evidencia más allá de su importancia en topoloǵıa, probando el
siguiente teorema:

Teorema: Para cualquier espacio arco-conexo X con grupo fundamental π
existe una sucesión exacta π2X −→ H2X −→ H2π −→ 0.

Incidentalmente la descripción de Hopf de H2π, fue como sigue. Escogiendo
una presentación de π como F/R, donde F es un grupo libre y R es un sub-
grupo normal de F, se tiene H2π = R ∩ [F, F ]/[R,F ], donde para A,B ⊆ F ,
[A, B] denota el subgrupo generado por los conmutadores [a, b] = aba−1b−1,
a ∈ A, b ∈ B.
Más o menos por la mitad de los años cuarenta del siglo pasado se tuvo una
definición puramente algebraica de los grupos de homoloǵıa y de cohomoloǵıa.
Lo anterior nos da una clara idea de que el tema fue de interés tanto para
algebristas como para topólogos. Por otro lado, los grupos de cohomoloǵıa
en bajas dimensiones se ha visto que coinciden con grupos, que hab́ıan sido
introducidos mucho antes y los cuales tienen conexión con varios problemas
algebraicos.
Por ejemplo, el primer grupo de cohomoloǵıa H1(G, A) consiste de clases de



equivalencia de homomorfismos cruzados o derivaciones módulo homomor-
fismos cruzados principales y el segundo grupo de cohomoloǵıa H2(G, A)
consiste de clases de equivalencia de conjuntos de factores de G.
Mencionamos que el presente trabajo es un estudio estrictamente algebraico
de los grupos de cohomoloǵıa por lo cual no se estudiará el punto de vista
functorial. La construcción de los grupos de cohomoloǵıa se basa en tomar un
grupo abstracto G, al cual lo escribiremos multiplicativamente, y un segundo
grupo A el cual es abeliano, y que escribiremos aditivamente, sobre el cual
G va a actuar. Esta es la noción de un G-módulo.
Sea ahora una sucesión exacta de G-módulos

0 −→ A
f
−→ B

g
−→ C −→ 0

A esta sucesión le asociamos la sucesión exacta

0 −→ HomG(P, A)
f∗

−→ HomG(P, B)
g∗

−→ HomG(P, C) −→ 0

donde P es un G-módulo proyectivo. Probando que el grupo Hom(A, B)
tiene una estructura de G-módulo podemos demostrar ciertos teoremas im-
portantes en relación con módulos proyectivos y sucesiones exactas que tam-
bién involucran al producto tensorial y sumas directas. Otros de los resulta-
dos son los concernientes a las resoluciones proyectivas, los cuales son usados
para definir los grupos de cohomoloǵıa, Hn(P, A) y de homoloǵıa Hn(P, A)
donde P es dicha resolución y A es un G-módulo.
Por otro lado, si tenemos que A y B son dos G-módulos y f : A → B es un
G-homomorfismo, se inducen de manera natural homomorfismos de grupos

Hn(f) : Hn(G, A) → Hn(G, B) y Hn(f) : Hn(G, A) → Hn(G, B)

lo que nos da herramientas muy poderosas para analizar la aritmética de los
campos por medio de los grupos de cohomoloǵıa y de homoloǵıa.
Además calculamos los grupos de cohomoloǵıa y de homoloǵıa en dimensiones
bajas, es decir, para n = 0, 1, 2 los cuales involucran módulos inducidos aśı
como coinducidos. También definimos los grupos de cohomoloǵıa de Tate, los
cuales nos servirán para tener en un solo concepto los grupos de cohomoloǵıa
y de homoloǵıa. Esto nos servirá para el cálculo de los grupos de cohomoloǵıa
de un grupo ćıclico finito G. Otro concepto que veremos es el de norma de
un grupo. Finalmente, tratamos algunos teoremas importantes acerca del
cociente de Herbrand.



El contenido de esta tesis está conformado por cuatro caṕıtulos. En el
Caṕıtulo 1 se desarrollan las propiedades de los G-módulos y las resolu-
ciones proyectivas. Las resoluciones proyectivas serán parte esencial en la
definición de los grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa. La homoloǵıa y coho-
moloǵıa de grupos se abordará en el Caṕıtulo 2; aqúı se establecerán cuáles
son los n-ésimos grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa, calculándose éstos en
bajas dimensiones. Además, se calcularán algunos grupos de homoloǵıa y
cohomoloǵıa, en particular para los G-módulos inducidos y coinducidos, res-
pectivamente.
La conexión de la homoloǵıa y cohomoloǵıa de grupos se hará a través de la
cohomoloǵıa de Tate, la cual es introducida en el Caṕıtulo 3. La aplicación
de la cohomoloǵıa de Tate nos permitirá calcular la cohomoloǵıa de grupos
ćıclicos finitos. Finalmente, en el Caṕıtulo 4 daremos algunos aplicaciones
de los resultados establecidos en el Caṕıtulo 3.



Caṕıtulo 1

G-Módulos y Resoluciones

Proyectivas

1.1 El Anillo Entero de Grupo

Definición 1.1.1. Para un grupo G, se define el anillo entero de grupo

por:

Z[G] =

{
∑

σ∈G

aσσ | aσ ∈ Z y aσ = 0 para toda excepto un número finito de σ

}

Las operaciones siguientes:

Z[G] × Z[G] −→ Z[G](∑
σ∈G

aσσ,
∑
σ∈G

bσσ

)
7→

∑
σ∈G

(aσ + bσ)σ

Z[G] × Z[G] −→ Z[G](∑
σ∈G

aσσ,
∑
σ∈G

bσσ

)
7→

∑
σ∈G

( ∑
τµ=σ

aτbµ

)
σ
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están bien definidas. Obsérvese que, como aσ + bσ = 0, excepto para un
número finito de sigmas, se tiene que

∑
σ∈G

(aσ + bσ)σ ∈ Z[G]. Análogamente,

la suma
∑
τµ=σ

aτbµ contiene solamente un número finito de sumandos aτbµ ∈ Z

diferentes de cero, por lo tanto
∑
σ∈G

( ∑
τµ=σ

aτbµ

)
σ ∈ Z[G].

Dicho de otra manera, podemos decir que el anillo Z[G] consiste en el grupo
abeliano libre generado por los elementos de G como base y tal que el pro-
ducto de dos está inducido por el producto de G. También, podemos concebir
los elementos de Z[G] como funciones u : G → Z que toman el valor cero
para casi todo elemento de G, junto con las operaciones:

(i) (u+ v)(σ) = u(σ) + v(σ).

(ii) (uv)(σ) =
∑
σ=τµ

u(τ)v(µ).

De hecho, si escribimos u =
∑
σ∈G

aσσ, v =
∑
σ∈G

bσσ, con aσ = u(σ), bσ =

v(σ), σ ∈ G, entonces obtenemos (i) y (ii).

Proposición 1.1.1. Para cualquier grupo G, Z[G] es un anillo con identidad

donde el elemento identidad 1 de Z[G] corresponde al elemento
∑
σ∈G

aσσ con

ae = 1, y aσ = 0 para toda σ 6= e. Además Z[G] es conmutativo ⇐⇒ G es

abeliano.

Demostración: Es fácil verificar que Z[G] es un anillo con identidad 1
como está establecido en el enunciado de la proposición. Por otra parte,
supongamos que G es abeliano y sean

∑
σ∈G

aσσ,
∑
σ∈G

bσσ ∈ Z[G], luego

(
∑

σ∈G

aσσ

)(
∑

σ∈G

bσσ

)
=
∑

σ∈G

(
∑

τµ=σ

aτbµ

)
σ.

Por ser G abeliano tenemos que τµ = σ = µτ. Aśı que
∑
σ∈G

( ∑
τµ=σ

aτbµ

)
σ =

∑
σ∈G

( ∑
µτ=σ

bµaτ

)
σ, por tanto Z[G] es conmutativo.
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Rećıprocamente, suponga que Z[G] es conmutativo, es decir, para cualesquiera∑
σ∈G

aσσ,
∑
σ∈G

bσσ ∈ Z[G], tenemos que:

(
∑

σ∈G

aσσ

)(
∑

σ∈G

bσσ

)
=

(
∑

σ∈G

bσσ

)(
∑

σ∈G

aσσ

)
.

Sean ahora θ, δ ∈ G, y escribámoslos como elementos de Z[G] de la siguien-
te manera, aσ = 0 para toda σ 6= θ y aσ = 1 si σ = θ y bσ = 0 para toda
σ 6= δ y bσ = 1 si σ = δ, luego tenemos que:

θ =
∑

σ∈G

aσσ, δ =
∑

σ∈G

bσσ

pero

θ · δ =

(
∑

σ∈G

aσσ

)(
∑

σ∈G

bσσ

)
=

(
∑

σ∈G

bσσ

)(
∑

σ∈G

aσσ

)
= δ · θ

Por tanto G es abeliano.

1.2 G-módulos

Definición 1.2.1. Sea A un grupo abeliano escrito aditivamente y sea G

un grupo arbitrario escrito multiplicativamente. Decimos que A es un G-

módulo (izquierdo) si existe un homomorfismo de grupos ϕ : G→ Aut(A),

donde Aut(A) es el grupo de automorfismos de A.

Esta definición es equivalente a establecer la existencia de una función ψ :
G× A→ A, denotada por ψ(g, a) = g · a = ga tal que

(i) 1 · a = a, para todo a ∈ A.

(ii) (gh)a = g(ha), para todo g, h ∈ G, a ∈ A.

(iii) g(a+ b) = ga+ gb, para todo g ∈ G, para todo a, b ∈ A.
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Notemos que si A es un G-módulo, entonces es un Z[G]-módulo de manera
natural, esto es:

(
∑

σ∈G

aσσ

)
(x) =

∑

σ∈G

aσ(σx) para
∑

σ∈G

aσσ ∈ Z[G], x ∈ A.

Rećıprocamente, si A es un Z[G]-módulo, A es abeliano y consideremos la
función ϕ : G→ Aut(A) dada de la siguiente forma.
Para θ ∈ G, ϕ(θ) : A → A, es el automorfismo de A dado por ϕ(θ)a = θa,
donde θ es el elemento considerado en Z[G] expresado como:

∑

σ∈G

aσ(σ), donde aσ =

{
0 si σ 6= θ

1 si σ = θ

Se tiene que ϕ(θ) ∈ Aut(A) y que ϕ es un homomorfismo de grupos.

En efecto, ϕ(θ) es homomorfismo pues:

ϕ(θ)(a+ b) = θ(a+ b) = θa+ θb = ϕ(θ)a+ ϕ(θ)b.

Ahora bien, ϕ(θ) es monomorfismo ya que si ϕ(θ)a = ϕ(θ)b, entonces θa = θb.
Puesto que θ ∈ G, existe β ∈ G tal que βθ = θβ = 1 donde 1 es la identidad
de dicho grupo, luego tenemos que βθa = βθb, es decir, a = 1a = 1b = b.

Finalmente, ϕ(θ) es epimorfismo pues dado b ∈ A, existe a := θ−1b tal que
ϕ(θ)a = b. En efecto,

ϕ(θ)θ−1b = θ(θ−1b) = 1b = b.

Por otro lado, ϕ(βθ)a = βθa = β(θa) = ϕ(β)ϕ(θ)a, para todo a ∈ A, es
decir, ϕ(βθ) = ϕ(β)ϕ(θ), luego ϕ es homomorfismo.

Aśı pues, tener un G-módulo es lo mismo que tener un Z[G]-módulo.
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Ejemplos

1. (Anillo Entero de Grupo). Si G es un grupo ćıclico de orden n
generado por σ ∈ G, entonces las potencias de σ, σs, 0 ≤ s ≤ n − 1,
forman una Z-base de Z[G], donde σn = 1. Definamos un epimorfismo
ρ : Z[x] → Z[G], donde Z[x] es el anillo de polinomios con coeficientes
en Z, como sigue. Sea f(x) = a0 + a1x + a2x

2 + · · · + amx
m ∈ Z[x],

entonces ρ(f(x)) = a0+a1σ+a2σ
2+· · ·+amσ

m. Notemos que al aplicar
el algoritmo de la división y el hecho de que σn−1 = 0, tenemos que el
núcleo de ρ es el ideal generado por el polinomio g(x) = xn−1. Ahora,
por el Primer Teorema de Isomorfismo, se tiene que Z[x]/(xn − 1) ∼=
Z[G].

2. (G-módulo). Si A es cualquier grupo abeliano , entonces A se puede
hacer un G-módulo con la acción trivial, esto es, ga = a para toda
a ∈ A y toda g ∈ G. En este caso, decimos que G actúa trivialmente
sobre A o que A es un G-módulo trivial. Que A sea un G-módulo
trivial equivale, a que ϕ : G→ Aut(A), satisfaga que ϕ(G) = Id.

Definición 1.2.2. Sean A, B G-módulos. Un G-homomorfismo es un

homomorfismo de grupos ϕ : A→ B tal que ϕ(ga) = gϕ(a), g ∈ G, a ∈ A.

Notación. Para dos G-módulos A y B denotamos por:

Hom(A, B) el grupo de homomorfismos de A en B,
HomG(A, B) el grupo de G-homomorfismos de A en B.

Aqúı HomG(A, B) sólo se considerará con su estructura de grupo.

Proposición 1.2.1. El grupo Hom(A, B) tiene una estructura de G-módulo

cuya acción está dada por: para cada ϕ ∈ Hom (A, B) y g ∈ G, g ◦ ϕ ∈

Hom (A, B) se define por

(g ◦ ϕ)(a) = gϕ(g−1a).
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Demostración: (1 ◦ ϕ)(a) = 1ϕ(1−1a) = ϕ(a), esto es 1 ◦ ϕ = ϕ para toda
ϕ ∈ Hom (A, B). También,

g ◦ (ϕ+ ψ)(a) = g ◦ (ϕ+ ψ)(g−1a) = g(ϕ(g−1a) + ψ(g−1a))

= gϕ(g−1a) + gψ(g−1a),

esto es,

g ◦ (ϕ+ ψ) = g ◦ ϕ+ g ◦ ψ

para cualesquiera g ∈ G, ϕ, ψ ∈ Hom(A, B).
Finalmente, se tiene que para cualesquiera g, h ∈ G, ϕ ∈ Hom(A, B) y a ∈ A,

(g ◦ h)(ϕ)(a) = (gh)(ϕ
(
(gh)−1a)

)
= g ◦ ( h ( ϕ ( h−1 (g−1a))))

= g(h ◦ ϕ)(g−1a)

= g ◦ (h ◦ ϕ)(a),

es decir, (g ◦ h) ( ϕ) = g ( h ( ϕ)).

Definición 1.2.3. Sea A un G-módulo. Denotamos por AG al máximo G-

submódulo trivial de A, esto es, AG = {a ∈ A | g ◦ a = a para todo g ∈ G},

el cual es llamado el G-submódulo de A de puntos fijos.

Proposición 1.2.2. Se tiene HomG(A, B) = (Hom(A, B))G. En particular,

HomG(Z, A) = ( Hom (Z, A))G ∼= AG.

Demostración: Si ϕ ∈ HomG(A, B), entonces ϕ ∈ Hom(A, B). Ahora, para
g ∈ G, (g ◦ ϕ)(a) = g ◦ ϕ(g−1a) = gg−1ϕ(a) = ϕ(a).
Por tanto g ◦ ϕ = ϕ para g ∈ G y, de aqúı que ϕ ∈ Hom(A, B)G.

Rećıprocamente, si ϕ ∈ Hom(A, B)G, entonces para a ∈ A y g ∈ G se tiene
que ϕ(ga) = (g ◦ ϕ)(ga) = gϕ(g−1(ga)) = gϕ(1a) = gϕ(a), por lo tanto
ϕ ∈ HomG(A, B) y esto prueba la primera parte de la proposición.

La última parte de la proposición se sigue del hecho de que Hom(Z, A) ∼= A
con isomorfismo de G-módulos θ : Hom(Z, A) → A, dado por θ(ϕ) = ϕ(1).
En efecto:
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i) Es claro que ϕ(1) ∈ A.

ii) θ es homomorfismo pues θ(ψ + ζ) = (ψ + ζ)(1) = ψ(1) + ζ(1) =
θ(ψ) + θ(ζ).

iii) θ es monomorfismo pues si θ(ϕ) = ϕ(1) = 0 entonces para toda n ∈ Z
tenemos que ϕ(n) = ϕ(n · 1) = nϕ(1) = n · 0 = 0 por tanto ϕ = 0.

iv) θ es epimorfismo ya que si x ∈ A, entonces definimos ϕx : Z → A
mediante la relación ϕx(m) = mx, con m ∈ Z.

Finalmente notemos que θ respeta la acción de G es decir

θ(gϕ) = (gϕ)(1) = gϕ(g−11) = g ◦ ϕ(1) = gθ(ϕ)

Teorema 1.2.1. Sea 0 −→ A
f
−→ B

g
−→ C −→ 0 una sucesión exacta de G-

módulos y sea P un G-módulo proyectivo. Entonces

0 −→ HomG(P, A)
f∗

−→ HomG(P, B)
g∗

−→ HomG(P, C) −→ 0

es una sucesión exacta de grupos, donde f ∗(ϕ) = f ◦ ϕ y g∗(θ) = g ◦ θ.

Demostración: Es fácil probar que f ∗ y g∗ están bien definidas y son G-
homomorfismos. Veamos que la sucesión es exacta.
Si f ∗(ϕ) = f ◦ ϕ = 0, como f es inyectiva, tenemos que ϕ = 0, por lo que f ∗

es inyectiva. Ahora, g∗ ◦f ∗ = (g ◦f)∗ = 0∗ = 0, por lo que im(f ∗) ⊆ ker(g∗).

Si ϕ ∈ ker(g∗), g∗(ϕ) = g◦ϕ = 0,

B Cg
//

P

B

ϕ

����
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

P

C

0

��

entonces ϕ(P ) ⊆ ker(g) =

im(f), por lo que f−1 ◦ ϕ ∈ HomG(P, A) y f ∗(f−1 ◦ ϕ) = f ◦ f−1 ◦ ϕ = ϕ,
es decir, im(f ∗) = ker(g∗).
Finalmente, si ϕ ∈ HomG(P,C), como P es proyectivo, existe θ ∈ HomG(P,B)
tal que g ◦ θ = g∗(θ) = ϕ, por lo tanto g∗ es suprayectiva.
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Nota. Si P es un G-módulo arbitrario, y 0 −→ A −→ B −→ C es una sucesión
G-exacta, entonces 0 −→ HomG(P, A) −→ HomG(P, B) −→ HomG(P, C)
es exacta, como se sigue inmediatamente de la demostración anterior. De
hecho, la proyectividad de P es equivalente a la exactitud de la sucesión del
teorema anterior.

Teorema 1.2.2. Sea 0 −→ A
f
−→ B

g
−→ C −→ 0 una sucesión exacta de G-

módulos y sea P un G-módulo proyectivo. Entonces 0 −→ P ⊗ A
1⊗f
−−→ P ⊗

B
1⊗g
−−→ P ⊗ C −→ 0 es exacta. Aqúı P ⊗ X denota al producto tensorial de

los G-módulos P y X, esto es, para p ∈ P, x ∈ X, g ∈ G, g(p⊗x) = gp⊗ gx.

Demostración: Como P es proyectivo, P es sumando directo de un G-
módulo libre, digamos que P ⊕ R ∼= T =

⊕
i∈I

Z[G]. Ahora, el producto ten-

sorial conmuta con la suma directa y, además, para cualquier G-módulo M
tenemos que Z[G] ⊗ M ∼= M, por lo tanto se tiene que (P ⊕ R) ⊗ M ∼=
(P ⊗M) ⊕ (R⊗M) ∼=

⊕
i∈I

M.

Ahora bien, f : A → B es inyectiva, y la función 1T ⊗ f : T ⊗ A → T ⊗ B,
está dada por (1T ⊗ f)(ei ⊗ a) = ei ⊗ f(a), donde ei es el generador de Z[G]
de la componente i-ésima de T =

⊕
i∈I

Z[G]. De esto se sigue que 1T ⊗ f es

inyectiva, pues f lo es. Por último, (1T ⊗ f)|P⊗A = 1P ⊗ f , por lo que esta
última es inyectiva.

Veamos que 1P ⊗ g es suprayectiva. Para p ⊗ c ∈ P ⊗ C, existe b ∈ B tal
que g(b) = c, por lo que (1P ⊗ g)(p ⊗ b) = p ⊗ g(b) = p ⊗ c. Ahora bien,
(1P⊗g)(1P⊗f) = 1⊗g◦f = 1P⊗0 = 0, por lo que im(1P⊗f) ⊆ ker(1P⊗g).

Sea ϕ : (P⊗B)/(ker (1P⊗g)) → P⊗C el isomorfismo inducido por (1P⊗g.)
Puesto que im(1P ⊗f) ⊆ ker (1P ⊗g), consideremos el epimorfismo inducido
por ϕ

ψ : (P ⊗B)/(im(1P ⊗ f)) → P ⊗ C.

Se tiene que ker(ψ) = ker (1P ⊗ g)/ im (1P ⊗ f).

Sea
θ : P × C → (P ⊗B)/(im (1P ⊗ f))



1.2. G-módulos 9

dado por

θ(p, c) = p⊗ b+ im (1P ⊗ f),

para c = g(b) ∈ C. Veamos que θ está bien definida.

Si g(b1) = g(b2) = c, entonces g(b1 − b2) = 0, por lo que
b1 − b2 ∈ ker(g) = im(f), esto es, b1 − b2 = f(a) para algún a ∈ A. Por tanto

p⊗ b1 = p⊗ b2 + p⊗ f(a),

con p⊗ f(a) ∈ im (1P ⊗ f).

De aqúı que

p⊗ b1 mod ( im (1P ⊗ f) ) = p⊗ b2 mod ( im (1P ⊗ f) ).

Aśı pues, θ está bien definida y claramente es G-bilineal. Entonces, existe
θ : P ⊗C → (P ⊗B)/(im (1P ⊗ f)) el G-homomorfismo inducido. Además,
se tiene que θ ◦ψ = Id, ψ ◦ θ = Id por lo que ψ es un isomorfismo, probando
que ker (1P ⊗ g) = im (1P ⊗ f).

Observación 1.2.1. En el único lugar en que usamos la proyectividad de

P en el Teorema 1.2.2 fue en la inyectividad de 1P ⊗ f. Todo módulo que

satisface esta propiedad se llama plano.

Teorema 1.2.3. (Lema de la Serpiente) Sea

A B C 0

0 A′ B′ C ′

-f

?

α

-g

?

β

-

?

γ

- -f ′ -g′

un diagrama conmutativo de G-módulos, donde las filas son exactas. En-

tonces, existe un homomorfismo de conexión δ : ker γ → coker α tal que la

sucesión
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ker α
f̃
−→ ker β

g̃
−→ ker γ

δ
−→ coker α

f̃
′

−→ coker β
g̃
′

−→ coker γ

es exacta, donde f̃ ′ y g̃′ son los homomorfismos inducidos por f
′

y g
′

,

respectivamente, y f̃ y g̃ son las restricciones de f y g, respectivamente.

Además, si f es inyectiva, entonces f̃ es inyectiva, y si g′ es suprayectiva,

g̃′ es suprayectiva.

Demostración: Sea f inyectiva. Si x ∈ ker α, (β ◦ f)(x) = (f
′

◦ α)(x) = 0,
esto es, f̃(x) ∈ ker β y, como f es inyectiva , f̃ = f|ker α : ker α → ker β es
inyectiva.
Ahora, si y ∈ ker β, (γ ◦ g)(y) = (g

′

◦ β)(y) = 0, esto es, g(y) ∈ ker γ con
y = f(x) para algún x ∈ A, pero además sabemos que g ◦ f = 0, esto implica
que im f̃ ⊆ ker g̃, ya que ambas son restricciones.

Si y ∈ ker g̃, y = f(x), x ∈ A, entonces (f
′

◦α)(x) = (β ◦ f)(x) = β(f(x)) =
β(y) = 0, lo cual implica que α(x) ∈ ker f

′

= {0}. Por lo tanto x ∈ ker α,
aśı que f̃(x) = y luego im f̃ = ker g̃ y la sucesión es exacta en ker β.

Ahora, sea f̃ ′ : coker α = A
′

/im α → B
′

/im β = cokerβ dada por:

f̃ ′(a+ im α) = f
′

(a) + im β.

Veamos que esta función está bien definida.

Si a ≡ a1 mod im α , entonces a− a1 ∈ im α, es decir a− a1 = α(x) , para

algún x ∈ A; luego, f
′

(a− a1) = (f
′

α)(x) = β(f(x)) ∈ im β, es decir, f̃ ′

está bien definida.

Sea, ahora, g̃′ : cokerβ = B
′

/ im β → C
′

/ im γ = coker γ dada por:

g̃′(b+ im β) = g
′

(b) + im γ.

Veamos que la función está bien definida.

Si b ≡ b1 mod im β, entonces b−b1 ∈ im β, es decir b−b1 = β(y), y ∈ B;

aśı (g̃ ◦ β)(y) = γ(g(y)) ∈ im γ, es decir, g̃′ está bien definida.
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Puesto que g
′

◦ f
′

= 0, se tiene que g̃′ ◦ f̃
′

= 0, de donde im f̃
′

⊆ ker g̃′ .
Sea, ahora, z + im β ∈ ker g̃′ , g̃′(z + im β) = g

′

(z) + im γ = 0, es decir
g

′

(z) = γ(t), t ∈ C. Sea t = g(u), u ∈ B, luego g
′

(z) = (γ ◦g)(u) = g
′

(β(u))
con lo cual g

′

(z − β(u)) = 0, de aqúı que z − β(u) ∈ ker g
′

= im f
′

. Sea
z − β(u) = f

′

(x), x ∈ A
′

. Entonces f
′

(x) + im β = z − β(u) + im β =

z + im β = f
′

(x+ im α). Por lo tanto im f̃
′

= ker g̃′ y la sucesión es exacta
en coker β.

Ahora si g
′

es suprayectiva, veamos que g̃′ es suprayectiva.

Sea c + im γ ∈ coker γ, y sea b ∈ B tal que g(b) = c. Entonces, g̃′(b +
im β) = g

′

(b) + im γ = c+ im γ.

Resta definir δ: ker γ → coker α y probar que img̃ = kerδ, imδ = kerf̃
′

. Para
esto, sea z ∈ ker γ con z = g(y), y ∈ B. Entonces, γ(z) = γ(g(y)) = g

′

β(y) =
0. Por tanto se tiene que β(y) ∈ ker g

′

= im f
′

, esto es, β(y) = f
′

(a), a ∈ A′.
Sea δ(z) = a + im α. Veamos que δ está bien definida. Si z = g(y) = g(y1),
entonces z = g(y − y1) = 0, es decir, y − y1 ∈ ker g = im f, por tanto
y = y1 + f(x), con x ∈ A. Ahora β(y1) = f

′

(a1), por tanto

β(y) = f
′

(a) = β(y1) + β(f(x)) = f
′

(a1) + β(f(x)) = f
′

(a1) + f
′

(α(x)).

Como f
′

es inyectiva, tendremos que a = a1 + α(x), por lo que a + im α =
a1 + im α.

Claramente δ es un G-homomorfismo.

Si z ∈ kerγ, z ∈ im g̃, entonces g(y) = z, y ∈ kerβ. Luego, β(y) = 0 = f
′

(0),
esto es, (δg̃)(y) = δ(z) = 0+ imα, por lo tanto im g̃ ⊆ ker δ. Si z ∈ ker δ, esto
es, δ(z) = 0, tenemos que z = g(y), y ∈ B, β(y) = f

′

(x), x ∈ im α, o sea,
x = α(a), a ∈ A y β(y) = (f

′

α)(a) = β(f(a)), por tanto β(y− f(a)) = 0,
es decir, y − f(a) ∈ ker β y g̃(y − f(a)) = g(y) − (gf)(a) = g(y) = z. Por
lo que la sucesión es exacta en ker γ.

Finalmente, (f̃
′

◦δ)(z) = f̃
′

(a+imα) = f
′

(a)+imβ, donde z = g(y), β(y) =
f

′

(a). Por tanto (f̃
′

◦ δ)(z) = β(y) + im β = 0, esto es, im δ ⊆ ker f̃
′

. Si
a + im α ∈ ker f̃

′

, f
′

(a) ∈ im β, es decir, f
′

(a) = β(y), entonces z = g(y), y
δ(z) = a+ im α. Por tanto, la sucesión es exacta en coker α.
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1.3 Resoluciones Proyectivas

Definición 1.3.1. Una resolución proyectiva P de Z es una sucesión

exacta de G-módulos

P : · · · −→ Pn
∂n−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

∂1−→ P0
∂0−→ Z −→ 0

donde Z es el G-módulo trivial y cada Pi es proyectivo. En particular, ∂n ◦

∂n+1 = 0 para toda n.

Proposición 1.3.1. Si P, P
′

son dos resoluciones proyectivas de Z, entonces

existen εi : P
′

i → Pi tales que ∂i ◦εi = εi−1 ◦∂
′

i, para todo i, donde ε−1 = IdZ.

Demostración: Se hará la demostración por inducción. Sea ε−1 = IdZ.
Como P

′

0 es proyectivo, existe ε0 : P
′

0 → P0 tal que ∂
′

0 = ∂0 ◦ ε0 = IdZ ◦ ∂
′

0 =
ε−1 ◦ ∂

′

0, como se puede observar del diagrama

P0 Z
∂0

//

P
′

0

P0

ε0

����
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

P
′

0

Z

∂
′

0

��

Veamos como se construye ε1. Sea x ∈ P
′

1. Tenemos que (ε0 ◦ ∂
′

1)(x) ∈ P0,
puesto que ∂0 ◦ (ε0 ◦ ∂

′

1)(x) = (∂0 ◦ε0)◦∂
′

1(x) = ε−1 ◦ (∂
′

0 ◦∂
′

1)(x) = 0. Luego,
se tiene que (ε0 ◦ ∂

′

1)(P
′

1) ⊆ ker∂0 = im∂1 y, como P
′

1 es proyectivo, tenemos
que existe ε1 : P

′

1 → P1 tal que ∂1 ◦ ε1 = ε0 ◦ ∂
′

1.

P1 im ∂1

P
′

1

-∂1

@
@

@
@I

ε1

6
ε0 ◦ ∂

′

1

Supongamos construidos ε0, ε1, ..., εn tales que los εi : P
′

i → Pi satisfacen
∂i ◦ εi = εi−1 ◦ ∂

′

i, i = 0, 1, ..., n.
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Pn+1 Pn Pn−1

P
′

n+1 P
′

n P
′

n−1

-∂n+1 -∂n-

-
∂
′

n+1 -∂
′

n

6
εn

6
εn−1

Pn+1 im ∂n+1 0

P
′

n+1

-∂n+1 -

@
@

@
@

@I

εn+1

6

εn◦ ∂
′

n+1

Sea x ∈ P
′

n+1, (εn ◦ ∂
′

n+1)(x) ∈ Pn. Puesto que

∂n ◦ (εn ◦ ∂
′

n+1)(x) = (∂n ◦ εn) ◦ ∂
′

n+1(x) = εn−1 ◦ (∂
′

n ◦ ∂
′

n+1)(x) = 0,

se tiene que (εn ◦ ∂
′

n+1)(P
′

n+1) ⊆ ker∂n = im∂n+1 y, como P
′

n+1 es proyectivo,
tenemos que existe εn+1 : P

′

n+1 → Pn+1 tal que ∂n+1 ◦ εn+1 = εn ◦ ∂
′

n+1.





Caṕıtulo 2

Cohomoloǵıa de Grupos

2.1 El n-ésimo Grupo de Cohomoloǵıa

Sea P : · · · −→ Pn
∂n−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

∂1−→ P0
∂0−→ Z −→ 0 una resolución

proyectiva sobre Z de G-módulos proyectivos Pi. Sea Ki = HomG(Pi, A) y
Ri = Pi⊗GA = Pi⊗Z[G]A, donde Pi se hace G-módulo derecho con la acción:
x ◦ g = g−1x, g ∈ G, x ∈ Pi. Entonces, se tienen las sucesiones

0 −→ K0

∂∗
1−→ K1

∂∗
2−→ · · · −→ Kn−1

∂∗n−→ Kn −→ · · ·

· · · −→ Rn
∂+

n−→ Rn−1 −→ · · · −→ R1

∂+

1−→ R0 −→ 0

donde ∂∗n(ϕ) = ϕ ◦ ∂n, ∂
+
n (x⊗ a) = ∂nx⊗ a. Además,

∂∗n+1 ◦ ∂
∗
n = (∂n ◦ ∂n+1)

∗ = 0∗ = 0

y

∂+
n ◦ ∂+

n+1 = (∂n ◦ ∂n+1)
+ = 0+ = 0,

esto es, im ∂∗n ⊆ ker ∂∗n+1 e im ∂+
n+1 ⊆ ker ∂+

n .



16 Caṕıtulo 2. Cohomoloǵıa de Grupos

Definición 2.1.1. Se define el n-ésimo grupo de cohomoloǵıa de A

con respecto a P , para n = 0, 1, . . . , como el grupo

Hn(P, A) = ker ∂∗n+1/ im ∂∗n,

y el n-ésimo grupo de homoloǵıa con respecto a P por

Hn(P, A) = ker ∂+
n / im ∂+

n+1.

Aqúı se define ∂∗0 = 0; ∂+
0 = 0.

Teorema 2.1.1. Si P y P
′

son dos resoluciones proyectivas de Z, entonces

Hn(P, A) ∼= Hn(P
′

, A)

y

Hn(P, A) ∼= Hn(P
′

, A)

para todo n = 0, 1, ...

Demostración: Sean εn : P
′

n → Pn y δn : Pn → P
′

n dadas en la Proposición
1.3.1, esto es, ∂n ◦ εn = εn−1 ◦ ∂

′

n , ∂
′

n ◦ δn = δn−1 ◦ ∂n. Se construirán
homomorfismos hn : Pn → Pn+1 tales que

∂n+1hn + hn−1∂n = Id − εnδn (2.1)

y, similarmente, homomorfismos fn : P
′

n → P
′

n+1 tales que

∂
′

n+1fn + fn−1∂
′

n = Id − δnεn (2.2)

Sea h−1 : Z → P0, h−1 = 0. Ahora se quiere h0 : P0 → P1 tal que ∂1h0 +
h−1∂0 = ∂1h0 = Id − ε0δ0, como se muestra en el siguiente diagrama:

P1 im ∂1 0

P0

-∂1 -

@
@

@
@@I

h0

6
Id−ε0δ0



2.1. El n-ésimo Grupo de Cohomoloǵıa 17

Si x ∈ P0, ∂0(Id−ε0δ0)(x) = ∂0(x)−∂0ε0δ0(x) = ∂0(x)−ε−1∂
′

0δ0(x) = ∂0(x)−
δ−1∂0(x) = ∂0(x)− ∂0(x) = 0, por lo tanto (Id− ε0δ0)(x) ∈ ker ∂0 = im ∂1.
Como P0 es proyectivo, existe h0 : P0 → P1 tal que ∂1 ◦ h0 = Id − ε0δ0.

Ahora, construiremos h1, es decir, se quiere h1 : P1 → P2 tal que ∂2h1+h0∂1 =
Id − ε1δ1, como lo muestra el siguiente diagrama:

P2 im ∂2 0

P1

-∂2 -

@
@

@
@@I

h1

6
Id−ε1δ1

Si x ∈ P1, entonces

∂1(Id − ε1δ1 − h0∂1)(x) = ∂1(x) − ∂1ε1δ1(x) − ∂1h0∂1(x)

= ∂1(x) − ε0∂
′

1δ1(x) − ∂1h0∂1(x)

= ∂1(x) − ε0δ0∂1(x) − ∂1h0∂1(x)

= (Id − ε0δ0)∂1(x) − ∂1h0∂1(x)

= (∂1h0 + h−1∂0)∂1(x) − ∂1h0∂1(x)

= ∂1h0∂1(x) + h−1∂0∂1(x) − ∂1h0∂1(x)

= ∂1h0∂1(x) − ∂1h0∂1(x)

= 0.

Por tanto, (Id − ε1δ1 − h0∂1)(x) ∈ ker ∂1 = im ∂2. Como P1 es proyectivo,
existe h1 : P1 → P2 tal que ∂2h1 + h0∂1 = Id − ε1δ1.

Supongamos ahora construidos, h0, h1, . . . , hn con la propiedad (2.1). Tene-
mos el diagrama:

Pn+2 im ∂n+2 0

Pn+1

-∂n+2 -

@
@

@
@

@@I

hn+1

6

Id−εn+1δn+1−hn∂n+1
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Si x ∈ Pn+1, entonces tenemos

∂n+1(Id − εn+1δn+1 − hn∂n+1)(x) = ∂n+1(x) − ∂n+1εn+1δn+1(x)

−∂n+1hn∂n+1(x)

= ∂n+1(x) − εn∂
′

n+1δn+1(x)

−∂n+1hn∂n+1(x)

= ∂n+1(x) − εnδn∂n+1(x)

−∂n+1hn∂n+1(x)

= (Id − εnδn)(∂n+1(x)) − ∂n+1hn∂n+1(x)

= (∂n+1hn + hn−1∂n)∂n+1(x)

−∂n+1hn∂n+1(x)

= ∂n+1hn∂n+1(x) + hn−1∂n∂n+1(x)

−∂n+1hn∂n+1(x)

= ∂n+1hn∂n+1(x) − ∂n+1hn∂n+1(x)

= 0.

Por tanto, (Id− εn+1δn+1 −hn∂n+1)(x) ∈ ker ∂n+1 = im ∂n+2. Como Pn+1 es
proyectivo, existe hn+1 : Pn+1 → Pn+2 tal que ∂n+2hn+1 = Id − εn+1δn+1 −
hn∂n+1.

Similarmente, para la contrucción de las fn : P
′

n → P
′

n+1, procedamos como
sigue.
Para εn : P

′

n → Pn, sea ε∗n : HomG(Pn, A) → HomG(P
′

n, A) y ε+
n =

εn⊗IdA : P
′

n⊗A→ Pn⊗A dadas por ε∗n(ϕ) = ϕ◦εn y ε+
n (x⊗a) = εn(x)⊗a,

respectivamente.
Por otro lado, si ϕ ∈ ker ∂∗n+1,

∂
′∗

n+1(ε
∗
n(ϕ)) = ϕ ◦ εn ◦ ∂

′

n+1 = ϕ ◦ ∂n+1 ◦ εn+1 = ε∗n+1(∂
∗
n+1 ◦ ϕ) = 0,

es decir, ε∗n( ker ∂∗n+1) ⊆ ker ∂
′∗

n+1. Pero también, ε∗n( im ∂∗n) ⊆ im ∂
′∗

n;

ε+
n ( ker ∂

′+

n ) ⊆ ker ∂+
n ; ε+

n ( im ∂
′+

n+1) ⊆ im ∂+
n+1, pues si θ ∈ im ∂∗n, entonces

ε∗n(∂
∗
n(θ)) = ε∗n(θ ◦ ∂n) = θ ◦ ∂n ◦ εn = θ ◦ εn−1 ◦ ∂

′

n = ∂
′

n

∗
(ε∗n−1(θ))

es decir, ε∗n( im ∂∗n) ⊆ im ∂
′∗

n.
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Ahora, sea x⊗ a ∈ ker ∂
′

n

+
, tenemos que

∂+
n (ε+

n (x⊗ a)) = ∂+
n (εn(x) ⊗ a) = ∂n ◦ εn(x) ⊗ a

= εn−1 ◦ ∂
′

n(x) ⊗ a = ε∗n−1(∂
′+

n (x⊗ a))

= 0,

es decir, ε+
n ( ker ∂

′+

n ) ⊆ ker ∂+
n .

Finalmente, sea y ⊗ a ∈ im ∂
′+

n+1, entonces existe x⊗ a ∈ P
′

n+1 ⊗Z[G] A tal

que ∂
′+

n+1(x⊗ a) = y ⊗ a, pero ∂
′+

n+1(x⊗ a) = ∂
′

n+1(x) ⊗ a, luego

ε+
n (y ⊗ a) = ε+

n (∂
′+

n+1(x⊗ a)) = ε+
n (∂

′

n+1(x) ⊗ a)

= εn ◦ ∂
′

n+1((x) ⊗ a) = ∂n+1 ◦ εn+1((x) ⊗ a)

= ∂+
n+1(εn+1((x) ⊗ a),

es decir ε+
n ( im ∂

′+

n+1) ⊆ im ∂+
n+1.

Por lo tanto, tenemos homomorfismos inducidos:

ε̃∗n : Hn(P, A) → Hn(P
′

, A) , ε̃+
n : Hn(P

′

, A) → Hn(P, A).

Similarmente tenemos homomorfismos inducidos para δ̃∗n y δ̃+
n .

Ahora, si ϕ ∈ ker ∂∗n+1, (∂n+1hn + hn−1∂n)
∗ ϕ = ϕ∂n+1hn + ϕhn−1∂n =

0 + ϕhn−1∂n = ∂∗n(ϕhn−1) ∈ im ∂∗n, por lo tanto (∂n+1hn + hn−1∂n)∗ = 0 =
( Id − εnδn)∗.
Por otro lado, si ϕ ∈ HomG(Pn+1, A) tenemos que:

( Id − εnδn)∗(ϕ) = ϕ ◦ Id − ϕ ◦ εn ◦ δn

= (ϕ ◦ Id − ϕ ◦ εn ◦ δn) + im ∂
′

n

∗

= (ϕ ◦ Id + im ∂
′

n

∗
) − (ϕ ◦ εn ◦ δn + im ∂

′∗

n)

= ϕ ◦ Id − ϕ ◦ εn ◦ δn

= Id∗(ϕ) − (εnδn)∗(ϕ)

= (Id∗ − (εnδn)∗)(ϕ),
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de donde Id∗ = Id = δ̄∗nε̄
∗
n. Similarmente se tiene Id = ε̄∗nδ̄

∗
n.

Análogamente ε̄+
n δ̄

+
n = Id, δ̄+

n ε̄
+
n = Id.

Definición 2.1.2. Para un G-módulo A y n = 0, 1, . . . , se definen los grupos

de cohomoloǵıa Hn(G, A) por Hn(P, A), y los grupos de homoloǵıa Hn(G, A)

por Hn(P, A), donde P es cualquier resolución proyectiva de Z.

Debido al Teorema 2.1.1, la definición anterior sólo depende de G y de A y no
de la resolución. Por otro lado, para ver que en la Definición 2.1.2 los grupos
de cohomoloǵıa y homoloǵıa se pueden construir, debemos dar al menos una
resolución proyectiva de Z.

Sea Gn+1 = G×· · ·×G (n+1 copias), y sea An = Z[Gn+1] el anillo de grupo.
Entonces, An es un grupo abeliano y G actúa en An como sigue:

x ◦ (g0, . . . , gn) = (xg0, . . . , xgn),

para x ∈ G, y (g0, . . . , gn) ∈ Gn+1. Además, An es un Z−módulo libre con
base {(g0, . . . , gn) | gi ∈ G}.

Proposición 2.1.1. Para n ≥ 0, An es un Z[G]-módulo libre con base

{(1, x1, . . . , xn) | xi ∈ G}.

Demostración: Sea x ∈ An. Entonces,

x =
∑

(g0,...,gn)∈Gn+1

a(g0,...,gn)(g0, . . . , gn)

=
∑

(g0,...,gn)∈Gn+1

a(g0,...,gn)g0(1, g
−1
0 g1, . . . , g

−1
0 gn)

=
∑

(g1,...,gn)∈Gn

(
∑

g0∈G

a(g0,...,gn)g0

)
(1, g−1

0 g1, . . . , g
−1
0 gn),

es decir, {(1, g−1
0 g1, . . . , g

−1
0 gn) | gi ∈ G} = {(1, x1, . . . , xn) | xi ∈ G} generan

An como un Z[G]-módulo.



2.1. El n-ésimo Grupo de Cohomoloǵıa 21

Sean α(x1,...,xn) ∈ Z[G], α(x1,...,xn) =
∑
x0∈G

α(x0,x1,...,xn)x0, α(x0,x1,...,xn)x0 ∈ Z

tales que
∑

(x1,...,xn)∈Gn

α(x1,...,xn)(1, x1, . . . , xn) = 0. Entonces, se tiene:

∑
(x1,...,xn)∈Gn

α(x1,...,xn)(1, x1, . . . , xn)

=
∑

(x1,...,xn)∈Gn

(
∑

x0∈G

α(x0,x1,...,xn)x0

)
(1, x1, . . . , xn)

=
∑

(x0,...,xn)∈Gn+1

α(x0,x1,...,xn)(x0, x0x1, . . . , x0xn)

=
∑

(y0,...,yn)∈Gn+1

α(y0,y1,...,yn)(y0, y1, . . . , yn)

= 0,

con y0 = x0, yi = x0xi, 1 ≤ i ≤ n; α(y0,...,yn) = α(x0,...,xn). Como An es el
Z-módulo libre generado por (y0, y1, . . . , yn) ∈ Gn+1, α(y0,...,yn) = 0 para todo
(y0, y1, . . . , yn) ∈ Gn+1 y, por tanto, α(x0,...,xn) = 0, probando lo afirmado.

Ahora escribamos Pi = Ai y sea ∂n : Pn → Pn−1 dada por:

∂n(g0, g1, . . . , gn) =
n∑

i=0

(−1)i(g0, g1, . . . , ĝi, . . . , gn),

donde el śımbolo ĝi significa que el elemento gi no aparece, esto es,

(g0, g1, . . . , ĝi, . . . , gn) = (g0, g1, . . . , gi−1, gi+1, . . . , gn).

Si g ∈ G, entonces

g ◦ (∂n(g0, g1, ..., gn)) = g ◦

n∑

i=0

(−1)i(g0, g1, . . . , ĝi, . . . , gn)

=
n∑

i=0

(−1)i(gg0, gg1, . . . , ĝgi, . . . , ggn)

= ∂n(gg0, gg1, . . . , ggn)

= ∂n(g ◦ (g0, g1, . . . , gn)),
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esto es, ∂n es un G-homomorfismo.

Ahora, ∂0 : P0 = A0 = Z[G] → Z está dada por ∂0(g) = 1 para toda g ∈ G.

Proposición 2.1.2. La sucesión de G-módulos

· · · −→ Pn
∂n−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

∂1−→ P0
∂0−→ Z −→ 0

es G-exacta.

Demostración: Para n = 0, 1, . . . se tiene

∂n−1 ◦ ∂n(g0, g1, . . . , gn) = ∂n−1

(
n∑
i=0

(−1)i(g0, g1, . . . , ĝi, . . . , gn)

)

=
n∑

i=0

(−1)i

(
i−1∑

j=0

(−1)j(g0, g1, . . . , ĝj, . . . , ĝi, . . . , gn)

+
n∑

j=i+1

(−1)j−1(g0, g1, . . . , ĝi, . . . , ĝj, . . . , gn)

)

Para cualesquiera 2 ı́ndices 0 ≤ r < s ≤ n, el elemento (g0, ..., ĝr, . . . , ĝs, . . . , gn)
aparece exactamente 2 veces en la expresión anterior y su coeficiente es
(−1)r+s + (−1)r+s−1 = 0, lo cual prueba que ∂n−1 ◦ ∂n = 0. Por tanto
im ∂n ⊆ ker ∂n−1.

Ahora sea hn : Pn−1 → Pn, dada por:

hn(g0, . . . , gn−1) = (1, g0, . . . , gn−1),

n = 1, 2, . . . Definimos también h0 : P−1 = Z → P0, h0(1) = 1 ∈ Z[G] = P0.

Se tiene que
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(∂nhn + hn−1∂n−1)(g0, . . . , gn−1)

= ∂n(1, g0, ..., gn−1) + hn−1

(
n−1∑

i=0

(−1)i(g0, g1, . . . , ĝi, . . . , gn−1)

)

= (g0, . . . , gn−1) +
n−1∑

i=0

(−1)i+1(1, g0, . . . , ĝi, . . . , gn−1) +

+
n−1∑

i=0

(−1)i(1, g0, . . . , ĝi, . . . , gn−1)

= (g0, . . . , gn−1)

esto es, ∂nhn + hn−1∂n−1 = IdPn−1
, n = 1, 2, . . .

Notemos que hn se ha definido como Z-homomorfismo pero no como G-
homomorfismo.

Ahora si x ∈ ker ∂n−1, x = IdPn−1
(x) = ∂nhn(x)+hn−1∂n−1(x) = ∂n(hn(x))+

hn−1(0) = ∂n(hn(x)), esto es, x = ∂n(hn(x)) ∈ im ∂n, lo cual prueba la
exactitud de la sucesión.

Siempre que se hable de una resolución, si no se indica lo contrario, enten-
deremos la resolución dada en la Proposición 2.1.2, la cual recibe el nombre
de la resolución canónica ó resolución barra.

Hemos probado la existencia de los grupos de homoloǵıa y de cohomoloǵıa
para cualquier G-módulo A. Ahora si A yB son dos G-módulos y f : A→ B
es un G-homomorfismo, se definirán de manera natural homomorfismos de
grupos:

Hn(f) : Hn(G, A) → Hn(G, B) y Hn(f) : Hn(G, A) → Hn(G, B).

Sea P : · · · −→ Pn
∂n−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

∂1−→ P0
∂0−→ Z −→ 0 una resolución

proyectiva. Entonces, se tiene la sucesión exacta

P ⊗GA : · · · −→ Pn⊗A
∂n⊗1A−−−−→ Pn−1⊗A −→ · · · −→ P1⊗A

∂1⊗1A−−−−→ P0⊗A −→ 0,
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donde Pi ⊗ A significa Pi ⊗Z[G] A.

El G-morfismo f : A→ B induce fn : Pn⊗A→ Pn⊗B, dada por fn(x⊗a) =
x⊗ f(a) = (1Pn

⊗ f)(a). Ahora,

fn−1 ◦ (∂n ⊗ 1A) = ∂n ⊗ f = (∂n ⊗ 1B) ◦ (1Pn
⊗ f) = (∂n ⊗ 1B) ◦ fn.

Si α ∈ ker (∂n ⊗ 1A), entonces

fn−1 ◦ (∂n ⊗ 1A)(α) = 0 = (∂n ⊗ 1B) ◦ (1Pn
⊗ f)(α) = (∂n ⊗ 1B) ◦ fn(α),

por lo cual

fn(α) ∈ ker(∂n ⊗ 1B).

Si α ∈ im (∂n+1 ⊗ 1A), α = (∂n+1 ⊗ 1A)(β), por lo cual fn(α) = fn ◦ (∂n+1 ⊗
1A)(β) = ((∂n+1 ⊗ 1B) ◦ fn+1)(β) ∈ im (∂n+1 ⊗ 1B).

Aśı pues, fn induce de manera natural los homomorfismos de grupos:

Hn(f) : Hn(G, A) → Hn(G, B), n = 0, 1, . . .

Consideremos ahora la sucesión

HomG(P, A) : 0 −→ HomG(P0, A)
∂∗
1−→ HomG(P1, A)

∂∗
2−→ · · ·

−→ HomG(Pn−1, A)
∂∗n−→ HomG(Pn, A) −→ · · ·

Para B tenemos de forma similar:

HomG(P, B) : 0 −→ HomG(P0, B)
∂∗
1−→ HomG(P1, B)

∂∗
2−→ · · ·

−→ HomG(Pn−1, B)
∂∗n−→ HomG(Pn, B) −→ · · ·

Sean f ∗
n : HomG(Pn, A) → HomG(Pn, B) dadas por : f ∗

n(ϕ) = f ◦ϕ. Se tiene

(f ∗
n ◦ ∂

∗
n)(ϕ) = f ◦ ϕ ◦ ∂n

(∂∗n ◦ f
∗
n−1)(ϕ) = f ◦ ϕ ◦ ∂n.
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Lo cual implica que :

(f ∗
n ◦ ∂

∗
n) = (∂∗n ◦ f

∗
n−1)

Si ϕ ∈ ker ∂∗n+1 , (∂∗n+1 ◦ f ∗
n)(ϕ) = (f ∗

n+1 ◦ ∂∗n+1)(ϕ) = 0, por lo tanto
f ∗
n(ϕ) ∈ ker ∂∗n+1.

Si ϕ ∈ im ∂∗n entonces existe θ ∈ HomG(Pn−1, B) o HomG(Pn−1, A) tal que
∂∗n(θ) = θ◦∂n = ϕ, y por lo tanto f ∗

n(ϕ) = (f ∗
n◦∂

∗
n)(θ) = (∂∗n◦f

∗
n−1)(θ) ∈ im∂∗n.

Aśı pues, f ∗
n induce de manera natural un homomorfismo de grupos:

Hn(f) : Hn(G, A) → Hn(G, B), n = 0, 1, . . .

El siguiente resultado nos da una poderosa herramienta para poder estudiar
la aritmética de los campos por medio de los grupos de cohomoloǵıa y de
homoloǵıa.

Teorema 2.1.2. Sea 0 −→ A
f
−→ B

g
−→ C −→ 0 una sucesión exacta de G-

módulos. Entonces, existen homomorfismos de grupos

εn : Hn+1(G, C) → Hn(G, A) y δn : Hn(G, C) → Hn+1(G, A),

n = 0, 1, . . ., tales que las sucesiones de homoloǵıa

−→ Hn+1(G, B)
Hn+1(g)
−−−−→ Hn+1(G, C)

εn−→ Hn(G, A)
Hn(f)
−−−→ Hn(G, B) −→

· · ·
ε0−→ H0(G, A)

H0(f)
−−−→ H0(G, B)

H0(g)
−−−→ H0(G, C) −→ 0 · · ·

y de cohomoloǵıa

0 −→ H0(G, A)
H0(f)
−−−→ H0(G, B)

H0(g)
−−−→ H0(G, C)

δ0−→ H1(G, A) −→ · · ·

δn−1

−−→ Hn(G, A)
Hn(f)
−−−→ Hn(G, B)

Hn(g)
−−−→ Hn(G, C)

δn−→ Hn+1(G, A) −→ · · ·

son sucesiones exactas de grupos.
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Demostración: Sea

P : · · · −→ Pn
∂n−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

∂1−→ P0
∂0−→ Z −→ 0

una resolución proyectiva.

Denotemos por:

Xn = Pn ⊗X y

Xn = HomG(Pn, X),

donde X = A, B o C.

También denotamos por:

kn = Hn(k) y

kn = Hn(k),

donde k = f o g.

Entonces, se tiene que los diagramas
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0 An Bn Cn 0

0 An−1 Bn−1 Cn−1 0

0 An−2 Bn−2 Cn−2 0

...
...

...

0 A1 B1 C1 0

0 A B C 0

?

∂n+1

?

∂n+1

?

∂n+1

- -fn

?

∂n

-gn

?

∂n

-

?

∂n

- -fn−1

?

∂n−1

-gn−1

?

∂n−1

-

?

∂n−1

- -fn−2

?

∂n−2

-gn−2

?

∂n−2

-

?

∂n−2

? ? ?
- -f1

?

∂0

-g1

?

∂0

-

?

∂0

- -f -g -
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0 A B C 0

0 A1 B1 C1 0

0 A2 B2 C2 0

...
...

...

0 An−1 Bn−1 Cn−1 0

0 An Bn Cn 0

- -f

?

∂0

-g

?

∂0

-

?

∂0

- -f1

?

∂1

-g1

?

∂1

-

?

∂1

- -f2

?

∂2

-g2

?

∂2

-

?

∂2

? ? ?
- -fn−1

?

∂n−1

-gn−1

?

∂n−1

-

?

∂n−1

-

?

∂n

-fn

?

∂n

-gn

?

∂n

-

de grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa, respectivamente, son conmutativos.
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Ahora bien,

∂n : Xn → Xn−1

induce

∂̃n : coker ∂n+1 → ker ∂n−1

ya que : im ∂n+1 ⊆ ker ∂n, con lo cual

coker ∂n+1 = Xn/ im ∂n+1
∂̃n−→ Xn/ ker ∂n ∼= im∂n ⊆ ker ∂n−1.

Luego,

ker ∂̃n = ker ∂n/ im ∂n+1 = Hn(G, X) y

coker ∂̃n = ker ∂n−1/ im ∂n = Hn−1(G, X).

Similarmente,

∂n : Xn−1 → Xn

induce

∂̃n : coker ∂n−1 → ker ∂n+1

pues como im ∂n−1 ⊆ ker ∂n, se tiene

coker ∂n−1 = Xn−1/ im ∂n−1 ∂̃n

−→ Xn−1/ ker ∂n ∼= im ∂n ⊆ ker ∂n+1.

Luego,

ker ∂̃n = ker ∂n/ im ∂n−1 = Hn−1(G, X) y

coker ∂̃n = ker ∂n+1/ im ∂n = Hn(G, X).

Aśı pues, se tiene el diagrama conmutativo
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0 0 0

0 ker ∂n ker ∂n ker ∂n

0 An Bn Cn 0

0 An−1 Bn−1 Cn−1 0

coker ∂n coker ∂n coker ∂n 0

0 0 0

? ? ?
- -

?

-

? ?
- -fn

?

∂n

-gn

?

∂n

-

?

∂n

- -fn−1

?

-gn−1

?

-

?
-

?

-

?

-

?

Por el Lema de la Serpiente (Teorema 1.2.3), las filas del diagrama anterior
son exactas.

Ahora bien, ∂n : Xn → Xn−1 induce

0 −→ Hn(G, X) = ker ∂̃n −→ coker ∂n+1
∂̃n−→

∂̃n−→ ker ∂n−1 −→ coker ∂̃n = Hn−1(G, X).

De aqúı que, obtenemos el diagrama
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0 0 0

Hn(G, A) Hn(G, B) Hn(G, C)

coker ∂n+1 coker ∂n+1 coker ∂n+1 0

0 ker ∂n−1 ker ∂n−1 ker ∂n−1

Hn−1(G, A) Hn−1(G, B) Hn−1(G, C)

0 0 0

? ? ?
-fn

?

-gn

? ?
-

?

∂̃n

-

?

∂̃n

-

?

∂̃n

- -

?

-

? ?
-fn−1

?

-gn−1

? ?

Nuevamente, por el Lema de la Serpiente, se tiene que existe un homomor-
fismo de grupos εn−1 : Hn(G, C) → Hn−1(G, A) tal que

Hn(G, A) −→ Hn(G, B) −→ Hn(G, C)
εn−1

−−→ Hn−1(G, A)

−→ Hn−1(G, B) −→ Hn−1(G, C)

es exacta.

Similarmente, para la cohomoloǵıa se tienen diagramas:
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0 0 0

0 ker ∂n ker ∂n ker ∂n

0 An Bn Cn 0

0 An−1 Bn−1 Cn−1 0

coker ∂n coker ∂n coker ∂n 0

0 0 0

? ? ?
- -

?

-

? ?
- -fn

?

∂n

-gn

?

∂n

-

?

∂n

- -fn+1

?

-gn+1

?

-

?
-

?

-

?

-

?

y
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0 0 0

Hn−1(G, A) Hn−1(G, B) Hn−1(G, C)

coker ∂n−1 coker ∂n−1 coker ∂n−1 0

0 ker ∂n+1 ker ∂n+1 ker ∂n+1

Hn(G, A) Hn(G, B) Hn(G, C)

0 0 0

? ? ?
-fn−1

?

-gn−1

? ?
-

?

∂̃n

-

?

∂̃n

-

?

∂̃n

- -

?

-

? ?
-fn

?

-gn

? ?

Por el Lema de la Serpiente (Teorema 1.2.3), existe δn−1 : Hn−1(G, C) →
Hn(G, A), que hace exacta la sucesión

Hn−1(G, A) −→ Hn−1(G, B) −→ Hn−1(G, C)
δn−1

−−→ Hn(G, A)

−→ Hn(G, B) −→ Hn(G, C).

2.2 G-Módulos Inducidos y Coinducidos

El propósito de esta sección es el de proporcionar G-módulos especiales que
serán importantes para la obtención de resultados.
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Sea A un G-módulo arbitrario. Entonces, la sucesión de homoloǵıa es

· · · −→ Pn ⊗ A
∂n⊗1A−−−−→ Pn−1 ⊗ A −→ · · · −→ P1 ⊗ A

∂1⊗1A−−−−→ P0 ⊗ A −→ 0,

con {Pi}
∞
i=0 la resolución canónica dada en la sección anterior.

En particular, P0 = Z[G] y P0 ⊗ A ∼= A. Luego,

H0(G, A) = (P0 ⊗ A)/(im ∂1 ⊗ 1A).

Ahora bien, se tiene que (∂1 ⊗ 1A)((g1, g2) ⊗ a) = g1a − g2a, lo cual implica
que

im(∂1 ⊗ 1A) = 〈a− ga | g ∈ G, a ∈ A〉 = DA ⊆ A,

ya que

g1a− g2a = a− g2a− a+ g1a = (a− g2a) − (a− g1a) ∈ DA.

Puesto que P0 ⊗A ∼= A, H0(G, A) = AG = A/DA, AG es el módulo cociente
maximal de A en donde G actúa trivialmente.

Sea IG =

{∑
σ∈G

aσσ |
∑
σ∈G

aσ = 0

}
. Entonces, si

∑

σ∈G

aσσ ∈ IG, a1 = −
∑

σ 6=1

aσ,

se tiene que,

∑

σ∈G

aσσ = a1 · 1 +
∑

σ 6=1

aσσ =

(
−
∑

σ 6=1

aσ

)
1 +

∑

σ 6=1

aσσ =

=
∑

σ 6=1

aσ(σ − 1) ∈ 〈σ − 1 | σ ∈ G〉.

Rećıprocamente, se tiene que σ − 1 ∈ IG para σ ∈ G. Entonces

DA = 〈a− σa | σ ∈ G, a ∈ A〉 = IGA.
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Por lo tanto, H0(G, A) = A/IGA.

Proposición 2.2.1. Para cualquier grupo G, se tiene que IG/I
2
G

∼= G/G
′

,

donde G
′

es el subgrupo conmutador de G.

Demostración: Sea f : G→ IG/I
2
G el mapeo f(σ) = (σ−1)+I2G. Ahora bien,

f(σφ) = (σφ− 1) + I2G = (σφ− σ + σ − 1) + I2G

= σ(φ− 1) + (σ − 1) + I2G

= (σ − 1)(φ− 1) + (φ− 1) + (σ − 1) + I2G

y puesto que (σ − 1)(φ− 1) ∈ I2G, se tiene que f(σφ) = f(σ) + f(φ), esto es,
f es un homomorfismo.

Puesto que IG/I
2
G es abeliano, G/kerf es abeliano y, por tanto, [G,G] = G

′

⊆
kerf. Entonces, f induce f̃ : G/G

′

→ IG/I
2
G, dada por:

f̃(σG
′

) = (σ − 1) + I2G.

Ahora bien, sea h : IG → G/G
′

el mapeo h(σ − 1) = σG
′

. Si x ∈ I2G se tiene

x =

(
∑

σ∈G

aσ(σ − 1)

)(
∑

σ∈G

bσ(σ − 1)

)
=
∑

σ,θ∈G

aσbθ(σ − 1)(θ − 1)

=
∑
σ,θ∈G

aσbθ[(σθ − 1) − (σ − 1) − (θ − 1)],

por lo tanto

h(x) =
∏

σ,θ∈G

[
h(σθ − 1)h(σ − 1)−1h(θ − 1)−1

]aσbθ

=
∏

σ,θ∈G

(
σθσ−1θ−1

)aσbθ G
′

= G
′

,
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por lo que h(x) = 1, esto es,I2G ⊆ ker h y por lo tanto h induce h̃ : IG/I
2
G →

G/G
′

dada por:

h̃((σ − 1) + I2G) = σG
′

.

Claramente f̃ y h̃ son isomorfismos inversos.

Definición 2.2.1. Sea X un grupo abeliano, X considerado con G-acción

trivial, y sea A el G-módulo Hom(Z[G], X). Cualquier G-módulo de este tipo

se llama coinducido.

La acción de G en A = Hom(Z[G], X) expĺıcitamente está definida por:
ϕ ∈ A, g, g

′

∈ G, g ◦ ϕ(g
′

) = gϕ(g−1g
′

) = ϕ(g−1g
′

).

Definición 2.2.2. Sea X un grupo abeliano y sea A el G-módulo Z[G]⊗ZX.

Un G-módulo de este tipo se llama inducido.

La acción de G en A es: g, g
′

∈ G, x ∈ X, g(g
′

⊗ x) = gg
′

⊗ x.

Proposición 2.2.2. Sea A = Hom(Z[G], X). Entonces para cualquier G-

módulo B, HomG(B, A) ∼= Hom(B, X) como grupos.

Demostración: Sea ϕ ∈ HomG(B, A), esto es, ϕ(b) ∈ Hom(Z[G], X) para
b ∈ B. Sea θϕ : B → X dada por: θϕ(b) = ϕ(b)(1).
Se tiene que:

θϕ(b+ b1) = (ϕ(b+ b1))(1) = (ϕ(b) + ϕ(b1))(1) = ϕ(b)(1) + ϕ(b1)(1)

= θϕ(b) + θϕ(b1)

esto es, θϕ ∈ Hom(B, X).

(θϕ+ψ)(b) = ((ϕ+ ψ)(b))(1) = (ϕ(b) + ψ(b))(1) =
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= ϕ(b)(1) + ψ(b)(1) = θϕ + θψ,

por tanto θϕ+ψ = θϕ + θψ.

Por lo que θ es un homomorfismo de grupos entre HomG(B,A) y HomZ(B,X).

Ahora, si θϕ = 0, esto es, θϕ : B → X, θϕ(b) = 0 para todo b ∈ B, ϕ(b)(1) = 0
para todo b ∈ B. Puesto que ϕ ∈ HomG(B, A), se tiene ϕ(gb) = gϕ(b) para
g ∈ G, b ∈ B.
Ahora, si g

′

∈ G ⊆ Z[G], (gϕ(b))(g
′

) = g[ϕ(b)(g−1g
′

)] = ϕ(b)(g−1g
′

).

En particular, ϕ(gb)(1) = (gϕ(b))(1) = ϕ(b)(g−1) o, equivalentemente,
ϕ(g−1b)(1) = ϕ(b)(g). Por lo tanto, θϕ = 0 implica que ϕ(b)(g) = 0 para
todo g ∈ G, b ∈ B de donde ϕ(b) = 0 para todo b ∈ B, es decir, ϕ = 0. Esto
prueba que θ es inyectiva.

Por otro lado, sea σ ∈ HomZ(B, X). Queremos hallar ϕ ∈ HomG(B, A) tal
que σ(b) = ϕ(b)(1) para toda b ∈ B. Sea ϕ ∈ HomG(B, A), dada por

ϕ(b) : Z[G] → X, ϕ(b)(g) = σ(g−1b).

Se tiene que:

ϕ(b+ b
′

)(g) = σ(g−1(b+ b
′

)) = σ(g−1b) + σ(g−1b
′

) = ϕ(b)(g) + ϕ(b
′

)(g),

esto es, ϕ ∈ Hom(B, A). Ahora bien,

[ϕ(gb)](g
′

) = σ
(
(g

′

)−1gb
)
,

(gϕ(b))(g
′

) = g
(
ϕ(b)

(
g−1g

′

))
= ϕ(b)

(
g−1g

′

)
=

= σ
(
(g

′

)−1gb
)

= ϕ(gb)(g
′

).

Por lo tanto gϕ(b) = ϕ(gb), es decir, tenemos que ϕ ∈ HomG(B, A) y
θϕ = ϕ(b)(1) = σ(1−1b) = σ(b). luego θ es suprayectiva, aśı que θ es un
isomorfismo como se queŕıa probar.
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Teorema 2.2.1. Si A = Hom(Z[G], X) es un módulo coinducido, entonces

Hn(G, A) = 0 para n ≥ 1. (Si A es G-módulo inyectivo, entonces también se

tiene que Hn(G, A) = 0 para n ≥ 1.)

Demostración: La sucesión en cohomoloǵıa es

0 −→ HomG(P0, A)
∂∗
1−→ HomG(P1, A)

∂∗
2−→ · · ·

Por la Proposición 2.2.2, esta sucesión es igual a la sucesión

0 −→ Hom(P0, X)
∂∗
1−→ Hom(P1, X)

∂∗
2−→ · · ·

Como · · · −→ Pn
∂n−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

∂1−→ P0
∂0−→ Z −→ 0 es exacta a partir

de P1, siendo los P
′

i s grupos libres, se sigue que la sucesión de cohomoloǵıa
es exacta apartir del primer ı́ndice, esto es, Hn(G, A) = 0 para n ≥ 1.

En general, para cualquier módulo A, de la resolución

· · · −→ Pn
∂n−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

∂1−→ P0
∂0−→ Z −→ 0

se tiene que

0 −→ HomG(Z, A)
∂∗
0−→ HomG(P0, A)

∂∗
1−→ HomG(P1, A)

es exacta en HomG(Z, A) y HomG(P0, A), por tanto

H0(G, A) = ker ∂∗1 = im ∂∗0 = HomG(Z, A) = (Hom(Z, A))G ∼= AG.

Resumiendo lo obtenido hasta ahora, tenemos el siguiente

Teorema 2.2.2. Para cualquier G-módulo A, se tiene H0(G, A) = A/DA =

AG, donde DA = 〈a− σa | σ ∈ G〉, y H0(G, A) = AG.
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Corolario 2.2.1. Si 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 es una sucesión exacta de G-

módulos y B es un G-módulo coinducido, entonces Hq(G, C) = Hq+1(G, A)

para q ≥ 1.

Demostración: De los Teoremas 2.1.2 y 2.2.1 obtenemos la sucesión exacta
de grupos

0 −→ AG −→ BG −→ CG −→ H1(G, A) −→ H1(G, B) −→ H1(G, C) −→ · · ·

−→ Hq(G, A) −→ Hq(G, B) −→ Hq(G, C) −→ Hq+1(G, A) −→ Hq+1(G, B) −→ · · ·

Como Hq(G, B) = 0 para q ≥ 1, se sigue el resultado.

Ahora bien, se tiene el siguiente

Teorema 2.2.3. Si A es un G-módulo inducido, A = Z[G] ⊗Z X. Entonces

Hn(G, A) = 0 para n ≥ 1. (Si A es un G-módulo proyectivo, entonces A es

plano y Hn(G, A) = 0 para n ≥ 1.)

Demostración: Se tiene

Pn ⊗G A ∼= Pn ⊗G (Z[G] ⊗Z X) ∼= (Pn ⊗G Z[G]) ⊗Z X ∼= Pn ⊗Z X.

Aśı, de la resolución

· · · −→ Pn −→ Pn−1 −→ · · · −→ P1 −→ P0 −→ Z −→ 0,

obtenemos

· · · −→ Pn ⊗G A −→ Pn−1 ⊗G A −→ · · · −→ P1 ⊗G A −→ P0 ⊗G A −→ Z ⊗G A −→ 0,

la cual es equivalente a

· · · −→ Pn⊗ZX −→ Pn−1⊗ZX −→ · · · −→ P1⊗ZX −→ P0⊗ZX −→ Z⊗ZX ∼= X −→ 0.

Puesto que Pi es un grupo abeliano libre, la sucesión es exacta. Por lo tanto
Hn(G, A) = 0 para n ≥ 1.
Para n = 0, H0(G, A) = (Z[G] ⊗Z X)/ im ∂1

∼= A/IGA.
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Corolario 2.2.2. Si 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 es una sucesión exacta de

G-módulos y B es un G-módulo inducido, entonces Hq+1(G, C) = Hq(G, A)

para q ≥ 1.

Demostración: Del Teorema 2.1.2 se tiene la sucesión exacta

· · · −→ Hq+1(G, B) −→ Hq+1(G, C) −→ Hq(G, A) −→ Hq(G, B) −→ · · ·

Puesto que Hq(G, B) = 0 para q ≥ 1, se sigue el resultado.

2.3 Homoloǵıa y Cohomoloǵıa en Bajas Di-

mensiones

El propósito de esta sección es el cálculo de algunos de los grupos de ho-
moloǵıa Hn y de cohomoloǵıa Hn, para n = 0, 1, 2.

Lema 2.3.1. Sea G un grupo finito. Se tiene que Z[G] ∼= Hom(Z[G],Z). En

particular Z[G] es coinducido.

Demostración: Sea A = Hom(Z[G],Z). Para f ∈ A, sea ϕ(f) =
∑
σ∈G

f(σ)σ,

ϕ : A→ Z[G]. Entonces

ϕ(f + g) =
∑

σ∈G

(f + g)(σ) σ =
∑

σ∈G

(f(σ) + g(σ)) σ = ϕ(f) + ϕ(g).

Claramente ϕ es suprayectiva y finalmente si ϕ(f) =
∑
σ∈G

f(σ)σ = 0, entonces

f(σ) = 0 para toda σ ∈ G y por tanto f = 0, por lo que ϕ es biyectiva.

Ahora, si θ ∈ G,

ϕ(θf) =
∑

σ∈G

(θf)(σ) σ =
∑

σ∈G

(
θf
(
θ−1σ

))
σ =

∑

σ∈G

f
(
θ−1σ

)
σ =

=
∑

σ∈G

f
(
θ−1σ

)
θ
(
θ−1σ

)
= θ

∑

σ∈G

f(σ) σ = θϕ(f),
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por lo que ϕ es un G-isomorfismo.

Proposición 2.3.1. Se tiene que H1(G, Z) ∼= IG/ I2G
∼= G/ G

′

.

Demostración: Sea 0 −→ IG −→ Z[G]
π
−→ Z −→ 0 la sucesión exacta donde

π

(∑
σ∈G

aσσ

)
=
∑
σ∈G

aσ.

Ahora bien, puesto que Z[G] es coinducido, se tiene la sucesión exacta.

0 = H1(G, Z[G]) −→ H1(G, Z) −→ H0(G, IG)
f
−→

f
−→ H0(G, Z[G])

h
−→ H0(G, Z) −→ 0.

Por lo tanto H1(G, Z) = ker
(
H0(G, IG)

f
−→ H0(G, Z[G])

)
.

Ahora H0(G, IG) ∼= IG/ I2G
∼= G/ G

′

, H0(G,Z[G]) ∼= Z[G]/ IG ∼= Z.

De la exactitud de la sucesión obtenemos que im f = ker h.

Por otro lado H0(G, Z) ∼= Z/IGZ ∼= Z y como h es suprayectiva, h : Z → Z,
entonces ker h = 0 = im f, esto es, ker f = H0(G, IG) ∼= IG/ I2G

∼= G/ G
′

, lo
cual prueba la proposición.

Ahora analicemos la cohomoloǵıa. De la resolución

· · · −→ Pn
∂n−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

∂1−→ P0
∂0−→ Z −→ 0

donde Pn = Z[Gn+1], ∂n(g0, ..., gn) =
n∑
i=0

(−1)i(g0, ..., ĝi, ..., gn), entonces, con

Kn = HomG(Pn, A), tenemos la sucesión exacta

0 −→ K0

∂∗
1−→ K1 −→ · · ·

∂∗n−→ Kn

∂∗n+1

−−−→ · · · ,

Hn(G, A) = ker ∂∗n+1/ im ∂∗n.
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Notemos que f ∈ HomG(Pn, A) = HomG(Z[Gn+1], A) está determinado por

sus valores en Gn+1 y f(g0, ..., gn) = g0f
(
1, g−1

0 g1, ..., g
−1
0 gn

)
por lo que f está

determinado por sus valores en los elementos

(1, g1, g1g2, g1g2g3, ..., g1g2...gn) de Gn+1.

Pongamos ϕ(g1, ..., gn) = f(1, g1, g1g2, g1g2g3, ..., g1g2...gn).

Sea [ g1 | g2 | · · · | gn+1] = (1, g1, g1g2, g1g2g3, ..., g1g2...gn).

Entonces
∂n+1([ g1 | g2 | · · · | gn+1])

= (g1, g1g2, g1g2g3, ..., g1g2...gn+1)

+
n+1∑

i=1

(−1)i(1, g1, ..., ĝ1...gi, ..., g1g2...gn+1)

= g1(1, g2, ..., g2...gn+1)

+
n+1∑

i=1

(−1)i(1, g1, ..., g1...gi−1, g1...gigi+1, ..., g1g2...gn+1)

= g1[ g2 | · · · | gn+1] +
n+1∑

i=1

(−1)i [ g1 | · · · | gi−1 | gigi+1 | · · · | gn+1].

Por tanto f ∈ ker ∂∗n+1 ⇔ ∂∗n+1(f) = f ◦ ∂n+1 = 0 ⇐⇒ para g1, ..., gn+1 ∈ G,

(f ◦ ∂n+1)[ g1 | g2 | · · · | gn+1]

= g1f([ g2 | · · · | gn+1])

+
n+1∑

i=1

(−1)if([ g1 | · · · | gi | gigi+1 | · · · | gn+1])

= 0. (2.3)

Por tanto, puesto que ϕ(x1, x2, ..., xn+1) = f([x1 | x2 | · · · | xn+1]), la relación
dada en (2.3), nos dice que ker ∂∗n+1 consiste de las funciones ϕ : Gn → A,
que satisfacen:
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g1ϕ (g2, ..., gn+1) +
n+1∑

i=1

(−1)iϕ (g1, ..., gi−1, gigi+1, gi+2, ..., gn) = 0. (2.4)

Teorema 2.3.1. Se tiene H1(G, A) ∼= Z1(G, A)/B1(G, A), donde

Z1(G, A) = {f : G→ A | f(gh) = gf(h) + f(g) para todo g, h ∈ G}

y

B1(G, A) = {f : G→ A | existe a ∈ A con f(g) = ga− a para g ∈ G} .

En particular, si A es un G-módulo trivial, H1(G, A) = Hom(G, A).

Demostración: Se tiene H1(G, A) = ker ∂∗2/ im ∂∗1 . Ahora bien, por la
ecuación (2.4)

ker ∂∗2 = {f : G→ A | gf(h) − f(gh) + f(g) = 0} = Z1(G, A).

Ahora sea f ∈ im∂∗1 , esto es, f = ∂∗1(ϕ) = ϕ◦∂1 con ϕ ∈ HomG(P0, A) ∼= A.
Entonces f(g) = ϕ ◦ ∂1([g]). Sea a = ϕ(1) ∈ A, f(g) = ϕ ◦ ∂1([g]) =
ϕ(∂1(1, g)) = ϕ(g − 1) = ϕ(g) − ϕ(1) = gϕ(1) − ϕ(1) = ga− a.

Por lo tanto im ∂∗1 = B1(G, A).

En particular, si la acción de G es trivial, ga − a = 0 para toda g ∈ G,
por lo tanto B1(G, A) = {0} y f ∈ Z1(G, A) ⇐⇒ f(gh) = gf(h) + f(g) =
f(g) + f(h) para todo g, h ∈ G, es decir, f ∈ Hom(G, A).

Z1(G, A) es el grupo de los homomorfismos cruzados o derivaciones de
G en A, y B1(G, A) el grupo de los homomorfismos cruzados principales
o 1-cofrontera de G en A.

Por otro lado, tenemos que H2(G, A) = Z2(G, A)/B2(G, A).
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Por la ecuación (2.4) se sigue que:

Z2(G,A) =
{
f : G2 → A | gf(h, m) − f(gh, m) + f(g, hm) − f(g, h) = 0

}
.

Un elemento f ∈ Z2(G, A) se llama un conjunto de factores de G. Estos
conjuntos nos determinan los grupos E tales que A ⊳ E y tal que E/A ∼= G,
donde A es un grupo abeliano. En otras palabras, nos determinan los grupos
E dados por la sucesión exacta 0 −→ A −→ E

π
−→ G −→ 0 y tal que g ∈ G

actúa en A de la siguiente forma: si g = π(e), e ∈ E, g ◦ a = eae−1. Como A
es conmutativo, la acción de g no depende de e ∈ E.

Para ver cómo está determinado E, sea s : G → E una sección, esto es,
s satisface π ◦ s = IdG, s no necesariamente es un homomorfismo. Ahora,
π(s(g)s(h)) = (πs)(g)(πs)(h) = gh = (πs)(gh).

Por lo tanto s(g)s(h)s(gh)−1 ∈ ker π ∼= A, esto es, existe un elemento
f(g, h) ∈ A tal que s(g)s(h) = f(g, h)s(gh) para cualquiera g, h ∈ G.

El conocimiento de f : G2 → A, f(g, h), nos permite conocer E. Se puede
verificar que f es un conjunto de factores.

Dos de tales extensiones, E y E
′

, se llaman equivalentes si existe un iso-
morfismo ϕ : E → E

′

tal que el diagrama

E

0 A G 0

E
′

@
@

@@R

?

ϕ-
�

�
���

@
@

@R

-

�
�

��

es conmutativo.



2.3. Homoloǵıa y Cohomoloǵıa en Bajas Dimensiones 45

Esto es una relación de equivalencia y las clases de equivalencia están en
correspondencia biyectiva con H2(G, A).

Notemos que si E y E
′

son equivalentes, entonces son isomorfos, pero el
rećıproco no necesariamente se cumple.

En efecto en el siguiente ejemplo se hará patente lo dicho en la parte de
arriba. Sea A = Cp, G = Cp con acción trivial en A, donde Cp es el grupo
ćıclico de p elementos con p > 2. Entonces H2(G, A) = Cp, y sólo hay dos
posibilidades para E : E = Cp × Cp o bien E = Cp2 .
En efecto, primeramente mostraremos que H2(G, A) = Cp. Por definicion, se
tiene que H2(G, A) ∼= AG/NA, y como la acción es trivial AG = A. Por otro
lado, sea x ∈ A, aśı tenemos que

NG(x) = (1 + σ + · · · + σp−1)(x) = x+ σx+ · · · + σp−1x

= x+ x+ · · · + x = px.

Por lo que se tiene que H2(G, A) = AG/NA = AG/0 = AG = A = Cp. Ahora,
sea E grupo tal que A ⊳E y E/A ∼= G, entonces |E|/p = |E|/|A| = |E/A| =
|G| = p por lo que |E| = p2, luego se tiene que E ∼= Cp2 o E ∼= Cp × Cp.
Consideremos el siguiente diagrama:

Cp2

0 Cp Cp 0

Cp2

@
@

@R

?

ϕ

@
@

@R

π

-
�

�
��i

@
@

@Ri′

-

�
�

��

�
�

��
π′

donde definimos lo siguiente A = 〈a〉, ◦(a) = p, G = 〈c〉, donde ◦(c) = p,
y, por último, E = 〈b〉, donde ◦(b) = p2. Las siguientes funciones sobre los
respectivos generadores están dadas por:
i(a) = pb donde ◦(pb) = p, i′(a) = 2pb, π(b) = c, π′(b) = c y notemos que
(π ◦ i)(a) = π(pb) = pc = 0 además (π′ ◦ i′)(a) = π′(2pb) = 2pc = 0.
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Ahora, supongamos que existe ϕ isomorfismo que hace al diagrama conmuta-
tivo. La conmutatividad del primer triángulo establece que ϕ ◦ i = i′, por lo
que (ϕ◦ i)(a) = ϕ(pb) = pϕ(b) = plb donde (l , b) = 1 y, como i′(a) = 2pb, en-
tonces 2pb = plb lo cual implica que 2pb−plb = 0; aśı la relación p(2− l)b = 0
implica que p2|p(2 − l), que a su vez implica que p|(2 − l). Por lo tanto,
l ≡ 2 mod p.
Por otro lado, la conmutatividad del segundo triángulo nos dice que π = π′◦ϕ,
luego c = π(b) = π′ ◦ ϕ(b) = π(lb) = lc entonces tenemos que c = lc, es decir
(1 − l)c = 0, lo cual implica que p|(1 − l). Aśı, l ≡ 1 mod p. Lo cual es una
contradición. Por lo tanto, ϕ no es un isomorfismo.

2.4 Cohomoloǵıa de Galois

En esta sección presentaremos algunos ejemplos de lo que es la cohomoloǵıa
de Galois.

Para esto, consideremos L/K una extensión finita de campos con grupo de
Galois Gal(L/K) = G. Entonces L y L∗ son, de manera natural, G-módulos.
Además, como L/K tiene una base normal, esto es, existe α ∈ L tal que
{σα}σ∈G es base de L/K, tendremos que L =

⊕
σ∈G

K(σα) ∼= K ⊗Z Z[G]

como G-módulos. En particular, L es inducido. Aśı tenemos la siguiente
proposición.

Proposición 2.4.1. Se tiene Hn(G, L) = 0 para todo n ≥ 1.

Demostración: Se sigue inmediatamente de Teorema 2.2.3

De hecho, como se podrá observar en el Caṕıtulo 3, se tiene Ĥn(G, L) = 0
para todo n ∈ Z, donde Ĥn(G, L) denota los grupos de cohomoloǵıa de
Tate, los cuales se definen en dicho caṕıtulo.

Finalmente, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.4.1 (Teorema 90 de Hilbert). Se tiene que H1(G, L∗) = 0.
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Demostración: Sea f ∈ Z1(G, L∗), esto es, f : G → L∗ satisface f(θσ) =
σ(f(θ))f(σ) para cualesquiera θ, σ ∈ G.

Usando la independencia lineal de los automorfismos de L, se tiene que existe
x ∈ L∗ tal que :

y =
∑

σ∈G

f(σ)σ(x) ∈ L∗.

Luego, para θ ∈ G,

θ(y) =
∑

σ∈G

(θf) (σ) (θσ) (x) =
∑

σ∈G

f (θσ) f (θ)−1 (θσ) (x) = f (θ)−1 y.

Por lo tanto, f satisface f (θ) = θ(y)−1 y ∈ B1(G, L∗), y de aqúı que
H1(G, L∗) = 0.

2.5 Extensiones de Artin-Schreier y de Kum-

mer

Terminamos este caṕıtulo abriendo un breve paréntesis para revisar algunos
hechos básicos acerca de las extensiónes de Artin-Schreier y de Kummer,
para lo cual empezamos con la siguiente definición.

Definición 2.5.1. Sea F/K una extensión finita de campos con F ⊆ K,

donde K denota una cerradura algebraica de K. Sean {σ1, σ2, · · · , σr} todos

los distintos K−monomorfismos F en K.

Si u ∈ F, la norma de u, denotada por NL/Ku, es el elemento

NL/Ku = (σ1(u)σ2(u) · · ·σr(u))
[F :K]i .

La traza de u, denotada por TrF/Ku, es el elemento

TrF/Ku = [F : K]i(σ1(u) + σ2(u) + · · · + σr(u)).
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Teorema 2.5.1. Sea L/K una extensión ćıclica de grado n y sea además

G = Gal(L/K) = 〈σ〉. Considere α ∈ L. Entonces,

(i) TrL/Kα = 0 si y solamente si existe β ∈ L tal que α = β − σβ.

(ii) NL/Kα = 1 si y solamente si existe β ∈ L tal que α = β/σβ.

Demostración:

(i) Suponga que α = β − σβ, entonces

TrL/Kα = TrL/Kβ − TrL/K(σβ) = TrL/Kβ − TrL/Kβ = 0.

Rećıprocamente, ya que L/K es una extensión separable, existe γ ∈ L
tal que TrL/Kγ = a 6= 0, con a ∈ K. Entonces, TrL/K(a−1γ) =
a−1 TrL/Kγ = 1. Suponga que TrL/Kα = 0. Tenemos que σ0α =

−
n−1∑
j=1

σjα.

Si β = a−1
n−2∑
i=0

(
i∑

j=0

σjα

)
σiγ, entonces β − σβ = α.

(ii) Esto es precisamente el Teorema 90 de Hilbert.

Teorema 2.5.2. (Extensiones de Artin-Schreier) Suponga que la carac-

teŕıstica del campo K es p > 0. Entonces, L/K es una extensión ćıclica de

grado p si y solamente si existe z ∈ L tal que L = K(z) con Irr(z, T,K) =

T p − T − a ∈ K[T ].

Demostración: Sea G = Gal(L/K) = 〈σ〉, con o(σ) = p. Entonces,
TrL/K 1 = p1 = 0. Por el teorema anterior, existe z ∈ L tal que σz − z =
1 o σz = z + 1. Por lo tanto, σiz = z + i y σiz = z si y solamente si p | i.
Más aún,

Irr(z, T,K) =

p−1∏

i=0

(T − (z + i))
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es de grado p. Note que

σ(zp − z) = (σz)p − σz = (z + 1)p − (z + 1) = zp − z.

Por lo tanto,

zp − z = a ∈ K y zp − z − a = 0.

De esto se sigue que

Irr(z, T,K) = T p − T − a (y T p − T − a =

p−1∏

i=0

(T − (z + i)), a = zp − z).

Rećıprocamente, si L = K(z) y Irr(z, T,K) = T p − T − a, entonces para
cualquier i ∈ Z,

ip ≡ imod p y (z + i)p − (z + i) = zp + ip − z − i = zp − z = a.

Más aún z, z+1, . . . , z+(p− 1) son las ráıces de Irr(z, T,K). En particular,
z y z + 1 son conjugados sobre K y L = K(z) es una extensión de Galois
sobre K. Sea G = Gal(L/K). Entonces, existe σ ∈ G tal que σz = z + 1. De
aqúı que, σiz = z + i y o(σ) = p. Luego, G = 〈σ〉 es un grupo ćıclico de
orden p.

Teorema 2.5.3. (Extensiones de Kummer) Supongamos que la carac-

teŕıstica del campo K es p ≥ 0 y sea n ∈ N tal que p ∤ n(n puede ser tomado

arbitrariamente en caso de que p = 0). Suponga que el campo K contiene

una ráız primitiva n-ésima de la unidad ζn. Entonces, L/K es una extensión

ćıclica de grado n si y solamente si existe z ∈ L tal que L = K(z) e

Irr(z, T,K) = T n − a ∈ K[T ].

Demostración: Sean G = Gal(L/K) = 〈σ〉 y o(σ) = n. Tenemos que
NL/Kζn = ζnn = 1. Entonces, tenemos que existe z ∈ L tal que σz = ζnz. Ya
que σiz = ζ inz y σiz = z si y solamente si n|i, se sigue que z, ζnz, . . . , ζ

n−1
n z

son los diferentes conjugados de z. Entonces,

Irr(z, T,K) =
n−1∏

i=0

(T − ζ inz).
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Por otro lado, σ(zn) = (σz)n = (ζnz)
n = zn. Por lo tanto, zn = a ∈ K y

z, ζnz, . . . , ζ
n−1
n z son las ráıces de T n − a ∈ K[T ]. Más aún,

Irr(z, T,K) = T n − a y zn = a ∈ K.

Rećıprocamente, para a 6= 0, T n − a es un polinomio separable con ráıces
distintas z, ζnz, . . . , ζ

n−1
n z, donde z es cualquier elemento de la cerradura

algebraica K de K tal que zn = a. Por lo tanto, L = K(z) es una extensión
normal y separable de K, y L/K es una extensión de Galois. Ahora, ya que
T n−a es tomado como polinomio irreducible, z y ζnz son conjugados sobre
K. Entonces, existe σ ∈ G = Gal(L/K) tal que σz = ζnz. De esto, se sigue
que o(σ) = n = o(G) = [L : K] y L/K es una extensión ćıclica de grado n.

Ahora analizamos los casos cuando dos extensiones ćıclicas L1/K y L2/K
son o bien extensiones de Artin-Schreier o bien extensiones de Kummer.

Proposición 2.5.1. Suponga que la caracteŕıstica de K es p > 0 y sean

Li = /K, i = 1, 2 dos extensiones ćıclicas de grado p dadas por zpi − zi =

ai ∈ K, i = 1, 2. Entonces, las siguientes relaciones son equivalentes:

(i) L1 = L2;

(ii) z1 = jz2 + b para 1 ≤ j ≤ p− 1 y b ∈ K;

(iii) a1 = ja2 + (bp − b) para 1 ≤ j ≤ p− 1 y b ∈ K.

Demostración: Si z1 = jz2 + b, entonces z2 = j′z1 − j′b con jj′ ≡ 1 mod p.
Entonces, L1 = L2.
Rećıprocamente, si L1 = L2, con G = Gal(L1/K) = Gal(L2/K) = 〈σ〉,
entonces podemos elegir σ tal que σz1 = z1 + 1. Ahora, ya que σz2 es un
conjugado de z2 sobre K , tenemos que σz2 = z2 + j′ con 1 ≤ j′ ≤ p− 1 .
Sea 1 ≤ j ≤ p− 1 tal que jj′ ≡ 1 mod p. Entonces,

σ(jz2) = jσz2 = jz2 + jj′ = jz2 + 1.

Por lo tanto, σ(z1 − jz2) = z1 − jz2. De esto se sigue que z1 − jz2 = b ∈ K.
Continuando, si z1 = jz2 + b, entonces

zp1 − z1 = a1 = (jz2 + b)p − (jz2 + b) = j(zp2 − z2) + (bp − b) = ja2 + (bp − b).
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Rećıprocamente, si a1 = ja2 + (bp − b) tenemos que zp1 − z1 = (jz2 + b)p −
(jz2 + b), es decir,

(z1 − (jz2 + b))p − (z1 − (jz2 + b)) = 0.

Se sigue que ω = z1 − jz2 − b es una ráız de la ecuación ωp−ω = 0. Luego,
ω ∈ Fp. Por lo tanto z1 = jz2 + b′, donde b′ = b+ w ∈ K.

Proposición 2.5.2. Suponga que la caracteŕıstica del campo K es p ≥ 0 y

que K contiene una ráız n-ésima primitiva de la unidad ζn , con (n, p) = 1.

Sean Li = K(zi) con i = 1, 2, dos extensiones ćıclicas de K de grado n,

dadas por zni = ai ∈ K . Entonces, las siguientes relaciones son equivalentes:

(i) L1 = L2.

(ii) z1 = zj2c para todo 1 ≤ j ≤ n− 1 tal que (j, n) = 1 y c ∈ K.

(iii) a1 = aj2c
n para todo 1 ≤ j ≤ n− 1 tal que (j, n) = 1 y c ∈ K.

Demostración: Suponga que L1 = L2, conG = Gal(L1/K) = Gal(L2/K) =
〈σ〉, tomando σ tal que σz1 = ζnz1. Ahora, σz2 es un conjugado de z2 sobre
K, por lo que σz2 = ζj

′

n z2 con 1 ≤ j′ ≤ n − 1. Sea d = (j′, n) . Entonces

σn/dz2 = ζ
j
′

n/d
n z2 = z2, y por tanto σn/d = Id. Entonces, como o(σ) = n,

tenemos que d = (j
′

, n) = 1. Elegimos j tal que jj′ ≡ 1 mod n. Entonces,
σ(zj2) = ζjj

′

n zj2 = ζnz
j
2, y σ(z1z

−j
2 ) = z1z

−j
2 , por lo que z1z

−j
2 = c ∈ K.

Rećıprocamente, si z1 = zj2c ∈ L2, (j, n) = 1 y c ∈ K, entonces L1 ⊆ L2 , y

si jj′ ≡ 1 mod n, entonces zj1 = zjj
′

2 cj = zi+ℓ2 cj = z2a
ℓ
2c
j, por lo que z2 =

zj1a
−ℓ
2 c−j ∈ L1. Por lo tanto, L1 = L2.

Aśı pues, hemos probado la equivalencia de (i) y (ii). Por otro lado, (ii)
implica (iii) se tiene por elevar a la n, ambos miembros, la ecuación z1 = zj2c;
mientras que, la rećıproca, se obtiene por sacar ráız n-ésima la ecuación
a1 = aj2c

n, tomando en cuenta que (j, n) = 1 y que K contiene una ráız
n-ésima primitiva de la unidad.





Caṕıtulo 3

Cohomoloǵıa de Tate

3.1 Grupos de Cohomoloǵıa de Tate

Definición 3.1.1. Sea G un grupo finito. El elemento N =
∑
σ∈G

σ ∈ Z[G]

recibe el nombre de norma.

Para un G-módulo A, N define un endomorfismo de A dado por Na =∑
σ∈G

σa ∈ A. Este endomorfismo también recibe el nombre de norma de

A; en caso de considerar varios G-módulos, se distinguirán a las diferentes
normas usadas por el śımbolo NA.

Sea IG = 〈σ − 1 | σ ∈ G〉 ⊆ Z[G]. Como hemos visto,

IG = ker (ε : IGZ[G] → Z), ε

(
∑

σ∈G

aσσ

)
=
∑

σ∈G

aσ.

Ahora bien, si σ ∈ G, N((σ − 1) a) =
∑
θ∈G

σθa −
∑
θ∈G

θa = NA − NA = 0,

esto es, IGA ⊆ ker N. Por otro lado, Nσa = σNa = Na, por lo que
NA = im N ⊆ AG.

Recordemos que H0(G, A) = A/IGA y H0(G, A) = AG, por lo que al pasar
al cociente, N define un homomorfismo N∗ : H0(G, A) → H0(G, A).
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Definimos

Ĥ0(G, A) = ker N∗ = ker N/IGA, Ĥ0(G, A) = coker N∗ = AG/NA.

Esto es, tenemos la sucesión exacta

0 −→ Ĥ0(G, A) −→ H0(G, A)
N∗

A−−→ H0(G, A) −→ Ĥ0(G, A) −→ 0.

Teorema 3.1.1. Sea G un grupo finito y sea 0 −→ A −→ B
π
−→ C −→ 0 una

sucesión exacta de G-módulos. Entonces, el diagrama

H1(G, C) H0(G, A) H0(G, B) H0(G, C) 0

0 H0(G, A) H0(G, B) H0(G, C) H1(G, A)

-ε0

?

-

?

N∗

A

-

?

N∗

B

-

?

N∗

C

?
- - - -δ0

es conmutativo y las filas son exactas, donde ε0 y δ0 denotan los homomor-

fismos de conexión.

Demostración: Las filas son exactas por el Teorema 2.1.2. Por definición,
la conmutatividad de los cuadrados interiores es clara. Para ver la conmu-
tatividad de los cuadrados exteriores, usaremos la descripción expĺıcita de
ε0 y δ0.

Sólo verificaremos la exactitud en el cuadrado exterior, donde

δ0 : H0(G, C) = CG → H1(G, A) = Z1(G, A)/B1(G, A).

Sean c ∈ CG y b ∈ B tales que π(b) = c. La función ∂b está dada por
(∂b)(g) = gb − b ∈ A, g ∈ G. Ahora, π(gb − b) = gπ(b) − π(b) = gc − c =
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c−c = 0, por tanto gb−b ∈ A, y∂b ∈ Z1(G, A). Aśı, δ0(c) = ∂b módB1(G, A)
“=” ∂π−1(c) mód B1(G, A). Se quiere probar que δ0 ◦N

∗
C = 0.

Sea x ∈ H0(G, C) = C/ IGC, digamos x = c+IGC, N
∗
Cx =

∑
σ∈G

σc. Entonces,

δ0(N
∗
Cx) = δ0

(∑
σ∈G

σc

)
=
∑
σ∈G

δ0(σc) =
∑
σ∈G

∂π−1(σc) =
∑
σ∈G

∂(σb), donde

π(b) = c. Ahora,
(
∑

σ∈G

∂ (σb)

)
(g) =

∑

σ∈G

(∂ (σb) )(g) =
∑

σ∈G

(gσb− σb) = Nb−Nb = 0,

para todo g ∈ G. Por tanto, δ0 ◦N
∗
C = 0.

Corolario 3.1.1. Existe un homomorfismo canónico δ : Ĥ0(G,C) → Ĥ0(G,A)

que hace exacta la sucesión

Ĥ0(G, A) −→ Ĥ0(G, B) −→ Ĥ0(G, C)
δ
−→ Ĥ0(G, A) −→ Ĥ0(G, B) −→ Ĥ0(G, C).

Demostración: Es simplemente el Lema de la Serpiente (Teorema 1.2.3)
aplicado al Teorema 3.1.1

Teorema 3.1.2. δ nos da una sucesión exacta:

−→ H1(G, C)
ε0−→ Ĥ0(G, A) −→ Ĥ0(G, B) −→ Ĥ0(G, C)

δ
−→

δ
−→ Ĥ0(G, A) −→ Ĥ0(G, B) −→ Ĥ0(G, C)

δ0−→ H1(G, A)

Demostración: Se tiene que

Ĥ0(G, A) ⊆ H0(G, A)

‖ ‖

kerNA/ IGA ⊆ ker A/ IGA

Ĥ0(G, C) = ker H0(G, C)/ imN∗
C .

Los mapeos de conexión ε0, δ0 satisfacen N∗
A ◦ ε0 = 0, esto es,

im ε0 ⊆ ker N∗
A y δ0 ◦ N

∗
C = 0, es decir, im N∗

C ⊆ ker δ0, de donde se sigue
inmediatamente el resultado.
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Definición 3.1.2. Sea G un grupo finito y sea A un G-módulo.Se definen

los grupos de cohomoloǵıa de Tate con exponentes en Z por:

Ĥn(G, A) = Hn(G, A) para n ≥ 1,

Ĥ0(G, A) = AG/ NA,

Ĥ−1(G, A) = kerNA/ IGA,

Ĥ−n(G, A) = Hn−1(G, A) para n ≥ 2.

El Teorema 2.1.2 junto con el Teorema 3.1.1 nos dan:

Teorema 3.1.3. Si 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 es una sucesión exacta de G-

módulos, entonces

· · · −→ Ĥn−1(G, C) −→ Ĥn(G, A) −→ Ĥn(G, B) −→

−→ Ĥn(G, C) −→ Ĥn+1(G, A) −→ · · ·

es exacta para todo n ∈ Z.

3.2 Cohomoloǵıa de Grupos Ćıclicos

Sea G un grupo ćıclico finito de orden n, digamos que G = 〈σ〉. Sean N =
n−1∑
i=0

σi, D = σ − 1. Entonces,

ND = DN =

(
n−1∑

i=0

σi

)
(σ − 1) =

n∑

i=1

σi −

n−1∑

i=0

σi = σn − 1 = 0.

Además, IG = 〈g − 1 | g ∈ G〉 = 〈σi − 1 = (σ − 1)(1 + σ + · · · + σi−1) | i ∈
Z〉 = 〈σ − 1〉 = D Z[G].

Se tiene que N : Z[G] → Z[G], D : Z[G] → Z[G]. Entonces, tenemos lo
siguiente.
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Proposición 3.2.1. Se tiene que ker N = IG = im D y ker D = Z[G]G =

imN.

Demostración: Puesto que ND = 0 y DN = 0, se sigue que im D ⊆
kerN e imN ⊆ kerD.

Rećıprocamente, si s =
n−1∑
i=0

aiσ
i ∈ kerN, se tiene que:

Ns =
n−1∑

j=0

σjs =
n−1∑

j=0

σj

(
n−1∑

i=0

aiσ
i

)

=
n−1∑

i=0

ai

(
n−1∑

j=0

σi+j

)
=

n−1∑

i=0

ai

(
n−1∑

j=0

σj

)

=
n−1∑

j=0

(
n−1∑

i=0

ai

)
σj = 0

⇐⇒

n−1∑

i=0

ai ⇐⇒ s ∈ IG = D Z[G] = imD.

Por otro lado, s ∈ ker D ⇐⇒ (σ − 1) s = σs − s = 0 ⇐⇒ σs = s ⇐⇒ s ∈
Z[G]G.

Sea s =
n−1∑
i=0

aiσ
i ∈ Z[G]G. Entonces, σs =

n−1∑
i=0

aiσ
i+1 =

n−1∑
i=0

ai−1σ
i, con

a−1 = an−1. Por tanto, σs = s implica ai = ai−1, i = 0, 1, ..., n − 1, esto

es, ai = a ∈ Z para toda i. Es decir, tenemos s = a

(
n−1∑
i=0

σi
)

= N(a · 1) ∈

imN.

Sea Ti = Z[G], i = 0, 1, . . . y sea ∂i : Ti → Ti−1, donde

∂i =

{
D si i es impar

N si i es par

Sea ε : Z[G] → Z el homomorfismo ε

(
n−1∑
i=0

aiσ
i

)
=

n−1∑
i=0

ai.
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Proposición 3.2.2. La sucesión de G-módulos

· · · −→ Ti
∂i−→ Ti−1 −→ · · · −→ T1

∂1−→ T0
ε
−→ Z −→ 0

es exacta.

Demostración: Si i es par, ker ∂i = ker N = im D = im ∂i+1. Si i es
impar, ker ∂i = ker D = im N = im ∂i+1. Finalmente, ε es suprayectiva y
ker ε = IG = imD = im ∂1.

Se tiene que la sucesión {Ti, ∂i+1}
∞
i=0 es una resolución de Z cuando G es

grupo ćıclico finito. Por tanto, para un G-módulo A, obtenemos en coho-
moloǵıa:

0 −→ HomG(T0, A)
D∗

−→ HomG(T1, A)
N∗

−→ · · ·

Ahora, HomG(Ti, A) = HomG(Z[G], A) ∼= A, con lo cual obtenemos:

0 −→ A
D∗

−→ A
N∗

−→ A
D∗

−→ · · · ,

donde

D∗a = Da = (σ − 1)(a) = σa− a, N∗a = Na =
n−1∑

i=0

σia.

Luego, se tiene que:

Ĥ2n−1(G, A) = H2n−1(G, A) =
kerN∗

imD∗
=

kerNA

DA
= Ĥ−1(G, A) ,

Ĥ2n(G, A) = H2n(G, A) =
kerD∗

imN∗
=

AG

NA
= Ĥ0(G, A),

para n = 1, 2...

Similarmente, para la homoloǵıa obtenemos: Ti ⊗G A ∼= Z[G] ⊗G A ∼= A y

· · ·
N∗

−→ A
D∗

−→ A −→ 0 ,

por lo que se tiene

Ĥ−2n(G, A) = H2n−1(G, A) =
kerD∗

imN∗
=

AG

NA
= Ĥ0(G, A) ,



3.3. El Cociente de Herbrand 59

Ĥ−(2n+1)(G, A) = H2n(G, A) =
kerN∗

imD∗
=

kerNA

DA

= Ĥ−1(G, A) = Ĥ1(G, A),

para n = 1, 2, . . .

Aśı, hemos obtenido el siguiente resultado.

Teorema 3.2.1. Sea G un grupo ćıclico finito. Entonces se tiene para

cualquier G-módulo A

Ĥ2n(G, A) ∼= Ĥ0(G, A) =
AG

NA
,

Ĥ2n+1(G, A) ∼= Ĥ−1(G, A) =
kerNA

DA
,

para n ∈ Z.

3.3 El Cociente de Herbrand

Definición 3.3.1. Sea G un grupo ćıclico finito, y sea A un G-módulo tal

que Ĥ0(G, A) y Ĥ1(G, A) son finitos, digamos de órdenes h0(A) y h1(A),

respectivamente. Se define el cociente de Herbrand de A por

h(A) =
h0(A)

h1(A)
.
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Teorema 3.3.1. Sea 0 −→ A
f
−→ B

g
−→ C −→ 0 una sucesión exacta de

G-módulos. Entonces, se tiene el hexágono exacto

Ĥ0(G, A) Ĥ0(G, B)

Ĥ1(G, C) Ĥ0(G, C)

Ĥ1(G, B) Ĥ1(G, A)

-f0

HHHHHj

g0

�����*δ1

������ δ0HHHHHY
g1

�
f1

y si dos de h(A), h(B), h(C) están definidos, entonces el tercero está definido,

y se tiene que h(B) = h(A)h(C).

Demostración: El hexágono es simplemente la sucesión exacta del Teorema
3.1.3 y la ciclicidad de la cohomoloǵıa de Tate cuando G es ćıclico finito,
Teorema 3.2.1.
Ahora, digamos que h(A) y h(B) están definidos. Entonces, se tiene que
h0(C) ≤ h0(B)h1(A) < ∞ y h1(C) ≤ h1(B)h0(A) < ∞. Por lo tanto, h(C)
está definido.
También h0(B) = | Ĥ0(G, B) | = | im g0 | | ker g0 |. Similarmente, para los
demás obtenemos:

h(B) =
h0(B)

h1(B)
=

| im g0 | | ker g0 |

| im g1 | | ker g1 |
,

h(A)h(C) =
h0(A)

h1(A)

h0(C)

h1(C)
=

| im f0 | | ker f0 |

| im f1 | | ker f1 |

| im δ0 | | ker δ0 |

| im δ1 | | ker δ1 |
. (3.1)

De la exactitud del hexágono obtenemos que | im δ1 | = | ker f0 | , | im f0 | =
| ker g0 | , | im g0 | = | ker δ0 | , etc. Ahora, sustituyendo estos últimos valores
en la ecuación (3.1), se tiene la igualdad.

Proposición 3.3.1. Si A es un G-módulo finito, entonces h(A) = 1.
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Demostración: Se tiene que

0 −→ AG = kerDA −→ A
D
−→ A −→ A/ DA = AG −→ 0

es exacta. Por lo tanto, | AG | = | AG | y

0 −→ Ĥ1(G,A) = kerN∗ −→ H0(G,A) = AG
N∗

−→ H0(G,A) = AG −→ Ĥ0(G,A) −→ 0

es exacta. Por lo tanto, h1(A) = h0(A).

Corolario 3.3.1. Si A y B son G-módulos y f : A → B es un G-

homomorfismo tal que kerf y cokerf son finitos, entonces h(A) está definido

⇐⇒ h(B) está definido, y h(A) = h(B) en este caso.

Demostración: Se tiene que 0 −→ ker f −→ A
f
−→ im f −→ 0 es exacta y, por

lo tanto, h(A) está definido ⇐⇒ h(im f) lo está.
Ahora 0 −→ im f −→ B −→ coker f −→ 0 es exacta y, por lo tanto, h(B) está
definido ⇐⇒ h(im f) está definido ⇐⇒ h(A) está definido.

En este caso, h(A) = h(ker f)h(im f) = h(im f) =
h(B)

h(coker f)
= h(B).





Caṕıtulo 4

Aplicaciones

En este caṕıtulo presentamos algunas aplicaciones de lo estudiado hasta
ahora.

4.1 Algunos Resultados Generales y Ejem-

plos

Proposición 4.1.1. Sea G = 〈σ〉 un grupo ćıclico finito de orden n. Entonces

los G-módulos Z[x]/(xn − 1) y Z[G] son isomorfos, donde la acción de σ en

Z[x]/(xn − 1) está dada por la multiplicación:

σ ( f(x) mod (xn − 1) ) = x f(x) mod (xn − 1).

Demostración: Veamos que la acción deG está bien definida, es decir no de-
pende de los representantes de la clase. Sean f(x)mod(xn−1), g(x)mod(xn−
1) ∈ Z[x]/(xn − 1) tales que

g(x) mod (xn − 1) = f(x) mod (xn − 1),

Ahora sea h ∈ 〈σ〉. Entonces h = σj para 0 ≤ j ≤ n− 1, luego de lo anterior
tenemos (xn − 1) | g(x) − f(x) entonces g(x) − f(x) = (xn − 1)q(x) con
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q(x) ∈ Z[x]. Entonces

xj g(x) mod (xn − 1) = xj f(x) mod (xn − 1)

Aśı, la acción está bien definida.
Por otro lado, veamos que Z[x]/(xn − 1) es efectivamente un G-módulo. Si
1 es la identidad del grupo G tenemos que:

1 ( f(x) mod (xn − 1) ) = f(x) mod (xn − 1).

Ahora sean α, β ∈ G entonces α = σj, β = σi para 0 ≤ j, i ≤ n − 1 y
g(x) mod (xn − 1) ∈ Z[x]/(xn − 1). Se tiene

α g(x) mod (xn − 1) = σj g(x) mod (xn − 1) = xj g(x) mod (xn − 1).

Definimos h(x) = xj g(x). Entonces

β h(x) mod (xn − 1) = σi h(x) mod (xn − 1) = xi ( h(x) mod (xn − 1))

= xi(xj g(x)) mod (xn − 1)

= (xi+j) g(x) mod (xn − 1)

= (β α) g(x) mod (xn − 1).

Por lo tanto

β ( α g(x) mod (xn − 1)) = (β α) g(x) mod (xn − 1).

Finalmente sean f(x)mod(xn−1), g(x)mod(xn−1) ∈ Z[x]/(xn−1) y γ ∈ G
entonces γ = σi para algún 0 ≤ i ≤ n− 1, notemos que:

f(x) mod (xn − 1) + g(x) mod (xn − 1) = (f(x) + g(x)) mod (xn − 1).

Por otro lado, tenemos que

γ (f(x) + g(x)) mod (xn − 1) = σi (f(x) + g(x)) mod (xn − 1)

= (σi f(x) + σi g(x) ) mod (xn − 1)

= xi f(x) mod (xn − 1)

+ xi g(x) mod (xn − 1).
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Por lo tanto

γ (f(x) + g(x)) mod (xn − 1) = γ f(x) mod (xn − 1) + γ g(x) mod (xn − 1).

Lo anterior muestra que Z[x]/(xn − 1) es un G-módulo.
Resta por mostrar que este módulo y Z[G] son isomorfos. Para esto definamos
el epimorfismo ρ : Z[x] → Z[G] dado por:
Para f(x) = a0 + a1x + a2x

2 + · · · + amx
m ∈ Z[x], se define ρ(f(x)) =

a0 + a1σ + a2σ
2 + · · · + amσ

m.
Ahora sean f(x) = a0 + a1x + a2x

2 + · · · + amx
m, g(x) = b0 + b1x + b2x

2 +
· · · + bkx

k ∈ Z[x], con k , m ∈ Z, k ≥ m ≥ 0. Se tiene

ρ(f(x) + g(x)) = ρ((a0 + b0) + (a1 + b1)x+ (a2 + b2)x
2 + · · ·

+(am + bm)xm + · · · + bkx
k

= (a0 + b0) + (a1 + b1)σ + (a2 + b2)σ
2 + · · ·

+(am + bm)σm + · · · + bkσ
k

= ( a0 + a1σ + a2σ
2 + · · · + amσ

m)

+(b0 + b1σ + b2σ
2 + . . .+ bkσ

k)

= ρ(f(x)) + ρ(g(x)).

Para el producto, escribimos los polinomios de la siguiente manera f(x) =
m∑
i=0

aix
i, g(x) =

k∑
j=0

bkx
k. Entonces tenemos que

(
m∑
i=0

aix
i

)(
k∑
j=0

bkx
k

)
=

m+k∑
l=0

clx
l donde cl =

∑
i+j=l

aibj. Aśı que

ρ(f(x)g(x)) = ρ

((
m∑

i=0

aix
i

)(
k∑

j=0

bkx
k

))
= ρ

(
m+k∑

l=0

clx
l

)
=

m+k∑

l=0

clσ
l

=

(
m∑

i=0

aiσ
i

)(
k∑

j=0

bkσ
k

)
= ρ

(
m∑

i=0

aix
i

)
ρ

(
k∑

j=0

bkx
k

)

= ρ(f(x))ρ(g(x)).

Por lo que ρ es homomorfismo de anillos.
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Veamos que es epimorfismo. Sea r0+r1σ+r2σ
2+ · · ·+rnσ

n ∈ Z[G]. Entonces
el polinomio h(x) = r0 + r1x+ r2x

2 + · · · + rnx
n ∈ Z[x] es tal que ρ(h(x)) =

r0 + r1σ + r2σ
2 + · · · + rnσ

n.
Por ver que ker ρ = 〈xn − 1〉 . Se tiene

〈xn − 1〉 = {(xn − 1)q(x) | q(x) ∈ Z[x]}.

Sea (xn − 1)h(x) ∈ 〈xn − 1〉, luego

ρ((xn − 1)h(x)) = (σn − 1)h(σ) = 0h(σ) = 0.

entonces 〈xn − 1〉 ⊆ ker ρ.
Rećıprocamente, sea q(x) ∈ kerρ. Entonces debemos probar que q(x) = (xn−
1)r(x) con r(x) ∈ Z[x]. Se tiene que ρ(q(x)) = q(σ) = 0. Ahora, aplicando
el algoritmo de la division, tenemos que q(x) = (xn − 1)r(x) + t(x) donde
t(x) = 0 o gr t(x) < n. Entonces

0 = q(σ) = (σn − 1)r(σ) + t(σ) = 0r(σ) + t(σ).

Se sigue que t(σ) = 0 y, por lo tanto, t(x) = 0 y ker ρ ⊆ 〈xn − 1〉. Aśı,
ker ρ = 〈xn − 1〉. Por el Primer Teorema de Isomorfismo, obtenemos que
Z[x]/(xn − 1) ∼= Z[G] como anillos.
Ahora bien el isomorfismo ρ : Z[x]/(xn − 1) → Z[G] está dado por

ρ(f(x) mod (xn − 1)) = f(σ),

y se tiene que σi · f(x) mod (xn − 1) = xi · f(x) mod (xn − 1), o sea σi ·
f(x) mod (xn − 1) = ρ −1(σif(σ)). Por lo tanto Z[x]/(xn − 1) ∼= Z[G], como
G-módulos.

Proposición 4.1.2. Sea G un p-grupo finito y sea A un G-módulo cuyo

orden es una potencia de p, entonces AG = {0} implica que A = {0}.

Demostración: Supongamos que A 6= 0 luego existe a ∈ A, a 6= 0. El
submódulo A′ ⊆ A generado por a es finito, de orden una potencia de p.
Consideremos las órbitas de los elementos de A′, estas órbitas tienen orden
una potencia de p, pues el orden de G es una potencia de p y notemos que al
menos existe un punto fijo a saber el 0 pues, si g ∈ G es cualquier elemento
de G tenemos que g ◦ 0 = 0 luego la órbita de 0 que consta sólo de 0, tiene
orden 1.
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Ahora pongamos A′ =
⋃
y∈A′

orb(y) entonces

pr = |A′| =
∑

y∈A′

|orb(y)| =
∑

e6=y∈A′

|orb(y)| + |orb(0)| =
∑

e6=y∈A′

|orb(y)| + 1.

Ya que cada |orb(y)| es una potencia de p, para que la igualdad anterior sea
cierta se necesita que existan al menos otros p− 1 puntos fijos además de 0,
y por lo tanto existen al menos p puntos fijos de tal forma que AG 6= 0.

Ejemplo 4.1.1. Sean G un grupo, H subgrupo normal de G y A un G-

módulo. Considere la función

Res : H1(G, A) −→ H1(H, A)

definida como sigue: si f ∈ H1(G, A) y χ ∈ Z1(G, A) es tal que χ mod

B1(G, A) = f , con χ : G → A entonces Res f = χ|H mod B1(H, A).

Entonces Res es un homomorfismo de grupos.

El homomorfismo Res es el llamado homomorfismo restricción.

Mostremos que en efecto la función Res es un homomorfismo. Para esto,

primero veremos que la función está bien definida, es decir, que no depende

del representante de la clase; pero antes notemos que obviamente Res f ∈

H1(H, A).

Ahora sean F1, F2 ∈ H1(G, A) con F1 = F2 luego por definición existen

α, β ∈ Z1(G, A) tales que

F1 = αmod B1(G, A) = β mod B1(G, A) = F2

lo cual implica

(α− β) mod B1(G, A) = 0

que a su vez implica

(α− β) ∈ B1(G, A)
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entonces por definición de B1(G, A) existe a ∈ A tal que

(α− β)(g) = ga− a para todo g ∈ G.

Aśı que, restringiendo α− β a H mod B1(H, A) es decir

(α− β)|H (h) mod B1(H, A) = 0 para todo h ∈ H,

lo cual implica que

(α− β)|H mod B1(H, A) = 0

que a su vez implica

Res F1 = α|H mod B1(H, A) = β|H mod B1(H, A) = Res F2,

luego la función Res está bien definida.

Mostremos ahora que Res es un homomorfismo de grupos. En efecto, sean

f1, f2 ∈ H1(G, A), luego existen γ, δ ∈ Z1(G, A) tales que f1 = γ mod

B1(G, A), f2 = δ mod B1(G, A). Aśı tenemos

Res (f1 + f2) = (γ + δ)|H mod B1(H, A)

= γ|H mod B1(H, A) + δ|H mod B1(H, A)

= Res f1 + Res f2.

Ejemplo 4.1.2. Con la notación del ejemplo anterior, sea

Inf : H1(G/H, AH) −→ H1(G, A)

definida como sigue: para f ∈ H1(G/H, AH) y χ ∈ Z1(G/H, A) tal que

χ mod B1(G/H, AH) = f , con χ : G/H → AH , definimos Inf (f) =

χ ◦πmodB1(G, A) donde π : G→ G/H es la proyección natural. Entonces

Inf es un homomorfismo de grupos.
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El homomorfismo Inf es el llamado homomorfismo inflación.

Al igual que en el ejemplo anterior, mostraremos aqúı que Inf es un homo-
morfismo de grupos.

Notemos que AH es un (G/H)-módulo mediante la acción dada por (gH)a :=
ga pues si a ∈ AH y g1H = g2H, entonces g1 = g2h para algún h ∈ H y
g1a = g2ha = g2a, es decir (gH)a no depende del representante. Ahora
veamos que gHa ∈ AH .
Sea h ∈ H arbitrario. Aśı

h(ga) = (hg)a = (gh′)a = ga (ya que gH = Hg).

Veamos primero que Inf (f) ∈ H1(G, A) con f ∈ H1(G/H, AH), donde
f = χmod B1(G/H, AH) y χ ∈ Z1(G/H, AH). Si g1, g2 ∈ G entonces

χ ◦ π(g1g2) = χ(g1g2H) = χ(g1Hg2H)

= g1Hχ(g2H) + χ(g1H)

= g1χ ◦ π(g2) + χ ◦ π(g1).

Por tanto tenemos que χ ◦ π mod B1(G, A) ∈ H1(G, A) como se queŕıa.
Por otro lado, la función Inf está bien definida, es decir que no depende
del representante de la clase. Para verificar esto consideremos f1, f2 ∈
H1(G/H, AH) con f1 = f2 luego, por definición, existen ς, τ ∈ Z1(G/H, A)
tales que

f1 = ς mod B1(G/H, AH) = τ mod B1(G/H, AH) = f2

lo cual implica que

(ς − τ) mod B1(G/H, AH) = 0

que a su vez implica que

(ς − τ) ∈ B1(G/H, AH).

Entonces, por definición de B1(G/H, AH), existe a ∈ AH tal que

(ς − τ)(gH) = gHa− a = ga− a para todo gH ∈ G/H
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lo cual implica
(ς − τ) ◦ π mod B1(G, A) = 0

que a su vez implica

Inf f1 = ς ◦ π mod B1(G, A) = τ ◦ π mod B1(G, A) = Inf f2

es decir la función Inf está bien definida.
Finalmente, sean t1, t2 ∈ H1(G/H, AH), luego existen ψ, λ ∈ Z1(G/H, AH)
tales que t1 = ψmod B1(G/H, AH), t2 = λmod B1(G/H, AH). Aśı tenemos

Inf (t1 + t2) = (ψ + λ) ◦ π mod B1(G, A)

= ψ ◦ π mod B1(G, A) + λ ◦ π mod B1(G, A)

= Inf t1 + Inf t2.

Proposición 4.1.3. (Sucesión Espectral de Hoschild-Serre) Con la

notación de los dos ejemplos anteriores se tiene que la sucesión

0 −→ H1(G/H, AH)
Inf
−−→ H1(G, A)

Res
−−→ H1(H, A)

es exacta.

Demostración: En efecto, veremos a continuación que Inf es inyectiva.
Suponga que Inf(f) = 0 para f ∈ H1(G/H, AH). Entonces existe ρ ∈
Z1(G/H, AH) tal que f = ρmod B1(G/H, AH) y por tanto Inf(f) = ρ ◦
π mod B1(G, A) = 0 lo cual implica que ρ ◦ π ∈ B1(G, A). Entonces, por
definición, existe a ∈ A tal que

ρ ◦ π(g) = ρ(gH) = gHa− a para todo gH ∈ G/H

= ga− a para todo g ∈ G.

Por lo tanto ρ ∈ B1(G/H, AH), de donde se sigue que f = 0. Mostraremos
ahora que (Res ◦ Inf)(f) = 0 para f ∈ H1(G/H, AH). Por definición, existe
ϕ ∈ Z1(G/H, AH) tal que f = ϕmod B1(G/H, AH). Aśı,

Res(Inf(f)) = Res(ϕ ◦ π mod B1(G, A)) = ϕ ◦ π|H mod B1(H, A).
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Se tiene ϕ ◦ π(h) = ϕ(H). Ahora bien

ϕ(H) = ϕ(eHeH) = eHϕ(eH) + ϕ(eH) = ϕ(eH) + ϕ(eH)

= ϕ(H) + ϕ(H).

de donde se sigue que ϕ(H) = ϕ ◦ π(h) = 0 para todo h ∈ H. Por lo tanto
(Res ◦ Inf) = 0. Aśı Im (Inf) ⊆ ker (Res).
Rećıprocamente, veamos que ker (Res) ⊆ Im (Inf). Sea f ∈ ker (Res). En-
tonces existe κ ∈ Z1(G, A) tal que f = κmod B1(G, A) y como f ∈ ker (Res)
entonces (Res)(f) = 0 lo que implica que κ|H mod B1(H, A) = 0 luego
κ|H ∈ B1(H, A).
Aśı, por definición, existe a ∈ A tal que κ|H (h) = ha− a para todo h ∈ H.
Sea δ : G→ A dada por δ(g) = ga−a para todo g ∈ G y para la a obtenida
anteriormente.
Notemos que (κ − δ)(h) = 0 para todo h ∈ H, luego sin pérdida de
generalidad podemos suponer que κ(h) = 0 para todo h ∈ H.
Por otro lado, observemos que κ(gh) = gκ(h)+κ(g) = κ(g) para todo g ∈ G
y para todo h ∈ H.
Además, ya que κ ∈ rmZ1(G, A) y como κ(h) = 0 para todo h ∈ H, se tiene
que κ induce un homomorfismo κ̃ : G/H → A dado por κ̃(gH) = κ(g) para
todo gH ∈ G/H.
Veamos que la función κ̃ está bien definida. Sea g1 ∈ gH, aśı

κ(g1) = κ(gh) = κ(g).

Por lo tanto, la función está bien definida. Por otro lado, ya que H ⊳ G,
tenemos que gH = Hg, luego

κ̃(Hg) = κ̃(gH) = κ(g) y

κ(hg) = hκ(g) + κ(h) = hκ(g) para todo h ∈ H.

Aśı tenemos que hκ(g) = κ̃(Hg) = κ(g) para todo h ∈ H es decir κ(g) ∈ AH ,
por lo tanto tenemos realmente que κ̃ : G/H → AH . Veamos ahora que κ̃ es
un homomorfismo cruzado. Sean g1H, g2H ∈ G/H luego

κ̃(g1Hg2H) = κ̃(g1g2H) = κ(g1g2) = g1κ(g2) + κ(g1)

= g1Hκ̃(g2H) + κ̃(g1H).
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Por lo tanto κ̃ es un homomorfismo cruzado y tenemos que κ̃ : G/H → AH e
Inf(κ̃) = κ̃◦π modB1(G, A), luego κ̃◦π : G→ A y κ̃◦π(g) = κ̃(gH) = κ(g),
es decir, κ̃◦π = κ e Inf(κ̃) = κmodB1(G, A) = f ; por lo tanto, f ∈ Im (Inf),
aśı ker (Res) = Im (Inf) y la sucesión es exacta.

Proposición 4.1.4. Sea G arbitrario y sea H subgrupo normal de G tal que

[G : H] = n <∞. Si a ∈ AH y σ ∈ G, entonces se tiene que σa depende sólo

de la clase izquierda σmodH. Sea NG/Ha :=
∑

σ∈G/H

σa. Entonces se tiene que

NG/Ha ∈ AG y que la función

NG/H : Ĥ0(H, A) → Ĥ0(G, A)

es un homomorfismo de grupos bien definido.

Demostración: Sea G =
n⋃
i=1

giH la descomposición de G en clases laterales

izquierdas de H en G. NG/H está bien definido pues no depende de los re-
presentantes gi de las clases laterales giH ∈ G/H, pues si tomamos otros
representantes digamos ri ∈ giH, entonces ri = gihi con hi ∈ H, 1 ≤ i ≤ n;
aśı para todo a ∈ AH se tiene

n∑

i=1

ria =
n∑

i=1

(gihi)a =
n∑

i=1

gi(hia) =
n∑

i=1

gia.

Veamos ahora que NG/H ∈ AG. Sean gi , gj ∈ G tal que gi 6= gj modH. Para
g ∈ G se tiene que si ggi ≡ ggj mod H entonces (ggi)

−1ggj ∈ H lo cual
implica g−1

i gj ∈ H entonces gi ≡ gj modH lo cual es una contradicción. Por
lo tanto ggi 6≡ ggj modH. Para τ ∈ G se tiene

τNG/Ha = τ

n∑

i=1

gia =
n∑

i=1

τgia = NG/Ha

pues τgiH recorre a todo G/H cuando giH recorre a todo G/H.
Veamos por último que NG/H es un homomorfismo de grupos, en efecto sean
a, b ∈ AH luego

NG/H(a+ b) =
n∑

i=1

gi(a+ b) =
n∑

i=1

gia+
n∑

i=1

gib = NG/Ha+NG/Hb.
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El homomorfismo de grupos NG/H es llamado correstricción en dimensión
0 y denotado por Cor.

Proposición 4.1.5. Se tiene que (Cor◦Res)(z) = nz para todo z ∈ Ĥ0(G,A),

donde |G/H| = n

Demostración: Sea w ∈ AG luego Res(w) = w por lo que Cor ◦Res(w) =
Cor(w) =

∑
giH∈G/H

giw = g1w + g2w + · · · + gnw = nw pues el ı́ndice de H

en G es n.

Proposición 4.1.6. Sea G un grupo ćıclico de orden p, donde p es un número

primo. Definamos los siguientes conjuntos A1 = Zp, Ap−1 := Zp[ζp] =

Zp[x]/(Ψp(x)), y Ap := Zp[G], donde Zp es el anillo de los enteros p-ádicos,

ζp es una ráız p-ésima primitiva de la unidad y la acción es como en la

Proposición 4.1.1. Entonces A1, Ap−1 Ap son G-módulos y

Ĥ0(G, A1) ∼= Cp , Ĥ−1(G, A1) = 0,

Ĥ0(G, Ap−1) = 0, Ĥ−1(G, Ap−1) ∼= Cp ,

Ĥ0(G, Ap) = 0, Ĥ−1(G, Ap) = 0,

donde Cp es el grupo ćıclico de p elementos.

Demostración: Hacemos actuar a G de manera trivial sobre Zp. Ahora

bien, tenemos que Ĥ0(G, A) = AG/NGA. Aśı Ĥ0(G, Zp) = ZG
p /NGZp; por

otro lado, sea x ∈ Zp luego

(1 + σ + · · · + σp−1) x = x+ σx+ · · · + σp−1x

= x+ x+ · · · + x = p x.

De lo anterior tenemos Ĥ0(G, Zp) = ZG
p /NGZp = Zp/pZp.

Definamos el siguiente mapeo f : Z → Zp/pZp dado por: para n ∈ Z escri-
bamos n = pq + r con 0 ≤ r ≤ p− 1. Entonces f(n) = r + pZp.
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Sean ahora n = pq + r1, m = pl + r2 donde 0 ≤ ri ≤ p − 1 con i = 1, 2. Si
r1 + r2 = pt+ r0 entonces n+m = p(q + l + t) + r0. Por lo tanto

f(n+m) = r0 + pZp = r0 + pt+ pZp = r1 + r2 + pZp

= (r1 + pZp) + (r2 + pZp) = f(n) + f(m).

Esto prueba que f es un homomorfismo de grupos.
Veamos que f es un epimorfismo. Sea c ∈ Zp entonces c = r+pZp para algún
0 ≤ r ≤ p− 1 entonces f(r) = r + pZp = c y por lo tanto f es suprayectivo.
Finalmente veamos cual es el núcleo de f.
Sea n = pq + r1 con 0 ≤ r1 ≤ p − 1. Si n ∈ ker(f), entonces pZp = f(n) =
r1 + pZp lo cual equivale a que r1 ∈ pZp y por tanto r1 = 0 y n = pq. Por lo
tanto n ∈ pZ.
Se sigue que ker(f) = pZ. El Primer Teorema de Isomorfismo nos dice que
Z/pZ ∼= Zp/pZp. Por lo tanto

Ĥ0(G, Zp) = ZG
p /NGZp = Zp/pZp

∼= Z/pZ = Cp.

Sabemos que por definición Ĥ−1(G, A) = kerNGA/DA.
Aśı Ĥ−1(G, Zp) = kerNGZp/DZp, en donde D = σ − 1.
Sean x ∈ kerNGZp y m ∈ Zp. Entonces

(σ − 1)m = σm−m = m−m = 0.

y

NG(x) = (1 + σ + · · · + σp−1) x = x+ σx+ · · · + σp−1x

= x+ x+ · · · + x = px = 0.

Por lo tanto kerNGZp = {0} y DZp = {0}. Aśı Ĥ−1(G, Zp) = {0}.

Como ya sabemos, Ĥ0(G, Zp[ζp]) = Zp[ζp]
G/NGZp[ζp] por definición.

Para ver cuáles son los puntos fijos de Zp[ζp], procedemos de la siguiente
forma. Sean m ∈ Zp[ζp]

G y σ ∈ G. Supongamos que

σ ◦m = ζp m = m

entonces
(ζp − 1)m = ζp m−m = 0,

lo cual implica que (x− 1) m = 0 y puesto que Ψp(x) m = 0 donde
(x − 1) y Ψp(x) son primos relativos, elijamos h(x), g(x) ∈ Zp[x] tales
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que (x − 1)h(x) + Ψp(x)g(x) = 1 entonces m = 1 m = [(x− 1)h(x) +

Ψp(x)g(x)] m = (x− 1)h(x) m + Ψp(x)g(x) m = 0, Por lo tanto m = 0.

Se sigue que NGZp[ζ] = {0}. Aśı Ĥ0(G, Zp[ζp]) = {0}.

Para Ĥ−1(G, Zp[ζp]) = ker NG/DZp[ζp], consideremos h(ζp) = a0 + a1ζp +
· · · + ap−1ζ

p−1
p ∈ Zp[ζp], con ai ∈ Zp.

Luego

h(ζp) ∈ kerNG ⇐⇒ 0 = NG(h(ζp)) ⇐⇒ 0 = (1 + σ + · · · + σp−1)(h(ζp))

⇐⇒ 0 = (1 + ζp + · · · + ζp−1
p )(h(ζp)).

Por tanto kerNG = Zp[ζp].
Por otro lado como D = σ − 1, entonces (σ − 1)h(ζp) = (ζp − 1)h(ζp) ∈

(ζp − 1)Zp[ζp]. Aśı Ĥ−1(G, Zp[ζp]) = kerNG/DZp[ζp] = Zp[ζp]/(ζp − 1)Zp[ζp].
Ahora definimos el siguiente isomorfismo:
f : Zp → Zp[ζp]/(ζp − 1)Zp[ζp] de la siguiente forma: sea w ∈ Zp, con
w = a0 + a1p + a2p

2 · · · , 0 ≤ a0 ≤ p − 1. Entonces definamos f(w) =
w + (ζp − 1)Zp[ζp] y notemos que si w = a0 + a1p + a2p

2 + · · · , entonces
w − a0 = a1p+ a2p

2 + a3p
3 + · · · = pv donde v ∈ Zp y

p = −[(ζp−1
p − 1) + ((ζp−2

p − 1)) + · · · + ((ζp − 1))]

= −[(ζp − 1)(ζp−2
p + · · · + ζp + 1)

+(ζp − 1)(ζp−3
p + · · · + ζp + 1) + · · · + (ζp − 1)]

= −(ζp − 1)[(ζp−2
p + · · · + ζp + 1)

+(ζp−3
p + · · · + ζp + 1) + · · · + 1] ∈ (ζp − 1)Zp[ζp].

Ya que ζp−1
p +ζp−2

p +· · ·+ζp+1 = 0, tenemos que w−a0 = pv ∈ (ζp−1)Zp[ζp],
es decir, w+ (ζp− 1)Zp[ζp] = a0 + (ζp− 1)Zp[ζp]. Aśı pues, si w = a0 + a1p+
a2p

2 + · · · entonces f(w) = a0 + (ζp − 1)Zp.
Sean ahora w1, w2 ∈ Zp. Entonces

f(w1 + w2) = (w1 + w2) + (ζp − 1)Zp[ζp]

= (w1 + (ζp − 1)Zp[ζp]) + (w2 + (ζp − 1)Zp[ζp])

= f(w1) + f(w2).

Por lo que f es un homomorfismo. Veamos que f es un epimorfismo.
Sea h(ζp) + (ζp − 1)Zp[ζp] ∈ Zp[ζp]/(ζp − 1)Zp[ζp], como h(x) ∈ Zp[x] ahora
por el algoritmo de la división para h(x) y (x− 1) tenemos que
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h(x) = (x − 1)q(x) + r(x), con grado de r(x) ≤ grado (x − 1) por lo que
r(x) = w ∈ Zp. Aśı h(ζp) = (ζp − 1)q(ζp) + w. Por lo tanto.

h(ζp) + (ζp − 1)Zp[ζp] = w + (ζp − 1)Zp[ζp] = f(w).

Finalmente veamos cual es el núcleo de f.
Para w ∈ Zp, con w = a0 + a1p + · · · , 0 ≤ a0 ≤ p − 1, se tiene que
w ∈ ker f ⇐⇒ f(w) = 0, es decir a0 ∈ (ζp− 1)Zp[ζp]. Ahora bien esto último
es equivalente a a0 = (ζp − 1)t(ζp). Por tanto

ap−1
0 = N(ζp − 1)N(t(ζp)) = (−1)p−1pN(t(ζp)) ∈ Zp.

Por otro lado si a0 6= 0, entonces ap−1
0 ≡ 1 mod p es decir ap−1

0 = 1+pt1, t1 ∈
N ∪ {0}. Entonces

1 + pt1 = p((−1)p−1N(t(ζp))) ∈ p Zp,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto a0 = 0, de donde w ∈ p Zp por lo
que ker f ⊆ p Zp.
Rećıprocamente sea w ∈ pZp, Entonces w = 0 + a1p+ · · · , luego

f(w) = 0 + (ζp − 1)Zp[ζp] = 0

de donde obtenemos que w ∈ ker f. Por lo tanto ker f = p Zp. El Primer
Teorema de Isomorfismo nos dice que

Zp/p Zp
∼= Zp[ζp]/(ζp − 1)Zp[ζp].

Aśı

Ĥ−1(G, Zp[ζp]) = Zp[ζp]/(ζp − 1)Zp[ζp] ∼= Zp/pZp
∼= Z/pZ = Cp.

Calculemos

Ĥ0(G, Zp[G]) = Zp[G]G/NG Zp[G].

Sea m ∈ Zp[G]G, m = a0 + a1σ + · · · + ap−1σ
p−1.

Luego σ ◦m = a0σ+ a1σ
2 + · · ·+ ap−1σ

p. Por lo tanto σ ◦m = m si y sólo si
a0 = a1 = · · · = ap−1. Se sigue que

m = a0 + a0σ + · · · + a0σ
p−1 = (1 + σ + · · · + σp−1)a0 = NG a0
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es norma. Por lo tanto Ĥ0(G, Zp[G]) = {0}.

Finalmente veamos que Ĥ−1(G, Zp[G]) = ker NG/D Zp[G]. Sea x ∈ ker NG,
con x = a0 + a1σ + · · · + ap−1σ

p−1. Entonces

NG(x) =

(
p−1∑

i=0

σi

)(
p−1∑

j=0

ajσ
j

)
=

p−1∑

i=0

p−1∑

j=0

ajσ
i+j =

p−1∑

t=0

(
p−1∑

j=0

aj

)
σt.

Si a = a0 + a1 + · · · + ap−1, se tiene NG(x) = a + aσ + · · · + aσp−1. Por lo

tanto x ∈ kerNG si y sólo si a =
p−1∑
i=0

ai = 0.

Por lo tanto ker NG =

{
x =

p−1∑
i=0

aiσ
i |

p−1∑
i=0

ai = 0

}
. Por otro lado, sea b0 +

b1σ + · · · + bp−1σ
p−1 ∈ Zp[G], arbritario. Se tiene que

(σ − 1)(b0 + b1σ + · · · + bp−1σ
p−1)

= (b0σ + b1σ
2 + · · · + bp−1σ

p) − (b0 + b1σ + · · · + bp−1σ
p−1)

= (bp−1 − b0) + (b0 − b1)σ + (b1 − b2)σ
2 + (b2 − b3)σ

3

+ · · · + (bp−2 − bp−1)σ
p−1.

Dado x =
p−1∑
i=0

aiσ
i ∈ kerNG definimos y = b0 + b1σ + · · · + bp−1σ

p−1 donde

b0 := −a0 = ap−1 + ap−2 + · · · + a2 + a1

b1 := ap−1 + ap−2 + ap−3 · · · + a3 + a2

b2 := ap−1 + ap−2 + ap−3 · · · + a4 + a3

...

bp−2 := ap−1

bp−1 := 0.

Entonces

Dy = (bp−1 − b0) + (b0 − b1)σ + (b1 − b2)σ
2 + · · · + (bp−2 − bp−1)σ

p−1

= a0 + a1σ + · · · + ap−1σ
p−1 = x.

Por lo tanto kerNG ⊆ DZp[G], lo cual implica que

Ĥ−1(G, Zp[G]) = kerNG/D Zp[G] = {0}.
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Proposición 4.1.7. Sean G un grupo finito y pm la máxima potencia de p

que divide a |G|. Entonces Ĥ1(G, Zp) ∼= Ĥ−1(G, Zp) = {0} y Ĥ0(G, Zp) ∼=

Zp/p
mZp. También se tiene que Ĥi(G, Qp) = {0} para todo i.

Demostración: Se usará que Ĥi(G, Qp) es un grupo finito. Se tiene que G

actúa trivialmente sobre Zp. Entonces Ĥ0(G, Zp) = ZG
p /NGZp, con ZG

p = Zp.
Para x ∈ Zp tenemos que

NG(x) = (1 + σ + · · · + σp−1)x = x+ σx+ · · · + σp−1x

= x+ x+ · · · + x = pmx.

Por lo tanto, Ĥ0(G, Zp) ∼= Zp/p
mZp.

Ahora para Ĥ−1(G,Zp) = kerNG/IGZp, sea x ∈ kerNG. Se tiene queNG(x) =∑
σ∈G

σx = pmx = 0 ⇐⇒ x = 0. De donde kerNG = {0}, y por tanto obtene-

mos que Ĥ−1(G, Zp) = kerNG/IGZp = {0}.
Por otro lado, puesto que H1(G, Zp) ∼= Hom (G, Zp), consideremos un ho-
momorfismo ψ : G −→ Zp. Sea σ ∈ G, σ 6= 1.

pmψ(σ) = ψ(σ) + ψ(σ) + · · · + ψ(σ) = ψ(σ · σ · · ·σ) = ψ(σ|G|) = ψ(1) = 0.

Puesto que Zp no tiene torsión, se sigue que ψ(σ) = 0. Por lo tanto H1(G,Zp) =
{0}.
Sea f : Qp −→ Qp el mapeo multiplicación por n, es decir f(x) = nx. Entonces
f es un homomorfismo de G-módulos y tenemos la sucesión exacta:

0 −→ Qp
f
−→ Qp −→ 0 −→ 0

Por el Teorema 3.1.3 se tiene la sucesión exacta

Ĥi−1(G, 0) = {0} −→ Ĥi(G, Qp)
f∗

−→ Ĥi(G,Qp) −→ Ĥi(G, 0) = {0}

Por lo tanto f ∗ es un isomorfismo. Tomando n tal que nG = e, se sigue que
f ∗ = 0. Por lo tanto Ĥi(G, Qp) = {0}.

Proposición 4.1.8. Con la notación de la Proposición 4.1.7 se tiene que

Ĥi(G, R) ∼= Ĥi+1(G, Zp)

para todo i, donde R = Qp/Zp .
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Demostración: Se tiene la sucesión exacta

0 −→ Zp −→ Qp −→ R −→ 0

Por el Teorema 3.1.3 se tiene la sucesión exacta

Ĥi(G, Qp) = {0} −→ Ĥi(G, R) −→ Ĥi+1(G,Zp) −→ Ĥi+1(G, 0) = {0}

Por lo tanto Ĥi(G, R) ∼= Ĥi+1(G,Zp).

Proposición 4.1.9. Sean G un p-grupo finito y M un G-módulo. Suponga

que existe s ∈ N ∪ {0} tal que los grupos M y Rs son isomorfos, donde

R = Qp/Zp . Considere la sucesión exacta

0 −→ pM −→M
p
−→M −→ 0,

donde la función denotada por p es la multiplicación por p y pM := {m ∈

M | pm = 0}. Si

αi(M) = dimFp

Ĥi(G, M)

pĤi(G, M)
= dimFp pĤ

i(G, M),

entonces Ĥi(G, pM) ∼= C
αi−1(M)+αi(M)
p .

Demostración: Por el Teorema 3.1.3 se tiene la sucesión exacta

−→ Ĥi−1(G, M)
p∗

−→ Ĥi−1(G ,M)
ϕ
−→ Ĥi(G, pM) −→ Ĥi(G, M)

p∗

−→ Ĥi(G, M)

Afirmamos que la siguiente sucesión también es exacta

0 −→
Ĥi−1(G, M)

pĤi−1(G, M)
−→ Ĥi(G, pM) −→ pĤ

i(G, M) −→ 0.

En efecto, se tiene que ker ϕ = im p∗ = pĤ
i−1(G, M) y ker p∗ = pĤ

i(G, M).
Por otro lado, recordemos que si V es un espacio vectorial de dimensión
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finita sobre el campo K entonces si W es un subespacio de V se tiene que
dim V/W = dim V −dimW, es decir, dim V = dimW+dim V/W. Sean ahora
m ∈ Ĥi(G, pM) y k = [k] = k mod p para k ∈ Z. Entonces definimos una

acción de Fp en Ĥ i(G, pM) dada por km := km la cual está bien definida pues
si k = k′ con k′ = k + rp entonces k′m = km, luego define un multiplicación
por escalar haciendo a Ĥi(G, pM) espacio vectorial sobre Fp ∼= Z/pZ, y por

lo tanto tomando W =
Ĥi−1(G, M)

pĤi−1(G, M)
, V = Ĥi(G, pM), U = pĤ

i(G, M)

tenemos entonces que

0 −→ W −→ V −→ U −→ 0

es exacta y dim V = dimW + dim U es decir

dim Fp
(Ĥi(G, pM)) = dim Fp

(
Ĥi−1(G, M)

pĤi−1(G, M)

)
+ dim Fp

(pĤ
i(G, M))

= αi−1(M) + αi(M).

Entonces, tenemos que Ĥi(G, pM) ∼= Fαi−1(M)+αi(M)
p como espacios vectoriales

y Ĥi(G, pM) ∼= C
αi−1(M)+αi(M)
p como grupos.

Ejemplo 4.1.3. Sea K/k un campo de funciones con k algebraicamente

cerrado. Sea L/K una extensión finita de Galois con grupo de Galois G.

Denotamos por DL al grupo de divisores de L, y por DK al grupo de divisores

de K. Sea r ≥ 0 el número de primos en K ramificados en L. Digamos que

p1, . . . , pr son los primos de K ramificados en L, con ı́ndices de ramificación

e1, . . . , er, respectivamente. Para cada i = 1, . . . , r, expresamos

pi =

(
mi∏

j=1

Pij

)ei

,

donde cada Pij es un primo de L que está sobre pi.

Hacemos actuar G sobre DL v́ıa la acción de G sobre cada divisor primo de
L, es decir, para cada divisor primo P de L y para cada σ ∈ G, tenemos que
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σ(P) = {σ(a) | a ∈ P}.

Notemos que σ(P) es un primo de L que está sobre el primo P ∩K de K.
Aśı, tenemos que DL es un G-módulo.
Sea D un elemento de DL. Observemos que D ∈ DG

L si y sólo si la factori-
zación de D está dada por un producto finito de divisores de L, cada uno de
los cuales es de la forma

(P1 · · · Ps)
l ,

donde P1, . . . ,Ps son exactamente los primos de L que están sobre el primo
P1 ∩K de K, para algún l ∈ Z. En particular, si para algún j ∈ {1, . . . ,mi},
con i ∈ {1, . . . , r}, se tiene que Pij aparece en la factorización de D, con
D ∈ DG

L , entonces en D aparecerá como factor de D el divisor

(
mi∏

j=1

Pij

)li

, (4.1)

para algún li ∈ Z. Expresando li = eiqi + ri, con qi, ri ∈ Z y 0 ≤ ri < ei, el
divisor en (4.1) se puede expresar en la forma

p
qi
i

(
mi∏

j=1

Pij

)ri

.

Por otro lado, puesto que k es algebraicamente cerrado, cada primo P de
L tiene grado de inercia 1 sobre el primo P ∩ K. De aqúı que, NGDL =
DK , donde DK se puede considerar un subgrupo de DG

L . Además, por lo
establecido anteriormente, cada elemento del cociente DG

L/DK es de la forma

r∏

i=1

(
mi∏

j=1

Pij

)ri

·DK ,

donde 0 ≤ ri < ei, para cada i = 1, . . . , r. Más aún, los elementos

mi∏

j=1

Pij ·DK ,

con i = 1, . . . , r, son de orden ei y, puesto que los primos de L son generadores
libres de DL (lo mismo ocurre con el grupo DK), se tiene que
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DG
L

DK

∼=

r⊕

i=1

〈
mi∏

j=1

Pij ·DK

〉
.

Por lo tanto, hemos probado que

Ĥ0(G, DL) =
DG
L

NGDL

=
DG
L

DK

∼=

r⊕

i=1

Cei
.

Ahora, veamos que Ĥ−1(G, DL) = {0}. Para esto, sea D un divisor de L,

digamos que D =
t∏

ι=1

Psι

ι . Entonces, D ∈ kerNG si y sólo si

0 = NG(D) = NG

(
t∏

ι=1

Psι

ι

)

=
t∏

ι=1

NG(Pι)
sι =

t∏

ι=1

p
fιsι

ι

=
t∏

ι=1

p
sι

ι ,

ya que cada fι = 1 por ser k algebraicamente cerrado, y donde no nece-
sariamente los primos pι son distintos a pares. Aśı que, D ∈ kerNG si y
sólo si la suma de exponentes sι que afectan a primos Pι que están sobre un
mismo primo de K debe de ser cero, y puesto que estos primos de L forman
un conjunto G-transitivo, lo anterior es equivalente a que el divisor D se
ha de expresar como un producto de divisores de L de la forma Pσ(P)−1

para ciertos primos P que aparecen en la factorización de D y para ciertos
elementos σ ∈ G. Por lo tanto, tenemos que D ∈ kerNG si y sólo si D ∈ IGDL.
En consecuencia, kerNG = IGDL y Ĥ−1(G, DL) = {0}.



Conclusiones

Desde el punto de vista algebraico, los G-módulos y las resoluciones proyecti-
vas sobre Z son la herramienta fundamental que nos permite definir los grupos
de homoloǵıa y cohomoloǵıa de un G-módulo A, a través de la aplicación del
producto tensorial y de los homomorfismos de G-módulos, de manera res-
pectiva, de los módulos proyectivos de cualquier resolución proyectiva sobre
Z con A (Definición 2.1.1, Teorema 2.1.1 y Definición 2.1.2). Lo relevante
de los grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa, además de las aplicaciones que
uno pudiera tener de ellos, es de que estos grupos tienen un comportamiento
bastante agradable; por ejemplo, si se tiene una sucesión exacta corta de
G-módulos, los grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa de los G-módulos involu-
crados, en dicha sucesión exacta, también estarán conectados a través de una
sucesión exacta infinita (Teorema 2.1.2).

Los grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa deG-módulos son dif́ıciles de calcular
en términos generales. Sin embargo, si sabemos cómo son estos grupos para
algún G-módulo B, es posible que podamos conocer, por lo menos, la relación
de estos grupos para dos G-módulos A y C que estén relacionados, de alguna
manera, con el G-módulo B. Los grupos de homoloǵıa son triviales para
un G-módulo B inducido, y si 0 → A → B → C → 0 es una sucesión
exacta corta de G-módulos, entonces los grupos de homoloǵıa de A y C son
iguales (isomorfos), como se tiene en el Teorema 2.2.3 y Corolario 2.2.2. De
manera similar, lo anterior ocurre para los grupos de cohomoloǵıa, cuando se
está trabajando con los G-módulos coinducidos (Teorema 2.2.1 y Corolario
2.2.1). Por otro lado, en algunos casos es posible caracterizar los grupos de
homoloǵıa y cohomoloǵıa para n = 0, 1 y 2. Por ejemplo, una aplicación del
cálculo del primer grupo de cohomoloǵıa la obtenemos con el Teorema 90 de
Hilbert (Teorema 2.4.1), en el cual para una extensión de campos L/K que
es de Galois y finita, con grupo de Galois G, se tiene que H1(G,L∗) = 0.



La importancia de los grupos de cohomoloǵıa de Tate para un G-módulo A,
con G grupo finito, radica en que éstos están definidos para exponentes en-
teros, y relaciona a los grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa de A (Definición
3.1.2). Además, si se tiene una sucesión exacta corta de G-módulos, los gru-
pos de cohomoloǵıa de Tate, de los G-módulos involucrados, están conectados
a través de una sucesión exacta infinita, como se tiene en el Teorema 3.1.3.
En el caso particular de que se tenga un grupo ćıclico finito G, los grupos de
cohomoloǵıa de Tate de un G-módulo A están completamente caracterizados
(Teorema 3.2.1).
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ciones Algebraicas, Fondo de Cultura Económica, México, (2003).
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