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Introduccion

A partir de los trabajos de Debreu en la década de los afios 50, y de Arrow en los la
década de los anos 70, el estudio de la economia ha dado un cambio radical en su curso, ya
que pasé de ser un estudio cualitativo del comportamiento de los agentes de la economia a
ser una disciplina que utiliza a las matematicas como lenguaje y motor en la obtencién de sus
resultados, midiendo, comparando, creando y probando nuevas hipdtesis y teorias.

Hoy en dia, los estudios mas notables en economia utilizan fuertemente al andalisis matematico,
el andlisis convexo, las ecuaciones diferenciales, la topologia, la probabilidad y estadistica,
la teoria del control, la optimizacion dinamica, la teoria de juegos, entre otras disciplinas
matematicas, para poder modelar, comparar, cuantificar, explicar y predecir el comportamien-
to cotidiano de la economia, lo cual se hace evidente al leer cualquiera de las mas prestigiadas
revistas, documentos de trabajo y libros en esta rama.

También hacemos notar que, en particular, el estudio de la microeconomia se ha hecho
esencial para poder incursionar en cualquier otro ambito de la economia, ya que la mayoria
de las demds disciplinas econémicas estan microfundamentadas debido a que su sélida fun-
damentacién axiomadtica y su desarrollo matematico nos dan certeza en los resultados que se
obtienen, ademads de que el estudio individual y a escala de los agentes que conforman una
economia se hace fundamental para poder explicar el comportamiento global de la economia
y el de cualesquiera de sus sectores.

FEn este sentido, el presente trabajo pretende ser una conexién mas directa entre el estudio
en abstracto de algunas de las disciplinas matematicas y la microeconomia, construyendo un
modelo microeconémico que nos describa, 1égica y congruentemente con la realidad, el com-
portamiento de los diferentes agentes que participan tomando acciones en nuestra economia,
a través de una axiomatizacion racional de nuestra teoria, y contando con las diferentes ramas
de las matemaéticas para obtener resultados verdaderos y robustos bajo éste esquema.

La necesidad de proporcionar un analisis de este tipo en la economia se hace evidente al
hacer una revisién bibliografica sobre este tema, ya que notamos que la gran mayoria de los
libros de economia no toman en cuenta la fundamentacién de los resultados matematicos que
utilizan, restringiéndose solamente a un andélisis técnico y operacional, y dando lugar a una
carencia de fundamentos para enfrentar problemas que surgen bajo nuevas condiciones de la
economia. También ocurre que en muchas ocasiones limitan el alcance de los resultados de
la teoria econdémica al pedir que se cumplan condiciones innecesarias para la obtencion de
resultados.



En éste trabajo vamos a analizar desde un enfoque matematico las bases axiomaticas y
analiticas de la teoria microeconémica moderna, asi como hacer una descripcién formal de los
conceptos bésicos y demostrar los resultados mas importantes de las teorias del consumidor,
del productor y del equilibrio general. De esta manera, adicionalmente, proporcionaremos una
herramienta para que las personas con formacién matematica o afin a ésta, puedan compren-
der los resultados basicos de la teoria microeconémica de forma precisa y correcta.

Estos objetivos se se podran alcanzar a partir de definir, usando la herramienta matematica,
los diferentes conceptos econémicos que empleamos en la microeconomia, asi como demostran-
do la mayoria de los resultados matematicos que nos permiten demostrar a su vez, los resul-
tados econdémicos a los que llegamos con éste andlisis. Con éste proposito, hemos dividido
éste trabajo en dos partes. La primera nos proporciona los fundamentos matematicos que
aplicaremos a la teoria econdémica que daremos en la segunda parte.

En el primer capitulo desarrollaremos la parte matematica del trabajo. Comenzaremos
con una introduccién a la teoria de conjuntos, dando algunas definiciones y propiedades de
cardinalidad y topolégicas, convenientes para nuestros propositos, para las cuales nos basamos
en la nocién de conjunto cerrado. Definiremos los conceptos de funcién, relacién y correspon-
dencia, y analizaremos algunas de sus propiedades (delimitadas por los conceptos de la teoria
de conjuntos anterior), lo cual nos permitird modelar de forma adecuada el comportamiento
del consumidor y del productor en nuestro modelo bésico de Mecanismo Competitivo.

Siguiendo con el andlisis de conjuntos convexos y su relacion con los conceptos de funcién
y correspondencia, definiremos los conceptos de cono y de cono asintético de un conjunto,
asi como su cerradura convexa, prestando mucha atencién a los resultados que necesitamos
para nuestro analisis, con lo cual pretendemos demostrar varias de las propiedades impor-
tantes en el estudio de las funciones, principalmente de las de utilidad.

Por tdltimo, y sin restarle importancia por sus multiples aplicaciones a la teoria econémica,
daremos la definicién de hiperplano y de punto fijo. La primera relacionada con la separacion
de espacios, y la segunda con soluciones de sistemas de desigualdades o ecuaciones, con las
cuales trabajaremos para garantizar la existencia de soluciones en nuestro modelo econémico,
permitiéndonos asi definir y demostrar los resultados principales de la teoria de equilibrio
general, basandonos también en la introduccién a la teoria de juegos que damos al final de
ésta parte del trabajo.

En el segundo capitulo abordaremos la parte econémica de nuestro trabajo, para la cual
hicimos la construccion matematica en el primer capitulo. En primer lugar daremos el marco
de estudio de nuestro analisis econémico describiendo el modelo general en el cual nos basare-
mos y dando los supuestos de partida de nuestro estudio. Después estudiaremos la teoria
del consumidor, la cual se basa en los conceptos de relacién y de conjuntos, asi como en las
propiedades que probamos de ellos.

El objetivo en ésta parte es dar las condiciones necesarias para garantizar la existencia
de una funcién de utilidad y la satisfacciéon, de manera éptima, de las preferencias de los
individuos a través de resolver el problema de maximizacion de las preferencias sujeto a las
restricciones econémicas de éste. Una vez cumplidos estos objetivos, pasaremos al estudio de
la teoria del productor la cual es semejante a la del consumidor sélo que se basa en el cri-
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terio de los beneficios de determinados planes de produccién, para lo cual requiere de otros
supuestos sobre los conjuntos de posibilidades de producciéon. Aqui plantearemos el problema
de maximizacién de beneficios del productor.

Por ultimo, combinaremos estos andlisis para encontrar el equilibrio de nuestro modelo
general, con lo cual introduciremos el mecanismo de mercados, a través de los cuales nuestra
economia funciona y que nos servird para garantizar la existencia de un equilibrio de merca-
do competitivo, el cual denominaremos Equilibrio Walrasiano. De ésta manera pretendemos
dar una vision general en el estudio de la microeconomia moderna, estudiando, a través de
la herramienta matematica que desarrollamos en este trabajo, los diferentes componentes de
una economia e interpretando los resultados a los que llegamos a través de nuestro analisis.

Pasamos del andlisis de agentes de un sélo tipo (consumidor o productor), al de varios de
estos agentes interactuando entre si y con el otro tipo de agente (el mercado), para encontrar
el equilibrio de competitivo en una economia, el cual podemos garantizar que existe bajo
ciertas condiciones, las cuales se asume que se cumplen en condiciones normales, y el cual es
deseable alcanzar dado que ahi, los distintos agentes de la economia maximizan su criterio de
eleccién entre distintas opciones.






Capitulo 1

Principios Matematicos

1.1. Introduccion

La economia moderna no se entenderia ni podriamos obtener tantos y tan certeros re-
sultados sin las herramientas matematicas usadas para sustentar la bases de los estudios
econémicos hoy en dia. Fue con los trabajos de Gerard Debreu (1959) y Arrow y Hahn (1971)
que se cristalizé el modelo béasico de equilibrio general competitivo. En ésta parte de nuestro
trabajo se daran las definiciones y resultados béasicos necesarios para el correcto entendimien-
to de los conceptos y resultados econdémicos que se expondran en la segunda parte. Estas
definiciones tienen que ver con diversos temas de la matematica como la teoria de conjuntos,
de funciones y relaciones, con el andlisis matematico y propiedades topoldgicas de algunos
espacios y conjuntos, asi como los conceptos de conos, conjuntos convexos e hiperplanos.

Se comenzara con algunas definiciones y resultados béasicos de conjuntos y su cardinalidad,
dando en éste punto la definicién de particion y de funcion, las cuales resultan indispensables
para el entendimiento del problema del productor y del consumidor. Se seguird con la defini-
cion de relacién y sus propiedades, sobre las cuales se basa la teoria del consumidor y nos dan
la nocién de maximizacién sobre conjuntos. Un poco més adelante se introducird la nociéon
de norma, y con ella, varios conceptos topolégicos de los conjuntos en R”, como la de conjun-
to cerrado y conjunto compacto, se analizardan las propiedades de la suma y el producto de
conjuntos asi como de funciones definidas sobre estos. En éste punto se dara el Teorema de
Weierstrass que asegura la existencia de alguna solucién al problema de maximizacion de la
utilidad o del beneficio, que es un caso particular, pero muy importante de nuestro problema
del consumidor y del productor.

Pasando éste punto el trabajo se enfoca al estudio de las propiedades de las corresponden-
cias y su relacién con los conceptos anteriores, dando paso al estudio de conos y de hiperplanos,
que resulta fundamental para la comprensién de los resultados econémicos y el planteamien-
to del modelo de equilibrio general. Al final se hard referencia al Teorema de punto fijo de
Brouwer y de Kakutani, asi como una introduccién a la teoria de juegos. El primero asegu-
ra la existencia de un equilibrio competitivo para nuestra economia de intercambio puro y
el segundo el de nuestra economia con produccién descrito a través de la teoria de juegos,
pero de los cuales omitiremos sus demostraciones, pues para ello se requieren herramientas
matematicas mas sofisticadas que nos desviarian de nuestro propdsito en éste trabajo.



1.2. Conjuntos

Damos por conocidos los conceptos y operaciones béasicas de conjunto, subconjunto, uniéon
e interseccién de conjuntos. Dados A y B subconjuntos de E, definimos la diferencia de es-
tos como A\B ={z|x € A, x ¢ B}y el complemento de A como A® = E\ A respectivamente.

Recordamos que el conjunto potencia de un conjunto A es la familia de todos los subcon-
juntos de A, y lo denotamos por P(A). Un conjunto .4 de subconjuntos de E se llamard familia
de conjuntos.

Los conceptos de unién e interseccién de conjuntos se generalizan para el caso de familias
de conjuntos de la siguiente manera:

Dada un conjunto de indices I tenemos que

UAZ':{QJ | © € A; para algin i € T}
iel
ﬂAi ={z | z € A; para todo i € I}
el
Teorema 1.2.1 (Leyes de D’Morgan) Sean A y B subconjuntos de E, entonces
1. (ANB)“ = A°U B°
2. (AUB)“ = AN B°
Demostracion.
1. Sea a € (AN B)° entonces a ¢ (ANB) & a ¢ Aoa ¢ B, ie, a€ A°U B, luego
(ANB)“ = A°U B°

2. Sea ahora b € (AU B)“ entonces a ¢ AUB, ie,a¢ Aya¢ B&a€ A°ya€ BC &
a € A°N B¢ luego (AU B) = AN B¢ O

Nota 1.2.1 Estos resultados se extienden por induccion para un nidmero finito de conjuntos,
es decir, se tiene que si Ay, As, ..., A, C E entonces

1. (AlﬁAQﬂ'”ﬂAn)C:AfUAEU"'UA%
2. (AHUAU---UA,) =ATNASN---NAS
Ademds, se extiende éste resultado de manera natural a familias numerables de conjuntos.

Definicion 1.2.1 Sea I un conjunto de indices, entonces:

» Una familia {A;};c; de subconjuntos de E, forman una particion de E si cumplen ser
disjuntos a pares (i.e. AiNA; =0,V i+ j)y ademds U A;=E.

el
» Considere n conjuntos Ay, ..., A, entonces el conjunto de n-uplas ordenadas (a1, ..., ay),
denotada por (a;), donde a; € A; Vi =1,...,n, es el producto cartesiano de los con-

juntos Ay, ..., An denotado por

n
HAi:Al XAQX“'XATL
i=1
El elemento a; se conoce como la i-ésima coordenada o componente de la n-upla.
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1.3. Funciones y Correspondencias

Definicion 1.3.1 Sean X,Y dos conjuntos cualesquiera

» Una funcion de X a Y (denotada por f : X — Y) es un subconjunto del producto
cartesiano X XY tal que si (z,y),(x,z) € f entonces y = z, y ademds Ve € X, Jy €Y

tal que (x,y) € f.
» En éste caso y se llamard el valor de f en x y se denotard por y = f(x)
Note que si X = (), entonces X x Y = 0, el cual satisface por vacuidad la definicién de

funcién. El caso en que Y = () no satisface la segunda parte de la definicién de funcién.

Nota 1.3.1 La definicion anterior es usada para definir la grdfica de una funcion pero en
nuestro caso nos ayudard a simplificar nuestro trabajo y a entender el significado econémico
y su relacion con las preferencias definidas en el Capitulo 2, ya que ésta definicion estd inti-
mamente ligada con el sentido intuitivo de estos conceptos. Lo mismo pasa con la definicion
de correspondencia dada mds adelante.

Dada f: X — Y, ésta induce dos funciones, una de ellas denotada por f:P(X) = P(Y)
y definida como sigue. Si A C X entonces f en A es:

f(A) ={yeY |y= f(z) para algin x € A}
Al conjunto f(A) se le llama la imagen directa de A bajo f. Cuando f(A) ={y}cony ey,

la funcién f se dird que es constante en A.

La otra funcién inducida por f se denota por f_1 : P(Y) — P(X) y se define de la
siguiente manera. Si B C Y entonces f~! en B es:

fUB)={zeX]| f(z) € B}

Al conjunto f~1(B) se le llama la imagen inversa de B bajo f.

Nota 1.3.2 En el caso en que f: X — P(Y) ésta se llamard correspondencia de X en'Y
y difiere de la definicion de funcion por la sequnda propiedad de las funciones.

Lema 1.3.1 Sea como antes {A;},c; una familia de conjuntos, entonces

1. (VP(A) =P 4)

i€l el
2. P cr(J4)
el el
Demostracién.
1. Be([\P(A)) & BeP(A;)Viel & BCA,Viel
el
& BC(()4) < BeP()4)

iel el
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2. Be (U P(A;)) = B e P(Ai), para algin i € I = B C A,
i€l
= BC (| J4) = BeP(JA)

i€l i€l

Luego, tenemos que: UP(Az‘) - P(U A;) O
el el

Nota 1.3.3 El siguiente ejemplo muestra que en el inciso (2) del lema anterior, la igualdad

no se da necesariamente:
Sean A = {1} y B = {2}, entonces AU B = {1,2}.
Asi tenemos que P(A) = {0, A} ,P(B) = {0, B} pero

P(A)UP(B) = {0, A, B} C P(AUB) = {),A,B, AU B}

El siguiente teorema es resultado del lema anterior y nos ayudara a definir varios conceptos
para las funciones de utilidad en el Capitulo 2.

Teorema 1.3.1 Sean X,Y conjuntos, f : X — Y, {Ai},c; una familia de subconjuntos de
Xy {Bj}jEJ una familia de subconjuntos de Y. Entonces:

1 f(JA) = r4)
icl icl

2. f((")A) € () F(A)

i€l il

. (UBy =118

jeJ jedJ

4 OB =) 1(B))

jeJ jeJ
Demostracion.

Lye f(Upes4i) & o€ Ajtal que f(z) =y paraalgini € I & y € f(4;) para
algini € I < y € U;er f(As)

2. yef(ﬂieIAi) = drx e A;talque f(z) =y, Viel
= y€f(A),Viel = yeNif(A)

3. xef! (UjeJBj) & Jy € Bj tal que f () =y para algin j € J

& z € fH(B))paraalgin j € J & x € Ujes f~1(By)

4. x € f! (ﬂngBj> & JyeBjtalque f(z)=y, VjieJ &
zefH(By),vVieJ & xee; [ (B D
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Definicién 1.3.2 Sea f: X — Y una funcion

v f se llama inyectiva si (x,y) € f y (w,y) € f implican que x = w (i.e. x # w =
f(@) # f(w)).
Equivalentemente f es inyectiva < para todo y € Y el conjunto f~1(y) tiene a lo mds
un elemento.

v [ se llama suprayectiva siVy € Y, 3z € X tal que (x,y) € f (es decir f(X)=Y).

= Una funcion que cumple ser inyectiva y suprayectiva se dice ser biyectiva.

v Seag:Y — Z otra funcion, si se cumple que f(X) =Y ,definimos la composicion de f
con g, denotada por go f, como un subconjunto de X X Z tal que (z,z) € gof < JyeY
tal que (z,y) € fy (y,2) €9

Nota 1.3.4 De la definicion de composicion de funciones y de biyectividad se tiene que i
podemos componer dos funciones biyectivas, f y g, entonces la funcion resultante go f también
es biyectiva.

La suprayectividad es clara y la inyectividad resulta de que, dado z € (go f)(X), como g
es inyectiva, existe un tinicoy € Y tal que y = g~ '(z) y por lo tanto f~1(g71(2)) tienen un
solo elemento.

Lema 1.3.2 Si f : X — f(X) CY es una funcion inyectiva en X, entonces existe una unica
funcion llamada la inversa de f denotada por

LX) - X

y dada por:
FTly) == si f(z)=y

Demostracién. Primero observemos que f~! es funcién pues dado y € f (X), si ocurre que

! (y)=z1y ! (y) = x2, entonces f (z1) =y y f (x2) = y lo que implica que x; = x2 pues
f es inyectiva.

Ademsés, dado = € X existe un tinico y € f(X) tal que f () =y y f~' (y) = = no puede
tomar otro valor (i.e. ! es tnica). O

Nota 1.3.5 Claramente, si f : X — Y es una funcion biyectiva entonces existe f~1, la cual
también es biyectiva y cumplen que:

(flof)(z)=2z, VzeX

y también
(fof Ny =y, Wyey
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Definicién 1.3.3 = Sea f: X — Y una funcion y sea W un conjunto que contiene a X,
entonces una funcion g : W — Y se dice ser una extension de f a W si se cumple
que f(x) = g(x) para todo x € X (alternativamente se dice que f es la restriccion de
gaX).

» Considere la familia de conjuntos {S;},c; y su producto [[;c; Si. La funcion f; que
asocia a cada n-upla (s;) su j-ésima coordenada s; se llama la j-ésima proyeccion o
la proyeccion en S;.

La imagen de un elemento o conjunto bajo una funcion de éste tipo se llama la proyec-
cion de tal elemento o conjunto.

Nota 1.3.6 Una operacion binaria como la suma o la multiplicacion usuales en los nimeros
reales o complejos no es mds que una funcion definida por f : X x X — X y que cumplen
ciertas propiedades operacionales.
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1.4. Cardinalidad y Equipotencia

Definicion 1.4.1 Sean X,Y dos conjuntos no vacios, decimos que X es equipotente a Y,
y lo denotamos por X ~¢q Y, si existe una biyeccion de X sobre Y.

Nota 1.4.1 Por las notas 1.3.4 y 1.3.5 vemos que se cumple lo siguiente:
P X gV =Y~ X

8 X ~eg Y ey Z entonces X ~eq 2

Definicion 1.4.2 Sea X un conjunto cualquiera

s Sean a,b € N, denotamos al conjunto de nimeros naturales entre a y b como
la,b[={neN|a<n<b}

Entonces decimos que el conjunto X es finito si X = () o si es equipotente al conjunto
11,n[ para algin n € N. Dicho n es inico y se llamard el nimero cardinal de X
(denotado por Car(X) =n).

El hecho de que éste n sea unico se prueba de la transitividad de la equipotencia.

n Si el conjunto X es equipotente a N, se llamara conjunto numerable, y se dice que es
a lo sumo numerable si es finito o numerable.

Lema 1.4.1 Sea A CR"

s Si B C A es un conjunto infinito y A es numerable, entonces B es numerable.

» Si existe una funcion f: N — A suprayectiva, entonces A es a lo sumo numerable.
Demostracion.

= Sea {an},cy una enumeraciéon de A, dado que B C A es no vacio podemos tomar al
natural n; mds pequeno tal que a,, € B. Asi, formamos el conjunto B; = B\ {an, } v
entonces, como Bj es no vacio (pues B es infinito) podemos tomar el minimo natural
ny tal que a,, € Bj. Ahora formamos el conjunto By = Bj \ {an,} y como By es no
vacio podemos tomar al minimo natural n3 tal que a,, € B2. Podemos ahora definir el
conjunto Bz = By \ {an,} y continuar haciendo lo mismo.

El proceso anterior describe una funcién biyectiva entre B y N dada por la sucesion
{an, }ens ya que cumple ser:
e Suprayectiva, ya que dado b € B, como B C A, éste cumple ser de la forma ay,
para algin ng € N y por construccién a,, = an, para algin k < ng.
e Inyectiva, pues dados by,by € B (b # by), existen ay,a,, € A tales que a, = by y

am = by y como by # by entonces a,, # am, luego n # m.

» Se sigue de la definicién de funcién. Si A es finito acabamos, si no basta con quitar todos
los z € N tales que f(z) = f(n) y con z > n, para formar una biyeccién. O
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Teorema 1.4.1 El producto cartesiano de dos conjuntos numerables es también numerable.

Demostracién. Por la Nota 1.4.1 vemos que basta demostrar que N x N es numerable. En
efecto, probemos que la funcién ¢ : N x N — N dada por

p(n,m) =2""1(2m —1)

es una funcién inyectiva de N x N en f(N x N) C N (en donde f(N x N) es un subconjunto
infinito de N).

Sean a, b dos naturales de la forma a = 2"~1(2m —1), b = 2P~1(2g—1) con a = b, entonces
se tiene que 2m — 1 = 2P7"(2¢ — 1). Como (2m — 1) es impar se debe cumplir que p —n =0
(pues en caso contrario 2P~"(2¢ — 1) es un natural par o un racional). Asi, 2m —1=2¢—1y
luego m = ¢, por lo que tenemos que (m,n) = (p, q).

De ésta forma N x N ~¢, f(N x N) € N y como es un conjunto infinito llegamos a lo que
queremos por el Lema 1.4.1.0

Corolario 1.4.1 FEl producto cartesiano de un numero finito de conjuntos numerables es
numerable, en particular

NF=NXxNx---xNr~g N,  VEkeN

k—uveces

Demostracion. La demostracién se hace por induccién sobre k. O

Corolario 1.4.2 Sea {A,},cy una familia numerable de conjuntos a lo sumo numerables,
entonces la union de estos conjuntos es también a lo sumo numerable.

Demostracion. Sin perdida de generalidad podemos suponer que A, es numerable, para
todo natural n € N. Entonces existe una biyeccién f, : N — A,, para toda n € N.
Definimos la aplicacién ¢ : N x N — U A, dada por:
neN

¢(n,m) = fn(m)

Sea b € U Ay, entonces dng € N tal que b € A, luego como f,, es suprayectiva, Img € N
neN
tal que b = fi,,(mo) = ¢(ng, mo).
Asi la funcidn ¢ es suprayectiva, por lo que el conjunto A = U A, es a lo sumo numerable.O
neN

Teorema 1.4.2 7Z es numerable.

Demostracién. Sea f: N x N — Z una funcién definida por f(n,m) =n —m.
Claramente la funcién f es suprayectiva, luego Z es a lo sumo numerable. Pero Z no es
finito, luego es numerable. O

Teorema 1.4.3 Q es numerable.

Demostracién. Z \ {0} es un subconjunto infinito de Z, luego numerable.
Sea f:Z x Z\ {0} — Q una funcién definida por f(p,q) = g.
Claramente la funcién f es suprayectiva, luego Q es a lo sumo numerable y como Q no es

finito, entonces es numerable. O
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1.5.

Relaciones Binarias y Predrdenes

Definicion 1.5.1 Una relacion binaria R en un conjunto arbitrario X es cualquier sub-
conjunto de X x X. Si (a,b) € R escribiremos aRb.

En economia, en la teoria de la eleccion, estamos interesados en la relacion binaria “es
al menos tan preferida a” para comparar entre dos posibles alternativas de consumo que
tenga el elector. Esta relacién serd denotada por el simbolo “ = 7 y la expresién “x = y” se

leera

como:
“x es al menos tan preferida a y”.

Definicion 1.5.2 Sea R una relacion binaria definida en un conjunto X, entonces:

R es reflexiva si aRa para todo a € X

R es irreflexiva si para todo a € X, (a,a) ¢ R

R es stmétrica si aRb implica bRa

R es antisimétrica st aRb y bRa implican que a = b
R es transitiva si aRb y bRc implican aRce

Una relacion binaria R se dice ser un preorden si cumple ser reflexiva y transitiva. En
éste caso se dice que X es un conjunto preordenado.

Si ademds de ser preorden, la relacion R cumple ser antisimétrica, entonces ésta se
llamard orden. En éste caso se dird que el conjunto X es un conjunto ordenado.

Nota 1.5.1 De aqui en adelante usaremos el simbolo “ = 7 en lugar de R para designar
algun preorden en nuestro conjunto X.

Ejemplo 1.5.1 Los siguientes ejemplos tienen que ver con las definiciones anteriores y nos
ayudardan a comprender mejor el espiritu de estas.

La relacion en economia que definimos arriba claramente cumple ser simétrica pues
cualquier opcion de consumo es tan buena como ella misma. Pero vemos que no tiene
por qué cumplir las demds definiciones. Como es refleriva no puede ser antirreflexiva.

Vemos que si a = $100 y b = $10 entonces a = b pero NO ocurre que b = a, luego la
relacion no es simétrica.

Piense en el caso en que una persona tiene las opciones de viajar en microbis o en el
metro de un punto a otro en la ciudad, muchas veces ocurre que al pasajero le da lo
mismo tomar alguno de los dos medios (en ciertas circunstancias), pero estas opciones
son diferentes entre st, por lo que la relacion de “qué medio de transporte prefiere” no
es antisimétrica.

Suponga que a una persona que le dan a escoger entre una manzana Yy unae naranja,
escoge la naranja, y luego entre una naranja y una pera escoge la pera. Puede ocurrir
que al escoger entre la manzana y la pera escoja la manzana dado que los gustos de las
personas en algunos casos no tienen por qué cumplir transitividad.
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» Pensemos ahora en una persona que quiere invertir cierta cantidad de dinero en algun
proyecto (suponga que los proyectos tardan lo mismo en realizarse) y que si él no dis-
tingue entre dos proyectos que le dan los mismos rendimientos, le da lo mismo elegir
alguno de ellos. En éste contexto la relacion de preferencia por un proyecto de ésta
persona cumple ser un orden.

Definicién 1.5.3 Dos elementos z,y de un conjunto preordenado (con preorden =) pueden
no cumplir a = b ni b > a. En éste caso se dice que estos elementos son no comparables.

En el caso en que necesariamente se cumpla alguna de las relaciones anteriores se dice
que el preorden (respectivamente el orden) es completo. Si esto no se cumple, el preorden
(respectivamente el orden) se dice que es parcial.

Notacion

= Sea >~ un preorden, entonces a > by b > a se escribe como a ~ b, y si tenemos que
a >~ b pero no ocurre que b > a entonces escribimos a > b.

= Note que, bajo completitud, la expresién b > a es la negacién de a > b.

= la expresion y < x es lo mismo que z = y.

Uno de los pilares dentro de la teoria del consumidor es el supuesto de que el consumidor
siempre puede elegir entre dos opciones de consumo o mas.

Pero esto puede no pasar, por ejemplo si el consumidor no conoce todas las componentes
de una opcién. Imagine el caso en que a un recién llegado al pais le dan a elegir de entre
“arroz y guanzontles” o “sopa de pasta y un bistec”, entonces normalmente ésta persona no
podréd comparar estas dos opciones pues no conoce los guanzontles.

Definicion 1.5.4 Sea X un conjunto parcialmente ordenado.

1. Cuando y € X y no existe un elemento x € X tal que x = y (respectivamente y > x),
entonces y se llama elemento maximal (respectivamente elemento minimal) del
conjunto X.

2. Cuando y € X y cumple con la propiedad de que y = x (respectivamente x = y) para
todo x € X, se dice que y es un elemento mds grande (respectivamente mds chico)
del conjunto X.

Teorema 1.5.1 Sea X un conjunto preordenado.

» Un elemento mds grande (respectivamente mds chico) del conjunto X es un elemento
mazximal (respectivamente minimal). Cuando el preorden es completo, el inverso de la
afirmacion anterior es cierto.

= Cuando el preorden en X cumple ser un orden, entonces existe a lo mds un elemento
mds grande y un elemento mds chico.
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Demostracion.

Sea y un elemento mas grande de X, entonces y > x por lo que z ¥ y,Vzr € X (vea
notacién). Asi, fz € X tal que = > ¥, i.e., y es un elemento maximal.

Cuando el preorden es completo, sea y un elemento maximal de X, entonces dado x € X
por definicién x ¥ y y por completitud es equivalente a decir que y = = (vea notacién).
Como lo anterior es valido para cualquier x € X, entonces y = z, Vo € X.

Si el preorden = es un orden, dados y1,y2 € X dos elementos mas grandes de X, ocurre
que y1 = Yz pues yo € X y yo = y1 dado que y; € X, y como > es antisimétrica por la
definicién de orden, entonces y; = yo.

Las pruebas para elemento mas chico y elemento minimal son similares. O

Definicion 1.5.5 Sea X un conjunto preordenado y considere un subconjunto W C X.

Un elemento x € X tal que Yw € W se tiene que © = w (respectivamente w = x) se
llama cota superior (respectivamente cota inferior) del conjunto W.

Suponga que W poseé al menos una cota superior, luego considere el conjunto Y de sus
cotas superiores. Note que siy €Y yy =y, entonces y € Y. Un elemento minimo de
Y es una minima cota superior.

Suponga ahora que W tiene al menos una cota inferior, luego considere el conjunto Z
de sus cotas inferiores. Note ahora que si z € Z y z = 2, entonces 2’ € Z. Un elemento
mdazimo de Z se conoce como una mdxima cota inferior.

Nota 1.5.2 57 X es un subconjunto de los numeros reales, entonces:

Un elemento mds grande (respectivamente mds chico) de X, si existe, por el Teorema
1.5.1 es tnico y es llamado el mdximo (respectivamente minimo) del conjunto X y
denotado por max X (respectivamente min X ).

Ahora por el Teorema 1.5.1 y la Nota 1.5.8, una minima cota superior (respectivamente
mdzima cota inferior) si existe es unica y se llama el supremo (respectivamente infi-
mo) del conjunto X y lo denotaremos por sup X (respectivamente inf X ).

Definicion 1.5.6 Sea X un conjunto preordenado, I C X se llama intervalo si a,b € I y
ademds a = z < b (vea Notacion) implica que z € I.
Sean a,b € X tales que b = a, entonces casos particulares de intervalos son los siguientes:

[a,b] ={z € X | a <z < b}
[a,b) ={z € X | a <Xz <b}
(a,b] ={z € X | a<z=b}
(a,b)={x e X |a<xz<b}
la,—)={zx e X |a=<uz}

(b ={r e X |z=b}
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Definicién 1.5.7 Denote por Si,S9,...,5n a m conjuntos preordenados con preordenes »;
en S;, Vi=1,2,...,m.

» Un preorden = es definido en el producto [[}", S; dado por:

(i) = (yi) stz =y, Yi=1,2,...,m.

v (z;) = (y;i) significa que x; = y; Yi = 1,2,...,m, y que existe al menos un iy tal que
Ly - Yig

» La notacion (z;) > (y;) significa que x; > y; Yi=1,2,...,m

En economia se hace el supuesto de que los agentes siempre preferirdn tener mas “bienes
deseados” que menos “bienes deseados”, es decir, si tiene la posibilidad de elegir entre una
canasta con cierta cantidad de bienes deseados y otra que contiene un poco mas de cada uno
de los bienes, entonces elegird la segunda opcién.

Esto tiene que ver con la monotonicidad de las preferencias del agente, conceptos que se
definiran claramente en el siguiente capitulo.

Nota 1.5.3 Note que el conjunto de los numeros reales R con la relacion >, es un conjunto
totalmente ordenado (todas las propiedades las cumple por construccion).

Definicién 1.5.8 Sean X,Y dos conjuntos preordenados (con preordenes = x y =y respecti-
vamente). Una funcion f : X — Y se dice ser creciente (o una representacion de X en
Y) six ~x 2’ implica que f (x) ~y f(2') y ademds x =x 2’ implica que f (x) =y f(2).

En éste trabajo, como ya lo dijimos en la introduccién, uno de nuestros objetivos es el
construir una funcién de utilidad que refleje las preferencias de los consumidores, i.e., una
funcién del conjunto de posibilidades de consumo (que en la definicién se puede identificar
con el conjunto X) a los nimeros reales (con el conjunto Y') tal que si una canasta de consumo
es indiferente a otra, les asigne el mismo valor, y si es preferida a otra, les asigne un valor
menor a ésta ultima. Esto es la esencia en nuestro trabajo de definir una funcién creciente.
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1.6. Limites en R"

En ésta seccién vamos a tomar como conocidos varios conceptos de topologia en R™,
asi como el de espacio vectorial real, sucesion, sucesiéon convergente y limite en R™. Vamos a
definir algunos conceptos equivalentes para la Topologia en R™ de definiciones més generales
que se hacen para otros espacios mas complicados. Esto lo haremos apoyados en resultados
conocidos para R™ (como el Teorema de Heine-Borel y demds teoremas para sucesiones) con
el fin de darle un enfoque més practico a la seccién, puesto que nuestro objetivo es més
econdémico que técnico.

Definicién 1.6.1 Sea E un espacio vectorial real. Una funcion ||-|| : E — R se llama norma
sobre E si satisface los siguientes axiomas:

1. ||zl >0 para todo x € E

2. || Az|| = |A] ||zl VAeR,Vz e E
3.l +yll < =l + llyll Vo,y € E
4. ||z|l =0 siy solo six=0

Nota 1.6.1 Sabemos que R™ es un espacio vectorial y ademds:

s Definimos la norma Euclidiana como sigue

loll = \/a3 +a3 +... +a2 vz € R
Este espacio con la norma anterior se llama Espacio FEuclidiano n-dimensional.
= La norma dada por
|z|| = max {|z;|, 1 <i<n} Vo e R"
se conoce como la norma Clibica.

Definicion 1.6.2 Sean S,T C R"™, entonces definimos la distancia entre estos dos con-
juntos como

d(S,T) =1inf{||s — t|| tal que s € S,t € T}
note que éste numero siempre existe por la completes de los numeros reales.

Aprovecharemos las equivalencias topoldgicas de conjuntos con sucesiones en R™ para
hacer las siguientes definiciones.

Definicion 1.6.3 Sea X C R"™, entonces

= Un punto x € R" es un punto adherente a X si existe una sucesion de puntos en X que
converge a x. Bl conjunto de todos los puntos adherentes a X se llama la adherencia
(o también clausura) de X y la denotamos por X.

s X se dice ser cerrado si contiene a todos sus puntos de adherencia.

s Y CR" es un conjunto abierto si y solo si Y¢ es cerrado.
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Nota 1.6.2 Con la notacion de la definicion anterior tenemos:

» Cualquier punto * € X es punto de adherencia de X (i.e. X C X), basta tomar la
sucesion cuyos elementos son todos el mismo x.

» La definicion de conjunto cerrado nos dice que si X es cerrado, se cumple que X C X.
Entonces tomando en cuenta la primera parte de ésta nota, tenemos que X es cerrado
sty solo si X = X.

Lema 1.6.1 Sean X,Y subconjuntos de R™, entonces

1. X CY implica X CY

2. La adherencia de X (i.e. X) es un conjunto cerrado
Demostracién.

1. Sea z € X entonces I{zy}ro; € X tal que zp — x, pero como X C Y entonces
{zp}e, CY,asiz e,

2. Sea z un punto de adherencia de X (i.e., x € ?), entonces 3 {z;}re; C X tal que
xp, — x. Pero para cada x; € X existe una sucesion {:z:ke}‘,?il C X tal que x, — .

Asi, para cada k € N tomamos wy,, € {zy,},2, tal que

1
z

HQ? — Thyy <

[e.9]

y asi, la sucesién {xke(m} C X cumple que Ty, — T, POr lo que € X. Entonces
1

_ k=
X contiene a todos sus puntos adherentes. O

Nota 1.6.3 Con la notacién del lema anterior, note que X = X. Como cada conjunto cerrado
que contiene a X contiene también a X, entonces la clausura de X se puede caracterizar como
la interseccion de todos los conjuntos cerrados que contienen a X (i.e. el conjunto cerrado
mds pequeno que contiene a X ).

Definicion 1.6.4 Definimos la bola abierta con centro en x € R™ y radio € > 0 al conjunto
Be(z) ={y eR" | [z -yl < ¢}
Si cambiamos a la condicion ||z — y[| < ¢, se llamard bola cerrada.

Lema 1.6.2 La bola abierta B.(z) es un conjunto abierto

Demostraciéon. Es consecuencia de la definicién de conjunto abierto y del hecho de que si se
toma una sucesién convergente a xg € B(x), podemos tomar una subsucesién convergente a
xo cuyos elementos cumplen la desigualdad ||z — y|| < €, por lo que ||z — z¢|| < .0
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Teorema 1.6.1 Sea X una familia de conjuntos cerrados de R™, entonces:

1. Su interseccion m X es un conjunto cerrado.
Xex

m
2. Sean X41,...,X;, € X, entonces U X, es cerrado.
i=1

Demostracion.

1. Sea x € ﬂ X entonces existe {zy}p., C ﬂ X tal que zp — .
Xex Xex

Pero se cumple que m X C X, VX € X, entonces {z}},-; C X,y como X es cerrado
Xex
se tiene que x € X, VX € X, luegox € m X, y contiene a todos sus puntos adherentes.
Xex

m m
2. Sea ahora x € UX“ entonces I{zy}re, C UXZ- tal que xr — x. Como hay un
i=1 =1
nimero finito de conjuntos X;, podemos encontrar una subsucesién {zy, },o, C X, tal
que z, — « para algun ig € {1,2,...,m}. Asi x € X;, = X;, (pues Xj, es cerrado),

m
por lo que x € U X, por lo que ésta unién contiene a todos sus puntos adherentes. O
i=1

Definiciéon 1.6.5 Sea X C R" y sea Y C X. Definimos la adherencia de Y respecto
al conjunto X como el conjunto de puntos adherentes de Y en X (asi decimos que Y es
cerrado respecto a X si contiene todos sus puntos adherentes contenidos en X ).

Teorema 1.6.2 Con la notacion anterior, tenemos que Y es cerrado en X siy solo si existe
un conjunto Z cerrado en R™ tal que Y = Z N X.

Demostracion. SiY = ZNX con Z cerrado en R”, Z contiene a todos sus puntos adherentes,
entonces Y contiene a todos sus puntos adherentes en X.

Ahora si Y es cerrado en X, sea Cy la familia de todos los conjuntos cerrados en R™ que
contienen a Y, entonces por el Teorema 1.6.1, W = m C' es un cerrado en R™.

CeCy
Pero Y = WN X pues (WNX) es el cerrado en X més pequeno que contiene a Y (el cual

a su vez es cerrado en X), por lo que coinciden. O

Teorema 1.6.3 Sea S C R" subconjunto infinito, entonces S contiene un conjunto numerable
X tal que S C X. En éste caso se dice que X es denso es S.

Demostracién. Sabemos que Q" es denso en R™ y numerable. Sea {r,}, .y una numeracion
para Q" y {qx },cy una numeracién para Q. Tomemos la familia numerable por construccion

F ={Bgy,(rn) | k,n € N}

luego note que

R" = U Bg, (rn)

k,neN
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pues dado r € R™, como Q™ es denso tomamos r, tal que ||r, — 7| < 1, luego r € By(ry).
Asi tenemos que S = [S[) (Uk,nGN By, (%))]

Sea By, (rn) € F, entonces si S N By, (rn) # 0 tomamos un punto x} cualesquiera de éste
ultimo conjunto. Asi definimos al conjunto

X ={a2f eR" | 2} € SN By, (rn) #0, k,n € N}

Afirmamos que X C S es un conjunto numerable (por construccién) tal que S C X.

Sea s € S, entonces si s € X no hay nada que hacer. Si s ¢ X entonces, Vg, € Q4 se
tiene que By, (s) N X # (0, pues en caso contrario g, € Q4 tal que By, (s)N X =10, por lo
que podriamos tomar r,, € Q" tal que ||s — ry,| < q% = qk,, luego By, (rn,) € By, (s) es
tal que s € By, (7n,) ¥ con s € SN By, (rn,), por lo que s = z? € X (por definicién de X).
Pero esto 1ltimo es una contradiccién a que By, (s) N X = 0.0

Definicion 1.6.6 Sea X C R™.

s Un punto x € X se dice ser punto interior si no es adherente a la clausura del
complemento de X, i.e., si x ¢ X¢.

El interior de X es el conjunto de todos los puntos interiores a X y se denotard por
int (X).

» FEl exterior de X es el complemento de su clausura y se denotard por ext (X).

Nota 1.6.4 Note que por definicion se tiene que int (X) C X.

Definiciéon 1.6.7 Sea X C R™. Un punto x € R™ se dice ser punto frontera de X si es
punto de adherencia tanto de X como de su complemento X€¢, es decir, si € X N X¢.
La frontera de X es el conjunto de sus puntos frontera y lo denotaremos por Fr (X).

Nota 1.6.5 Note que de las definiciones anteriores se tiene R™ = int (X)Uext (X)U Fr (X).
De la definicion de frontera del conjunto X se tiene que X = X U Fr (X).

Definiciéon 1.6.8 Considere la norma Cubica en R", y sea k € Ry.:

» El conjunto K = {x € R" | ||z|| < k} se conoce como cubo cerrado de R™ con centro
en 0 y lado 2k.

= Un subconjunto X C R" se dice estar acotado si existe un cubo cerrado K de centro
en 0 y lado 2k que lo contenga, para algin k € R,

La siguiente definicién es resultado de la equivalencia que nos da la definicién general de
conjunto compacto con respecto al espacio Fuclidiano n-dimensional R™, esto gracias al
Teorema de Heine-Borel .

Definicién 1.6.9 Un subconjunto X C R" se llama compacto si éste es cerrado y acotado.

Los siguientes resultados nos ayudaran a probar diferentes propiedades de los conjuntos
cerrados y los conjuntos compactos, en particular los usaremos mucho cuando trabajemos con
las posibilidades de consumo y de produccién en la parte econémica del trabajo.
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Teorema 1.6.4 Sean X,...,X,, subconjuntos cerrados (respectivamente compactos) de los
espacios R™ ... R™ respectivamente.
Entonces el conjunto X1 X ---x X, es un subconjunto cerrado (respectivamente compacto)

de R(ZZ1ni)

Demostracién. Primero demostrémoslo para los conjuntos cerrados.

m m
Seax € HXi entonces existe {x, }, cn C HXi tal que cumple x,, — =, es decir, x!, — ',

i=1 i=1

Vi=1,2,...,m, siendo z}, la proyeccién de z, en el cerrado X;. Entonces 2* € X; para todo
m

1=1,2,...,m, por lo que x € H X; y éste conjunto contiene a todos sus puntos adherentes.

i=1

Para demostrar el resultado para conjuntos compactos, basta probar que el conjunto

m
X = HXi es acotado. Sabemos que X; es acotado (por ser compacto) Vi = 1,2,...,m,

luegoze}iisten m cubos cerrados K1, Ko, ..., K, en R" R"2 . . R"™ respectivamente, de la-
dos 2k1,2ks, ..., 2k,, v centros en los origenes de estos espacios, tales que X; C K;, para todo
1=1,2,...,m. Asi tomamos k =

max {ki,ka, ..., kn},y entonces X = [[I"; X; estd contenido en el cubo cerrado en R i)

con centro en 0 y lado 2k. O

Definiciéon 1.6.10 Un conjunto X C R" se dice ser conexo si NO es la union de dos
conjuntos no wvacios, disjuntos y cerrados respecto a X, i.e., X es conexo st no puede ser
partido en dos subconjuntos no vacios, disjuntos y cerrados respecto a X .

Lema 1.6.3 Un conjunto A C R es conexo si y sélo si es un intervalo.

Demostracién. Considere un intervalo cualquiera de extremos a y b (con a < b) denotado
por |a, b, sean A, B subconjuntos cerrados y disjuntos de R tales que |a,b| = (AU B) N |a, b|
con ANla,bl # 0y BnNla,b| # 0.

Entonces A°N|a,b| = BNla,bl y A =int (A)UFr (A) = A, luego sea x € Fr (A) entonces
x€Ayx € Bnla,bl=BnN|a,b| (pues B es cerrado) por lo que z € AN BN (a,b), lo cual
es una contradiccién a que A y B sean disjuntos.

Por otro lado, sean a,b € R, con a < b, que pertenecen a un conjunto conexo C' C R, luego
dado a <z < b, si x ¢ C entonces

C=CnR—-{zh)=[Cn{r|r<z}ulCn{r|r>z}|]=AUB

Seace C,conc#x = |r—c =d>0, como C es cerrado I{cy}rry C C tal que
¢, — c. Entonces si ¢ € A tomamos la subsucesién de términos que cumplen |c, — ¢| < d,
asi {cg, }poy C Ay cp, — ¢ = Aes cerrado. Lo mismo ocurre si ¢ € B.

Asi podemos escribir C = AUB con Ay B cerrados y disjuntos y tales que a € ANC # ()

ybe BNC # 0, lo que contradice que C sea conexo. Entonces debe ocurrir que = € C, es
decir, C' es un intervalo. O
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1.7. Funciones Continuas

Como en la seccion anterior, seguimos definiendo conceptos en base a las equivalencias en
términos de sucesiones en R".

Definiciéon 1.7.1 Sean X C R" y Y C R™ respectivamente. Sea f : X — Y una funcién y
considere un punto g € X.

» La funcién f es continua en xg si para toda sucesion {xy}r-, en X que converge a o,
se tiene que {(zn,yn)}ney C f converge a (zo,y0) con (xo,Yo) € f.

= La funcion [ es continua sobre X si es continua en todo x € X

Ejemplo 1.7.1 Considere el caso de una tienda donde venden azicar a granel. Note que
pueden vender cualquier cantidad de gramos que un cliente le pida (que es de lo mas parecido
al supuesto de que un bien sea infinitamente divisible, el cual se verd mds adelante). Entonces
la funcion precio del azidcar p: G — D (con G=gramos de azicar, D=pesos) dada por:

p(g) = ag Vg€ G C Ry

es continua pues dado go € G y {gn},—, sucesion en G que converge a éste elemento, entonces
las imdgenes (agy) convergen a (ago) con (go,go) € p.

Teorema 1.7.1 Sean X, W.Y subconjuntos de R™ R"™2 y R" respectivamente. Defina la fun-
cion h: X =Y como la funcion composicion de f: X - W yg: W =Y (con f(X)=W).
St f es continua sobre X y g es continua sobre W, entonces h es continua sobre X.

Demostracién. Sea zy € X arbitrario, sea {z;},—,; C X con zj — xo, como f es continua
sobre X, {(zx,wr)}pey C f con wy — wo y (20, wo) € f; ahora como g es continua sobre W,
{(wi, yk) ooy C g con yr — Yoy (wo,y0) € g. Asi tenemos que {(zx, yk) }req C h con yr — o
y (z0,%0) € h (pues (xo,wo) € fy (wo,%0) € g). O

Teorema 1.7.2 Sea X C R™ para cada k =1,2,...,p, y considere el producto X = H X
k=1
Sea también Y C R™. Entonces

1. La proyeccion en Xy es continua

2. Sea fr, 'Y — Xy una funcion continua para toda k = 1,2,...,p. Entonces f:Y — X
dada por f (y) = (fx (v)) para todo y € Y, es continua.

Demostracién.

1. Sea ¢ € X, entonces zg = ((z}),...,(z})) con (zf) € X, para todo k =1,2,...,p
Sea {zn},~, C X tal que z,, — x¢, entonces z,, = ((x}L) , zh)) con (k) € Xj, para
todok=1,2,...,p, n=1,2,.... Asiz,, > 2y & (w,’fb) — (:L'O) VeE=1,2,....,p & la
proyeccién en Xj es continua para toda k=1,2,...,p.
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2. Como fj (y) es continua sobre Y, dado yo € Y y {ym}rey C Y tal que ym — o,

entonces {ym,mf?n}:zo C fr con xF, — xlg y (yg,xlg) € fr para todo k=1,2,...,p.

Por lo que se tiene que:

{(m: @z, 20)) by € f (W)

con (:v}mx%l,...,xﬁl) — (x(l),m%,...,xg) y (yo, (x(l),:n%,...,xg)) € f (pues se tiene que
fx es continua para todo k =1,2,...,p), luego f es continua sobre Y. O

Teorema 1.7.3 Sean X CR"™, Y CR™ y f: X — Y, entonces

1. f es continua si y sélo si la imagen inversa f~1 (A) de cada conjunto cerrado A C'Y es
cerrada en X

2. En el importante caso en que Y = R (que f sea real-valuada) entonces f es continua
si y solo si la imagen inversa de intervalos en R de la forma (—oo0,y] o [y,+0o0) son
cerrados en X

3. Si f es continua y X es compacto, entonces f (X) también es compacto
4. Si f es continua y X es conexo, entonces f (X) también es conezxo
Demostracion.

1. Sea f continua y A C Y un conjunto cerrado. Dado x € f~1(A), entonces existe
{z,}>°, C f71(A) tal que z,, — x. Como f es continua y {(xn,yn)}tre, C f con
Yn — y, entonces y € A (pues A es cerrado) y € f~1(A). Asi f~!(A) contiene a todos
sus puntos adherentes.

Suponga que f~1(A) es cerrado para todo cerrado A C Y, pero que la funcién f no es
continua. Entonces 3{z,}, .y C X tal que x,, — z, pero que f(x,) no converge a f(x),
es decir existen € > 0, una subsucesion {xn, };cn € {Zn},ey ¥ un natural ko € N tales
que f(xn,) & Be(f()), Yk > ko = xn, & f1(BJf(2)]), Yk > ko, luego entonces
Tp, € FTH(Be[f(2)]), Yk > ko (el cual es cerrado por ser imagen inversa bajo f de un
cerrado), y como x,, — x, entonces z € f~1(B[f(z)]¢) lo cual es una contradiccién por
definicién de funcién.

2. Suponga que f~1((—o0,y]) ¥ f1([y,0)) son cerrados Yy € R, pero f no es continua.
Entonces existe {x,},~; C R tal que ,, — x pero que f(z,) no converge a f(x), luego
AB[f(x)] = (f(z) —¢€, f(x) +¢€) tal que f(x,) ¢ Be(f(z)), Vn > ng, para algin ng € N.

Por lo que f(z,) € [(—o0, f(z) — €] U [f(z) + €,00)], Vn > ng, y asi el conjunto
O = (o0, f(z) = ] U[f(2) + &,00)] = [ (00, f(z) — U fH[f(x) + ¢ 00)

es un cerrado que contiene a todos los z,, Vn > ng, y como x, — x entonces x € C, lo
cual es una contradiccion a la definicién de funcion.

3. Demostremos que f(X) es cerrado. Dado y € f(X), existe una sucesion {y, },,cn C f(X)
tal que y, — v, luego para cada n € N, existe x,, € X tal que (,,y,) € f. Como X es
compacto la sucesion {z,}, oy estd acotada, por lo que tiene una subsucesion {zn, } .y
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convergente a un punto x € X (pues X es cerrado), y como f es continua y ocurre que
(Tnys Yn,) — (x,y), entonces (x,y) € f. Asi, y € f(X)y f(X) es cerrado.

Ahora probemos que f(X) es acotado. Supongamos que esto no es cierto, entonces existe
una sucesion {z,},.y C X tal que para todo cubo cerrado K con centro en 0 € R™
y radio k € Ry, existe ny € N tal que f(x,) ¢ K, ¥n > ng. Como X es acotado, por
el Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe {xy, };cy C {Zn},cy Subsucesién convergente
con z,, — = € X. Luego como f es continua, f(z,) — f(z). Pero por lo anterior,
Vk € Ry existe [ € N tal que f(zy,) ¢ K, VI > [ lo cual contradice que f(zy,)
converge a f(x).

4. Suponga que f(X) no es conexo, entonces existen A, B C R™ conjuntos cerrados tales
que f(X)CAUB, f(X)NA#0, f(X)NB#0, AnB =10.

Como f es continua entonces f~1(A), f~1(B) son dos cerrados que cumplen:
XA Uf®B), XnfHA) #0, XN fH(B)#0, fFHA)NfH(B) =10

por la definicién de funcién (lo que contradice a que X sea conexo). O

Nota 1.7.1 FEl teorema anterior nos va a interesar de sobremanera en economia pues nos va
a ayudar a entender y demostrar el siguiente Teorema [Weierstrass/, el cual nos da condi-
citones suficientes para poder encontrar puntos optimos en funciones definidas sobre conjuntos
compactos. En la teoria del productor y del consumidor, el poder optimizar funciones es uno
de los objetivos principales a los que aspira el investigador, y basdndonos en el supuesto de
que esto se puede hacer para ciertas funciones economicas de importancia, se han desarrollado
mfinidad de modelos y teorias economicas relevantes hoy en dia.

La parte de conezidad nos ayudard a demostrar y entender el teorema posterior [Bolzano],
el cual nos dard la idea y las bases para la continuidad de la funcion de utilidad que definiremos
en el Capitulo 2.

Teorema 1.7.4 (Weierstrass) Sea f: X C R” — R una funcion continua entonces, si X
es compacto y no vacio, f(X) tiene un mdzrimo y un minimo.

Al elemento xp (respectivamente x,) tal que f(zar) > f(x), Vo € X (< respectiva-
mente) se le conoce como el maximizador (respectivamente minimizador) de f.

Demostracién. Note que del Teorema 1.7.3 el conjunto f(X) C R es un conjunto compacto,
es decir, es cerrado y acotado. Como R estd ordenado completamente por el orden >, f(X)
tiene una minima cota superior y una maxima cota inferior, y por ser cerrado, estas cotas le
pertenecen. O

Teorema 1.7.5 Sea f: X C R"™ — R una funcion continua entonces, si X es conexo y no
vacio, f(X) es un intervalo.

Asi, si x1,x9 € X y “y” es un ndmero real tal que f(x1) <y < f(x2), entonces existe
z € X que cumple f(x) =y.

Demostracién. Por el Teorema 1.7.3 f(X) es conexo y por el Teorema 1.6.2 f(X) es un
intervalo. O
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1.8. Correspondencias Continuas

En ésta seccién introducimos el concepto de continuidad para correspondencias, las cuales
son un tanto més generales que las funciones y nos ayudaran a modelar comportamientos
un poco méas complejos que lo que nos permitirian las funciones (en concreto vamos a poder
optimizar funciones donde no todos los supuestos econdémicos, como la convexidad estricta,
se cumplen y obtener conjuntos “gruesos” derivados de éste tipo de casos). Este concepto se
dara en tres pasos.

Ejemplo 1.8.1 Sea A el conjunto de todas las posibles acciones de un agente econdmico.
Suponga que el ambiente donde actia el agente, el cual delimita su respuesta ante un fendmeno
economico, es especificado por un elemento e del conjunto E. Entonces e determina un subcon-
junto del conjunto A, donde su libertad de eleccion es restringida, y por lo tanto se especifica
una correspondencia ¢ : E — P (A).

Definicion 1.8.1 Sea X C R™, Y C R™ compacto, ¢ una correspondencia de X enY y xg
un punto de X. Entonces:

1. La correspondencia ¢ es hemicontinua superiormente en el punto xg si dada una
sucesion {xy}-, en X que converge a o, si tomamos una sucesion {yn}o—, tal que
Yn € ¢ (xn), Yn €N, y con y, — yo, entonces yo € ¢ (o).

2. La correspondencia ¢ es hemicontinua inferiormente en el punto xg si dado el
elemento yo € ¢ (z0), existe una sucesion {yn},—, en'Y, con y, € ¢ (z,), Vn € N, tal
que Yn — Yo-

3. La correspondencia se llama continua en el punto xo si es hemicontinua superior e
inferiormente en xg.

Nota 1.8.1 Cuando ¢ (x) consiste de un sélo punto para toda x € X (cuando ¢ es funcion de
X enY), las definiciones de hemicontinua superiormente e inferiormente coinciden (puesto
que dada una sucesion en X, sus imdgenes bajo ¢ son unicas). Ademds, estas coinciden con
la definicion de continuidad de una funcion.

Note también, como parte de la definicion anterior, que la hemicontinuidad y la con-
tinuidad de una correspondencia en el conjunto X se tiene si se cumple esto para cada punto
x € X. Ademds, la definicion de hemicontinuidad inferior no requiere de que Y sea compacto.

Teorema 1.8.1 Sean X,Y y ¢ como antes, entonces definimos la grdfica de ¢ como el
conjunto

G(9) ={(z,y) € X XY |y € ¢(z), V& € X}

Ast, tenemos que la correspondencia ¢ es hemicontinua superiormente sobre X, si y solo si
su grafica es cerrada en X X Y.

Demostracién. Dada una sucesién {(zn,yn)},eny C graf(¢) convergente a (zo,yo) (con
zo € Dom(¢) C X), entonces como y, — yo € Y y ¢ es hemicontinua superiormente, por
definicién yo € ¢(z0), luego (xo,yo) € graf(p).

Sean ahora {zn}, .y € X ¥ {¥Un}neny C Y tales que z, — xo, y yn — yo, como graf(¢) es
un conjunto cerrado, (zg,y0) € graf(¢) y asi yo € ¢(xp). Luego, ¢ es hemicontinua superior-
mente. U
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Los siguientes teoremas nos ayudaran a conocer ciertas propiedades de las correspondencias
y de paso nos definirdn la composicién de una correspondencia con una funcién y la proyeccién
de una correspondencia.

Teorema 1.8.2 Sean X, W,Y subconjuntos de R™ R"2 y R™ respectivamente (con 'Y com-
pacto). Sea f : X — W wuna funcion continua (con f(X) = W)y o : W — PY) una
correspondencia.

Entonces, la correspondencia ¢ : X — P(Y') dada por

o(x)=0o(f(z)) para todo x € X

cumple ser hemicontinua superiormente (respectivamente inferiormente) si ¢ es hemicontinua
superiormente (respectivamente inferiormente).

Demostracién. Sean {z,}, .y C X, {Un}peny C Y con y, € o(z,), Vn € N, y tales que
cumplen z, — xg, yn — yo. Definimos w,, = f(z,),Vn € N, entonces como f es continua,
{wn},en converge a wg = f(x), luego:

1. Si ¢ es hemicontinua superiormente, como w,, — wgy y Yn € ¢(wy), ¥n € N, con y,, — o,
entonces yo € ¢(wop) = (xo).

2. Si ¢ es hemicontinua inferiormente, dada la sucesién {z,}, con z, — zo, ésta nos
genera (por continuidad de f) la sucesién {wy}, oy tal que w, — wp. Luego, existe

{Untpen CY tal que yp, — yo € ¢(wo) = ¢(x0) con Yy, € p(wy) = (). O

Teorema 1.8.3 Sea X subconjunto de R™. Sea Y} subconjunto compacto de R™ para todo
k=1,2,...,p, ysea ¢y : X — P(Yy) una correspondencia para cada Yy. Considere el producto
p

p
Y = H Yi. Definimos la correspondencia ¢ : X — H P(Yx) dada por
k=1 k=1

P
¢(x) =[] ¢ (=) VaeeX
k=1
si cada ¢p es hemicontinua superiormente (respectivamente inferiormente) entonces ¢ es
hemicontinua superiormente (respectivamente inferiormente).

Demostracion. Sea {l‘n}neN C X tal que x,, — x¢, entonces:

1. Si ¢ es hemicontinua superiormente Vk = 1,2,...,p, existe {yﬁ}neN C Y, tal que
Yk € dp(zy) con yk — yk Ve =1,... p.
Asf se tiene que y& € ¢y (20), Yk =1,...,p, y entonces:

p
Yo W) = 50 = (W0, ¥5) = vo = (40, -, u5) € [ [ ok (w0) = d(x0)
k=1

Por lo tanto, yo € ¢(xg) y ¢ es hemicontinua superiormente.
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2. Si cada ¢ es hemicontinua inferiormente, dado y& € ¢(xf), existe {yﬁ}neN C Y, tal
que y¥ — y& con yf € ¢p(zn), Ve =1,2,...,p.

Asi tenemos que:
n
(y}z, N T (y(l), .. ,yg) con (y}z, o yb) e H ok (zn) = ¢(xy), Vn €N
k=1

por lo que ¢ es hemicontinua inferiormente. O

Teorema 1.8.4 Sea X C R", Y C R™ compacto y sea ¢ : X — P(Y) una correspondencia
tal que ¢ (x) es un subconjunto cerrado en'Y para todo x € X.

Sea f: X xY — R una funcién continua real valuada.

Dado © € X formamos la correspondencia p : X — ¢ (x) C Y de todos los puntos en
() que mazimizan f como funcion de y € ¢ (x). Definimos también la funcion real valuada
g: X — R dada por

g(x) =max{f(z,y) |y € ¢(x)}

Se tiene que si f es continua sobre X XY y ¢ es continua sobre X, entonces u es hemicontinua
superiormente y g es continua sobre X.

Demostracién. Primero note que tanto g como g estan bien definidas pues como Y es
compacto y ¢(z) es cerrado en Y para todo x € X, entonces ¢(z) es un conjunto compacto
para todo z € X. Asi, por el Teorema de Weierstrass, g(x) existe para todo z € X y u(x) # 0
para todo x € X.

= Mostremos que p es hemicontinua superiormente.

Dada una sucesion {z,},.y C X tal que x, — =z, tomamos {yn}, .y C Y tal que
cumple y, € u(x,) C ¢(x,), con y, — yo. Como ¢ es hemicontinua superiormente,
Yo € ¢(x0), y como y, € pu(xy,),Vn € N, entonces

f(xnyyn) Z f(xn>yAn)a VyAn € ¢(xn)7 VTL S N

Por otra parte, como f es continua entonces f(zn,yn) — f(x0,y0)-
Asi, dado o € ¢(xg), como ¢ es hemicontinua inferiormente, existe {g,},cy C Y tal
que Jn € ¢(zn) ¥ Jn — Yo
Como y,, € p(xy,), Vn € N, entonces f(xn,yn) > f(zn,8n), ¥n € N. Luego por con-
tinuidad de f

f(xo,y0) > f(w0,90) = yo € p(wo)

Asi, i es hemicontinua superiormente.

= Para mostrar que g es continua se siguen los mismos pasos, solo que ahora tomamos al
numero 19 = f(x0,y0) y vemos que f(xn,yn) — ro por la continuidad de f. O

En el teorema anterior, podemos pensar en términos econémicos a f (z,y) como la ganancia
de un agente al realizar una accién y dado que estd en un ambiente determinado por z. Asi,
queremos encontrar los puntos donde la funciéon f se maximiza y en los valores maximos que
toma ésta funcion.
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1.9. Vectores en R"

En ésta seccion supondremos que el lector tiene conocimientos béasicos de vectores, su
suma, la multiplicacion por escalar y su representacién como n-uplas ordenadas. Utilizaremos
la notacion que hemos estado manejando, pero le anadiremos las siguientes definiciones.

Sean = = (;),y = (y;) dos vectores en R’, entonces:
= g >y significa x; > y; para todoi=1,2,...,¢.

= 1 > y significa x > y con = # y.

= > y significa x; > y; paratodoi=1,2,...,¢.

La notacién anterior serd valida durante todo el trabajo y nos serd de mucha importan-
cia por su utilidad en la parte econémica del trabajo, ya que nos facilitard la definicién y el
manejo de la mayoria de los conceptos y resultados de ésta seccién al estar trabajando sobre RY.

Los siguientes teoremas combinan dos de los conceptos que utilizaremos con mucha fre-
cuencia en el desarrollo de la tesis, los conjuntos cerrados y las correspondencias.

Teorema 1.9.1 Sean Xi,..., X, subconjuntos de R™, entonces
m m
59 S 9
=1 =1
m
2. Silos X; son conjuntos compactos entonces ZX" es compacto
i=1
Demostracion.

m
l. Dadox=z1+22+ -+ 2, € Zyi’ existen sucesiones {z{'} -y C X; que cumplen
i=1
que z} — x;, paracadai=1,...,m.

Asi, la sucesién {zf + 2 + - + 20} ey C Doing X es tal que

m
2l +af 4, s aa b o] = mi a2+t am €Y X
=1

m
2. Primero veamos que es cerrado, dado x € E X, existe una sucesién
i=1

m

2 ko ok K
= . C X
{x }keN {xl Trzeed xm}kzeN Zz: '

k

tal que ¥ — z. Como X7 es compacto, existe una subsucesién {xl 1} - {w’f}keN
keN

K .
tal que z; ' — x1, y como es cerrado z1 € X;. Luego, como X5 es compacto, existe una

s N Nk Nk
subsucesion 4z, 2 C Ty tal que x, * — x9, y como es cerrado xo € Xo.
2 Jren 2 Jren 2 ’
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Siguiendo con este procedimiento n — 1 veces, llegamos a que, como X,, es compacto,

. . n Ny n
existe una subsucesion {.%me} C $mm ! tal que xnfm — Ty, Y COIMO es

cerrado x,, € X,.

{ i6 ng — [km M . .,
Asi, tomando la sucesién {z"m}, = {:cl B N s }keN’ por construccién

ésta converge a &’ = x1+x2+...,Tm € > ;o X;, pero ademds, por ser una subsucesion
m

de una sucesién convergente, debe de converger a x € g X;.
i=1

Asi, por la unicidad del limite de una sucesién, se tiene que

m
r=2a € ZXi
=1

Por otro lado, como X; es acotado Vi = 1,2,...,m, existe un cubo K; de radio 2k; y
centro en el origen tal que X; C K; para todo:=1,2,...,m.

Entonces, el cubo K con centro en el origen y de radio 2(3>_;", k;) contiene a ", Xj,

por lo que éste conjunto es acotado. O

Teorema 1.9.2 Sea X C R", entonces

1. Sea fr : X — R™ wuna funcion para k = 1,2,...,p. Definimos la funcion f : X — R™
como

M’a

f@)=) fr(x)

k=1
si cada fr es continua sobre X, entonces [ es continua sobre X.
2. Sea Yy, subconjunto compacto de R™ y ¢y, : X — P(Yy) una correspondencia para cada
P
k=1,2,...,p. Considere la sumaY = Z Y y defina la correspondencia ¢ : X — P(Y)

k=1
dada por

M=

¢(x) =) ok (x)

k=1

Si cada ¢i es hemicontinua superiormente (respectivamente inferiormente) sobre X,
entonces ¢ es hemicontinua superiormente (respectivamente inferiormente) sobre X.

Demostracion.

1. Dado z € X, si {zn},cy es tal que z, — =, entonces

fk(xn) — fk(x), Vk‘ = 1,2, SN 0]

Es decir, Ve > 0 existe N € N suficientemente grande tal que
€
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2.

Asi

P p

> frlwn) =Y filw)

k=1 k=1

1f (2n) = f(2)]] =

d p
< sl — fl@ <Y S =c
h=1 =P

para todo n > N.

Luego, f(zn) — f(x) = [ es continua.
La prueba consta de dos partes:

a) Suponga que ¢ es hemicontinua superiormente Vk = 1,2,...,p, asi para cua-
lesquier sucesion {z,},.y C X con z, — =z, {y,’i}n en C© Yk cumpliendo que
Yk € dp(x,), ¥n €N, tal que y* — y*, se cumple que y* € ¢p(z), Vk =1,2,...,p.
Asi, dada {zn},cny € X Y {Untpeny = {yi 4 +yﬁ)}n€N con Yk € ¢p(zy),
tales que z, =y yn — y = y* +y% +--- +yP. Entonces se cumple que y* — y¥,
para toda k=1,2,...,p.
Aslyyp=yp+-+yn=y' + - +y’ =y con
vk € or(xn), Yk =1,2,...,p. Porlo que y € SE V=Y.
b) Suponga que ¢y, es hemicontinua inferiormente, Vk = 1,2,...,p.
Entonces, dada la sucesién {z,},.y C X tal que z,, — x, y dado el elemento
y=y1+---+yp € ox) Zzzl or(x), existen {y?}neN C Y}, tales que y — yi con
y? € ¢k(xn)-
Asi, tomamos la sucesién {y,}, oy = {y}l +y2 4+ yﬁ}neN C Y tal que cumple
con yn € Y v_1 ¢r(zy), entonces ocurre que

Un =Y FYn Tty — g Ay ey =y

luego, ¢ es hemicontinua inferiormente. O

Definicién 1.9.1 Sean x,y € R™ dos puntos cualesquiera, t,7 € R tales que t + 7 = 1.

El punto z = tx + 1y es llamado el promedio ponderado de x,y, con ponderadores (o
pesos) t y T

La linea recta que pasa por los puntos x,y es

{zeR" | z=(1—-t)x+ty, t e R}

En la definicion de linea recta, si ademds pedimos que t > 0, entonces la llamamos
media linea cerrada y la denotaremos por xy.

Definimos y denotamos al segmento cerrado con extremos x,y, por
[,y ={z€R" [ z2=(1-t)z+ty, 0<t<1}

Cuando x =y, el segmento se llamard degenerado.
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Nota 1.9.1 Para interpretar las definiciones que acabamos de hacer en términos de vectores,
vamos a re-expresar a los puntos z como z =t (y — x) + x, i.e., la linea recta generada por el
vector (y — x) trasladada del origen por el vector x.

Las siguientes definiciones y resultados nos ayudaran a sentar las bases y conceptos de la
teoria econdémica, descrita en el Capitulo 2, ya que nos ayudaran a comprender la importancia
de varios axiomas fundamentales de la economia, asi como a desarrollar la intuicién de estos.

Definicion 1.9.2 Un subconjunto X de R"™ es convexo si dados dos puntos x1,x2 € X, el
segmento cerrado [x1, 23] estd contenido en X.
Un cono poliédrico convexo es la suma de m medias lineas cerradas con origen comin.

Teorema 1.9.3 Considere subconjuntos convexos de R™, entonces
1. La interseccion de una familia de conjuntos convexos es convera
2. La suma y el producto de m subconjuntos convexos es convezxa
3. La adherencia de un conjunto convero es convexa
4. Un conjunto convexo es conexo

Demostracién.

1. Sea {S; C R"},.; una familia de conjuntos convexos. Considere el conjunto A = (;; S;,
asi dados z1,x9 € A tenemos que x1,x2 € S;, Vi € I, luego [z, 23] C S;, Vi € I. Por lo
tanto, [x1,x2] C ;s Si-

2. Sean Si,...,Sm C R™ conjuntos convexos. Dados = = ) /" x5,

y=>> "y € > S;. Como los conjuntos S; son convexos, entonces
ari+(1—a)y; €S, Vael0,1], Vi=1,2,....m

por lo que tenemos
m

oY a)+(1-a)(Xm e s
=1 =1

i=1

Ahora, sea S = [[", S, y sean = = (21,...,2Zm),y = (Y1,-..,Ym) € S, entonces
az; + (1 —a)y; € S;, YVa € [0,1], Vi=1,2,...,m, y asi

aw—{—(l—oz)y:(aazl+(1—a)y1,...,a:cm+(l—a)ym)EHS,-ZS
=1

3. Dados z,y € S, entonces existen {@p}, ey, {Un}neny C S tales que 2, — zy yn — ¥.
Como S es convexo, los segmentos cerrados [z, y,] estdan contenidos en S, Vn € N.

Dado z = azx + (1 —a)y € [:g,y], tenemos que 2, = ax, + (1 — @)y, — z, cumpliendo
que z, € S,¥n € N. Asi, z € S, Va € [0,1] = [z,y] C S.
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4. Sean S, A, B C R", con S conjunto convexo y A, B subconjuntos cerrados, tales que
ANB=0con (AUB)NS=Sycon ANS#0, BNS # (.

Dados x € ANS, y € BN S, entonces [z,y] C S =(AUB)NS. Pero como AN B = 0,
existe « € [0,1] tal que z=ax+ (1 —a)y € (ANS)y z¢ (BNS), y con
de)=[(a+e)r+(1—a—eyle(BNS) y /()¢ (ANS), VO<e<l-a

Pero esto es una contradiccion a que B sea cerrado pues, dado NV € N tal que % < (1-a),

1
N—+n

tomamos € = y tomamos también la sucesién {z’ = )} N C BN S, la cual
ne

N+n
cumple que
1

/
Z(N—i—n

)—mz=ar+(1—a)ye (ANS) O

Definicion 1.9.3 Sea X C R”, su envoltura convexa se define como la interseccion de
todos los conjuntos convexos que contienen a X ,i.e., el conjunto convexro mds pequeno que
contiene a X, y la denotamos por X.

Nota 1.9.2 Sea X como en la definicion, entonces por el Teorema 1.6.1 el conjunto X es
cerrado y por el Teorema 1.9.3 es convexo. Asi podemos definir a la envoltura conveza

cerrada de X como el conjunto X (el conjunto convezro y cerrado mds pequeno que contiene
aX).

Los siguientes lemas son muy importantes, ya que nos van a caracterizar a los conjuntos
convexos y a las envolturas convexas de conjuntos arbitrarios como combinaciones convexas
de elementos del conjunto en cuestion, lo cual nos ayudard a demostrar varios resultados tanto
matematicos como econdmicos posteriores.

Comenzaremos con la definicién de combinacién convexa, sobre la cual se basan nuestros
resultados.

Definicion 1.9.4 Un vector suma de la forma
T =ANx1+ Xw2 + -+ ATy

es llamado una combinacion convexa de xi,To,...,Tm, Si los coeficientes A\; son todos no
negativos y tales que \y + Ao+ -+ -+ Ay = 1.

Lema 1.9.1 Un conjunto S C R™ es convexo si y sélo si contiene todas las combinaciones
convezas de sus elementos.

Demostraciéon. Vemos que cuando m = 2, por la definicién de conjunto convexo, S es
convexo si y solo si contiene a sus combinaciones convexas.

Ahora, tome m > 2 y procedamos por induccién fuerte. Suponga que S es cerrado bajo
todas las combinaciones convexas de menos de m vectores, dada una combinacién convexa
T = AMx1+ Asxo+ - - -+ ATy, de elementos de S, al menos uno de esos escalares es diferente a
uno (pues en caso contrario A\ +Aa+- - -+, = m # 1); sin pérdida de generalidad asumamos
que A1 # 1, entonces tome

by

Y=oz + -+ N T, con A;:ﬁ, Vi=2,3,....m
- A1
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Note que 1—XA; = Ao+ - -+ A, asi y € .S por ser una combinacién convexa de m —1 elementos

de S, pues se cumple que X, > 0 para i = 2,3,...,m, y ademds
Mo - Ao = oo - )\
Nyt Xy oo A = 22 ij)\1+ ™

Entonces, como = = (1 — A1)y + \1x1, se tiene que x € S.
Note ademds que si S es convexo entonces cualquier punto x € S se puede ver como una
combinacién convexa de dos elementos de S. O

Lema 1.9.2 Para todo S C R", la envoltura conveza de éste conjunto consiste de todas las
combinactones convexas de sus elementos.

Demostracién. Por definicién, cualquier elemento x € S, también estd contenido en S, luego,
por el lema anterior, todas sus combinaciones convexas estdn contenidas en el convexo S.

Ahora, sean x = ayx1 4+ -+ + T, vy = f1y1 + - - - + Grx, dos combinaciones convexas
de elementos de S. Entonces, dado 0 < A < 1, el vector

I=XNz+Axy=(1-Narzi+ -+ (1 = NamZm + A\biy1 + -+ + ABryr

es otra combinacién convexa de elementos de S, luego, el conjunto de combinaciones convexas
de elementos de S es un conjunto convexo y por tanto contiene a S. O

Recordemos que dados dos vectores z = (x) ,y = (yx) en R™, su producto interno x -y
n

esta dado por Z xryr (la cual, vista como funcién, es continua). Cuando z - y = 0 decimos

k=1
que los vectores son ortogonales. Tomando esto en cuenta, tenemos la siguiente definicion.

Definiciéon 1.9.5 Sea p € R" diferente de 0, y sea ¢ € R. El conjunto
H(p,c)={z2€R" [ p-z=c}
es llamado hiperplano con normal p.

Nota 1.9.3 Con la notacion anterior

» Siw € H (p,c) por definicion se tiene que p-w = ¢, asi podemos expresar al hiperplano
H como
H(p,e)={z € R" | p- (= — w) = 0}

Asi éste hiperplano es el conjunto de puntos tales que (z — w) es ortogonal a p.

s Note también que si p y ¢ son multiplicados por un mismo niumero real r # 0, el hiper-
plano H (rp,rc) formado con estos elementos coincide con el original H (p,c).

Definicién 1.9.6 Sea H (p,c) un hiperplano con normal p, el punto z € R™ se dice que
estd por encima de H (p,c) si cumple que p-z > c. El semiespacio cerrado por encima
de H (p,c) es el conjunto

H" (p,c)={2z€R" |p-z>c}

St cambiamos los simbolos >, > por <, < obtenemos las definiciones de que z este por debajo
de H (p,c) y de H= (p,c), el semiespacio cerrado por debajo de H (p,c).

37



Lema 1.9.3 Con la notacion anterior, los semiespacios cerrados por encima y por debajo de
H (p,c) son conjuntos cerrados y convexos. Asi H (p,c) cumple estas propiedades por ser la
interseccion de estos conjuntos.

Demostracién. Veamos que H* (p, ¢) es cerrado. Sea {z,},.y C HT (p, ¢) tal que z, — ,
entonces p -z, > ¢, Vn € N por lo que p-x > c. Asf tenemos que z € H™ (p, c).

Ahora veamos que es convexo. Sean z,y € H™ (p, c), entonces se tiene que p-z > ¢ y que
p -y > c. Definimos z, = az + (1 — a)y, a € [0, 1], entonces

pza=p-(ax)+p - 1—a)y>ac+(l—a)c=c
por lo que z, € H" (p,c), Va € [0,1].

La demostracién para H~ (p,c) es similar. O

Definicion 1.9.7 Sean X1, Xo dos subconjuntos no vacios de R™. Decimos que el hiperplano
H (p,c) separa los conjuntos X1 y Xo si

X1 C H" (p,c) y Xo € H (p,c)

es decir, si cada uno de los subconjuntos X1, Xo estdn contenidos en uno de los semiespacios
determinados por el hiperplano H (p,c).

Lema 1.9.4 Sea B C R™ un conjunto cerrado y convexro y sea x ¢ B un punto en R™.
Entonces existe un unico y € B tal que

/

, Yy € B\ {y}

Demostracion. Dada una norma en R", definimos la funcién distancia entre dos puntos
b

lz =yl < [lo—y

como
d(:ﬂ,y) = ||$*yH, \V/ZL‘,yERn

Por la equivalencia entre normas en espacios Euclideanos, podemos tomar en particular la
norma Euclideana, la cual es una funcién continua por, ser composicién de funciones continuas.

Note que si fijamos = € R”, la funcién distancia de = a y € B tiene al conjunto B como
dominio, es decir

d(z) : B— Ry

donde
d(z)(y) = d(z,y), Vy€ B

Note que si B es convexo, entonces por el Teorema 1.7.5, d(z, B) es un intervalo. Luego si
B esté acotado entonces por el Teorema 1.7.3, d(z, B) es un compacto, por lo que toma la
forma [a, b]; si no, es de la forma [a,c0) (pues B es acotado inferiormente y podemos tomar
By ={y € B | d(x,y) < a+ 1}, el cual resulta ser un compacto tal que B; C By que cumple
d(x,B1) = [a,a + 1] C d(z, B)). Asi entonces, por el Teorema de Weierstrass, Jy € B tal que
d(xz,y) = a (la distancia minima entre z y un elemento del conjunto B).

Ahora, suponga que existen y1, y2 € B tales que y; # y2 y tales que d(x,y1) = d(z,y2) = a.
Como B es convexo, tomamos z = %yl + %yg € B.

38



Probemos que [d(x,2)]? < a? (que es equivalente a que d(z,z) < a pues d(x,z) > 0).
Vemos que

w20 = 3ot = 30+ o) = 1 Yl — 9 + (i — )P

pero [(z; — 4) + (2 — y3)I* = (2 — 91)* + (2 — v5)* + 2(2i — yi) (2 — v3), por lo que

e, 22 = 713 — w0 + 3 i — )]+ 5 Do — ) s — 1)
=1 i=1
= 0% + 513 [ — 9w — 14)]

i=1

sumando y restando Y7 [(z; — yi)? + (2; — y5)?] tenemos

[d(z, 2)]* = a® + i D A=y — ) — (@ — YD) + (21 — y3)[(2i — i) — (&5 — 92)]}
=1

1 L . L ,
=a®+ 7D @i —y) 1 — ) + (@ = 1) (w3 — 1))

=1

I~ ; . A 1<~
=@+ 1 > — )l — i) — (@ = wh) = a® = 1 D0 — )

i=1 i=1

por lo que [d(x, 2)]? < a® (pues y1 # y2), y asi el elemento y € B tal que d(z,y) = a, es tnico. O

Teorema 1.9.4 [Minkowski/ Suponga que B C R™ es cerrado y convexo y sea x ¢ B un
punto en R™. Entonces existe p € R"™ con p # 0, y un valor ¢ € R tales que

p-T>c p-y <c, Yy € B

Demostracién. Sea y € B tal que ||z —y| < |l — /||, V¥’ € B,y # y, el cual existe pues
B es cerrado y convexo, y es Unico por la definicién de la relacién < en R. Entonces tomamos

/

p=x—-Y c=pry
asl,p-a—cd =p-x—p-y=p-(x—y)=(x—y) - (x—y) = ||z —y||* > 0 entonces p-z > ¢.
Ademas, como B es convexo, dado z € B, z # y, entonces (z — y) forma un dngulo 6 con el
vector (z — y) tal que m < 6 < 2m, por lo que
pz—d=p-(z—y) =z —ylllz—ylsend <0

pues senf < 0, por los valores que toma . Entonces p - z < c.
Asi, tomamos 6 > 0 suficientemente pequeno para que se conserve la desigualdad p-z > ¢/ +6,
y definimos ¢ = ¢ + §, con lo que se cumplen las desigualdades

p-x>cy p-z<ec O
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1.10. Analisis Convexo y Teoria de Juegos

Continuaremos analizando varias de las propiedades importantes de algunos conjuntos
convexos que nos interesan y haremos una pequenia introduccién a la teoria de juegos con
el fin de comprender el concepto de equilibrio de un juego y su importancia en la teoria de
Equilibrio General.

Definicion 1.10.1 Sea C' un subconjunto de R™ y sea x € C. Se dice que C es un cono con
vértice en x si dado y € C, con y # x, C' contiene a la media linea cerrada Y.

Dados m conos C1,Co,...,Cy, con vértice en el origen 0, se dice que estos son positi-
m
vamente semi-independientes si la suma Zxk =0 con xp € Ck (para k =1,2,...,m),
k=1
implica que x = 0 para todo k=1,2,...,m.

Teorema 1.10.1 Sean C1,Cs dos conos con vertives en 0. Entonces estos conos son positi-
vamente semi-independientes si y solo si C1 N (—C3) = 0.

Demostraciéon. Sean C7, (s positivamente semi-independientes y suponga que se cumple
C1 N (—C3) # {0}, entonces existe x # 0 tal que x € C1 y © € (—C3), luego (—z) € Cq,
asiz+ (—z) =2z —x =0con x € C1, (—x) € Ca, lo cual contradice a la hipétesis de que sean
positivamente semi-independientes.

Suponga ahora que C; N (—C3) = {0} y que existen z € C1, y € Cy distintos de 0 tales
quez+y=0 = z=(—y). Como (—y) € (—C2) = x € (—C3), entonces esto contradice
que C1 N (—Cq) = {0}. O
Definicién 1.10.2 Dada la media linea recta 0zo (con zo # 0) y la sucesion {@k}pen cumplien-

do con xp, # 0, Yk € N, y tal que genera la sucesion de semirectas {ng}k . Se dice que la
c

sucesion de semirectas de la forma OEk converge a O:EO (denotado por OEk — 050) st dado
Yo € 0zg podemos encontrar una sucesion {yr ey, con yr € 0z, Yk € N, tal que

Yk — Yo cuando k — oo.
Definicion 1.10.3 Sea S C R", sea k € R
s Definimos a el cono generado por S como el conjunto
C(S):{xER” | 3s € S tal que:zGO_:s}
el cudl, por definicion, es el cono con vértice en 0 mds pequeno que contiene a S.

= Sea el conjunto
St ={z eS| |zl = k}

entonces I’ (Sk’) representa al cono cerrado mds chico con vértice en 0 que contiene a
Sk (es decir, representa a la interseccion de todos los conos cerrados con vértice en 0
que contienen a S*).

= FEl cono asintdtico de S es definido por:

As=(r(s")

k>0

el cual se observa que es un cono cerrado con vértice en 0.
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Lema 1.10.1 Sea S C R", entonces dados cualesquiera s € AS y k > 0, existe una sucesion
{sf}ieN C S* tal que las semirrectas Osi-C convergen a 0s.

Demostracién. Por la definicién de Cono Asintético tenemos que s € I'(S¥), Vk > 0. Asf,
dado k € R, fijo, como I'(S*) es el cono cerrado con vértice en 0 més pequefio que contiene
a S*, tenemos que

C(s%) =T(s")
y como s € I'(S¥), existe una sucesion {z,},cy € C(S*) tal que zy — s. Pero note que, por
la definicién de C(S*), para cada x, existe sf e S* tal que =y € 0;2?, V¢ € N. Asi, la sucesién
{s’g}eeN es tal que zy, € 0;’;, V¢ € N,y zy — s, luego, como s es arbitrario se tiene que
0sk — 0s. O

Lema 1.10.2 Sea S C R", el cono asintético de S se caracteriza en términos de sucesiones
como el conjunto

ASZ{ZGR”‘ZZZHHI Ae-sg, cuando sy €S, Ay >0, VL eN, y )\giO}

donde Xy | 0 significa que limy_,oo A\g = 0 con Ap, < Ap, si by > 1.

Demostracién. Primero tomemos s € AS y sea kg = ||s||. Entonces, por el Lema 1.10.1

existe una sucesion {sf}Z en © S* tal que las semirrectas OséC convergen a O_é’, para todo k£ > 0.
Note que la sucesién (de elementos a la misma distancia del origen que s) dada por

ki
{H ,SHSQ?} c I(S%)
5 ieN

converge al vector s, ya que se cumple que

donde 6;, el angulo entre las semirrectas 0s y Os};, tiende a 0.

ko .

ETR.

= QkOSen(%) —0

Note que, dados k; > kg, si la sucesion {sf‘ } N C Sk y cumple que Osf‘ — 0s, entonces
ic
como {sfé} N C Sk, siempre podemos encontrar, para cada kg € N, un ky y un j en N,
i€
suficientemente grandes y tales que el elemento sfs = s?q € Ska (para algiin i suficientemente

grande) cumple que:

k kq

1
— S <E

k k
S T

Por lo que tomamos k; = 1, ko = min{k € N | ko > k1 y 3j € N cumpliendo 1 y 2} (el cual
siempre existe por la reflexién anterior), k3 = min {k € N | k3 > ko y 3j € N cumpliendo 1 y 2},
y asi sucesivamente.
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Entonces, para nuestra nueva sucesién de elementos de la forma {H@q”sk‘l} se cumple
S
qeN

A, - 8" = ske — g cuando ¢ — 00

con Ak, = ngln 1 0y ademés sk € S, Ak, >0, Vg €N.

Sea ahora z = eh'm Ae-sg con ||z]| < ooy ademds Ap | 0, \p >0, sp €S, VeN.
— 00
Nosotros queremos probar que

ze AS=T(s"
k>0

Si z = 0 por definicién z € AS. Suponga ahora que z # 0, entonces 0 < ||z|| = ko < o0, luego
queremos ver que z € F(Sk), Vk > 0. Sea k > 0 arbitrario, entonces como A\, | 0 se tiene que
|Is¢|]| — oo, por lo que existe ¢ suficientemente grande tal que

|sel| >k, V&> ¥

Como T'(S*) es un cono con vértice en 0, entonces A - sy € I'(S¥), V£ > 1., y como T'(S¥) es
cerrado entonces
z=lim A\p-s4 € F(Sk). g
l—o0

El siguiente teorema tiene una gran importancia ya que nos va a auxiliar en la demostracién
de muchos resultados sobre las propiedades de los conjuntos de produccién y consumo en el
siguiente capitulo, ademés nos ayuda a comprender més sobre la naturaleza y las caracteristi-
cas de los conos asintéticos. El segundo inciso de éste teorema se ha adaptado a un caso mas
especifico que es de nuestro interés para simplificar su demostracion.

Teorema 1.10.2 Con la notacion anterior tenemos que
1. Sea S1 C Sy, entonces AS7 C ASy
2. Sea x € R" y S C R", entonces A (S + {z}) = AS

3. 818, T CR™ con T # (), entonces AS C A(S+T)

m m
4. 8iS; CR™ para todo j =1,2,...,m, entonces A H S;| = H AS;
j=1 j=1

Demostracion.

1. Vemos que si S1 C Sy entonces Sf C Sé“, Vk > 0, asi
(SF) cT(S%), vk >0
por lo que

(Y T(ST) € [ T(S5) = AS; C AS,
k>0 k>0
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2. Note que es suficiente probar que AS C A(S + {z}) pues con esto tendriamos que

A(S+{z}) CA[(S+{z}) +{—=}] CAS

Sea z € AS, entonces vemos que z = gh’m Ao - Sp, con ||z]] < 00, sp €S, \p >0, V€N,
—00

y ademds A, | 0. Asi podemos tomar la sucesién {\¢(s¢ 4+ )},cy, la cual cumple que
(se+x) €[S+ {z}], V€N, y ademés

lim Ag(sp+2) = lim Ag-sp+ lim A\p-x =2
{—00 f—o00 £—00
dado que lim Ay -z = 0.
{—o00

Asi, z € A(S + {z}) y tenemos la contensién deseada.

3. Seat € T, entonces AS = A(S +{t}), pero A(S+{t}) C A(S+{T}), luego del inciso
(1) tenemos que
AS=A(S+{t}) CAS+{T})
4. Por definicién, Vk >0, 7=1,2,...,m, S]’? C F(Sf), luego

m m
H Sj? C H I‘(S]’-“), Vk > 0, y como éste ultimo conjunto es un cono cerrado entonces

j=1 j=1
T(J[ S c JIT(S)), vk >0,y ast
j=1 j=1
m m
A rdIsh e N IIres)
k>0 j=1 k>05=1
lo cual equivale a decir que
A(IIs) c ] As
j=1 j=1

Ahora, dado = € H;nzl AS; tenemos x = (21,...,%y,) con x; € AS;,Vj =1,2,...,m.

E}E C Sj (como en el segundo inciso) tal
eN

Entonces para cada j existe una sucesion {:1:]

m m
que Oxg — Oij por lo que H Ox? — H ij. Asi podemos encontrar una sucesion {2} ey
=1 j=1
m . m m
0
con xy € H 0z tal que 2y — z y como A(H S;) es cerrado entonces x € A(H S;). O
j=1 j=1 J=1

Corolario 1.10.1 Con la notacion anterior, un subconjunto cerrado y convero que contiene
al origen 0, contiene a su cono asintdtico.

Demostracién. Sea S un conjunto cerrado y convexo que contiene al origen, entonces si S
es acotado
AS={0}cS

43



Suponga que S no es acotado, tome o € AS por lo que se cumple que xo € I'(S¥), Vk > 0,
luego podemos tomar una sucesion {z, }, <y con ||z,| — 0o, y tal que cumple que 0,, converge
al rayo 0.

Sea ko = ||zo||, entonces definimos al conjunto

S(ko) ={z €S| |lzll = ko}

Como ||z,| — oo, existe ng € N tal que ||x,|| > ko para todo n > ng, ademas como S es
un conjunto convexo que contiene al origen 0, se cumple que [0, z,] C S, Vn € N, y entonces
formamos la sucesién de los

zp = S(ko) N[0, $n0+g] €S, WeN

la cual converge a xg por construccién y como S es cerrado entonces zg € S. O

Lema 1.10.3 El cono asintdtico del conjunto R} es él mismo, es decir
A(RY) =R}

Demostracién. Del corolario anterior (Corolario 1.10.1), como R’} es cerrado, convexo y
contiene al origen, entonces contiene a su cono asintético, es decir

A(RY) CRY

Ahora, dado =z = (z;) € R, note que z; > 0,Vi = 1,2,...,n, luego dado k € N tenemos que
kx; > 0,Vi=1,2,...,ny asf 7, = kx € R"}.
Construyamos la sucesion

{@n} ={Hea} —thaem

la cual converge a « y cumple los requerimentos del Lema 1.10.2, por lo que

reARY) y R} CARY). O

El siguiente teorema serd una herramienta muy 1til en el Capitulo 2, ya que nos ayudara a
demostrar algunas propiedades de la intersecciéon y suma de conjuntos de una manera mas
sencilla que la directa.

Teorema 1.10.3 Con la notacion anterior tenemos:

1. Dada una coleccion de subconjuntos de R™, si la interseccion de sus conos asintoticos
es {0}, entonces su interseccion es acotada.

2. Dados m subconjuntos cerrados de R™, si sus conos asintéticos son positivamente semi-
independientes, entonces su suma es cerrada.
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Demostracion.

1. Dada una coleccién {S;},;.; de subconjuntos de R", supongamos que

(A(S:) = {0}
iel
Como se cumple que
A([)S) CA(S), Viel
iel

entonces resulta que

A(()5) c[AS) = A(()8) = {0}

icl iel icl
Supongamos ademas que D = (,.; S; no es acotado, entonces tenemos que
DF 40, Vk e Ry

Para cada k € N, sea dj, € D*, entonces definimos

1
A= ——
Ikl

note que A\pdi € AS por la definicién de cono y también en la esfera S(1) de centro
en 0 y radio 1, para todo k£ € N, y como éste ultimo conjunto estd acotado, existe una
subsucesion { Ay, dp, },cn convergente a un punto zo € S(1) N AS, con zy # 0.

2. Probemos ahora el segundo inciso para el caso en que tengamos dos conjuntos, el caso
general se obtiene por induccién.

Sean F, F' C R™ dos conjuntos cerrados y no vacios con conos asintéticos positivamente
semi-independientes y suponga que su suma E + F' no es un cerrado, entonces existe
una sucesion {xy + yr}pey con zx € E, yp € F, Vk € Ny tal que

rp+ypy —z2¢ E+F

La prueba se sigue en varios pasos:

Sin perdida de generalidad podemos suponer que z = 0 (pues por el Teorema 1.10.2,
podemos trasladar a E hacia [E — z] manteniendo A(E) = A[E — z]). Vemos que
las sucesiones {x}cny > {Yk}freny DO son acotadas. Suponga que la sucesién de los xy
estd acotada, luego contiene una subsucesiéon {xy, },. convergente a x € E (pues E es
cerrado). Entonces la subsucesion {zx, + Y, } o converge a 0 (por ser subsucesion de
una sucesién convergente), y {yx, } o converge a —r € I’ (pues también F' es cerrado).
Asi, tendriamos que 0 = x + (—z) € [E + F, contradiciendo nuestra hipétesis.

Tomamos ahora una subsucesién {zg, + Y, }peyy de {Tk + Yk } ey convergente a 0, y tal
que |lzg, || = oo, ||yk,|| — oo, cumpliendo ||xg,|| > 0, ||yx,|| > 0, V£ € N. Considere las

sucesiones
{wk} , {yk} c $(1)
”ﬂfkgH 2N Hyk/H LeN

donde S(1) es la esfera en R™ de centro en 0 y radio 1. Como S(1) es compacto, existen

z, y € S(1) tales que % Hzﬁ
4

— T,
sz

—
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Vemos entonces que x+y = 0, pues si suponemos que esto no pasa, entonces el elemento
0 no estarfa contenido en la envoltura convexa del conjunto {z,y}.

Por el Teorema 1.9.4 (Minkowski) existen p € R", p #0,y ¢ > 0, talesque p-x > cy
p -y > c. Asi tenemos que

Lk Yk
p-(xkﬂryk[):Ha:k,ZHp-(Hxé )+ kel 2 ()
ké” Hyke”
por otra parte, como p - (%) —[p-x]>0yp- (Hzﬁ) — [p-y] > 0, entonces dado
{4 4

que ||z, || — oo y también [y, || — oo, se tiene que ||p - (xk, + yk,)|| — oo.

Pero como zy, +yi, — 0, entonces p- (zx, +yi,) — 0, lo que contradice nuestro anterior
resultado.

Por lo tanto z +y = 0 con x € A(E) y con y € A(F), y como son elementos de la
esfera unitaria entonces x # 0 # y, contradiciendo nuestro supuesto de partida de que
los conos asintéticos de F y F' son positivamente semi-independientes. O

Ahora, dado un conjunto Sy f : S — S una funcién de S en si mismo. Tenemos un
especial interés en la existencia de un punto cuya imagen bajo f sea él mismo.

Definicién 1.10.4 Dada una funcion f : S — R", con S C R", decimos que =* es un
punto fijo de f si z* = f (z*).

En el caso en que f sea una correspondencia, decimos que T es un punto fijo de f si
ocurre que T € f(Z).

Geométricamente en el caso de funciones, un punto fijo significa un corte de la funcién f
con la diagonal de R"™. Desde un punto de vista operativo, un punto fijo puede relacionarse
con la solucién de un sistema de n ecuaciones con n incognitas: Sea g : S — R™ una funcién
y considere un sistema de ecuaciones

g(s)=0
Definimos una funcién auxiliar f : S — R"™ dada por
f(s)=s—g(s)

sea s* un punto fijo de la funcién f, entonces por definicién x* = x*

—g(z*), es decir g (z*) = 0.
El siguiente teorema es de suma importancia para nuestro andalisis econémico de la parte
de equilibrio general del siguiente capitulo y se enuncia sin demostracion.

Teorema 1.10.4 [Brouwer] Si S C R™ es un conjunto no-vacio, compacto y convexo, en-
tonces dada una funcion f C S x S, existe s* € S tal que es un punto fijo de f (i.e.

(s*,8%) € f).

De la misma forma, dada una correspondencia g : S — S, el siguiente teorema nos
ayudara a demostrar la existencia de un punto, llamado equilibrio de Nash, en un juego en
forma estratégica, y también se enuncia sin demostracion.

Teorema 1.10.5 [Kakutani/ Si S C R"™ es un conjunto no-vacio, compacto y convezo, dada
una correspondencia g : S — P(S) que cumple con:
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» g(s) es un conjunto no vacio y convexo, Vs € S
w La grdfica de g es cerrada

entonces existe § € S tal que es un punto fijo de la correspondencia f (i.e. § € g(5)).

Para poder demostrar la existencia de un equilibrio en el caso de Equilibrio General con
produccion requerimos definir un ente que generaliza la teoria de juegos, llamado Economia
Abstracta, lo cual hacemos en la seccién 2.5. Sin embargo, debido a la idea intuitiva que nos
proporcionan los juegos en forma estratégica de cémo funciona éste mecanismo y cémo modela
el comportamiento de los agentes de una economia, hacemos una introduccién a la Teoria de
Juegos.

Un juego en forma estratégica es un modelo donde actiian varios agentes o jugadores,
en el cual las decisiones de los demas agentes afectan el pago por la accién de un jugador.
Suponemos que los jugadores actian de manera racional.

La decisién sobre cual accién elegir la toman al mismo tiempo todos los jugadores (se hace
simultdneamente), por lo que cada participante tiene un comportamiento estratégico, el cual
le hace tomar la que considera que es la decisiéon que més beneficio le traerd en base a las
decisiones que espera de los demés agentes dado el comportamiento estratégico y racional de
cada uno y sus preferencias sobre las diferentes consecuencias de dichas acciones.

El hecho de que la decisién de los jugadores sea simultanea se puede interpretar como que
los jugadores no tienen otra informacién més que las reglas del juego, sus pagos y que los
demas jugadores son racionales.

Definicion 1.10.5 Definimos un juego en forma estratégica como la tripleta

I'= {‘L {An}nNzl 7{ii}r]:[:1}
donde
» J es el conjunto de jugadores (n=1,2,...,N)

» A, es el conjunto de acciones del jugador n (paran =1,2,...,N), el cual siempre
supondremos que es no vacio. Definimos al conjunto de combinacién de acciones

de los jugadores como A = HnNzl(An) (donde cada a € A es una combinacion de
acciones).
= Las relaciones de preferencias =,, n=1,2,..., N, estan definidas sobre el conjunto de

acciones de todos los jugadores A y son independientes para cada jugador.

Podemos definir de forma natural a la relacién de preferencia de cada jugador, pensando
mas en las consecuencias que cada N — ada de acciones le traerd a cada uno de ellos, que en
las acciones que toman en si. Para ver esto, asociamos a cada combinacién de acciones una y
solo una combinacién de consecuencias ¢ € C, donde C' es el conjunto de consecuencias
de las acciones en A, el cual queda determinado a través de A por las caracteristicas del juego.
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Entonces pensamos que, a priori, existe una relaciéon de preferencias =} sobre el conjunto
C, la cual induce a la relacion de preferencias >=; sobre A en el sentido de que, dadas a,b € A,
entonces
arznb < gla) =, g(b)

donde g : A — C' es la funcién que construimos al dar la regla de correspondencia entre los
elementos de A y C y se conoce como la funcién de consecuencias.

Asi, en base al criterio dado por las relaciones inducidas »=;, i = 1,2,..., N, los jugadores
decidiran que accién tomar, considerando las acciones que pueden tomar los deméas partici-
pantes.

Si la relacién de preferencias >, del n-ésimo jugador en un juego estratégico, puede ser
representada por una funcién u, : A — R (en el sentido de que, dadas a,b € A, se tiene que
a =, b <= uy(a) > uy(b)), entonces ésta se llamard funcién de pagos del jugador n.
Estas funciones a menudo toman el lugar de las relaciones de preferencia en la definicién de
juego en forma estratégica.

Ejemplo 1.10.1 (Dilema del prisionero) Suponga que dos sospechosos de un crimen son
puestos en celdas separadas y son interrogados a cerca de su culpabilidad. Para tratar de que
los sospechosos digan la verdad, las autoridades deciden que si ambos confiesan el crimen,
serdn sentenciados a 3 anos de prision.

Si solo uno confiesa, éste serd liberado y usado como testigo contra el otro, al que se le
impondrd una sentencia de 5 anios. Por iltimo, si ninguno confiesa, ambos seran sentenciados
por una falta menor y serdn condenados a 1 ano de prision.

Podemos representar ésta situacion como un juego en forma estratégica identificando las
diferentes partes del problema con las componentes del juego como:

» Si Py, Py, representan a los dos prisioneros, entonces J = {P1, Py}

= Representamos con C' la accion confesar y con NC' la no confesar. Entonces el conjunto
de acciones de cada jugador estd dado por Ay = Ay = {C,NC'}

= El conjunto de consecuencias estd dado por
C ={(3,3),(5,0),(0,5), (1, 1)}
donde (a,b) =7 (¢,d) si a <cy también (a,b) =5 (c,d) si b<d.
» Las funciones de pago para cada jugador son
u; ={(C,C,3),(C,NC,5),(NC,C,0),(NC,NC,1)}
ue = {(C,C,3),(C,NC,0),(NC,C,5),(NC,NC, 1)}

Note que aqui, la combinacion de acciones que nos de un pago menor serd preferida a
la de un pago mayor. En ésta situacion, la mejor accion para ambos prisioneros seria que
ninguno confesara y pasaran cada uno 1 ano en la cdrcel, pero ambos tienen incentivos para
confesar y esperar que el otro no confiese y de ésta forma salir libre.
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El ejemplo anterior nos ilustra una de las més usadas aplicaciones de la teoria de juegos
en la economia, la obtencién de informacién util y verdadera de los agentes al estar bajo una
situacién de juego estratégico. Esto es importante ya que muchas veces podemos conocer mas
sobre los agentes a través de plantear una algin problema en forma de juego estratégico, y
asi obtener un mayor beneficio.

Algunas ramas de la economia como la Economia Publica, utilizan los juegos como una
importante herramienta tanto teérica (en la obtencién de resultados) como practica, pues
muchos mecanismos del estado estan basados en ésta teoria.

Nota 1.10.1 Vamos a caracterizar al siguiente producto

Ap=A1 X+ X Ap_1 X Apy1 X -+ X Ay
como el conjunto de (N — 1)-uplas ordenadas de la forma
ap = (a1,...,Gp—1,0n41,---,aN)

Definiciéon 1.10.6 Un equilibrio de Nash de un juego en forma estratégica

r= (A, )

es una combinacion de acciones a* € A tal que para cada jugador n-ésimo ocurre que
—k % —x
(an’an) Zn (an,an), Va, € A,

es decir, no existe otra accion preferida a a) para algin jugador n-ésimo cuando los otros
Jugadores eligen su accion de equilibrio ay, j # n.

Cuando se pueden definir funciones de pago para los diferentes jugadores, entonces la
condicion para que a* sea equilibrio de Nash cambia a que, para todo jugador n-ésimo se
cumpla que:

up(a®) > up(an,ay), Ya, € A,

Ast, un pago mejor al elegir una accion diferente representa un incentivo para cambiar de
estratégia.

Nota 1.10.2 En el ejemplo del dilema de los prisioneros, ambos jugadores tienen incentivos
para confesar, ya que si el otro confiesa, el primero sale libre, pero la mejor estrategia para
ambos es el no confesar. Sin embargo, si alguno no confiesa, corre el peligro de que el otro si lo
haga y pasar 5 anos en prision, por lo que sabiendo que el otro tiene ésta misma informacion,
decide confesar. Asi, el equilibrio de Nash de éste juego es el par (C,C) en donde ambos
jugadores confiesan.

La siguiente definiciéon nos ayudara a ver mas claramente la esencia de definir al equilibrio
de Nash de la forma que lo hicimos, y nos ayudard a demostrar, a través del teorema del
punto fijo de Kakutani (1.10.5), la existencia de un equilibrio de Nash en un juego dado.
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Definicién 1.10.7 Sea I' un juego en forma estratégica y sea a, € A,

s Decimos que a, es la mejor respuesta del jugador n para a, si ocurre que

(&nadn) in (anadn); van € An

= Definimos el conjunto de mejor respuesta del jugador n para a, como

MR, (an) = {an € An | (Gn,an) =n (an,an), Ya, € Ap}

= Decimos que MR : A — A es la correspondencia de mejor respuesta de ' si

MR(a) = MRy(a1) x MRy(ag) x --- x MRy(ay)

Nota 1.10.3 De ésta definicion se observa que podemos encontrar un equilibrio de Nash en
un juego en forma estratégica I', si y sélo si, existe una combinacion de acciones a* tal que
a’ € MR,(a}), para todo n € N. Es decir, si existe un punto fijo a* de la correspondencia
de mejor respuesta de T'.

Definicion 1.10.8 Una relacion de preferencias =, sobre A es cuasicéncava en A, si para
cada a* € A, el conjunto {an € Ay, | (@), an) >=n a*} es un conjunto convezxo.

El siguiente teorema es uno de los resultados primordiales de la teoria de juegos, ya que
nos garantiza que bajo ciertas circunstancias, un juego en forma estratégica tiene al menos
un equilibrio, con lo cual tiene sentido el buscarlo.

Teorema 1.10.6 (Existencia de equilibrio de Nash) Fl juego en forma estratégica

I'= {N7 {An}ﬁf:l ) {tn}nNzl}

tiene un FEquilibrio de Nash, si y solo si, para todo n € N

s El conjunto de acciones A, del jugador n, es un subconjunto mo wvacio, compacto y
convexo de un espacto euclideano

s La relacion de preferencia =, es continua y cuasicéncava en A,

Demostraciéon. Sea MR : A — A, la correspondencia de mejor respuesta de I', entonces de
la definicién del conjunto M R,,(a,) se sigue que es no vacio ya que =, es continua y A,, es
compacto, y ademés es convexo pues =, es cuasiconcava en A,.

También vemos que M R(-) tiene grafica cerrada pues -, es continua, para toda n € N.
Asi, podemos aplicar a la correspondencia de mejor respuesta el Teorema de punto fijo de
Kakutani (1.10.5), por lo que ésta tendria un punto fijo que, como hemos visto en la Nota
1.10.3, es un Equilibrio de Nash.O

Este teorema nos asegura la existencia de un Equilibrio de Nash para un juego en forma
estratégica I', por lo que permite modelar varias situaciones de economia con la seguridad de
que se podra encontrar una solucién al problema planteado al poder obtener un equilibrio de
Nash.

Desde luego la Teoria de Juegos es mucho més amplia, ya que hay diferentes tipos de
juegos (como los juegos en estrategias mixtas, los juegos cooperativos, los juegos repetidos,
etc.) y varias de las componentes del juego se pueden hacer variar.
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Capitulo 2

Fundamentos Microeconomicos

2.1. Introduccién

En ésta seccién trataremos la parte econémica del trabajo, definiendo los conceptos fun-
damentales de las teorias del consumidor, del productor y del equilibrio general y mostrando
sus resultados basandonos en el primer capitulo del trabajo.

Comenzaremos por dar los supuestos basicos del modelo econémico general en el cual
basamos nuestro estudio, asi como haciendo una descripcién de estos y sus implicaciones en
nuestro estudio (a manera de justificacién de su uso). Una vez definido y analizado el concepto
de economia y descrito el mecanismo de asignacion de recursos que usaremos, pasaremos al
andlisis de la teoria del consumidor en la cual trataremos de describir el proceso mediante
el cual un individuo decide consumir ciertas cantidades de distintos bienes por sobre otras
cantidades posibles a través de un criterio de eleccién de preferencias del agente. Definiremos
los conceptos de Conjunto de Consumo, Preferencias y de Funcién de Utilidad, que usaremos
para demostrar la existencia de ésta iltima dados algunos supuestos. Entonces daremos al-
gunos axiomas adicionales para solucionar el problema del consumidor de maximizacién de
sus preferencias sujeto a ciertas restricciones, con lo cual encontraremos la demanda y con
ello la funcién de utilidad indirecta del consumidor.

Seguiremos nuestro estudio con la teoria del productor. Aqui analizaremos el proceso
de eleccién de cantidades de produccién por un agente que denominaremos empresa, dadas
unas ciertas restricciones econdmicas y tecnoldgicas, la cual se hace a través del criterio de
eleccion de maximizacion de los beneficios. Comenzaremos describiendo el conjunto de produc-
cién y sus supuestos, pasando al problema de maximizacién de beneficios y de economias de
escala. Para esto usamos los conceptos de funcion, correspondencia y de conos principalmente.

Por ultimo pasamos a la parte de equilibrio general, donde estudiaremos primero, por
simplificacién, una economia simple donde hay intercambio puro, en la que nos basaremos para
después estudiar el equilibrio en una economia con produccién. Comenzaremos describiendo
brevemente el entorno de la economia de intercambio puro, dando el concepto de equilibrio y
demostrando la ley de Walras y la existencia de un equilibrio Walrasiano. Después haremos
esto mismo pero incorporando produccién en nuestro analisis. Con esto concluimos nuestro
trabajo, describiendo en forma matematica los principios de ésta economia de mercados, y
sentando las bases para el estudio de cualquier otra rama de la economia.
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2.2. El Modelo Basico

Para la construccién de éste Modelo Basico como representacién abstracta de una economia
competitiva se requiere la especificaciéon de tres tipos de elementos:

1. Las mercancias y los precios, que son variables del problema
2. Los agentes que son las unidades de decision del modelo

3. La naturaleza del proceso de toma de decisiones que nos proporcionara el marco de
referencia en el que se mueven los agentes

Por lo que daremos las definiciones y los supuestos bdsicos que construyen éste modelo.

Nosotros vamos a distinguir elementos y procesos tanto espacial (dénde estardn disponibles)
y temporalmente (cuédndo estaréan disponibles) como por sus caracteristicas fisicas.

El intervalo de tiempo en el que una actividad econdémica es llevada a cabo es dividido
en un numero finito de intervalos compactos elementales (llamados fechas) de igual me-
dida (suficientemente pequenos para considerarlos de medida indistinguibles desde el punto
de vista del anélisis), los cuales se enumeran cronolégicamente comenzando con el momento
actual y se denotan por ¢.

Similarmente, el espacio donde una actividad econémica es realizada es dividida en un
numero finito de regiones compactas elementales (llamadas lugares), elegidas suficien-
temente pequenas para considerarlas indistinguibles desde el punto de vista del anélisis, enu-
meradas arbitrariamente y denotadas por s.

Los bienes, en términos generales, son objetos tiles, provechosos o agradables que pro-
porcionan a quienes los consumen un cierto valor de uso o utilidad. Los bienes econémicos,
mas especificamente, son objetos que se producen para su intercambio en el mercado. Para
que un objeto pueda ser considerado un bien econémico es preciso que el mismo tenga una
cierta demanda, es decir, que sea considerado por algunas personas como un objeto capaz de
satisfacer sus necesidades, y que el bien resulte escaso en relaciéon a esa demanda. Un bien
que tenga oferta ilimitada no pasa a formar parte de los intercambios entre seres humanos y
se considera un bien libre o no econémico.

En economia resulta de suma importancia la clasificacion de los bienes de acuerdo a sus
caracteristicas: se habla entonces de bienes de capital, bienes intermedios y bienes de consumo;
de bienes privados, publicos o mixtos; de bienes complementarios o sustitutivos, etc. Pero esto
no nos va a interesar en éste trabajo por formar parte de temas mas especificos dentro de
la economia. Los servicios se definen como los bienes intangibles, es decir, bienes que no se
presentan en forma material, como los espectaculos o el trasporte.

Asi, en nuestro modelo bésico consideramos una economia en momento presente y en un
contexto de ausencia de incertidumbre. En éste contexto vamos a definir una mercancia
como un bien o servicio completamente especificado fisica, temporal y espacialmente. Dos
bienes o servicios con las mismas propiedades fisicas seran considerados mercancias distintas
si resultan disponibles en fechas o lugares diferentes. Una mercancia proporcionada a un agente
se llamard insumo, y si es proporcionada por el agente se llamara producto. Establecemos
los siguientes supuestos basicos para las mercancias:
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= Supuesto Basico 1: Existe un nimero finito de mercancias distinguibles entre si, que
denotaremos por £.

s Supuesto Basico 2: Cualquier nimero real puede representar una cierta cantidad de
mercancia (las mercancias resultan ser perfectamente divisibles).

Estos supuestos nos van a ayudar a simplificar nuestro andlisis, aunque muchas veces no
corresponda a la realidad pues algunos bienes no pueden dividirse (solo pueden representarse
con numero enteros), pero nos dard una idea aproximada de las decisiones a tomar. Bajo estos
dos supuestos podemos tomar al espacio euclideano R como el espacio de mercancias, por
lo que una opcién para un agente vendra dada por un vector ¢-dimensional cuyos compo-
nentes representan las distintas cantidades de mercancias.

A toda mercancia k = 1,2,...,/, asociaremos un nimero real pr que denominaremos su
precio, el cual se interpreta como la cantidad pagada aqui y ahora por un agente por una
unidad de la k—ésima mercancia (bien o servicio que sera entregado en un lugar s en una
fecha t). Los precios positivos corresponderan a aquellas mercancias que resulten deseables
para los agentes, los precios nulos a las mercancias que posean el cardcter de bienes libres
(mercancias a las cuales es muy dificil o muy costoso poner un precio) y los precios negativos se
pueden interpretar como el coste por la eliminacién de una mercancia que resulte indeseable.
Note que el caracter de los diferentes tipos de bienes es una propiedad econémica y no derivan
necesariamente de sus propiedades intrinsecas.

» Supuesto Bésico 3: Un sistema de precios viene dado por un punto p € R,

Este supuesto del modelo nos dice que existe un precio para cada mercancia y por lo tanto
un mercado para cada bien o servicio en cualquier momento o region cubiertos por el modelo.
Sin embargo los distintos valores de los precios nos definiran distintas caracteristicas (como
la no convexidad) en los conjuntos de eleccién de los agentes.

Los agentes econémicos son los que toman las decisiones de produccién y consumo
en nuestro modelo. A ellos les asociamos la idea de comportamiento racional (definido mas
adelante) al maximizar sus funciones objetivo individuales sobre sus conjuntos de oportu-
nidades. Consideramos que hay solo dos tipos de agentes en nuestro modelo, los consumi-
dores (quienes deciden sobre planes de consumo) y las empresas (que deciden sobre planes
de produccion). Sobre los agentes tenemos dos supuestos:

= Supuesto Basico 4: Existe un nimero finito y dado de agentes econdmicos que pertenecen
a una de las siguientes dos categorias: consumidores o empresas (supondremos que hay
m consumidores y n empresas).

= Supuesto Basico 5: Cada agente estd definido por un cierto conjunto de eleccién, un
criterio de ordenacién de alternativas (preferencias > o funcién objetivo 7) y ciertas
restricciones. Su comportamiento se caracteriza por la busqueda de las opciones que
resultan mejores (segun su propio criterio de ordenacién) entre las alcanzables.

4 . . . m . . n
Podemos entonces representar a los agentes de nuestra economia como: [{XZ, =itioq 1Y, T }j:1

donde X; es el conjunto de eleccién del i-ésimo consumidor y Y; el conjunto de eleccién para
la j-ésima empresa, y también X;,Y; C R, Vi=1,2,....,m, j=1,2,...,n.
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= Supuesto Basico 6: El problema de eleccion de cada agente se plantea bajo condiciones
de certidumbre (no hay incertidumbre de la naturaleza de las mercancias, de los objetivos
de los agentes ni de sus conjuntos de eleccién ni de oportunidades).

Para un agente, un plan de accién completo constituye la especificaciéon de una lista
completa de mercancias que se hacen disponibles o puestas a disposicién.

Definicion 2.2.1 Definimos una economia como una especificacion de los agentes economi-
cos, sus preferencias, sus conjuntos de eleccion, y de los recursos iniciales disponibles. Podemos
describir brevemente una economia como

B = [{ X0, = i Ym0

donde w € R representa las cantidades de recursos inicialmente disponibles.
Denotaremos por E al espacio de las economias, es decir el conjunto de todas las
especificaciones admisibles posibles de economias.

El funcionamiento de una economia E € [E puede visualizarse como un proceso mediante el
cual los recursos iniciales son transformados (fisica, temporal, espacial o distribucionalmente),
lo que se conoce como un proceso de asignacion de recursos.

Definicion 2.2.2 Una asignacion es una especificacion de una accion para cada agente, es
decir, un punto del conjunto [[;2; X; x [[}_,Y; C RE(mAn)
Al conjunto de todas las asignaciones posibles lo denotaremos por €.

Definicion 2.2.3 Un mecanismo de asignacion de recursos es una correspondencia
M :E — P(Q)

de modo que a cada economia particular le asocia el conjunto de resultados M (E) que su
funcionamiento le permite alcanzar.

Dada una economia E = [{Xi, =it {Yj,7rj}?:1 ;w}, el mecanismo de asignacién de
recursos depende de las caracteristicas descritas en E y del marco institucional en que
éste opere (en particular de los derechos de propiedad y del conjunto de reglas que definen
qué tipos de actuaciones o comportamientos de los agentes son posibles). Existen muchos
marcos institucionales alternativos como las economias de mercado, economias planificadas,
economias mixtas, etc. Pero a lo largo de éste trabajo nos enfocaremos en la modelizacion de los
agentes econdmicos haciendo hincapié en el mecanismo de asignacién de recursos denominado
Mecanismo Competitivo, el cual se caracteriza por los siguientes elementos:

1. Los mercados y los precios son las instituciones mediante las cuales se coordina el proceso
de transformacion y distribucién de recursos.

2. Los precios son determinados en los mercados, sin que ningtin agente individual tenga
capacidad de influencia sobre los mismos (los agentes son tomadores de precios).

3. Las decisiones de consumo y produccion son adoptadas por los agentes individualmente,
sin que sus conjuntos de oportunidades o sus funciones objetivo dependan de las acciones
de los demés agentes (salvo a través de precios).
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Nota 2.2.1 En la definicion del mecanismo competitivo se excluyen muchos casos impor-
tantes de estudio en la economia como el de los Monopolios, la intervencion de alguna autori-
dad en las decisiones de produccion y consumo, la presencia de Externalidades en la economia,
la colusion entre varios agentes, entre otros. Pero estos temas se pueden estudiar bajo ésta
perspectiva si relajamos un poco los supuestos de partida de éste andlisis, cosa que no haremos
en éste trabajo pero de la cual se ocupa en gran medida la rama de la Economia Publica y la
Organizacion Industrial.

También es importante observar que hasta el momento no se ha hecho una formalizacion
completa de los demds marcos institucionales desde donde se puede modelar la economia, por
lo que el andlisis de éste marco se hace indispensable.

s Supuesto Basico 7: Las acciones de los agentes en una economia dependeran tnica-
mente de sus caracteristicas individuales y de los precios de mercado que toman.

Si consideramos una economia bajo Mecanismo competitivo (economia competitiva o
walrasiana) en la cual los consumidores poseen la propiedad tanto de los recursos iniciales
como de las empresas, diremos que es una Economia de Propiedad Privada.

Nota 2.2.2 En la forma que hemos definido nuestro modelo, observamos que en éste se priva
de toda secuencialidad a las decisiones que se toman, ya que se estdn considerando todas las
posibilidades de consumo hoy y en tiempos subsecuentes (pues no pusimos restricciones sobre
la temporalidad de las mercancias).
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2.3. Teoria del Consumidor

En ésta seccién vamos a estudiar el problema de decisiéon del consumidor como un problema
de eleccién (de consumo) bajo restricciones (que pueden ser presupuestarias, institucionales
o de la naturaleza de los bienes y servicios).

2.3.1. Conjunto de Consumo

Definicién 2.3.1 Un consumo posible (o plan de consumo) de un agente (consumidor) i,
es un vector {-dimensional del espacio de mercancias R representado por x;.

Cada una de las componentes de x; representa una cantidad de un bien o servicio, los
msumos de los consumidores estardn dados por cantidades positivas y los productos por can-
tidades negativas.

El conjunto de todos los consumos posibles para el i-ésimo consumidor X; C RY, se de-
nomina Conjunto de Consumo del i-ésimo consumidor (i =1,2,...,m).

Dado un consumo z; para cada consumidor i = 1,2,...,m, el vector x = Y ", x; es un
consumo total y X =Y " X; es llamado el Conjunto Total de Consumo.

Un plan de consumo de un agente normalmente representa cantidades de bienes que quiere
consumir o de bienes que posee y oferta (incluyendo su fuerza de trabajo). Para construir un
modelo més practico y sencillo en nuestra economia, requerimos de ciertos supuestos (que
tienen un sustento razonable de ser) sobre el conjunto de consumo.

Supuestos del Conjunto de Consumo
1. X; es un subconjunto no vacio y cerrado de R
2. X; posee una cota inferior para <, es decir, 3b; € R’ tal que b; < z; para todo z; € X;.

3. X; es un conjunto convexo.

El primer supuesto es un tanto técnico y nos dice que si todos los consumos xf , Vk € N,

son posibles para el i-ésimo consumidor y xf — 29 entonces z¥ es un consumo posible para
éste agente.

La factibilidad del segundo supuesto esta dada por la cantidad finita de recursos iniciales
que puede tener un agente en la economia, y el dltimo de los supuestos nos dice que los
promedios ponderados de consumos posibles también son posibles (éste supuesto exige la
perfecta divisibilidad de los bienes), ademds por el Teorema 1.9.3, si cada conjunto X; es
convexo entonces X también lo es.

Nota 2.3.1 Obsérvese que el elemento b= ", b; es una cota inferior del conjunto X para
el orden <.

Muchas de las caracteristicas de los conjuntos X; se heredan directamente al conjunto X,
ya que son propiedades que hemos demostrado se cumplen para la suma de conjuntos que
cumplen con estas.

Sin embargo no siempre es asi, ya que muchas otras propiedades del conjunto suma no las
hereda directamente de los que lo forman, sino que debemos demostrar que lo cumplen bajo
ciertas circunstancias. El siguiente lema nos muestra uno de estos casos.
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Lema 2.3.1 X es cerrado

Demostracion. Por el Teorema 1.10.3 de la parte matematica, dado que los conjuntos X;
son cerrados, basta probar que los conos asintéticos AX;, ¢ = 1,2,...,m, son positivamente
semi independientes.

Como cada uno de los conjuntos X; estd acotado por abajo por b;, entonces tenemos que
x; > b;, Yx; € X;, luego

ri—b; >0 = x; € [b; + RY] Vx; € X;
luego asi tenemos que el conjunto X; cumple con
X; C [bi +R7Y]
y por el Teorema 1.10.2 se cumple que
A(X) C Albi+R}] = A(RY) =R}
es decir, los conos asintéticos A (X;) de cada conjunto tienen solo cantidades no negativas de

los diferentes bienes y asi, dada la suma » ;" x; = 0 con z; € AX;,Vi=1,2,...,m, se tiene
que los elementos z; =0, Vi =1,2,...,m. O

o7



2.3.2. Preferencias

Ahora introduciremos un criterio de comparacién entre los elementos del conjunto X; para
el i-ésimo consumidor. Supondremos que éste consumidor tiene definida cierta preferencia >=;
sobre los elementos del conjunto X;, la cual es una relacién binaria que puede leerse como
“ser al menos tan preferida como”, i.e., si z;,y; € X; con x; =; y;, entonces el i-ésimo
consumidor prefiere al plan de consumo x; al menos tanto como a ;.

Con respecto a ésta relacion estableceremos unos axiomas que nos permitird modelar de
manera operativa las preferencias de los consumidores y estan de acuerdo con la idea de que
el consumidor ordena de manera consistente todas sus alternativas de consumo.

Axioma 1 (Completitud de las Preferencias) Para cualesquiera dos x;,y; € X;, se tiene
que T; =; Yi 0 bien y; =; x;.

Este axioma implica que el consumidor estd en capacidad de comparar cualquier par
de alternativas dentro del conjunto de consumo y establecer cual prefiere o si las prefiere por
igual. Note que dado z; € X, si se cumple éste axioma de completitud entonces el consumidor
puede decir x; =; z;, asi la reflexivilidad de la relacién de preferencia es consecuencia de
éste axioma

Axioma 2 (Transitividad de las Preferencias) Para todo z;,y;,z; € X;, si se verifica
que T; = y; Y Y; = 2 entonces se debe cumplir que x; =; 2;.

Este axioma nos asegura que las elecciones del consumidor son consistentes y cumplen con
cierta légica. La relacién binaria »=; definida en X; se denomina Relacion de Preferencia
si satisface los axiomas 1y 2 (la cual por definicién es un preorden completo).

A partir de la relacién =; podemos definir una nueva relacién entre los elementos del
conjunto X; llamada Relacién de Indiferencia, denotada por ~;, la cual se da si y sélo si
se tiene que, dados x;,y; € X; entonces x; =; ¥; yV Y; =i X;-

Entonces z; ~; y; se lee como “z; es indiferente a y;”, indicando que estas opciones de
consumo son igualmente valoradas por el consumidor +.

Lema 2.3.2 Si la relacion =; es completa y transitiva entonces la relacion ~; es refleriva,
simétrica y transitiva.

Demostracion.

1. Si »; es completa entonces dado x; € X; arbitrario, se tiene que x; =; x;, luego por
definicién z; ~; ;. Asi ~; es reflexiva.

2. Sean z;,y; € X talesque x; ~i yi & T ZiYi YV Ti T S Y TiTi Y T Ti Y S
Yi ~i ;. Asi ~; es simétrica.

3. Sean x;,y;, z; € X; tales que x; ~; y; ¥ yi ~i 2.
Por definicién se debe cumplir que x; >=; i, Vi =i Ti, Yi =i % Y % =i yi. Ahora, como
>=; es transitiva entonces x; =; z; y z; =; x; luego x; ~; z;. Asi, ~; es transitiva. O

De la proposiciéon anterior se tiene que la relacién ~; es una relacion de equivalencia. Las
clases de equivalencia de X; por la relacién de indiferencia las designamos como I; (z;) C X,
donde

Ii (z;) ={yi € Xi | i ~i yi}
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Los conjuntos I; (z;) se conocen como Clases de Indiferencia. Por ser una relacién de
equivalencia, las clases de indiferencia constituyen una particién del conjunto de eleccién,
de modo que se verifica que I; (x;) # 0 para todo x; € X; (pues x; € I;(x;)) y ademés son
disjuntas a pares y cumplen

z, €X;
Una clase de indiferencia definida en X; se dice que es gruesa si su interior en X; es no vacio.

Ahora, a partir de las relaciones >=; y ~; podemos a su vez dar la relacién de preferencia
estricta >;, definida en X; como: dados x;,y; € X; se tiene x; »=; y; si y so6lo si x; =; y; pero
no es cierto que x; ~; ;.

Lema 2.3.3 Con la notacion anterior se tiene que la relacion =; no es reflexiva y cumple
astmetria (x; »=; y; implica que y; ¥; ;)

Demostracion.
= No es reflexiva pues ~; es reflexiva, i.e., z; ~; x; = x; >; T; No ocurre.

= Ahora suponga que x; >=; y;, entonces por definicién no ocurre que y; >=; r; = Y; =; T;
no puede ocurrir, por lo que >; es asimétrica. O

Por estas propiedades, si aplicamos la relacién >; al conjunto cociente (X;/ ~;) [conjunto
de clases de equivalencia en X; bajo la relacién ~;] obtendremos una ordenacién completa de
las clases de equivalencia.

Axioma 3 (Continuidad de las Preferencias) Para todo x¥ € X;, los siguientes conjun-
tos son cerrados en X;
M; (29) = {z; € Xi | @i =i )}

Aqui, el conjunto M; (m?) describe las opciones que son débilmente preferidas a x? y el
conjunto P; (x?) a las que son débilmente aborrecidas respecto a x?. La continuidad en las
preferencias significa que si tomamos dos planes de consumo z;, y; € X; con x; =; y;, entonces
existen bolas abiertas Be(x;), Bs(y;) tales que, para todo z € Be(x;) se verifica z =; y;, vy
para todo s € Bs(y;) se verifica x; =; s.

Note que éste axioma nos va a ayudar a definir con claridad cuales son los planes de
consumo estrictamente preferidos, los estrictamente aborrecidos y los indiferentes a a:,?, es
decir, va a impedir reversiones en las preferencias (determina que las zonas de indiferencia
son conjuntos cerrados por ser interseccién de dos cerrados, luego elimina zonas indiferentes

abiertas que pueden provocar estas inversiones).

Nota 2.3.2 En virtud de las definiciones anteriores, si se cumplen los axiomas 1,2 y 3,
entonces se tiene que:

o i (2?) = M; (29) N P, (a?)

X M (o) U P (50)

99



2.3.3. La Funcion de Utilidad

Hasta éste punto hemos visto que bajo los axiomas 1 y 2, la relacién ~; permite establecer
una relacién de equivalencia sobre X; que constituye una particién del conjunto mismo cuyos
elementos son las clases de indiferencia. Ahora queremos ver si dado un conjunto completa-
mente preordenado por una relacién de preferencia, existird una funcion real-valuada tal que
permita la representacion numérica de dicha relacién (i.e. si a cada clase de indiferencia le
corresponda un valor ordenado de acuerdo a las preferencias).

Definicion 2.3.2 Diremos que una funcion u; : X; — R, representa el preorden de
preferencias >; si y solo si, para todo x;,y; € X; se verifica:

La funcion u; se conoce como la funcion de utilidad del i-ésimo consumidor.
Nota 2.3.3 Note que si f : R — R es una funcion estrictamente creciente, entonces:
fui(20)) = f (ui (y:)) <= wi () 2 wi () <= 23 =3 yi

por lo que la composicion fou; de estas funciones representa las mismas preferencias. Asi ve-
mos que la funcion de utilidad es solo una forma de representar las preferencias de los indi-
viduos sin que sus valores numéricos posean algin significado (solo nos interesa la ordenacion
que nos proporciona,).

El problema del consumidor como lo planteamos, consiste en la biisqueda de elementos
maximales de su conjunto de consumo bajo un criterio llamado relacién de preferencias. En-
tonces si podemos encontrar una funcién continua que represente sus preferencias, el problema
se transformard en encontrar maximos de una funcién continua (para lo cual existen muchos
resultados mateméticos). Sin embargo esto no siempre es posible atin cuando la relacién de
preferencias sea un preorden completo, se necesitan de més supuestos como veremos en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.1 (Orden Lexicografico) Para el caso donde X; = R? (aunque se generaliza
para RY) se define como sigue:
Dados x = (w1,22) , 2 = (21, 22) € R?, entonces

(2) 21 > T1
Z = T St o bien
(i) 21 =21 Y 29 > X

Esta relacion cumple con los aziomas de completitud (pues dados dos elementos en R?,
cada una de las entradas de un elemento resultan ser mayores, menores o iguales a las del
otro elemento) y transitividad (pues sus entradas también cumplen transitividad y el criterio
compara primero una entrada y luego la otra), es decir es un preorden completo. Sin embargo
NO puede ser representado por una funcion real-valuada.

Para probar esto tltimo suponga que la funcion f : R?2 — R es una representacion de

estas preferencias, sea I, el intervalo [inf f (z1,R), sup f(x1,R)], entonces claramente I,
es no degenerado para todo x1 € R y si y1 # 1 entonces I, N1, = 0. Asi hemos establecido
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una relacion uno a uno x1 < I, entre R (que es infinito no numerable) y un conjunto de
intervalos cerrados disjuntos a pares y no degenerados en R los cuales sabemos pueden ser en
numero a lo mds numerables, lo cual es una contradiccion.

Note ademés la necesidad del axioma de continuidad para una relacién >=; si se quiere
encontrar una funcién de tutlidad continua que la represente, esto dado por el segundo inciso
del Teorema 1.7.3.

Teorema 2.3.1 (Existencia de una Funcién de Utilidad) Suponga que =; es una relacion
de preferencias definida sobre un conjunto conexo X; C Rt. Entonces, la relacion =; puede
representarse mediante una funcion de utilidad continua si y sélo si =; es continua.

Demostracién. Para ésta prueba omitiremos el indice i para los conjuntos y las relaciones
que hemos estado utilizando.

Vemos que si X = {z}, definimos la funcién u(x) = a € R, la cual cumple con lo que
pedimos. Si X tiene al menos 2 elementos, entonces como es conexo, tiene un numero infinito
de elementos, luego por el Teorema 1.6.3, tiene un subconjunto D C X que es numerable y
denso en X. La prueba la haremos en cuatro partes basdndonos en éste hecho.

1. Sean z1,x9 € X tales que x1 = x2, entonces dr € D tal que x1 = x > xo. Para probar
esto considere los conjuntos M (x1) y P (z2) los cuales son disjuntos, no vacios y cerrados
(por continuidad), luego como X es conexo entonces M (z1) U P (z2) # X.

Ahora suponga que fz € D que cumpla z; = 2 = 29, entonces D C M (x1) U P (x2)
(cuando z1 y w2 son suficientemente cercanos), luego X = D = M (z1) U P (x2) (pues la
unién es cerrado por ser unién de dos cerrados), lo cual es una contradiccién al resultado
que obtuvimos antes.

2. Construimos ahora una funcién de utilidad u’ sobre D. Sean a,b € R tales que a < b. Si
D tiene un elemento més pequeno z,, definimos u' (z,) = a, y si tiene un elemento mds
grande =g definimos v’ (z3) = b, y quitamos de D a todos los elementos indiferentes a
Zo y 3 (obteniendo al conjunto D" = {z;};°; el cual no tiene ni elemento més grande
ni mas pequeno).

Sea Q = (a,b) N Q, entonces dado x1 € D’ le asociamos ¢; € @ arbitrario. Si tomamos
ahora zo € D' y 19 ~ x1 entonces le asociamos g = q1, si 9 = 1 le asociamos ¢s € @
tal que q1 < g2 < b (el cual siempre existe pues @ es denso en (a,b)) y si 1 = x2 le
asociamos a < ¢qa < ¢1. Si ahora tomamos x3 € D' y cumple 1 = 23 = x2, le asociamos
q3 € Q tal que q1 > g3 > ¢o y asi todos los casos. Asi cuando tomemos el elemento
x € D', tenemos que analizar su relacién de preferencia respecto a los k — 1 elementos
que ya hemos tomado, si es indiferente a alguno de ellos, digamos a un z,, se le asocia
el nimero gy, si z; = @ > z;, para algunos i,j € {1,2,....,k— 1,0}, y f, € D/,
con ¢ < k, tal que x; > x; > x;, le asociamos g € @ con ¢; > q; > ¢; (lo cual siempre
podemos hacer pues @ es denso en (a,b)). Note que si lo hacemos esto para todo k € N
habremos asociado un valor de Q para todo x; € D', y eventualmente habremos tomado
todos los valores de Q.

De ésta forma definimos

q; para todo i € N
u () =< a Vo ~ x4
b Vo ~ g
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la cual claramente es una funcion creciente.

3. Ahora extenderemos ésta funcién a X.

Sea x € X, considere ahora los conjuntos DM () = DNM (x) y DP (x) = DN P (x).
Si z es un elemento més grande de X entonces definimos u (z) = b y si es un elemento
més pequeno definimos u () = a. Tenemos ademés otros resultados:

a) Siyy € DP(x)y y2 € DM (z), entonces se tiene que y2 = yi, luego si ademads
r1 € v (DP(z))y ro € /' (DM (x)) entonces o > 71 pues u’ es creciente.
Asi inf ' (DM (z)) > sup u' (DP (z)).

b) Por la definicién de supremo e infimo tenemos que inf «' (DM (x)) = sup ' (DP (z))
(pues podemos tomar subsucesiones de cotas inferiores que converjan al infimo o

de cotas superiores que converjan al supremo, lo que nos daria la desigualdad que
nos hace falta). De éste modo definimos

u(z) = inf o (DM (x)) =sup v (DP (x))

Es claro que si « € D, entonces v’ () = u (x), por lo que u es una extensién de v’
de D en X.

4. u es continua

De acuerdo con el Teorema 1.7.3, para cualquier ¢ € R, basta probar que las imagenes
inversas de los conjuntos (—oo,¢c| y [c,00) bajo u son cerrados. Mas auin, basta probar
esto para cualquier ¢ € (a,b), pues podemos definir u(x) = a, Vz, > x y definir
u(x) = b, Vx = g, la cual es una funcién continua para estos elementos. Sea g € Q
entonces definimos los conjuntos X?={zx € X |u(z) > ¢}y X, ={z € X | u(z) < ¢}.

Entonces es claro que ﬂq< . X% = X¢ (definido igual que para ¢), el cual es cerrado
por ser interseccién de los conjuntos cerrados X? (por continuidad de »). Una prueba
similar se aplica para el conjunto X.. Con lo cual concluye la demostracién.

Note que los puntos a y b pertenecen a u (X) si y sélo si éste conjunto tiene elementos
minimo o maximo respectivamente.

Nota 2.3.4 Note que en el teorema anterior se pide que el conjunto X; sea conexo, y en
nuestro modelo nosotros tomamos cada uno de los conjuntos X; convezo, luego por el Teorema
1.9.3 estos son conexos. Por lo que si las preferencias del consumidor i-ésimo son completas,
transitivas y continuas, existird una funcion de utilidad continua que las represente.

Hasta éste punto hemos probado que bajo los supuestos de completitud, transitividad y
continuidad de la relacién de preferencia >=;, existe una funcién de utilidad u; continua que la
representa. Pero salvo continuidad no aseguramos nada mas acerca del comportamiento de u;.
En especial nos interesa la convexidad y monotonicidad de estas preferencias para establecer
propiedades de u;.

Axioma 4 (No saciedad) Decimos que en X; se cumple el arioma de no saciedad si para
todo x; € X; existe y; € X; tal que y; »=; ;.

Decimos que X; cumple no saciedad local si para todo x; € X; y para todo € > 0, existe
Yi € Be () N X, tal que y; = x;.
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Note que el axioma de no saciedad local nos permite eliminar las zonas gruesas de
indiferencia pues nos asegura que dado x; € X; siempre podemos encontrar otros consumos
posibles preferidos a z; y tan cercanos a él como queramos.

Axioma 5 (Monotonicidad) Decimos que se cumple monotonicidad en X; si dados dos
elementos x;,y; € X;, cumplen que mf > yf para todo k = 1,2,...,L, entonces x; =; Yi;
mientras que st mf’ > yf’ para todo k =1,2,... 0 entonces x; >=; y;.

Si para preferir estrictamente un nuevo plan de consumo basta con aumentar infinitesi-
malmente la cantidad de algun bien del plan original, entonces se cumple monotonicidad

estricta.

Nota 2.3.5 Vemos que el axioma de monotonicidad es un caso restrictivo de no saciedad
local (quien a su vez es mds restrictivo que no saciedad) que se viola en muchas ocasiones
pues hay distintos bienes que son deseables para algunas personas y no deseables para otras
(como clases de matemdticas). Sin embargo no saciedad se cumple en general.

Hasta aqui hemos dado condiciones para que exista una funcién de utilidad continua que
represente una relacion de preferencias y que no presente zonas gruesas de indiferencia, ahora
analicemos aspectos de la forma de ésta funcién (convexidad de las preferencias), lo cual es
importante para poder encontrar puntos donde los individuos puedan tomar las decisiones de
consumo dado las restricciones a las que se enfrenta. Para las siguientes definiciones supon-
dremos que el conjunto X; es convexo.

Axioma 6 (convexidad) Si para todo z;,y; € X; y para todo t € [0, 1],
v =iy = [tri+ (1 —t) ] =iy

se dice que se cumple convexidad débil en X;.
Si para todo x;,y; € X; y para todo t € (0,1],

xi =iy = [tri + (L =0yl =i i

se dice que se cumple convexidad en X;.
Si para todo x;,y; € X; y para todo t € (0,1),

xp vy = [trg + (L=t yi] =i yi

se dice que se cumple convexidad estricta en X;.

La nocién de convexidad refleja la idea de “gusto por la variedad”. Un ejemplo claro de
éste tipo de preferencias es la de la mayoria de los inversionistas en la bolsa de valores, quienes
prefieren diversificar su portafolios de inversion en lugar de apostar por invertir en un solo
tipo de accién.

Hay diferentes resultados que nos ayudardn a relacionar estas nociones con la funcion de
utilidad que construimos y nos daran diferentes relaciones entre estos conceptos. Continue-
mos con las relaciones entre los axiomas de convexidad y los conjuntos débil y fuertemente
preferidos a un elemento en X;.
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Lema 2.3.4 La condicion de converidad débil es equivalente a decir que:
» El conjunto M; (y;) es convero para todo y; € X;
» El conjunto [M; (y;) \ I; (yi)] es convezo para todo y; € X;

Ademds, bajo convexidad, si y; € X; no es un punto de saciedad, entonces es adherente al
conjunto

M; (yi)\ Li (i) ={z € Xi | ® =i yi}

Demostracion.

1. Suponga convexidad débil, sean x;, z; € M;(y;) entonces por completitud x; =; z;, z; =;
x; o ambas. Asi se tiene que:

a) Six; = z, por convexidad débil tx; + (1 —t)z; =4 2z = yi, Vt € [0,1]
y por transitividad tz; + (1 — t)z; =, y;, Vt € [0,1].

b) Si z; =; z;, por convexidad débil por tz; + (1 — t)z; =; x; =; yi, YVt € [0, 1]
y por transitividad tz; + (1 — t)z; =, y;, Vt € [0,1].

c¢) En el caso en que pasan ambas tomamos
tw; + (1 —t)z; ~; ta; + (1 — )z ~; 2 = yi, VE€[0,1]

2. De forma similar vemos que convexidad débil es equivalente a pedir que [M;(y;) \ L; (y:)]
sea convexo, basta con sustituir »=; por >.

3. Para ver que y; es adherente al conjunto [M;(y;) \ I;(y:)] bajo no saciedad local, tome
x; € [M;(y;i) \ Li(y:)] (el cual existe por la no saciedad local) y forme la sucesién

1
{tayi + (1 = tn)xi}en cont, =1— - Vn € N
la cual esta contenida en [M;(y;) \ I;(y;)] por convexidad, y cumple que

thyi + (1 —tp)x; — y; O

Definicion 2.3.3 Decimos que la funcion real valuada u; : X; — R es cuasiconcava, si para
todo a € R, se cumple que el conjunto definido por

es un conjunto convezo.
Una condicién un poco mas general a la del lema anterior (Lema 2.3.4), en el caso de que

exista una funcién de utilidad continua u; que represente a estas preferencias, es que ésta
funcién sea cuasicéncava.

De la definicién se sigue que, en éste caso, si se cumple convexidad entonces la funciéon es
cuasiconcava, pero la afirmacion inversa no es cierta.
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Lema 2.3.5 Sea X; como antes y »=; una relacion de preferencias continua, entonces:

1. Convexidad estricta implica convexidad

2. Convexidad implica convexidad débil

Demostracion. Note que como la relacién de preferencias es continua, existe una funcién de
utilidad u; : X; — R continua que la representa. Asi tenemos que:

1. Sean z;,y; € X; tales que z; >; y;, entonces u;(x;) >; u;(y;) vy asi

a)

Si existe to € (0,1) tal que u;(y;) > wi(zy,) = ui(tors + (1 — to)ys), entonces
como I;(y;) es cerrado y u; continua, existe t; > to tal que w;(2,) = w;i(y;) y por
convexidad estricta u;(z:) > u;(yi), ¥t < t1 (lo cual es una contradiccién pues
0 <ty <ty).

Si existe tg € (0,1) tal que u;(2¢,) = ui(y;), entonces tenemos que, por convexidad
estricta u;(z¢) > y;, V0 < t < tg. Ademas por el inciso anterior, dado 1 > t1 > tg
no puede ocurrir que u;(y;) > u;(2¢, ) ni que u;(y;) = (24, )-

Entonces u;(z,) > wi(yi), ¥t € (0,t9) U (to, 1) y por continuidad de la funcién w;,
existen ta € (0,%p), t3 € (to,1) tales que w;(2z,) > wi(yi), wi(ze,) > wi(y;) con
wi(zty) = ui(2ty), luego wi(ze) > ui(ze,), ¥ t € (t2,t3), lo cual es una contradiccién
pues to € (t2,13).

De estos dos incisos se sigue que u;(z¢) > u;(y;), Vt € (0,1)

2. Vemos que si u;(x;) > wu;(y;) entonces por convexidad de wu; se tiene w;(z;) > w;(y;),
vt € (0,1), luego u;(2z) >; ui(yi), Vt € [0,1] (por continuidad).
Ahora, si u;(x;) = u;(y;) y existe to € (0, 1) tal que u;(y;) > w;(2y,), por continuidad de
u; existe t1 € (to, 1) tal que w;(yi) > wi(ze,) > wi(ze,) y ast ui(ze) > wi(zy ), VE € [0,11)
(por convexidad), lo cual se contradice con el hecho de que ty € [0,%1).
Asi, ui(z) > wi(yi), Yt €[0,1]. O

De los resultados anteriores vemos que la condiciéon de convexidad estricta implica con-
vexidad y convexidad débil, por lo que es la condicién mas fuerte de estas tres. Sin embargo,
la condicién de convexidad débil es suficientemente fuerte como para asegurarnos que los con-
juntos débilmente preferidos y fuertemente preferidos a un consumo posible arbitrario x; son
convexos. Sin embargo en algunos casos de interés, ésta condicién no es suficiente por lo que
requeriremos los conceptos de convexidad simple y estricta.

Ejemplo 2.3.2 Para el caso en que X; C R?, algunos ejemplos de funciones de utilidad (que
se pueden generalizar naturalmente para Rf) importantes por su utilidad en economia son

= Funcion Cobb-Douglas

w; (z,y) = x%)° donde a >0, b >0

= Sustitutos Perfectos

u; (z,y) = ax + by donde a >0, b >0

s Complementos Perfectos

u; (z,y) = min {azx, by} donde a >0, b >0
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2.3.4. Restricciones de Riqueza

Dado ahora un sistema de precios p € R® y un plan de consumo z; € X;, con entradas
positivas si son bienes demandados y negativas si es trabajo ofrecido (en ésta parte solamente
consideramos que el consumidor ofrece trabajo y los demas bienes que posee los puede vender
pero no forma parte de la oferta del mercado), entonces el gasto del i-ésimo consumidor se

define como
V4
p-Ti= Zpkxik
k=1

el cual denota la diferencia entre los ingresos laborales del consumidor y los desembolsos al
adquirir bienes.

Denotaremos por w; € R a la riqueza del i-ésimo consumidor, la cual representa su ca-
pacidad de gasto no vinculada a los ingresos laborales. Un punto w = (wy,ws, . .., w,,) € R™
serd denominado vector de distribuciéon de riqueza.

Asi, dados un vector de precios p € R¢ y un valor de la riqueza w; € R, las posibilidades
de consumo del i-ésimo consumidor vienen dadas por el conjunto presupuestario definido
como:

Bi (pywi) = {z; € Xi | p- 2 <wi}

La correspondencia 3; (p, w;) : R — P(X;), definida por los conjuntos presupuestarios, se
denomina correspondencia presupuestaria.

Note que bajo los supuestos de convexidad y por la definicién del conjunto 3; (p, w;) éste
resulta ser:

» Cerrado (pues se puede ver como la interseccién de los cerrados X; y {m € R¢ |p-ax< wz})
» Convexo (por ser interseccién de estos dos convexos)

Ademds, por la forma multiplicativa de la correspondencia, (; resulta ser homogénea de
grado cero en riqueza y precios (es decir 3; (Ap, \w;) = 5; (p, w;), para todo A > 0).

Cuando p # 0, la restriccién p - x; < w; geométricamente implica que x; debe estar en el
semiespacio cerrado inferior al Hiperplano presupuestal

H:{aeRe]p-a:wi}

Note que dados (p,w) € R“™, el conjunto 3; (p, w;) puede ser vacio. Definimos a S; como
el conjunto donde eso no pasa, es decir

Si={(pw) € R™™ | 3w € X tal que p- v < wi

FEl siguiente teorema nos asegura la continuidad de la correspondencia presupuestaria
cuando hay por lo menos una canasta subdoptima en nuestro conjunto X;, dados los precios
p° v la dotacién inicial w°.
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Teorema 2.3.2 Sea X; C R compacto y conexo, y sea (po,w?) tal que existe x; € X; con

P’z < w?. Entonces la correspondencia 3; es continua en (po,w?).

Demostracién. Para probar esto, hay que demostrar que es hemicontinua tanto inferior como
superiormente en dicho punto.

1. ; es hemicontinua superiormente en (po, w?).

4y 00 041 y 0,0 gy 00
Sea {p?, wj},_; CR 1 una sucesién que converge a (p°,w?), y sea {x =1 C Xi una

q

sucesiéon que converge a x?, tal que z;

q q
p?-x; < w; para todo g € N, entonces

€ fB; (p?,w}). Pero por hipdtesis se tiene que

lim p? - 2f =p° - 29 <w) = lim w!

q—00 g—00

lo que implica que =¥ € 3; (po, wo).

i
2. [B; es hemicontinua inferiormente en (po, w?).
Sea, {pq,wg}:il C R una sucesién que converge a (po, w?) y sea 2¥ € f3; (po,w?) (es

0

decir x? € X; y ademas poxi < w?). Entonces hay dos casos:

a) Si po-:c,? < w?, existe ¢ € N tal que Vg > ¢/, pq-a:,? < wy. En éste caso definimos la
sucesién con los primeros ¢’ elementos arbitrarios 2! € 3; (p?, w?), y 2! = 2? para
todo q > ¢'.

Y (que existe por

) — (p°,w)) existe ¢ € N tal que p? - (2} — 2?) < 0, para

b) Sip?-a? = w elegimos un punto x} € X; tal que p° -z} < w

hipétesis). Como (p?, w]
todo q > ¢'.
Construimos la recta que pasa por los puntos 2/, #9 dada por z; = 29 + X (2 — 2?),
con A € R. Ahora, el Hiperplano H? = {z eRE pl.z= w?} corta a ésta recta en
el punto:

q9_ .q.,0
w; —pT T i
pq

p? - () = a)

q
7

21 =) + (m§7$?):x?+

, . .z e.¢]
entonces 27 — x¥. Asf definimos una sucesién {x?}qzl dada por:

» Si ¢ < ¢ tomamos un punto arbitrario z{ € f; (p?, w?)
0

» Sig>qy2e [xz,xﬂ (segmento contenido en X; y convexo), tomamos

4 _ .q
T, =z

= En otro caso tomamos z = z¥
Note que la sucesién as{ definida estd contenida en X; con zf € f3; (p?, w{) para todo
q €Ny :L‘f — x? como queriamos (adviértase que H? — H° = {z e R¢ | p?- 2= w?},

luego z¢ € HY). O
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2.3.5. Satisfaccion de las Preferencias

Ahora analizaremos el proceso de eleccién del consumidor, en el cual se supone que éste
actia de tal forma que va a elegir el mejor plan de consumo que pueda sujeto a su restriccion
de presupuesto y los precios del mercado. Formalmente decimos que, dado un par precio-
riqueza (p,w;) € S;, el i-ésimo consumidor elegird un plan de consumo z; en el conjunto no
vacio (3; (p,w;), el cual es 6ptimo de acuerdo a sus preferencias, i.e., un elemento més grande
del conjunto G; (p, w;) para el preorden de preferencia >;. Este consumo se llamard consumo
de equilibrio (demanda) del i-ésimo consumidor respecto a (p, w;).

Note que si existe una funciéon de utilidad u; que represente las preferencias >=;, éste
comportamiento del ¢-ésimo consumidor se convierte en resolver el problema
méx u; (p, w;)

sa.  x; € B (p,w;)

es decir, en un problema de maximizacién de la utilidad. Geométricamente, cuando p # 0 se

. . / 7’ . /
tiene que, si z es un elemento mas grande de 3; (p, w;), el conjunto {z; € X; | z; >; «,} no
tiene puntos en comun con el semiespacio inferior al hiperplano presupuestal H.

Pero dados (p,w;) € S;, puede que el conjunto [3; (p, w;) no tenga elemento mas grande.
Sea S/ el conjunto de (p,w;) para el cual no pasa esto (el cual claramente es un cono convexo
con vértice 0 dada la homogeneidad de grado cero de la restriccién). Podemos entonces definir
una correspondencia & : S — X;, llamada correspondencia de demanda del i-ésimo
consumidor dada por:

& (p,w;) = {x; € X; | ©; es un elemento mas grande de 3; (p, w;) para =;}

Para cada (p,w;) € S., el conjunto no vacio & (p, w;) es el conjunto de posibles consumos
6ptimos bajo la restriccién dada por (p, w;).

Definicion 2.3.4 Si existe una funcion de utilidad u; en X; que representa a >=;, entonces
definimos v : S; — R como:

v (p,w;) = max u; [B; (p, w;)]
la cual es llamada funcion de utilidad indirecta del i-ésimo consumidor.

Note que por la linealidad del producto punto, la funcién v (p,w;) también resulta ser
homogénea de grado cero bajo (p, w;).

Lema 2.3.6 Dado un par precio-riqueza (p,w;), existe un elemento mds grande para el con-
gunto B; (p,w;), Vi=1,2,....,n, siy sdlo si (p,w;) € (i, Si).

Demostracién. Tenemos que (p,w;) € NS, < (p,w;) € S}, Vi =1,2,...,n < existe
un elemento més grande de f;(p, w;), para todo i = 1,2,...,n. O.

Definicion 2.3.5 En virtud del lema anterior, uno puede definir al conjunto no vacio de
consumos totales posibles como:

f(p, w) - Z& (p7 wi)
i=1
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La correspondencia & : (). S — P(X) es llamada la correspondencia de demanda total
(la cudl claramente, como las demds que hemos definido, vuelve a ser homogénea de grado

cero en (p,w)).

Ahora, con la notacién anterior, si z, es un elemento més grande de §; (p,w;), entonces
claramente se tiene que
/
(@)  px<w = x)zix

la cual por tricotomia de > es equivalente a
!/ /
(CL) Timi Xy, = DTy > W,
Por otro lado se tiene de forma similar (bajo completitud de »;) que
V) wimiap = poai>w

la cual nos da la nocién de que a su vez, z* es minimizadora del gasto en el conjunto M; ()
(pues por la continuidad del producto punto se tiene que p - z; = w;). Pero por el mismo
argumento de antes, ésta expresion es equivalente a

(b) p-x; <w;g :>x;>'zxz

Estas implicaciones son importantes pues nos dicen que si un consumidor tiene preferencias
continuas y es maximizador de su utilidad, entonces va a comprar la mejor opcion de gasto que
pueda, es decir, va a gastar todo su ingreso en dicha opcidn, lo cual es una buena aproximacion
a las decisiones de ahorro y gasto de una persona (recuerde que bajo nuestro modelo, el ahorro
es consumo futuro pues ahora se define todo el gasto del agente). De aqui se probardn las
siguientes relaciones entre estas implicaciones que expusimos.

Teorema 2.3.3 Sea X; como antes, un conjunto convexo y el preorden =; cumpliendo el
azioma de continuidad, entonces si excluimos el caso w; = min p-X;, se tiene que (b) = (a)

Demostracién. Como el mfnimo de p- X; se excluye, entonces 3z} € X; tal que p-z} < w;.
Como se cumple (b) es suficiente probar que si x? € X; satisface p- xf = w; entonces x, =; :c?
(recuerde que z} es un elemento més grande de (3; (p, w;)). Para esto considere un punto z; en
el segmento cerrado [:cll, x?] diferente a x?, entonces claramente p - x; < w; y por (b) se tiene
que x, >; ;.

A51 se tiene que z7 es adherente al conjunto P;(z}) (para ver esto podemos tomar la

sucesion {Exi + (3 ! 2 con puntos como ;). Ademds por

2
(2
%)xQ}neN [z}, 22], convergente a z?
continuidad 2? € P; ()

, pues éste dltimo conjunto es cerrado. O

Corolario 2.3.1 Con los requisitos del teorema anterior, si ademds >=; cumple convexidad
débil con (p,w;) € S., el conjunto & (p,w;) de consumos dptimos posibles es convezxo.

Demostracién. Dado un par precio-riqueza (p, w;) € Si, el conjunto &; (p, w;) es la intersec-
cién de los conjuntos convexos f§; (p, w;) y M; (x}) (éste ultimo por la equivalencia que dimos a
cumplir convexidad débil). Por lo tanto, por el Teorema 1.9.3 el conjunto &; (p, w;) es convexo.
O

Es importante recalcar que, con la notacién anterior, si las condiciones del corolario ante-
: . . ‘ . N ool g .
rior se dan para todo i =1,2,...,n y si (p,w;) estd en (), S} (igual para todo i), entonces
& (p,w) es convexo por ser una suma de conjuntos convexos (vea el Teorema 1.9.3).
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Teorema 2.3.4 Sea X; como antes, un conjunto convexo y el preorden »=; cumpliendo el
azioma de convezidad, entonces si x; no es un punto de saciedad, se tiene que (a') = (V)

Demostracién. Como z} no es un punto de saciedad, existe z} € X; tal que z} =; z. Es

. . 2
suficiente probar que si x;

Considere un punto z; en el segmento cerrado [le,xzz] diferente a x?. Por convexidad

z; =i 1, luego por (a'), p-x; > w;. Asi por la continuidad del producto punto se tiene que

p-z?>w;. O

~i T entonces p - 7 > w;.

Corolario 2.3.2 Con las hipdtesis del teorema anterior, si =; cumple convezidad y ', no es
un punto de saciedad, entonces p - x; = w;.

Demostracién. Por definicién de elemento mds grande se tiene que p - ; < w;. Ahora por
/ Lo / / : /
(b'), como trivialmente x} >; x} se tiene que p - z, > w;. O

En otras palabras, aunque el consumidor solo tiene que cumplir su restriccién presupuestal
p-x; < w;, el consumo éptimo = que él elige satisface la igualdad p - 2} = w; (su gasto igual
a su ingreso). Como consecuencia de estos resultados, si (p,w}) € S/ con w] > w;, entonces la
riqueza w; se preferird a w; pues se puede alcanzar mejores planes de consumo.

Nota 2.3.6 Note que si la relacion de preferencia =; satisface el axioma de convexidad
fuerte, entonces dados (p,w;) € S, por la linealidad de la restriccion presupuestaria existe
un unico elemento mds grande de (3; (p,w;). En éste caso la correspondencia de demanda &;
es una funcidén (por definicion). Ast, cuando esto ocurre para todo i = 1,2,...,n, entonces
¢ (la correspondencia de demanda total) también es una funcion.

Suponga ahora que X; es conexo y compacto, ademas que el preorden de preferencias >;
es continuo, entonces existe una funciéon de utilidad u; continua sobre X;. Dada una pareja
(p,w;) en S;, el i-ésimo consumidor maximiza la funcién continua u; en el conjunto 3; (p, w;),
el cual es no vacio (pues (p,w;) € S;) y compacto (pues estd contenido en un conjunto
compacto X;, y por definicién §; (p, w;) cerrado). Por el Teorema de Weierstrass, el conjunto
de maximizadores de u; es no vacio, es decir S; = S/.

De hecho, u; define una funcién continua (pues lo es en todas sus entradas) u} : S;xX; — R,
dada por

;i (ps wi, ) = u; ()
Asi, aplicando el Teorema 1.8.4 (donde la correspondencia ¢ de S; a X; es (3;) tenemos que
si (p,w;) es una pareja donde f3; es continua, entonces ; (la correspondencia de demanda
del i-ésimo consumidor) es hemicontinua superiormente en (p,w;), y ademds v; (la funcién
indirecta de utilidad del i-ésimo consumidor) es continua en (p,w;). Asi hemos probado el
siguiente resultado.

Teorema 2.3.5 Si X; es compacto entonces S, = S;. Ademds de esto, si 5; es continua en
el punto (p,w;) € S;, entonces & es hemicontinua superiormente en (p,w;), y v; es continua
en éste punto.

Nota 2.3.7 Note que si las condiciones del teorema anterior ocurren para todoi =1,2,...,n,
entonces cada &; es hemicontinua superiormente, entonces la correspondencia de demanda to-
tal & también lo es. Cuando ocurre que son funciones (imagen con un solo elemento), entonces
son continuas.
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2.4. Teoria del Productor

En ésta parte del trabajo vamos a abordar el problema al que se enfrentan las empresas
de cuanto producir de cada uno de los bienes, de manera que estas satisfagan sus restricciones
de posibilidades de produccién maximizando sus beneficios (la ganancia que les queda de lo
que recuperan por la venta de estos bienes menos lo que invierten para producirlos) sujetos a
la demanda de cada uno de ellos por parte de los consumidores.

Para lograr estos objetivos, las empresas se enfrentan a varias restricciones como la canti-
dad de recursos que hay en nuestra economia, la capacidad de produccién de la empresa dada
por su tecnologia, asi como las restricciones institucionales y sociales que imperen sobre su
proceso de produccién. Aqui no tomaremos éste ultimo tipo de restricciones, pues éste es un
tema mas avanzado y se toma en consideracion bajo el estudio de la economia publica y la
Organizacién Industrial.

La idea de la produccion se refiere al proceso de transformacién mediante el cual ciertos
bienes (insumos, representados con niimeros negativos) se convierten en otros bienes diferentes
(productos representados con positivos).

La unidad de decisién que lleva acabo tal transformacion se llamard empresa (a la cual le
asociaremos un conjunto de posibilidades de produccién), en nuestra economia supondremos
que hay n de estas unidades.

Definicién 2.4.1 Un plan de produccién para una empresa j (denotado pory; € RY), con-
siste en una especificacion de las cantidades de insumos que dardn lugar a ciertas cantidades
de productos. A éste plan de produccion también se le conoce como la oferta de la j-ésima
empresa.

El conjunto de todos los planes de produccion que resultan posibles para la j-ésima empresa
lo denominaremos conjunto de produccion, y lo denotaremos por Y; C R¢.

El que un plan de produccion sea o no posible dependera de los conocimientos técnicos
que tenga la empresa, el que sea alcanzable dependera de la cantidad de las limitaciones de
recursos con que se encuentre la empresa j.

Note que si no existen limitaciones de recursos, entonces el conjunto alcanzable por la
empresa j coincide con su conjunto de produccion.

Dado un plan de produccion y; para cada empresa, entonces al elemento y = Z?:l y; se
le llamard la produccién total (también oferta total) de la economia. De la misma forma,
al conjunto Y = Z?zl Y; lo denominamos el conjunto de produccién total o también la
oferta total.

Note que y es un resultado total de la actividad de todas las empresas o productores,
mientras que Y describe las posibilidades de produccién de la economia completa.
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2.4.1. Supuestos del Conjunto de Produccién

Con respecto a los conjuntos de produccién de las diferentes empresas y de produccién
total establecemos los siguientes supuestos.

Supuesto 1 .- Y; es cerrado (continuidad)

Este supuesto nos dice que si hay una sucesién de planes posibles de produccién para el
j-ésimo productor que converge al plan yg, entonces éste ltimo también es posible para el
j-ésimo productor.

Supuesto 2 .- Y, — Rﬁ C Y}, es decir, siy; € Yj y un vector y € R’ wverifica que Yi =Y,
entonces y € Yj).

Este supuesto (eliminacién libre) establece que si una produccion resulta posible técni-
camente, entonces también lo es cualquier otra que emplee mayores o iguales cantidades de
factores y menores o iguales cantidades de productos (mal gastando recursos).

Supuesto 3 .- Y; NRY = {0}
Este supuesto puede entenderse como constituido por dos partes:

= La primera Y; NRY C {0} (imposibilidad de produccién gratuita) implica que no
es posible producir cantidades positivas de productos sin emplear insumos.

= La segunda parte se podria escribir como 0 € Y; (posibilidad de inaccién) nos dice
que una empresa puede decidir no producir algo sin que esto implique consumir cantidad
alguna de insumos y garantiza que Y; es no vacio para todo j =1,2,...,n.

Nota 2.4.1 Si se cumplen los supuestos 2 y 8 , entonces se cumple que —Rﬂ CYj, lo que
significa que toda empresa puede desprenderse de cualquier cantidad de mercancias sin costo
alguno.

Note que si éste nuevo supuesto se cumple para todo j = 1,2,...,n, entonces también se
tiene que 0 € Y y que —Rﬁ cY.

Hay una propiedad relevante de los conjuntos de produccién individuales que no hereda el
conjunto de produccién total (la imposibilidad de produccién libre) pues resulta posible (con
las restricciones establecidas hasta ahorita) producir sin gastar insumos. Para dejar de lado
ésta posibilidad hacemos el siguiente supuesto.

Supuesto 4 .- Y N (-Y) C {0} (irreversibilidad)

Este supuesto se puede escribir como y € Y, y # 0 entonces —y ¢ Y, y nos dice que si la
produccién total y es posible (con y # 0), entonces la produccién total —y ya no es posible.

Lema 2.4.1 Con la notacion anterior, si cada conjunto Y; es cerrado, convexo y cumple
wrreversibilidad, entonces Y es cerrado.

Demostracién. Por el Teorema 1.10.3, dado que los conjuntos Y}, Vj = 1,2,...,n son cerra-
dos, es suficiente probar que los conos asintéticos AY son positivamente semi-independientes.
Primero vemos que como 0 € Yj y éste tltimo es un conjunto convexo Vj = 1,2,...,n,

entonces AY; C Y (por el Teorema 1.10.2 y el Corolario 1.10.1), luego Z?:1 AY; CY.
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Ahora, sean y; € AYj tales que Z;L:l y; = 0, entonces dado uno de ellos (y;; # 0 por
ejemplo) se tiene que —y;r = Z#j, y; € Zj#/ AYj, luego estd en Y (pues podemos sumarles
0 € Yjs). Pero también estd en —Y por definicién, lo cual es una contradiccién. Asi, los conos
asintéticos AY) son positivamente semi-independientes. O

Lema 2.4.2 Con la notacion anterior, si el conjunto de produccion total Y cumple los supuestos
de eliminacion libre e irreversibilidad, entonces también cumple que Y N Rﬂ_ c {0}

Demostracién. Tenemos que si Y NRY = ), entonces se satisface trivialmente.
Ahora, suponga que esto no pasa y que Y N Rﬂ # {0}, entonces Jy € Rﬂ, y # 0, tal que
yeY.ComoY — Rﬁ C Y entonces tomamos 3y’ = —2y € (—Rﬂ), luego

y+y =y+(-2y)=-yeV=ye(-Y)
asi, y # 0 es tal que y € Y N (=Y), violando el supuesto de irreversibilidad. O

Definicion 2.4.2 Dado un plan de produccion para la empresa j-ésima, y? € Y;, diremos que
éste es una produccion eficiente si no existe y; € Y tal que y; > y?. Cuando solamente
podemos afirmar que no existe y; € Y; tal que y; > y?, diremos que éste es una produccion
débilmente eficiente.

Note que una produccion eficiente es un plan de produccién en el que no se puede aumentar
la produccion de un bien sin disminuir la produccién de algtin otro o sin incrementar el empleo
de insumos.

Teorema 2.4.1 Sea Y; C R? el conjunto de produccion de la empresa j, y sea q € R tal que
q > 0 (respectivamente q > 0). Si para un y? € Y; se verifica que qy? > qy; para todo y; € Yj,
entonces y? es una produccion eficiente (respectivamente débilmente eficiente).

Demostracién. Para el caso de la produccién eficiente, el resultado se sigue de que si ¢ > 0
yy; > y?, entonces q - y; > q - y?.

Cuando la produccién es débilmente eficiente, la conclusion se sigue de que si y; > y? y
q = 0, entonces q - y; > q - y?. O

Teorema 2.4.2 Bajo los supuestos 1 y 2, un plan de produccion y; es débilmente eficiente si
y solo siy; € Fr(Y;) (pertenece a la frontera del conjunto de produccion).

Demostracién. Vemos que bajo los supuestos 1y 2, y? € Y; estd en la frontera de produccién
de V; <= (y; > y? =y; ¢Y;) = (By; € Y tal que y; > y?) = y? es débilmente
eficiente. O
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2.4.2. Rendimientos de Escala

Examinemos ahora los efectos sobre la produccién cuando varian proporcionalmente los
insumos invertidos en éste proceso. Cuando se elabora un solo producto en una empresa es
facil identificar los tipos de rendimiento que tiene la tecnologia empleada en éste trabajo.

Si se incrementan los insumos proporcionalmente y la produccién crece en mayor medida
que éste aumento, se dice que hay rendimientos crecientes a escala, si éste aumento es
menor se dice que los rendimientos son decrecientes a escala, y si el aumento es en la
medida en que aumentan los insumos, los crecimientos son constantes a escala.

Pero cuando se elaboran mas de un producto, estos conceptos no son tan faciles de manejar.
Para hacer esto primero introducimos otros conceptos relacionados con éste tema.

Definicién 2.4.3 Dado un plan de produccion de la empresa j-ésima, y; € Y, cambiar la
escala de operaciones consiste en multiplicar y; por un escalar no negativo A. Aumentar
o disminuir la escala consiste en hacer A mayor o menor que uno respectivamente.

Diremos que prevalecen rendimientos a escala no-decrecientes si para todo y; € Yj
podemos aumentar arbitrariamente la escala de operaciones (es decir, para todo A > 1 y para
todo y; € Y}, se verifica que A\y; € Y. Cuando esto ocurre para 0 < A < 1 diremos que
prevalecen rendimientos a escala no-crecientes.

Por dltimo, diremos que prevalecen rendimientos a escala constantes si para todo
y; € Yj y para todo A > 0 se cumple que \y; € Y.

Estas definiciones tienen que ver directamente con la propiedad de convexidad del conjunto
Y;. Note que cuando prevalecen rendimientos no-decrecientes, el conjunto por lo general no
es convexo, mientras que en el caso de rendimientos constantes a escala, el conjunto Y; es un
cono convexo (por el Supuesto 5 que enunciaremos a continuacién) de vértice 0 por definicién.

Supuesto 5 .- Y; es un conjunto convezo, Vj =1,2,...,n.

Note que por los supuestos 3 y 5, las empresas que estamos considerando en el modelo no
pueden tener costos fijos, es decir, no necesitan consumir una cantidad fija de recursos para
comenzar a producir.

Note ademas que por el Teorema 1.9.3 el conjunto de produccion total Y es convexo por
ser una suma finita de convexos.

Definicién 2.4.4 Un conjunto de produccion Y se dice que cumple la propiedad de adi-

tividad cuando para todo y;,y; € Y; se sigue que (yj + y§> €y;.

Se dice que Y cumple la propiedad de divisibilidad si para todo y; € Y; y0 < A <1
se cumple que \y; € Yj.
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Teorema 2.4.3 Bajo los supuestos 1,2y 3, un conjunto de produccionY; satisface las propiedades
de Aditividad y Divisibilidad si y sdlo si es un cono convexo cerrado de vértice 0.

Demostracién. La prueba consta de 2 partes.

» Suponga que el conjunto Y; cumple los supuestos de divisibilidad y aditividad, entonces
dado y; € Yj, si tomamos 0 < A < 1, por la propiedad de divisibilidad Ay; € Yj.
Ademsds, si A > 1, lo podemos expresar como A = n+ Mg, conn € Ny 0 < ) < 1,
luego por aditividad ny; € Y, mientras que por divisibilidad Aoy; € Y}, por lo que
Ay; = ny; + Aoy; € Yj, lo que muestra que Y; es un cono cerrado.

Para ver que es convexo tomamos x;,y; € Y;, entonces dado 0 < 8 < 1, por divisibilidad
BzjeY;y (1—PB)y; €Y, asi fzj+ (1 — B)y; € Y; por aditividad.

» Si ahora Yj; es un cono convexo cerrado, entonces por definicién cumple divisibilidad.
Ademss, dados z;,y; € Y, por convexidad %xj + %yj € Y}, y por definicién de cono
2(%% + %yj) = xj +y; € Yj. Asi, Y; cumple también con aditividad. O
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2.4.3. Maximizacion de Beneficios

La nocién neoclasica de competencia se basa en los siguientes dos supuestos relativos
a la produccion:

1. Cada empresa toma como dados los precios del mercado y considera que a dichos precios
podré adquirir y vender cualquier cantidad de insumos y productos. ésta simplificacién
del modelo hace que la empresa identifique su conjunto alcanzable con su conjunto de
produccioén.

2. El comportamiento de la empresa se caracteriza por la maximizacién de beneficios.
Esto define el criterio de eleccion de la economia individual que implica que ésta selec-
cionara combinaciones de produccion eficientes siempre que los precios sean positivos.

Definicién 2.4.5 Dado un sistema de precios p € Rt y un plan de produccion y; € Yj posible
para la empresa j-ésima, entonces el producto escalar dado por

y4
Py =Y PRy
k=1

determinard el beneficio asociado a la produccion y; cuando prevalecen los precios p. La
empresa buscard un plan de produccion y; que mazimice su beneficio. Dicho plan de produccidn
serd una produccion de equilibrio para la empresa j-ésima y se verificard que

Py =Py Vy; €Y

Note que si el vector de precios p tiene alguna componente pi < 0, entonces bajo los
supuestos 1,2 y 3, como —R¢ C Y; entonces siempre podrd aumentar sus beneficios tomando
valores més negativos para el bien k y cero las demds entradas (lo cual siempre es posible).
Asi que si hay precios negativos no existiran producciones de equilibrio. De aqui en adelante,
consideraremos que existen solo precios positivos en éstas seccion.

Sin embargo, la condicién de precios positivos no es suficiente. Si hay rendimientos cre-
cientes a escala (por ejemplo en una empresa que produce un solo bien), a medida que ésta
empresa aumente su produccién, sus beneficios aumentaran (bajo el supuesto de que siempre
podra vender cualquier cantidad de producto). Solo hay una produccién que maximiza los
beneficios en éste caso, cuando los precios son tales que hacen que los beneficios sean nulos.

Definicion 2.4.6 Podemos definir la correspondencia de oferta de la empresa j-ésima
como 1; ]Rﬂ_ — P(Y;), donde a cada p le asociamos el conjunto

ni(p) ={y; €Yj | p-y; es mdzimo}

Andlogamente podemos definir la funcion de beneficio de la empresa j-ésima como una
funcion j : Rﬂ — R tal que a cada precio p le asocia el valor

7 (p) = méx{p-y; | y; € Y;}
Asi, dado un vector de precios p € RY, definimos los hiperplanos de isobeneficio como
B(k)={y; €Yj|p-y; =k}

los cuales tienen, por definicién, normal p. Entonces p - y; = 7; (p*) define el hiperplano de
beneficio maximo.
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Teorema 2.4.4 La correspondencia de oferta n; (p) de la empresa j-ésima es homogénea de
grado cero en precios. La funcion de beneficios wj (p) es homogénea de grado 1 en precios (i.e.

VA >0, n; (Ap) = n; (p) y ademds m; (Ap) = A, (P)))~
Demostracién. Dado p € R, entonces si y € nj(p) se tiene que
pry=p-y, VY €Y
luego dado A > 0 tenemos que
Ap-y = Ap-yj, VY €Y
es decir, Ay € nj(Ap) con m(Ap) = A(p-y) = An(p). O

Nota 2.4.2 Podemos definir la correspondencia de oferta agregada, n : R® — P(Y),
donde a cada p € RY le asociamos el conjunto

n(p) =Y 1 (p)
j=1

la cual, por el teorema precedente y su definicion, es homogénea de grado cero en p.

Teorema 2.4.5 Bajo los supuestos del 1 al 5, se verifica que:
1. n(p) es cerrado y convexo para todo p € Rﬁ
2. Seape Rﬁ tal que 1 (p) es no vacio. Entonces n es hemicontinua superiormente en p.

Demostracion. Hagamos la prueba por partes.

1. Veamos que n;(p) es cerrado, Vj = 1,2,...,n. Dada una sucesién {yf}k N C nj(p) tal
€

que yf — y? para algin y? € R’, entonces se tiene que
k
mj=p-y;>p-y, Yy €Y

Por continuidad del producto punto p-yé-C —p- y? y como y}“ € nj(p), Vk € N, entonces
p~y§-“ =m; =p- y;-), Vk € N, lo que implica que y? € n;(p) y por lo tanto n;(p) es cerrado,
para todo j =1,2,...,n.

Ademaés, sean yjl-, y]2 € 1;(p), como Yj es convexo entonces, dado 0 < X <1 se tiene que
[2a = /\y} +(1- )\)yJQ] €Y y cumple que

P'ZA:)\p'y]l—i-(l—)\)p'y]Z:)\mj+(1—/\)mj:mj

asi, z)x € n;j(p), por lo que afirmamos que 7;(p) es convexo, y por el Teorema 1.9.3 se
sigue que 7(p) es convexo.

Ahora, por el Teorema 1.10.2, A(n;(p)) C A(Y;), por lo que, siguiendo el resultado y el
razonamiento del Lema 2.4.1, los conos asintéticos de los conjuntos cerrados y convexos
nj(p), para j = 1,2,...,n, son positivamente semi-independientes, luego por el Teorema
1.10.3 se sigue que n(p) = > "_; n;(p) es cerrado.
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2. Sea {py}jcn una sucesién en R’ tal que p;, — p, entonces como 7(p) # 0, sin perdida de
generalidad podemos suponer que 7;(p) # 0, Vj =1,2,...,n,y que nj(px) # 0, Yk € N.
Asi, formamos la sucesién {yf}keN tal que yf € nj(pr), Yk € N, y tal que y;“ — y?.
Suponga que y? ¢ n;(p), luego existe un yé- € Y; tal que p - y; > p- y? con lo cual
Py —p-y)=q>0.

Por la continuidad del producto interno, existe k1 € N tal que pg yz — Pk - yJO- > %q, para
todo k > k1, y también existe ko € N tal que |py - yf — Dk - y? < %, VE > ko.

Asi, tomando k3 > méx {k1, k2} tenemos que:

k E q
Phs *Yj — Py U = (Phy  Uj = P ) + (Phs 95 = Pry ;) > 5 > 0

lo que contradice que y;% € 1;(pk;)- Entonces y? € 1;(p) y n; es hemicontinua superior-
mente en p, V5 =1,2,... n.

Por el segundo inciso del Teorema 1.9.2, la correspondencia 7(p) es hemicontinua supe-
riormente. O

Teorema 2.4.6 Sean yi,¥2,...,Yn puntos en Y1, Yo, ..., Y, respectivamente. Dado p* un pre-
cio tal que 1 (p*) es no vacio. Entonces p* -y = max p*-Y siy sélo si p*-y; = max p*-Y;
para todo j =1,2,...,n.

Demostracién. Probemos la doble implicacién.

= Primero, sea y* € n(p*), entonces por definicién y; € n; (p*), Vj =1,2,...,n, es decir,
p*-y; =2 p" - yj, Vy; € Yj. Consecuentemente p* - y* > p* -y, Vy € Y.

= Suponga ahora que p* - y* > p* -y, Yy € Y, pero que y* ¢ n(p*). Entonces podemos
encontrar algin y; € Yj tal que p* -y, > p* - yf para algin k € {1,2,...,n}. Pero
entonces tenemos que

P D v+ sty
pors

con Z y; + . | €Y, contradiciendo la hipétesis. O
J#k
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2.5. Equilibrio General

Ahora nuestro objetivo va a ser construir un modelo para analizar el comportamiento de
los agentes de una economia al interactuar entre si a través de la produccién, el consumo y del
intercambio voluntario de bienes y servicios. Vamos a analizar bajo dos esquemas distintos,
el como deciden las cantidades de bienes que consume cada individuo, asi como la cantidad
de insumos que emplean para producir y las cantidades de productos que va a elaborar bajo
un modelo de competencia.

El enfoque neoclésico considera que el individuo busca maximizar sus preferencias indi-
viduales de forma egoista, es decir, cada individuo busca maximizar su utilidad sin importar
la de los demés. Esto permite que, en condiciones de competencia de mercado y en caso de
la existencia de un equilibrio competitivo, las asignaciones a las que llega cada individuo en
éste equilibrio sean las 6ptimas.

Analizaremos primero condiciones de equilibrio general en una economia donde no hay
produccién, es decir, una economia de intercambio puro donde los individuos poseen ciertos
bienes iniciales que van a tratar de intercambiar con los demds agentes para poder mejorar su
bienestar (medido a través de su funcién de utilidad). El intercambio final de bienes entre los
individuos dependera de sus dotaciones iniciales y de los precios de equilibrio que establezca
nuestro mecanismo. Este resultado se obtendrd como una consecuencia directa de nuestros
supuestos de maximizacion para los agentes implicados en nuestra economia y de la ley de
Walras, auxiliados por los teoremas de punto fijo.

Después, apoyados en un mecanismo basado en la Teoria de Juegos y el de Economia
Abstracta, daremos una versiéon ma&s general de ésta economia donde ya se toma en cuen-
ta la produccién de bienes y el comportamiento de los individuos es en forma estratégica,
basandonos en una estructura de mercado similar a la anterior. De ésta forma los individuos
(quienes también son duenos de las empresas) van a decidir no solo sobre cuénto consumir de
cada bien, sino también sobre cuanto producir.

Demostraremos en cada caso (Equilibrio General sin y con produccién) la existencia de un
equilibrio en las respectivas situaciones econémicas, llamado el equilibrio Walrasiano, el
cual es de suma importancia tedérica para la microeconomia moderna, ya que nos aporta una
directriz importante y una fundamentacién tedrica para la toma de decisiones las politicas
econémicas publicas y privadas, y nos permite el desarrollo de muchas otras ramas de la
economia, como la Economia Publica, la Organizacién Industrial, la Regulacién Econdémica,
modelos macroeconémicos micro fundamentados, entre otras.
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2.5.1. Modelo Sin Produccién (Intercambio Puro)

Nos ubicamos ahora en una economia sin produccién donde tenemos un numero finito m
de individuos que poseen dotaciones iniciales exégenas y preferencias bien portadas (>=; es una
relacién de preferencias continua y convexa para todoi = 1,2, ..., m). Ademds consideraremos
que nuestros individuos son tomadores de precios.

Definicion 2.5.1 Definimos la dotacion inicial del individuo i en una economia de m
agentes y £ bienes, como la cantidad total de cada bien con la que éste llega a la economia
denotada por:

W' = (w}c) donde k=1,2,... (.

donde w =", w' es la cantidad total de recursos inicialmente disponibles.

Asi, un agente de ésta economia esta representado por el par (wi, ii). Como supondremos
que las preferencias del agente son bien portadas, les podemos asociar una funcién de utilidad
u; : RY — R tal que represente sus preferencias.

Definicion 2.5.2 Una asignacion en ésta economia es un vector x = (x’) € R™ donde
xt = (a:}g), k=1,2,...,¢, para todo i =1,2,...,m.

Note que, dado un precio p € RY | el ingreso inicial del individuo i, dado por

¢
R=p-w=) puw
k=1

es endégeno (se determina dentro del modelo al resolverlo) pues estd dado dependiendo de la
determinacién que hagamos de los precios (que son variables a determinar en el modelo). Vea
también la analogia entre ésta definicién y la de riqueza inicial descrita en el Capitulo de
Teoria del Consumidor.

Ejemplo 2.5.1 FEl caso mads sencillo para ésta economia es cuado tenemos a 2 individuos
(A = [(w{‘,wf‘) ,=a] y B = [(wP,wl),=p]) con dotaciones iniciales y dos bienes a inter-
cambiar.

Para el andlisis de equilibrio entre estos dos individuos dibujamos la grifica de intercam-
bio, llamada la caja de Edgeworth la cual se compone sobreponiendo la grifica de consumos
posibles del agente B en sentido inverso a los del agente A (i.e., suponiendo que los bienes
son deseados por los individuos, la utilidad del individuo A crece hacia arriba y a la derecha,
mientras que la del individuo B hacia abajo y a la izquierda) y las dimensiones de la caja
son la suma de sus dotaciones iniciales del bien 1 en un eje de coordenadas y del bien 2
respectivamente en el otro eje.

Note que dados los precios p = (p1,p2), el hiperplano presupuestario (la recta con pendiente
m = —%) pasa por la dotacién inicial w* = wB. Grdficamente vemos que cualquier punto
dentro de la caja determina una asignacion factible para los individuos, pero si los individuos
eligen puntos diferentes en la caja o fuera de ella, puede haber excesos de demanda o de oferta
de uno de los bienes.
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Bien 2

A Bien 1

Figura 2.1: Caja de Edgeworth

Definicién 2.5.3 Sea p € R un vector de precios arbitrario. Definimos la demanda bruta
del agente i por el bien k=1,2,...,¢, como

y = 2 (p,w') = 2} (p)

donde z% es la funcién de demanda (derivada de las correspondencias de demanda) del indi-
viduo 1.

Definicién 2.5.4 Sea p € R’ un vector de precios arbitrarios. El exceso de demanda (o
demanda neta) del agente i = 1,2,...,m, por el bien k =1,2,...,¢, se define por

¢ (p) = (p) — wj
ast, el exceso de demanda del agente 1 =1,2,... m es:
¢(p)=(eblp]), Vk=1,2,...,0

Definicién 2.5.5 Sea p € R un vector de precios arbitrario. Definimos el exceso de de-
manda agregada del bien k como:

ast, el exceso de demanda agregada de la economia estd dado por:
e (p) = (ex [p]) conk=1,2,....¢

Definicién 2.5.6 El par asignacion-precio (x [p],p) es un equilibrio de mercado (o equi-
librio competitivo o Walrasiano) si e(p) <0
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Note que, para encontrar el equilibrio de mercado en una economia, solo importaran los
precios relativos de los bienes pues todos los individuos enfrentan los mismos precios que
afectan linealmente a los bienes y sus correspondencias de demanda son homogéneas de grado
cero. Asi, podemos dividir a todos los precios entre un precio no nulo y se conservaran sus
funciones de demanda.

Queremos ahora construir un mecanismo que lleve a los individuos a tomar decisiones
de intercambio que sean Equilibrios de Mercado, pues esto es congruente con que todos los
individuos puedan satisfacer sus demandas por los bienes (en caso contrario habria excesos
de demanda) y con ello tener un comportamiento maximizador de su utilidad obteniendo
la mejor canasta que puede de acuerdo a sus preferencias y a su dotacion inicial. Para esto
daremos las condiciones para las cuales existe éste equilibrio buscado por nosotros.

y4
Definicion 2.5.7 Definimos el simplex de dimension £ como Sy = {p € Rﬂ | Zpk = 1}
k=1

En las siguientes proposiciones identificaremos a los precios posibles para nuestro individuo
estando en el simplex Sy (tomando el valor p' = p/ (Zizl pk>), lo que mos permitird aplicar el

Teorema de punto fijo de Brouwer. Esto lo podemos hacer gracias a que a nuestros individuos
solo les interesan los precios relativos entre bienes para tomar sus decisiones de consumo.

Lema 2.5.1 (Ley de Walras) Sea p € Sy arbitrario, entonces p-e(p) =0

Demostracién. Sea p € Sy arbitrario, como todos los agentes maximizan su utilidad, por el
Corolario 2.3.2, deben de satisfacer su restriccién de presupuesto p - w* = p - z* (p), para todo
1=1,2,...,m. Sumando tenemos que

Yopw=>patp) = D p-atp)-) pw=0
i=1 i=1 i=1 i=1
luego, por definicién tenemos
dp-atp) =) pw=p-elp)
i=1 i=1

por lo que

p-e(p)=p- (Zei[p]> =p- [Z(:c"(p)—wi)] ~0.0

=1

Note que éste teorema nos dice que cuando los individuos se comportan maximizando su
utilidad, el exceso en demanda de una economia tiene valor nulo. El siguiente lema es una
propiedad similar a ésta pero a nivel de mercados.

Lema 2.5.2 (Limpieza de mercados) Sea p € Sy conp > 0 y tal que e (p) = 0 para todo
k=1,2,...,0 —1, entonces e; (p) =0
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Demostracién. Sea p € Sy tal que ex (p) =0, Yk =1,2,...,¢— 1. Por la ley de Walras sabe-
mos que p-e(p) = 0, es decir Zi:l pr er (p) = 0. Pero note que todos los términos de ésta
expresion, excepto tal vez el ultimo, son cero, luego p-e, = 0, y como py > 0, entonces e, = 0. O

Esta es la condicién conocida como vaciado de mercados, y plantea que si en una economia
de ¢ mercados, £ — 1 estan en equilibrio, entonces el ultimo también esta en equilibrio.

Lema 2.5.3 Sea p* € Sy un vector de precios de equilibrio. Si ey, (p*) < 0 entonces Pk, = 0

Demostracion. Suponga que py > 0, entonces por la ley de Walras p* - e(p*) = 0. Ademads
como e(p*) es un equilibrio se tiene que e(pj) < 0, Vk = 1,2,...,¢, y como se tiene que
pp 20, Vk=1,2,...,¢ entonces prex(p*) < 0,Vk =1,2,...,¢, con py ek, (p*) <O0.

Asi, p* - e(p*) < 0, lo que contradice la ley de Walras. O

Nota 2.5.1 Suponga que py > 0 implica que e (p) > 0 para todo k = 1,2,...,¢ (todo bien
con valor positivo es deseable). Entonces considere p € Sy con py > 0 para todo k =1,2,... ¢,
el cual es un vector de precios de equilibrio. Asip-e(p) <0 = e(p) <0.

Por lo tanto e (p) = 0 en equilibrio bajo éste supuesto.

Teorema 2.5.1 (Existencia del equilibrio Walrasiano) Sea ¢ : S; — R’ la funcion de
exceso de demanda agregada. Supongamos que e (p) es una funcidn continua que satisface la
ley de Walras. Entonces Ip* € Sy tal que e (p*) <0 (es un equilibrio Walrasiano).

Demostracién. Para demostrar esto definamos la funcién e; (p) = max {0,ex (p)}. Note

que, por definicién de las funciones, e} (p) ex (p) = 0 si y sdlo si ey (p) < 0.

Por otro lado sea a/(p) = Z£:1 [pk + e; (p)] (note que a(p) > 1, Vp € Sy, pues se tiene
que Zi:l pr = 1), entonces definimos:

1
f(p) = o) p+et (p)]

Asi f: Sy — Sy es continua pues a (p), p, et (p) son continuas y ademés

l
Skt )] = —— 3 [pe+ i ()] _ol)

1
= a(p) a(p) & a(p)

Por lo que podemos aplicar el Teorema de punto fijo de Brouwer a ésta funcién, luego dp* € Sy
tal que p* = f (p*). Por la ley de Walras

! et (pT) -e(p*
) ) e

Por lo que [e* (p*) e (p*)] = 0 = e (p*) < 0 por la nota de arriba. O

0=p"-e(p’) = [

En la prueba anterior, la funcién f (p) = %p) [p+ et (p)] que definimos del simplex S,
en si mismo, ademas de ser continua y servirnos para nuestra demostracién, tiene significado
econémico ya que, al haber exceso de demanda de algiin bien, su precio relativo aumenta

hasta equilibrar el modelo, igualando la demanda con la oferta de dicho bien.
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2.5.2. Equilibrio General con Produccién

Ahora vamos a considerar una economia con produccién en donde tenemos un ntumero
finito m de individuos que poseen dotaciones iniciales exégenas y preferencias bien portadas
y ademds son duenos (en forma cooperativa) de las n empresas de nuestra economia con

at = <a;> , j=1,2,...,n, su participacién accionaria en la empresa j, con a;- € [0,1].

Note que debe cumplirse que > /", 04; =1, paratoda j=1,2,...,n.

Esto es lo que se conoce como economia de bienes privados, pues los individuos son
propietarios tanto de los insumos como de las empresas. Consideramos como antes que nuestros
individuos son tomadores de precios.

Definicion 2.5.8 Definimos la dotacion inicial del individuo i en una economia de m
agentes y £ bienes, como la pareja:

(wi, ai) = (wi, (a;)) donde j=1,2,...,n

Asi, un agente de ésta economia esta representado por (w’, o', ii). Como supondremos
que las preferencias del agente son bien portadas, a cada uno le asociamos una funcién de
utilidad w; : R — R.

Definicion 2.5.9 Una asignacion es una especificacion de una accion para cada agente, es
decir, un punto (z,y) del conjunto [[["y X x [[7_,Y; C Rém+n),

Decimos que la asignacion (x,y) es factible si

m m n )
o <> wh 4>yl Ve=1.2,....¢
i=1 i=1 j=1

En ésta parte del trabajo supondremos que hay 3 tipos de agentes que participan en las
decisiones de consumo y produccién (los cuales suman n + m + 1 participantes). Estos par-
ticipantes toman decisiones sobre consumo, produccién y los niveles de precios de manera
conjunta e instantdnea al mismo tiempo entre si. Por un lado estdan las empresas las cuales
maximizan su beneficio p* - 4/ en sus respectivos conjuntos Y;, 7 =1,2,...,n (en éste caso
y*J representa al plan de produccién que maximiza los beneficios y se conoce como la oferta
bruta de la empresa j dados los precios p*). Aqui, los supuestos que hicimos en la parte
de teoria de la produccién se mantienen vigentes.

Por otra parte, otro tipo de agente que consideramos son los consumidores, los cuales
maximizan su respectiva funcién de utilidad w;(x"), i = 1,2,...,m, en el conjunto

n
xieXi \p*~$i§p*-wi+za§p*-y*j
j=1

Al elemento z*' que maximiza la utilidad del consumidor i lo denominamos la demanda
bruta del agente i. En el caso de los consumidores adoptaremos los mismos axiomas que,
en la Seccién 2.3, nos permitian asegurar la existencia de funciones de utilidad continuas para
cada uno de los agentes, y ademas supondremos que se cumple la no saciedad y la convexidad
en las preferencias.
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Definicién 2.5.10 Sea p € R’ un vector de precios arbitrarios. El exceso de demanda (o
demanda neta) del agente i = 1,2,...,m, por el bien k =1,2,...,¢, se define por

ek, (p) = 7, (p) — wi
ast, el exceso de demanda del agente i =1,2,...,m es:
¢' (p) = (ex [p])

Definicién 2.5.11 Sea p € R un vector de precios arbitrario. Definimos el exceso de de-
manda agregada del bien k como:

m n m m n

()= e =Y yip)=Y 2.(p) = wi—> vl (p)
j=1 i=1 j=1

i=1 i=1

ast, el exceso de demanda agregado de la economia estd dado por:
e (p) = (ex [p]) conk=1,2,...,¢

Por 1ltimo, consideramos un tipo de agente que llamaremos mercado, el cual elige el
vector de precios p* € Sy y recibe el pago p - e(p) (con e(p) establecido en definicién 2.5.11).
Supondremos que el mercado se comporta de tal forma que maximiza su pago, pero como
no elige ni consumo ni produccién, su maximizacion dependera inicamente del incremento o
decremento de los precios.

Lema 2.5.4 (Ley de Walras con Produccién) Sea p € S; un precio arbitrario, entonces
se cumple que p-e(p) =0

Demostracion. Dado un vector p € Sy, cada uno de los consumidores al maximizar su
utilidad sujetos a su restricciéon presupuestal, por el Corolario 2.3.2 y la definicién de su
conjunto presupuestario satisfacen que

n
p-a'(p)=p-w'+) ajp-y
j=1
luego tenemos que
p-e(p) =Y alp-y/ =p-a'(p) —p-w' = alp-y/ =0
j=1 j=1
sumando sobre todos los consumidores ¢ tenemos que

pe(p) =p-D_2'P)=> '+ D )] =p> 2 p)—p- Y w4+ Y D aipy(p)] =00
=1 =1 =1 =1

i=1 j=1 i=1 j=1
Note que éste teorema nos dice que cuando los individuos se comportan como maxi-

mizadores de su utilidad, el exceso de demanda de lo que consume el individuo tomando en
cuenta los beneficios que obtiene por su participacién en la produccién, tiene valor nulo.
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Definicion 2.5.12 Similarmente a la parte de Equilibrio sin produccion, tenemos que una
asignacion (x*,y*) y un vector de precios p* € R constituyen un Equilibrio Walrasiano
Competitivo si todos los agentes participantes hacen una eleccion en base a la maximizacion
de su criterio de eleccion, es decir:

1. Para cada j, y* € Y; maximiza los beneficios en Y;, es decir
p*yd <ptoy para todo y’ €Y

2. Para cada i, ™ € X; es maximal para =; en su conjunto de restricciones

n
'€ X; |p*~xi§p*-wi+2aj~p*-y*j
j=1

3. Yyt =3 Wy

4. Se cumple la ley de Walras p-e(p) =0 para cualquier p € Sy

Hasta aqui nuestro modelo se ha comportado de tal forma que los diferentes dominios
de maximizacion tanto de los productores como del mercado no se ven afectados por las
decisiones de los otros agentes, pero en el caso de los consumidores, los dominios sobre los
cuales pueden elegir su consumo se ven afectados por las decisiones de produccién que toman
los demés agentes. Esta es la diferencia fundamental entre el concepto de Economia Abstracta
(que definiremos a continuacién) y el Equilibrio Walrasiano Competitivo modelado como un
juego en forma estratégica.

Definicién 2.5.13 Sean Uy, Us, ..., U, subconjuntos de RY, formamos al conjunto
Z/{:Lll XUQ Xoeee xLIT

y suponga que para cada i = 1,2,...,r, existe una funcion real-valuada f; definida sobre U.
Ahora, definimos al siguiente producto

L_Iizbllx--»d/{i_l ><LI,~+1><--~><Z/{T

como el congunto de (r-1)-iplas ordenadas de la forma a; = (ai,...,a;—1,Qit1,...,0;) €N
donde a; € U;, Vj # i. Sea también A;(a;) una correspondencia definida sobre U; en U;
(asociando a cada a; € U; un subcongunto de U;). Entonces a la secuencia dada por

[ul, - ,L{r; fl, e fr; Al(a_l), - ,AT(CL_T)}
la denominaremos como una Economia Abstracta.

Note que la definicién anterior es muy parecida a la de un juego en forma estratégica
(definicién 1.10.5), solo que es un poco més general, ya que los dominios sobre los cuales
pueden decidir los agentes, se ven alterados por las decisiones de los demas participantes (en
un juego se toma A;(a;) = U;, Ya; € U;). Aqui las funciones f; toman el papel de los pagos y los
conjuntos U; representan todas las posibles acciones de los agentes, pero en éste caso, estas se
ven delimitadas por las funciones A;(a;) (que dependen de las decisiones de los deméds agentes).

Asi, una Economia Abstracta la podemos caracterizar como una generalizaciéon de un

juego en forma estratégica, en donde las elecciones de los demas agentes afectan tanto los
pagos como el dominio de las acciones de los agentes.
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Definicion 2.5.14 Un punto a* € U es un Punto de Equilibrio de la economia abstracta
U, ....Ups f1,. .., friA1(ar), ..., Ar(ar)] si para todo i = 1,2,...,7, ocurre que a) € A;(a;*)
y ademds
fi(di*va;) = mé}i fi(di*aai)
a; €EA;(a;*)

Entonces, un punto de equilibrio cumple la propiedad de que cada individuo maximiza
su propio pago, dadas las acciones de los demds agentes, sobre el conjunto de acciones que
le son permitidas en vista de las acciones tomadas por los demés agentes. A continuacion
definiremos una Economia Abstracta cuyos puntos de equilibrio tienen todas las propiedades
de un equilibrio competitivo.

En nuestro caso, en el Equilibrio General con Produccién, tenemos (m+n+1) participantes,
las n empresas, los m consumidores y el mercado (participante ficticio que elige los precios).
Para el consumidor i-ésimo, el siguiente simbolo, Z?, representa un punto en el conjunto dado
por X1 X -+ X X;.1 X Xjy1 X+ X Xpy X Y] X --- XY, XS, y definimos la correspondencia

n
A(@E)={2"eX;|p-2' <p- —I—méx[O,Zaz»p-yj}
j=1

Asi, nosotros estudiaremos la Economia Abstracta dada por
Eabs = [Xla cee >Xm7 Y17 cee 7YTL7 Sg,Ul(ZEl), v 7um(xm)7p : y17 Y 2 ymvp . e(p)a
Ay(zh), . A (a™), Y1, ... Y, S

en donde el i-ésimo consumidor elige una accién x* € X;, sujeto a la restriccién z* € A;(z%), y
recibe el pago u;(z"); la j-ésima industria elegird un vector 3’ € Y; y recibird un pago p- Yy
el agente ficticio, el mercado, elige un vector de precios p € Sy y recibe el pago p-e(p) definido
anteriormente.

Vemos que en ésta definiciéon reemplazamos al término 2?21 ag-p -7 de la definicién de

Equilibrio competitivo, por la expresiéon max|0, Z?Zl az-p -7]. Esto nos permite eliminar la
posibilidad de que el conjunto

n
{xi € X, |p*-wi+2a§p* 'y]}
i=1
sea vacfo, pues note que como para algtin z* € X; se cumple que w® > z*, entonces
n
prw'+méx[0,) alp-y)]>p-w >p-at
i=1

por lo que A;(Z*) no es vacio, y ademds ésta nueva expresién no cambia al punto de equilibrio,
ya que por el supuesto de posibilidad de inaccién, 0 € Y}, y luego

Py > pt0=0

luego Z?:l aé-p* -y*3 >0, por lo que
n . . n . .
méx[0, ) adp-y/) =D alp-y
j=1 J=1
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Nota 2.5.2 Note que un Punto de Equilibrio de nuestra Economia Abstracta (Eqps) es un
punto de Equilibrio Competitivo.

Para ver esto notamos que en presencia de un Punto de Equilibrio de Eqys, por definicion,
se cumplen las condiciones de maximizacion de los beneficios de las empresas y de que el vec-
tor de precios de equilibrio esté en Sy (pues sus dominios son independientes de las decisiones
de los otros agentes), solo resta probar la mazimizacion de la utilidad de cada consumidor
dentro de sus conjuntos restringidos A;(z?).

Dado un precio de equilibrio p*, entonces si (x*,y*,p*) es un punto de equilibrio se tiene
que cumplir que, para todo i =1,2,...,m,

n
p*,x*i:p*,wi+za§p*_y*j
=1
pues en caso que se diera la desigualdad estricta, por el supuesto de no saciedad existe otro
vector de consumo ' € X; tal que ui(z:’/) > ui(z*"), y por el supuesto de convexidad, si
tomamos € > 0 suficientemente pequenio entonces

wi[(1 — €)™ + ex’] > ug(z™)
cumpliéndose que
n
Pl =t el < ptw' + ) alpt ey
j=1

y contradiciendo la eleccion de x*. Asi, de la definicion de exceso de demanda se tiene que
p*e(pt) =0

Ademds, como e € Sy (vector de entradas cero, excepto la k-ésima que es 1), de la definicion
de equilibrio

0=p"-€"(p) = e € (p*) = ex(p")
para todo k =1,2,... .4, luego e*(p*) < 0. Entonces, estos dos ultimos resultados junto con la
mazximizacion de beneficios y el hecho de que p* € Sy, nos muestran que un punto de equilibrio
de Eups es un Equilibrio Competitivo. La conclusion inversa es obvia.

A continuacién vamos a enunciar un lema que nos servird para probar la existencia de
un punto de equilibrio en nuestra Economia FE,,, del cudl omitimos la demostracién, pues
ésta, como los teoremas de Punto Fijo que dimos en el capitulo anterior, resulta ser muy
técnica y necesita de herramienta matemadtica que no hemos siquiera definido en la parte
correspondiente del trabajo.

Lema 2.5.5 Dada una Economia Abstracta Eqs, si para cada i, los conjuntos U; son com-
pactos y converos, las funciones fi(a;,a;) son continuas en U; y cuasiconcavas en a; para
todo i, y ademds para todo a;, Ai(a;) como correspondencia es continua y como conjunto es
convezo y no vacio, entonces la economia abstracta Eqps tiene un punto de equilibrio.

El siguiente teorema es uno de los principales resultados en éste trabajo y nos asegura
la existencia de un Equilibrio Competitivo para cualquier sistema econémico que cumpla los
requerimientos normales que pedimos a una economia.

Este resultado es consecuencia directa (aunque un poco trabajada) de nuestras definiciones
en Economia Abstracta y del Lema 2.5.5 que acabamos de enunciar.
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Teorema 2.5.2 (Existencia del equilibrio Walrasiano) Sea e : S; — R’ la funcién de
exceso de demanda agregada. Supongamos que e (p) es una funcion continua que satisface la
ley de Walras. Entonces existe un punto tal que es un Equilibrio Walrasiano Competitivo.

Demostracion. Primero note que el Teorema 2.5.5 no se puede aplicar de forma directa, ya
que (por definicién), los espacios de acciones de los agentes no son compactos (con excepcién
de Sy). Definimos los siguientes conjuntos

X; = {:c’ € X; | I2¥ € X Vi i, 3 e Y;,Vji=1,2,...,n, tales que e(p) < 0}

Yj = {yj €Y | Elyj/ €Y, Vi # 4, 3t € X;,Vi=1,2,...,m, tales que e(p) < O}

Los X; son los conjuntos de vectores factibles de consumo para el individuo ¢, si éste tuviera
control completo de la economia y tuviera que cumplir con una restricciéon de recursos. Los
conjuntos Y] tienen una interpretacién similar. Observe que, por definicién, un Equilibrio
(x*, y*, p*) de la Economia Abstracta E,,, debe cumplir que z* € X, Vi=1,2,....m,y
que y* € }7j, Vi=1,2,...,n. Probemos que estos conjuntos estan acotados.

A - ) OO .
Suponga que Yi no estd acotado, entonces existen sucesiones {yi} , {m}c};l, tales que
1 =

k=
Jn fy =oo > w2} @) mEYy aheX
j=1 i=1

Definimos p* = MAax; ‘yi , entonces existe kg € N tal que, para todo k > kg se cumple que
uk > 1, por lo que tenemos que:

J

/J,k—>OO, y—i <1, Vj=1,2,....n
1
Note que como Y; es convexo y 0 € Y}, entonces
I 1 yl ,
() +(1——5)0= (=) €Y, Vi=1,2,....n, Vk > ko
Iz M K
Ahora, como todo X; es acotado por abajo, existen b; € R, Vi = 1,2,...,m, tales que

x' > b;, Vx' € X;. Entonces podemos reescribir la desigualdad de arriba como

J m T m Lt
S 2 =S ), ez
=1

Como toda sucesién acotada contiene una subsucesiéon convergente y dado que Y; es cerrado,
podemos tomar una subsucesion {kg} .y tal que

Z(yé) €Y con Z(yé) >0

j=1 j=1
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por el supuesto de imposibilidad de produccién gratuita se cumple la igualdad Z;‘L:1 yg =0,
luego dado 1 > j’ > n arbitrario, podemos reescribir esto como

> =
J#y
y como 0 € Y}, Vj, entonces ygl €Y (pues yg/ = Z#j, 0+ yél) y ademas —yg/ €Y (pues
D25 yg +0] €Y). Asi se cumple que ygl =0,V =12,...,n.
Pero entonces hemos probado que la igualdad ‘yiq‘ = 1iFa se da solamente para un nimero

finito de indices kg, lo cual contradice el hecho de que, por la definicién de los p¥, la igualdad
se debe cumplir para al menos un j para cada k4. Asi probamos que Y estd acotado, y por
argumentos similares, el conjunto Yj esta acotado, para todo j =1,2,...,n.

Ahora, sea z € X}-, entonces por definicién se cumple que

bigxigiyj—z;vi,—i—iwi, Vi=1,2,...,m

j=1 il i=1

y nuevamente por definicién se tiene que

bigxigiyj—26i1+iwi, Vi=1,2,....,m

j=1 il i=1

ésta 1ltima expresién esta acotada (por la prueba anterior, dado que los by y los w® son fijos).
Asi, tenemos que X; estd acotado, para todo i =1,2,...,m.

Ahora, introducimos una nueva economia abstracta Eus, igual a la anterior excepto porque
sustituimos X; por X, y también Y; por }A’j Sea Az(i") la modificacién resultante de A;(z%),
entonces verificamos que todas las condiciones del Lema 2.5.5 se cumplen para ésta nueva
Economia Abstracta.

» Por definicién de estos nuevos conjuntos, X; y también Y} son conjuntos compactos y
convexos, asi como el conjunto Sy cumple esto obviamente.

» La continuidad y convexidad de la funcién u;(z?) estdn garantizadas por el supuesto de
no saciedad y por el Teorema 2.3.1. Mientras que para el productor o el mercado, la con-
tinuidad y cuasiconvexidad de sus funciones de pago estd garantizada por la linealidad
de estas.

» La cerradura de la grafica de las funciones, es simplemente la clausura del conjunto
U=X1 X XXy XYy X -xY, xSy
= El conjunto fll(iz) esté definido por una desigualdad lineal en z*, y es por tanto convexo
y no vacio

» La gréfica de A;(Z") es cerrada pues la restriccién presupuestal es una desigualdad no
estricta entre dos funciones

= Ahora probaremos que Al(:ﬁl) es continua en el punto



siempre que p - w' > min_; ¢ p- b
k2
Sear' =p-w' +mix<0.5" . o?p-97 ), cuando T — T — p, i — r’. Considere
b ) j=1 Py k y Pk b, Ty

un punto z* € A;(Z'), entonces

e X; p-at <l

Entonces hay 2 casos que considerar
1. Si p-2® < 7%, entonces existe kg € N tal que py - z° < r,’i, Vk > ko. Entonces
elegimos zj, = ', para k > ko
2. Sip-at = ri,'por hipétesis podemos elegir xf) € X; tal que p - xf) <p-w <y
entonces p - xj, < r}, para toda k suficientemente grande. Definimos

' (\) = Az 4 (1 — Nz} para 0 <A <1

entonces () € X; (pues éste es un conjunto convexo) y tenemos que

. . . v
pr[Azt + (1 — Nag] <7, — A< M
Pk - T — P - T
ademas, el denominador es positivo para toda k suficientemente grande. Asi, el
valor mas grande de A satisfaciendo estas condiciones es

A = min[1, (r, — pg - 20)/(pr - " — pr - ()]

Para todo k suficientemente grande, A\, > 0, y asi 2()\) € 4;(Z},), pero ademas se
tiene que

ri— ' = lim py, - 2° con Me— 1y 2'(\) — o
k—o0

Asi, establecemos la continuidad de A; ().

Por 1ltimo, resaltamos el hecho de que por definicién, un punto de equilibrio de la economia
abstracta Fgs es un punto de equilibrio para la nueva economia abstracta E,ps. Asi probamos
lo que queriamos.O

Note que éste teorema nos pide los mismos supuestos que el de sin produccién y solo nos
solicita, adicionalmente, que existan funciones de oferta continuas para todo Y para poder
definir correctamente a la funcién e (p) y que ésta a su vez sea continua. Este es un supuesto
muy natural que, como vimos en el Capitulo de Teoria del Productor, requiere de que los
conjuntos Y sean cerrados y convexos.
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2.5.3. Dos Ejemplos Ilustrativos

El objetivo de incluir los siguientes ejemplos en esta parte del trabajo, es el ilustrar a cerca
de como se ocupan los conceptos y resultados que hemos desarrollado en el mismo para mode-
lar proclames reales de la economia. Aunque las situaciones siguientes son una simplificacién,
muy obvia, de la realidad, estos son buenos referentes y puntos de partida para andlisis mas
elaborados.

Problema 1
Suponga primero una economia donde interactiian inicamente 2 individuos (A y B) in-
tercambiando dos bienes (z y y) y partiendo de dotaciones iniciales dadas por:

A A)

wa = (W, wy 2 wy)

Suponga ademés (para simplificar) que ambos individuos tienen preferencias bien portadas,
estrictamente mondtonas y estrictamente convexas. Una funcion de utilidad tipica que repre-
senta a éste tipo de preferencias es la Cobb-Douglas, por lo que vamos a suponer ademas que
los individuos de ésta economia tienen las siguientes funciones de utilidad
_ .a,b _ o B
ua(z,y) =z y  up(z,y) =z
Asi, de la primera observacién de la Seccién 2.3.5, al ser tomadores de precios, nuestros
individuos se enfrentan al problema de maximizacién de la utilidad dado por

max ur (pvwl) = UI(QZ',y) = xnym

s.a. (xr1,y1) € Br (p,wr) I=A, B.

Para resolver esto, observe que por la convexidad estricta de las preferencias, las curvas de
nivel de las funciones de utilidad, méas conocidas como Curvas de Indiferencia, dadas por
ur (p,wy) = C, para C' € R, son estrictamente céncavas, y al ser estrictamente mondtonas,
éstas curvas resultan ser lineas de grosor nulo. Ademads, al movernos sobre estas curvas con-
sideramos que y; es una funcién implicita de z;, por lo que derivando la expresién respecto a
z tenemos que
dui (JJ, y)
——==0
dx
en nuestro caso esta derivada resulta ser

dy dy ny
1— =
dzx 0= dx mzxT

nmnflym + xnmymf
Ahora, dado que las preferencias son bien portadas y nuestra restriccion presupuestal es lineal
y dada por el plano

Pe + pyy = Pewh + pyw,
donde p, y py son los precios de los bienes x y y respectivamente, ésta intersecta al plano
(x,y) en la recta
I I
_&x + pxwx +pywy
Dy Pz
vemos entonces que el mayor nivel de utilidad que puede alcanzar el individuo I es cuando

la curva de indiferencia y la recta presupuestal son tangentes en un punto, es decir, cuando
tienen la misma pendiente.

y:
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Igualando las pendientes de estas curvas tenemos que

@y _ P _ MY _Pa
dx Dy mx  py

Despejando a y de esta expresién y sustituyendo en la restricciéon presupuestaria original,
tenemos que

mp
ot + pyl— ] = pywl + pyuwl
n py

resolviendo para x y luego haciendo el ejercicio andlogo para ¥y, obtenemos las demandas del
individuo I por los bienes x y y, las cuales se conocen como Demandas Marshalianas, y
en nuestro caso quedan de la forma

oM _ n p:z:w£ + pywé
! n-+m Dz
v m o pawh A+ pyw)
Yyr =

n+m Py

Note que para conocer las Demandas Marshalianas de los individuos con los que empezamos
este andlisis, basta con sustituir los diferentes parametros que teniamos inicialmente.

Una vez que ambos consumidores han maximizado su utilidad tomando los precios de los
bienes como dados, estamos interesados en establecer el precio de equilibrio para ambos bienes
a través del mecanismo de Libre Mercado. Para este propdsito encontramos las funciones de
exceso de demanda para ambos bienes, las cuales estan dadas por

A A B B
M M A B a PgW +pyw (6% Dz W +pyw A B
ex(pxapy):%+95B_(ww+w$>:a+b zp ’ a4+ $p - (g )
xT T
b pews +pws 3 pewl +pywd
M, M A, B y y A, B
ey(p:r:apy):yA+yB_(wy+wy):a+b xp y+a+ﬁ Ip y_(wy+wy)
y y

Al combinar esto con las condiciones de equilibrio dadas por:
e:}c(pzapy) <0 ) ey(pzapy) <0
Obtenemos los precios de equilibrio, que en este caso resultan ser

Px ala + ﬁ)wz‘j‘ + afa+ b)w}

py  bla+ B)wd + Bla+ b)ws

Recordemos que los precios absolutos no nos dicen en si mucho sobre el estado de la Economia
sino los precios relativos, que nos brindan informacién de qué tan caro es un bien respecto al
otro. En este caso, cualquier nivel de precios que mantenga esta proporcion sera un precio de
equilibrio.
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Problema 2
Considere una economia donde sélo estd un individuo. Suponga que la utilidad de éste
esta dada por

U(c,0) = aLn(c) + (1 —a)Ln(0O)
donde c es la cantidad de cocos y O es el Ocio. La dotacion inicial del individuo es de 1 unidad
de tiempo y su funcién de produccion estd dada por ¢ = aL, con L =1 — O (la cantidad de
trabajo).
En esta situacién vemos que el individuo como consumidor quiere

méx[aLn(c) + (1 — a)Ln(O0)]

s.a. pc=w(l—-0)+m

donde 7 son los beneficios de la produccion donde emplea L, w es el salario competitivo que
obtiene por su trabajo y p es el nivel de precios de la Economia.
Por otra parte el problema de maximizacion de beneficios de la empresa esta dado por

méx[pc — w(1l — O)] con c=a(l—0)
De aqui se tiene que cumplir que méx[pa(l — O) —w(1 — O)].
Aplicando Condiciones de primer orden (g—g = 0) para la empresa se llega a que
pa = w

(Salario igualado a la Productividad Marginal) y sustituyendo este nivel 6ptimo de beneficios
en el problema del individuo como consumidor se tiene que

O=1-a Y c=a?
Los cuales son los niveles de Ocio y consumo que debe llevar a cabo para maximizar su utilidad.

Reiteramos la simplificacién que estos pequenos modelos hacen de la economia, pero este
tipo de andlisis nos va abrir la brecha para hacer modelaciones més complejas.
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Conclusiones

En éste trabajo construimos un modelo econémico (como era uno de nuestros objetivos
iniciales) donde un nimero finito de agentes, divididos entre consumidores y empresas deci-
den, a través de un mecanismo competitivo congruentemente axiomatizado, las cantidades de
produccién y consumo de nuestra economia, basindose en un criterio propio de ordenacion
de alternativas sobre los conjuntos X; € R y Y; C R’, y apoyéndose en un sistema de mer-
cados regidos por precios que se precisan dentro del modelo. Podemos conocer cémo actia
este mecanismo en a través de el analisis de ordenes y preordenes definidos en conjuntos, y
también gracias a la teoria de juegos. Asi nuestra economia a estudiar se puede representar
mediante

E=[{Xi, = {Y),mdo o)

en donde =; nos da el criterio de ordenacién del i-ésimo consumidor y 7; el de la j-ésima
empresa. Esta es una economia de propiedad privada, ya que los consumidores poseen tanto
los recursos iniciales como las empresas.

Definimos el que una funcién wu; : X; — R representa las preferencias del i-ésimo con-
sumidor como

y demostramos que, dadas las preferencias del i-ésimo consumidor que cumplen los axiomas de
Completitud, Transitividad y Continuidad sobre el conjunto convexo X;, existe una funcién
continua de éste estilo. Esto ultimo se puede garantizar utilizando resultados sobre densidad
y numerabilidad de conjuntos, asi como continuidad de funciones, que nos proporciona el
analisis matematico.

Dado éste ultimo resultado econémico, podemos modelar el proceso de eleccién de alter-
nativas de consumo, al tener una riqueza inicial w; del consumidor, como el problema

méax w;(p, ;) s.a. z; € Bi(p, w;)

donde B;(p,w;) = {z; € X; | p- x; < w;} es el conjunto presupuestario del consumidor. Esto
nos permite aplicar las diferentes herramientas del calculo diferencial e integral, asi como la
teoria del control y la optimizacion dindmica para obtener diversos resultados.

Ademsds, utilizando el andlisis funcional y la topologia, podemos concluir que, excluyendo
el caso donde w; = min p-X; y de que 2 sea punto de saciedad, el consumidor va a gastar todo
su ingreso para comprar la mejor opcién de consumo que puede y de ésta forma maximizar
su utilidad, es decir, p - 2} = w;. Esto nos daba de manera alternativa y empleando lenguaje
de la optimizacién dindmica, la nocién de minimizacién del gasto sobre el conjunto M;(x}).
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Ademds, bajo el supuesto de convexidad fuerte, el conjunto presupuestario tiene un tinico
elemento més grande, definiendo entonces una funcién presupuestaria (en lugar de correspon-
dencia). Si a esto le agregamos el que X; sea compacto y conexo, existe al menos una solucién
al problema del consumidor.

Ahora, el criterio de decisiéon entre alternativas para el productor, basandonos en el
andlisis funcional, es la maximizacién de su funcién de beneficios 7 : Rﬂ — R, dada por

m;(p) = méx {p-y; | y; € Y;}

donde Y es el conjunto de posibilidades de produccién del j-ésimo productor y suponemos que
cumple los axiomas topolégicos de continuidad, eliminacién libre, posibilidad de inaccién e
imposibilidad de eliminacién gratuita, irreversibilidad y convexidad, para todo j = 1,2,...,n.
También vimos que Y; cumple con las propiedades de divisibilidad y aditividad si y sélo si éste
es un cono convexo cerrado de vértice en 0, y en éste caso prevalecen rendimientos constantes
a escala. Estas propiedades le son heredadas al conjunto de produccion total.

Ademsds, usando la topologia y el andlisis funcional, vemos que si una posibilidad de
produccién estd en la frontera de Y}, entonces ésta es una produccién eficiente y maximiza el
beneficio dentro del conjunto Y;. La correspondencia de oferta de la empresa j-ésima
n; : RY — P(Y;), donde a cada p le asociamos el conjunto

nj (p) ={y; €Y | p-y; es méximo}

resulta ser homogénea de grado cero como funcién de los precios, y el conjunto de oferta

’ n . . . .
total de la economia 7(p) = 37 7;(p) es cerrado y convexo, y si es distinto al conjunto
vacio, es hemicontinua superiormente en p.

Aplicando directamente los teoremas de continuidad de una funcién, vemos que la funcién
de beneficio de la empresa j-ésima 7; : Rﬂ- — R tal que a cada precio p le asocia el valor

7 (p) = méax{p-y; | y; € Y;}

es una homogénea de grado 1, por lo que se ve directamente afectada por cualquier variacién
de los precios.

En el caso de Equilibrio General consideramos 2 casos. El primero es un modelo de
intercambio puro donde no hay producciéon y los agentes llegan a la economia con una
dotacién inicial que intercambian con los demés para mejorar su nivel de utilidad. Este com-
portamiento es modelado a través de la teoria de juegos, suponiendo que los agentes actian
de manera racional y maximizadora. Aqui pudimos ver que, como consecuencia inmediata de
aplicar la optimizaciéon dinamica, se cumple la ley de Walras

p-e(p) =0

donde e (p) = (ex [p]) es el exceso de demanda de la economia. Ademds, aplicando los teore-
mas de punto fijo a través del equilibrio de Nash, sabemos que existe un punto de equilibrio
donde los agentes pueden mejorar su nivel de utilidad con respecto al que le proporcionaba
su dotacién inicial.
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Para el caso de Equilibrio General con Produccién suponemos que los consumidores
son duenos de la empresa (por lo que tienen una participaciéon accionaria en cada una de
ellas) y en su ingreso total tenemos que tomar en cuenta las ganancias al maximizar nuestros
beneficios, y también verificamos que cumpliera la ley de Walras. Nuestro objetivo aqui es
encontrar un vector de precios tal que cada consumidor maximice su utilidad y cada productor
maximice sus beneficios dandonos una reparticion factible de los bienes iniciales. Debido a que
los conjuntos de posibles acciones de cada uno de los agentes se ve afectado por las decisiones
que toman los demés, para poder demostrar la existencia de un equilibrio competitivo en ésta
economia, es necesario introducir a la economia abstracta dada por

Eaps = (U, - Ui f1,- . fri Ar(@r), - Ar(dr)]

la cual generaliza a los juegos en forma estratégica, y nos ayuda a probar que existe un pun-
to de equilibrio bajo este nuevo esquema, el cual equivale a un equilibrio competitivo de la
economia anterior.

La importancia de que haya un punto de equilibrio en nuestra economia, es que asi se
garantiza que existe una reparticién de las dotaciones iniciales y las ganancias por producir
un bien, en la cual todos los agentes de nuestra economia maximizan su criterio de definicién
entre alternativas, lo cual es deseable pues todos alcanzan su maximo nivel de satisfaccion
dadas sus restricciones, y esto constituye un equilibrio estable de la economia, pues no tienen
incentivos a moverse a otro punto cuando estos llegan al equilibrio.

Notamos también la activa participacién de los distintos resultados matematicos que
demostramos en la primera parte del trabajo, para poder concluir cada uno de los resul-
tados de la microeconomia que enunciamos, asi como para la correcta interpretacién de los
mismos (dado que estos son precisos y comprobables), permitiendo asi el profundo andlisis
(bajo este esquema) de los diferentes fenémenos derivados de la economia real en la que vivi-
mos, y entendiendo ademads, los alcances y las limitaciones de la herramienta analitica que
hemos desarrollado.
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