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INTRODUCCION VI

Introduccion

El estudio de la geometria algebraica surge de implementar herramientas
del algebra abstracta, en mayor medida el dlgebra conmutativa, a temas
relacionados con la geometria. Algunos de estos temas se relacionan con ceros
de polinomios en varias variables, el espacio afin y el espacio proyectivo.

Historicamente se desarrolla a principios del siglo veinte con la escuela
italiana, ofreciendo un estudio mds intuitivo y un tanto carente del rigor
moderno. Después, en la década de los 30, los matematicos Oscar Zariski y
André Weil comienzan a fundamentar la geometria algebraica sobre el dlge-
bra conmutativa, desarrollada fuertemente por Hilbert, Max Noether, Emmy
Noether, Emanuel Lasker, Wolfgang Krull y otros mateméticos. Para la déca-
da de los cincuentas Jean-Pierre Serre y Alexander Grothendieck rehacen la
fundamentacién sobre la teoria de haces, para més tarde encontrar las ideas
de esquemas y el dlgebra homoldgica.

Por su parte la teorfa de cédigos comienza formalmente a mediados del
siglo veinte, cuando se presenta un auge en las comunicaciones, y se desarro-
lla principdlmente en los laboratorios Bell, donde trabajé Claude E. Shannon.
Claude E. Shannon publicé en 1948 un articulo llamado “A mathematical

theory of communication”, presentando las bases de lo que hoy se conoce co-
mo teoria de la informacién, tomando en cuenta compresion de datos, canales
de transmisién, criptografia, etc.

Para 1950 Richard Hamming desarrolla varios cédigos distintos a los de
repeticién, dando definiciones tales como distancia entre dos palabras y peso
de una palabra, que ademés eran capaces de detectar y corregir errores en
mayor proporcién que los cédigos de repeticion.
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INTRODUCCION VII

El propésito de esta tesis es presentar una introduccién a la geometria
algebraica y a la teorfa de cédigos, en el iltimo caso, enfocada a los que se
obtienen a partir de curvas algebraicas.

En el primer capitulo, el més extenso, presentamos las herramientas nece-
sarias para el desarrollo bésico de codigos geométrico algebraicos, estas
herramientas se encuentran en los primeros capitulos de cualquier libro de
geometria algebraica y forman parte del conocimiento “cldsico” de esta area.
Se omiten las demostraciones de los primeros teoremas y proposiciones, dando
en su lugar la referencia donde se encuentran, por el contrario las demostra-
ciones de los teoremas y proposiciones importantes, que se encuentran de
la mitad del capitulo en cuestién en adelante, se presentan con un detalle
razonable para un estudiante de licenciatura en matemadticas.

El segundo capitulo da las bases para la teorfa de cédigos y presenta
algunos algoritmos para la construccién explicita de varios de ellos, asi mismo
presenta algunos teoremas de gran utilidad para el cdlculo de los pardmetros
de cada uno.

En el tercer y tltimo capitulo se encuentra el estudio de algunas curvas,
conocidas en la geometria algebraica por sus propiedades, se calculan los
elementos necesarios para la construccion de un cédigo a partir de cada una
de ellas y después se utilizan los algoritmos del capitulo 2 para construir los
c6digos correspondientes calculando sus pardametros de definicion.

Daniel Miguel Ortiz, Joel Nava Lara VII TESIS



CAPITULO 1. GEOMETRIA ALGEBRAICA 1

Capitulo 1

Geometria Algebraica

1.1. Preliminares

Cuando hablemos de un anillo, nos referiremos a anillos conmutativos
con elemento identidad. Un homomorfismo entre dos anillos deberd mandar
la unidad del primero a la unidad del segundo. Un dominio, o dominio entero,
es un anillo (con dos elementos por lo menos) que posee la ley de cancelacién.
Un campo es un dominio en el que cada elemento distinto de cero es unitario,
es decir posee inverso respecto a la multiplicacién.

Z designa el dominio de los enteros, mientras que Q, R y C designan a los
campos racionales, reales y complejos, respectivamente. Un dominio R posee
un campo de fracciones K. K es un campo que contiene a R como subanillo,
y todo elemento de K se puede escribir (no necesariamente de forma tunica)
como cociente de dos elementos de R. Todo homomorfismo de anillos uno a
uno, de R en un campo L, se extiende de modo tinico a un homomorfismo de
anillos de K en L. Todo homomorfismo de anillos de un campo en un anillo
€s uno a uno.

Para todo anillo R, R[X] designa el anillo de polinomios con coeficientes
en R y variable X. El grado de un polinomio Z a; X" es el mayor entero d
tal que ag # 0; el polinomio se llama monico si ag = 1.

Daniel Miguel Ortiz, Joel Nava Lara ]_ TESIS



CAPITULO 1. GEOMETRIA ALGEBRAICA 2

El anillo de polinomios en n variables sobre R se designa por R [X7, ..., X,] .
Escribiremos R[X,Y] o R[X,Y, Z] cuando n = 2 6 n = 3. Los monomios de
R[X1, ..., X,] son los polinomios X' X3?...X", con cada i; entero no nega-
tivo; el grado del monomio es 71 + 29 + - - - + 7y

Todo elemento F' de R[X7,..., X,] se puede expresar de manera unica
como F = Z a@i X donde los X son monomios, ag) € R.

F' es homogéneo, o una forma, de grado d, si los coeficientes, salvo quizd
los pertenecientes a monomios de grado d, son todos cero. Todo polinomio
tiene expresién unica de la forma F = Fy + F5 + -+ -+ F,;, donde F; es una
forma de grado i; si Fy # 0, d es el grado de F, y se escribe grad(F"). Los
términos Fy, I, Fs, ... se denominan términos constante, lineal, cuadratico,
etc. de F.

F es constante si F' = Fy. Si R es un dominio, grad(F'G) = grad(F) +
grad(G). R es un subanillo de R[X, ..., X,], y R[Xq,..., X,] se caracteriza
por la siguiente propiedad: si ¢ es un homomorfismo de anillos de R en
un anillo S, y s1,..., 5, € S,entonces existe una extensién tunica de ¢ en
un homomorfismo de anillos » de R[X7,...,X,,] en S tal que ¢ (X;) = s;,
i =1,...,n. La imagen de F' por p se indica por F (s1,...,$,). R[X1,..., Xy]
es candnicamente isomorfo a R [X7, ..., X,,—1] [X,] -

Un elemento a de un anillo R se llama irreducible si toda descomposicion
de el es de la forma a = be, b,c € R, con b o ¢ unidades. Un dominio R
es de factorizacion tnica, abreviado DFU, si todo elemento no nulo de R se
descompone de modo tnico, salvo unidades y salvo el orden de los factores,
en elementos irreducibles.

Si R es un DFU con campo de fracciones K, entonces un elemento irre-
ducible F' € R[X] permanece irreducible considerado en K [X]; de ello se
sigue que si 'y G son polinomios de R [X] sin divisores comunes en R [X],
tampoco tienen divisores comunes en K [X].

Si R es un DFU, entonces R[X] también es un DFU. Por consiguiente,
k[Xi,...,X,] es un DFU para cualquier campo k. El campo de fracciones
de k[Xy,...,X,] se indica por k(Xj,...,X,) y se denomina campo de las
funciones racionales de n variables sobre k.

Daniel Miguel Ortiz, Joel Nava Lara 2 TESIS



CAPITULO 1. GEOMETRIA ALGEBRAICA 3

Si ¢ : R — S es un homomorfismo de anillos, el conjunto ¢! (0), de
elementos aplicados al cero, es el micleo de ¢, designado por Ker(y), y es
un ideal de R. Un ideal I de un anillo R es propio si I # R. Un ideal
propio es maximal si no estd contenido en ningin otro ideal mayor propio,
es decir diferente del anillo total. Un ideal primo es un ideal [ tal que si
ab € I entonces a € I o b € I. Un conjunto S de elementos de un anillo R
genera un ideal [ = {Z a;s; | si €8, a; € R} . Un ideal es de generacién
finita si ésta generado por un conjunto finito S = {fi ..., f,} ;entonces se
escribe I = (fi..., fn). Un ideal es principal si ésta generado por un solo
elemento. Un dominio en el que todo ideal es principal se denomina dominio
de ideales principales, designado por DIP. El anillo de los enteros y el anillo
de polinomios en una variable sobre un campo son ejemplos de DIP. Cada
DIP es un DFU. Un ideal principal I = (a) en un DFU es primo si y solo si
a es irreducible.

Sea I un ideal en un anillo R. El anillo cociente de R médulo [ se designa
por R/I; es el conjunto de las clases de equivalencia de los elementos de R en
la relacién de equivalencia: a «~ b si a—b € I. Denominaremos /-clase residual
de a a la clase que contiene al elemento a; y se denota por @. R/I constituye
un anillo tal que la funcién 7 : R — R/I que aplica a cada elemento en su
I-clase residual, es un homomorfismo de anillos. R/I esta caracterizado por
la siguiente propiedad : si ¢ : R — S es un homomorfismo del anillo R en
el anillo S, y ¢ (I) = 0, existe un homomorfismo unico @ : R/I — S tal que

p=porm.

Un ideal propio I de R es primo si y s6lo si R/I es un dominio, y maximal
si y s6lo si R/I es un campo. Todo ideal maximal es primo.

Sea k un campo, I un ideal propio en k [X7, ..., X,,] . El homomorfismo 7 :
k[Xy,..., X, — k[X1, ..., X,)] /I se restringe a un homomorfismo de anillos de
kenk[Xy,...,X,]/I. Entonces podemos considerar a k como un subanillo de
k[Xi,...,X,] /I; en particular k [X7, ..., X,,] /I es un espacio vectorial sobre
k.

Sea R un dominio. La caracteristica de R, car(R), es el menor entero
positivo tal que 14 - -4 1(p — veces) = 0, cuando tal nimero exista; en caso
contrario car(R) = 0. Si ¢ : Z — R es el tinico homomorfismo de anillos
entre Z y R, entonces Ker(p) = (p), es decir car(R) es un nimero primo.

Daniel Miguel Ortiz, Joel Nava Lara 3 TESIS



CAPITULO 1. GEOMETRIA ALGEBRAICA 4

Si R es un anillo, a € R, F' € R[X], y a una raiz de F, entonces F =
(X —a)G,G € R[X]. Un campo K es algebraicamente cerrado si cualquier
F € R[X], no constante, tiene una raiz en él. Se demuestra entonces que

F = ,uH(X — X)), p, \; € k donde las \; son las distintas raices de F, y

e; es la multiplicidad de \;. Un polinomio de grado d tiene d raices en K,
contando con las multiplicidades. El campo C es algebraicamente cerrado.

Sea R un anillo. La derivada de un polinomio F' = Z%‘X "€ R[X]
se define por ZiaiXi_l, y se escribe £ o F,. Si F € R[Xi,..., Xa),
oF

5y se define considerando F' como un polinomio en X; con coeficientes en

R er, oy Xio1, Xit1, -, Xp] . Se comprueban facilmente las siguientes
propiedades:

(1) (aF +bG), = aF, +bG,, a,b € R

2) F, = 0 si F' es una constante.

)
(2) Fy
(3) (FG), = F,G+ FG,,y (F"), = nF"'F,
(4) Si Gy,...,Gp, € R[X],y F € R[X;, ..., X,,] entonces F(Gq,...,Gp)z =
S F(Gr e GG
(5) Fp F,, = F,,F,,, donde hemos escrito F,, I, por (F},)q,

(6) (Teorema de Euler). Si F' es una forma de grado m en R[X7, ..., X,,],
entonces mF = > X, F,..

1.2. Espacios afines y conjuntos algebraicos

Sea k un campo. Por A"(k), o simplemente por A" (si k se sobreentiende),
se designa el producto cartesiano de k por si mismo n veces: A"(k) es el
conjunto de n-adas de elementos de k. A"(k) se llama n-espacio afin sobre
k; sus elementos se denominardn puntos. A'(k) es la recta afin, A?(k) es el
plano afin.

Si F € k[Xy,...,X,], un punto P = (ay,...,a,) € A"(k) es un cero de F’

Daniel Miguel Ortiz, Joel Nava Lara 4: TESIS



CAPITULO 1. GEOMETRIA ALGEBRAICA 5

si F(P) = F(ay,...,a,) = 0. Si F no es constante, el conjunto de los ceros
de F' se denomina hipersuperficie definida por F, y se designa V(F'). Una
hipersuperficie en A?(k) es llamada curva afin plana. Si F' es un polinomio
de grado uno, V(F') se llama hiperplano en A"(k); si n = 2, es una recta.

En general, si S es un conjunto de polinomios de k [X7, ..., X,,] , pongamos

V(S)={P € A" | F(P) =0 para todo F € S }
V(F)= FQSV(F). SiS = {Fi,.., F.} escribiremos usualmente V' (F}, ..., F}.) .

Un subconjunto X C A™ (k) es un conjunto algebraico afin, o simplemente
un conjunto algebraico, si X =V (9) para algin S.

Las siguientes propiedades se verifican facilmente :

(1) Si I es el ideal en k[X7,..., X,,] generado por S, entonces V (S) =
V' (I); es decir, cada conjunto algebraico es igual a V' (I) para algin ideal I.

(2) Si {I,} es una coleccién de ideales, entonces V' (U]a> =NV (l,); es

decir, la interseccién de una coleccién de conjuntos algebraicos es un conjunto
algebraico.

(3) SiI C J, entonces V (1) DV (J).

(4) V(FG) =V (F)UV (G) para cualesquiera polinomios I, G, V (F) U
V(G) =V {FG | Fel,GeJ}); es decir, cualquier unién finita de con-
juntos algebraicos es un conjunto algebraico.

B) V() =A"k).V(1) =0 V(Xi—ay,..Xn—a,) = {(a1,...,a,)}
para a; € k. Es decir, cualquier subconjunto finito de A™ (k) es un conjunto
algebraico.

1.2.1. El ideal de un conjunto de puntos

Dado un subconjunto X de A" (k) , consideremos aquellos polinomios que
se anulan en X, estos forman un ideal de k[X}, ..., X,;], llamado el ideal de

Daniel Miguel Ortiz, Joel Nava Lara 5 TESIS



CAPITULO 1. GEOMETRIA ALGEBRAICA 6

X, que designaremos por [ (X) donde
I(X)={Fe€k[Xy,...X,] | F(a1,....,a,) =0V (ay,...,a,) € X }

Las propiedades siguientes muestran algunas de las relaciones entre
ideales y conjuntos algebraicos;
(6) Si X C Y, entonces I (X) DI (Y).

(1) I(0) = k[Xy,....X,]. T(A™(k)) = 0 si k es un campo infinito.
I'({ay,...,a,}) = (X1 —ay,..., X, — a,) para a; € k.

(8) I(V(S5)) D S para todo conjunto de polinomios S de polinomios.
V(I (X)) D X para todo conjunto X de puntos.

(9) V(I (V(S))) = V(5) para todo conjunto de polinomios S de poli-
nomios, I (V (I (X))) =1 (X) para todo conjunto X de puntos.

Luego, si V' es un conjunto algebraico, V- =V (I (V)), y si [ es el ideal
de un conjunto algebraico, I =1 (V (I)).

Un ideal de un conjunto algebraico tiene una propiedad de la que no
participan todos los ideales: si [ = I (X), y F" € I para un entero n > 0,
entonces F' € I. Si I es un ideal de un anillo R, llamaremos radical de I,
designado por Rad (I), al {a € R | a™ € I para un entero n > 0} . Rad (I)
es un ideal que contiene a I. I se llama un ideal radical si Rad (I) = I. Por
lo tanto tenemos la siguiente propiedad :

(10) I (X) es un ideal radical para todo conjunto X C A" (k).

1.2.2. El teorema fundamental de Hilbert

Aunque hemos definido un conjunto algebraico a partir de un conjunto
cualquiera de polinomios, de hecho basta siempre un nimero finito.

Teorema 1 Todo conjunto algebraico es interseccion de un nimero finito de
hipersuperficies.

Daniel Miguel Ortiz, Joel Nava Lara 6 TESIS



CAPITULO 1. GEOMETRIA ALGEBRAICA 7

Demostracion. 1 m

Un anillo se llama noetheriano o anillo de Noether si todo ideal del anillo
es de generacién finita. Los campos y los DIP son anillos noetherianos . El
Teorema 1 es una consecuencia del siguiente teorema.

Teorema 2 (de la Base de Hilbert) Si R es un anillo noetheriano entonces
R[xy,...,x,) es un anillo noetheriano.

Demostracion. 1 m

Corolario 3 k[z1,...,x,] es noetheriano para todo campo k

1.2.3. Componentes irreducibles de un conjunto
algebraico

Un conjunto algebraico puede ser una reunién de varios conjuntos alge-
braicos menores. Un conjunto algebraico V' CA™ es reducible, si V = V3 U V3,
donde Vi, V5 son conjuntos algebraicos de A", y V; # V ¢ = 1,2. En caso
contrario, V' es irreducible.

Proposicién 4 Un conjunto algebraico V' es irreducible si y sdlo si I (V') es
pPrimo.

Demostracion. 1 m

Deseamos probar que un conjunto algebraico es la reunién de un nimero
finito de conjuntos algebraicos irreducibles. Si V' es reducible, escribiremos
V = V1 UVy; si Vs es reducible escribiremos Vo = V3 U Vy, ete. Es preciso ver
que esta sucesién se acaba.

Lema 5 Sea S una coleccion no vacia de ideales en un anillo noetheriano
R.Entonces S posee un elemento maximal, es decir existe un ideal I de S que
no estd contenido en ningiun otro ideal de S.

Daniel Miguel Ortiz, Joel Nava Lara 7 TESIS



CAPITULO 1. GEOMETRIA ALGEBRAICA 8

De este lema se sigue inmediatamente que toda colecciéon de conjuntos
algebraicos de A" (k) posee un elemento minimal. Si {V,} es una de estas
colecciones, consideremos un elemento maximal I (V,,,) de {I (V,,)} . Entonces
Va, €s evidentemente minimal en la coleccién.

Teorema 6 Sea V' un conjunto algebraico de A" (k). Entonces existen con-
Juntos algebraicos irreducibles Vi, ..., V,,, univocamente determinados, tales

que V=ViU---UV, yV; ¢V, para todo i # j.

Los V; se llaman componentes irreducibles de V ; V. =V, U---U V,, es
la descomposicién de V' en componentes irreducibles.

1.2.4. Subconjuntos algebraicos en el plano

Antes de desarrollar la teoria general, daremos una breve ojeada al plano
afin A%(k), y buscaremos todos sus subconjuntos algebraicos. En virtud del
teorema 6 bastard buscar los subconjuntos algebraicos irreducibles.

Proposicién 7 Sean F' y G polinomios de k [z, y| sin factores comunes. En-
tonces V (F,G) = V(F)NV(g) es un conjunto finito de puntos.

Corolario 8 Si F' es un polinomio irreducible en k [z, y] y si V(F') es infini-
to, entonces I (V (F)) = (F) y V(F) es irreducible.

Corolario 9 Supongamos que k es infinito. Entonces los subconjuntos al-
gebraicos irreducibles de A?(k) son: A%(k), D, puntos, y las curvas planas
irreducibles V (F') donde F' es un polinomio irreducible y V (F) es infinito.

Corolario 10 Supdngase k algebraicamente cerrado, F € k[x,y]. Sea F =
Fi' .. F' ) la descomposicion de F' en factores irreducibles. Entonces V (F') =
V(Fi)U---UV (F,) es la descomposicion de V (F') en componentes irre-
ducibles, y I(V(F)) = (Fy, ..., F,.).

Daniel Miguel Ortiz, Joel Nava Lara 8 TESIS



CAPITULO 1. GEOMETRIA ALGEBRAICA 9

Si consideramos un conjunto algebraico V, la proposicién 4 nos da un
criterio para saber si V' es irreducible o no. Hace falta encontrar un método
para describir a V' a partir de un conjunto dado de polinomios que defina a
V. En el apartado anterior hemos iniciado esta cuestién, pero precisamente
el teorema de los ceros de Hilbert es el que da la relaciéon exacta entre ideales
y conjuntos algebraicos. Empezaremos por un teorema mas débil y veremos
que es posible reducirlo a resultados totalmente algebraicos.

En esta seccién supondremos en todo momento que k es algebraicamente

cerrado.

Teorema 11 (Nullstellensatz débil) Si I es un ideal propio de k[ X1, ..., X,|,
entonces V (I) # @.

Demostraciéon. 1 =

Teorema 12 (Nullstellenzats) Sea I un ideal de k [x1, ..., z,] (k
algebraicamente cerrado). Entonces I (V (1)) = Rad(I).
Demostracién. 1 =

Los corolarios siguientes son consecuencias inmediatas del teorema.

Corolario 13 Si I es un ideal radical en k [x1,...,x,], entonces

LV () =1

En consecuencia, existe una correspondencia uno a uno entre ideales ra-
dicales y conjuntos algebraicos.

Corolario 14 Si I es un ideal primo, entonces V (I) es irreducible. Existe
una correspondencia uno a uno entre ideales primos y conjuntos algebraicos
irreducibles. A los ideales maximales les corresponden puntos.
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Corolario 15 Sea F € k[xy,...,x,|, F = F{" - - - ' la descomposicion de
F en factores irreducibles. Entonces V(F) =V (F)U---UV(F,) es la des-
composicion de V(F') en componentes irreducibles, y I(V(F)) = (Fh, ..., F}.).
FExiste una correspondencia uno a uno entre polinomios irreducibles F' €
k[x1,...,x,] (salvo factores no nulos de k) e hipersuperficies irreducibles de

A (k).

Corolario 16 Sea I un ideal de k [z1, ...,x,] . Entonces V (I) es un conjunto
finito siy sélo sik [xq,...,x,] /1 es un espacio vectorial de dimensidn finita so-
bre k. Si ello ocurre, el nimero de puntos de V (I) es < dimg(k [z1, ..., z,] /I).

1.2.5. Variedades afines

Desde ahora, k£ indicard a un campo algebraicamente cerrado fijo. Los
conjuntos algebraicos afines se consideran en A" = A"(k) para un cierto n.
Un conjunto algebraico afin irreducible serd denominado una variedad afin.

Todos los anillos y los campos contendrdan a k£ como subanillo. Por un
homomorfismo ¢ : R — S entre tales anillos entenderemos un homomorfismo
tal que ¢ (\) = A para todos los \ € k

Sea V' C A™ una variedad. I(V') serd un ideal primo de k [z, ..., x,], por
lo tanto k [x1,...,x,] /I (V) es un dominio.

Escribiremos I' (V') = k[z1,...,2,] /I (V) , y lo denominaremos anillo co-
ordenado de V.

Dado un conjunto cualquiera V' (no vacio), indicaremos por J(V, k) al
conjunto de todas las funciones de V' en k. J (V,k) tiene estructura de
anillo con las operaciones usuales: si f,g € J(V,k),(f +9) (z) = f(z) +
g(x), (fg)(z) = f(x) - g(x), para todo x € V. Corrientemente se identifica k
con el subanillo de .J (V, k) formado por todas las funciones constantes.

Si V C A" es una variedad, una funcién f € J(V,k) se denomina
una funcion polinémica si existe un polinomio F' € k[zy,...,z,| tal que
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flay,...,a,) = F(ay, ..., a,) paratodo (ay, ...,a,) € V. Las funciones polin6mi-
cas constituyen un subanillo de J (V, k) que contiene a k. Dos polinomios F, G
determinan una misma funcién si y sélo si (F' — G) (ay, ..., a,) = 0 para todo
(a1, ...,a,) € V. Tendremos dos maneras importantes de interpretar un ele-
mento de I" (V') : como una funcién sobre V, o como una clase de equivalencia
de polinomios.

Sean V' C A", W C A" varidades. Una funcién ¢ : V' — W se denomina
una aplicacién polinémica si existen polinomios 11, ...T;, € k [y, ..., x,] tales
que ¢ : (ay,...,a,) = (Ti(a1,...,an), ..., Tm(a1, ..., a,)) para todo (as, ...,a,) €
V.

Una funcién ¢ : V — W induce un homomorfismo 3 : J(V, k) — J(W, k),
donde p(f) = foe. Si ¢ es una aplicacién polinémica, entonces, @ (I' (W) C
I'(V), por lo tanto ¢ se restringe a un homomorfismo (también designado
por p )de I'(W)al'(V)y si fel'(W)esla I(W)—clase residual del
polinomio F(71,...,T,,).

SiV=A"W=A"yT,..,T, € klzy,...,x,] determinan una apli-
cacién polinémica T : A" — A™, los T; estdn univocamente determinados
por T por lo cual escribiremos, a menudo, T = (11, ..., T),).

Proposicion 17 Sean V C A", W C A" variedades afines. Eriste una
correspondencia natural uno a uno entre las aplicaciones polindmicas ¢ :
V. — W y los homomorfismos ¢ : I' (V) — I' (W) . Una aplicacion tal ¢ es
la restriccion de una aplicacion polindmica de A™ en A™.

Demostraciéon. 1 =

Una aplicacién polinémica ¢ : V' — W es un isomorfismo si existe una
aplicacién polinémica ¢ : W — V' tal que 1o ¢ = identidad sobre V, o) =
identidad sobre W. La proposicién 17 demuestra que dos variedades afines
son isomorfas si y sélo si sus anillos coordenados lo son.

Si T = (Th,...,T,,) es una aplicacién polinémica de A" en A™ y F €
k[xq,...,x,], escribiremos FT = TV(F) = F(1y,..T,). Para ideales I y
conjuntos algebraicos V' de A™, I designaré el ideal de k [z1, ..., z,,] generado
por {FT|F eI}y V"' el conjunto algebraico T7-*(V) = V (I7), donde
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I =1(V).SiV es la hipersuperficie de F, VT es la hipersuperficie de F'"
si T no es constante) .

Un cambio de coordenadas afin en A™ es una aplicacién polinémica 7' =
(T, ..., Tn) : A" — A™ tal que cada T; es un polinomio de grado 1, y que
T es uno a uno y es exhaustivo. Si 7; = > a;;x; + ao, entonces T’ = T" o
T', donde 1" es una aplicacién lineal (7} = ) a;;x;) y T” es una traslacion
(TZ/ = XT; + CLZ‘()) .

Como toda traslacién posee una inversa (que también es una traslacién),
es claro que T serd uno a uno (y exhaustiva) si y sélo si 7" es invertible. Si
T y U son cambios de coordenadas es A", también lo seran T o U y T— 4T
es un isomorfismo de la variedad A" en si misma.

1.3. Funciones racionales y anillos locales

Sea V una variedad de A", I" (V') su anillo de coordenadas. Como I' (V)
es un dominio, podemos construir su campo de fracciones. Este campo se
denomina campo de las funciones racionales de V., y lo designaremos por
k (V). Un elemento de k (V') es una funcién racional de V.

Si f es una funcién racional de V, y P € V. diremos que f estd definida
en P sipara a,b € T'(V),f = a/b, y b(P) # 0. Né6tese que puede haber
distintas maneras de escribir f como cociente de funciones polinémicas; f
estard definida en P si es posible hallar un denominador que no se anule en
P. SiT'(V) es un DFU, entonces existe una representacién tnica f = a/b
esencial, en la que a y b no tienen divisores comunes, y entonces f estard
definida en P siy solo si b(P) # 0.

Sea P € V. Definimos O (V') como el conjunto de todas las funciones
racionales sobre V' que estan definidas en P. Es fécil verificar que O (V)
constituye un subanillo de k (V') que contienea I' (V') : k C T'(V) Cc O (V) C
k (V). O (V) se denomina anillo local de V en P.

El conjunto de puntos P € V en los que la funcién racional f no estd
definida se llama conjuntos de polos de f.
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Proposicién 18 (1) El conjunto de polos de una funcion racional sobre V,
es un subconjunto algebraico de V.

Demostracion. 1 =

Supéngase que f € O (V) .Podemos definir también el valor de f en P,
que designaremos f (P) ,de la siguiente manera: escrito f = a/b,a,b € T' (V).
b(P) #0,sea f(P)=a(P)/b(P) (se comprueba que es independiente de la
eleccion de a y b). Mp (V) ={f € O, (V)| f(P) =0} se denominara ideal
maximal de V en P.

Se trata del niicleo del homomorfismo de valoracién f — f(P) de O (V)
sobre k, por lo tanto O (V') /Mp (V') es isomorfo a k. un elemento f € O (V)
es unitario en O (V') si y sélo si f (P) # 0, luego

Mp (V) = {elementos de O, (V') que no son unitarios} .

Lema 19 En todo anillo R las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) El conjunto de elementos de R que no son unitarios constituyen un ideal.
(2) R posee un ideal maximal inico que contiene a todo ideal propio de R.

Demostraciéon. 1 =

Un anillo que satisfaga las condiciones del lema se denomina un anillo
local; los elementos unitarios son aquellos elementos que no pertenecen al
ideal maximal. Hemos visto que O (V') es un anillo local, y que Mp (V') es su
tnico ideal maximal.

Proposicién 20 O (V) Es un dominio local noetheriano.

Demostracién. 1 =
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1.3.1. Anillos de valoracién discreta

Proposicion 21 Sea R un dominio que no sea un campo. Entonces tenemos
las siguientes equivalencias.

(1) R es noetheriano y local, y el ideal maximal es principal.

(2) Eziste un elemento irreducible t € R tal que cada z € R no nulo se puede
escribir de modo unico en la forma z = ut™, u unitario en R, n un entero no
negativo.

Demostracién. 1 =

Un anillo que satisfaga las condiciones de la proposicién 4 se denominard
un anillo de valoracion discreta, designado AVD. Un elemento ¢ como el in-
troducido en (2) se denominara pardmetro de uniformizacion de R; cualquier
otro pardmetro de uniformizacién es de la forma ut, donde u es unitario en R.
Sea K el campo de fracciones de R. Entonces todo elemento no nulo z € K se
escribe de manera tnica en la forma z = ut", donde u es tntario en R,n € Z.

El exponente n se llama orden de z; se escribe n = ord (z); definiremos
ord (0) = oco. M ={z € K | ord(z) > 0} es el ideal maximal de R.

1.3.2. Formas

Sea R un dominio. Si F' € R[z1, ..., ;1] es una forma, definiremos F, €
R[xy,...,x,) por F' = F (21, ...,7,,1) . Reciprocamente, para todo polinomio
f € Rlxy,...,x,] de grado d, que se puede escribir de la siguiente manera:
f=fo+ fi--- fs donde f; es una forma de grado ¢, definiremos f* €
R[xy, ..., Tpy1] por

d d— d
f* = $n+1f0 + $n+11f1 + - 'fd = xn+1f (xl/xn—i—la --wmn/xn-i-l)

f* es una forma de grado d. Al polinomio F, se le llama deshomogeneizacion
de F'. Por su parte al polinomio f* se le llama homogeneizacién de f.

(1) (FG), = F.G.; (f9)" = f*g*.

(2) Sir es la mayor potencia de 41 que divide a F, entonces 2], | (F})" =

o (f),. =1
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B)F+Q), = F+Ggal (f+9)" =alf *+a5,,9% donde r =
grad (g), s=grad (f),yt=r+s—grad(f +9).

Demostracién. 1 =

Corolario 22 Salvo las potencias de w1, la descomposicion en factores
de una forma F € R|xy,...,Tn41] es la misma que la descomposicion en
factores de F, € R|xy,...,x,)|. En particular, si F' € k[z,y] es una forma, y
k es algebraicamente cerrado, entonces F descompone en producto de factores
lineales.

1.3.3. Ideales con un numero finito de ceros

La proposicién de este apartado serd utilizada para relacionar cuestiones
locales (expuestas por medio de anillos locales O (V')) con cuestiones globales
(expuestas por medio de anillos coordenados).

Proposicién 23 Sea I un ideal de k [x1, ..., x,], (k algebraicamente cerrado) ,

y supongase que V (1) = { P, ..., Py} es finito. Sea O; = Op,(A™). Entonces

N
existe un isomorfismo natural de k [xq,...,x,] /1 en .1:[101/[01-
Demostracién. 1 =

N
Corolario 24 dimg (k [z1,...,z,] /I) = > dim (0;/10;) .

i=1
Corolario 25 SiV (I) = {P}, entonces k [x1,...,x,] /I = O (A™) /IO (A") .

1.3.4. Médulos cociente y sucesiones exactas

Sea R un anillo, M, M’ R-médulos. Un homomorfismo (o bien, un iso-
morfismo) ¢ : M — M’ de los grupos abelianos se llama un homomorfismo
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de R-médulos (respectivamente, un isomorfismo) si ¢ (am) = ap (m) para
todo a € Ry todo m € M.

Si N es un submédulo de un R-médulo M, el grupo cociente M /N de las
clases laterales de M moédulo N adquiere una estructura de R-mdédulo, tal que
la aplicacién natural de M en M/N es un homomorfismo entre R-médulos.
M/N se denomina médulo cociente de M por N.

Sean ¢ : M — M, ¢ : M — M" dos homomorfismos entre R-médulos.
Diremos que la sucesién (de modulos y homomorfismos)

M5 M E M

es exacta (o exacta en M) si la imagen de v coincide con el nicleo de ¢, es
decir, Im(¢)) = Ker (¢). Obsérvese que los homomorfismos de R-médulos
entre el médulo 0 y cualquier R-médulo M, y el de M en 0 existen y son
tinicos. Entonces M % M” — 0 es exacta si y s6lo si ¢ es exhaustiva, y

) . . .
0 — M — M" es exacta si y sélo si ¢ es uno a uno.

Sip; : M; — M, son los homomorfismos entre R-mdédulos, diremos que
la. sucesion

P1 P2 ®
M, = My = -+ = M,

es exacta si Im(p;) = Ker (p,,1) para cada i = 1,...,n — 1.Entonces

0— M5 ME5 M —0

es exacta si y solo si ¢ es exhaustiva, y ¢ aplica M’ isomérficamente sobre
el nicleo de .
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1.3.5. Modbdulos libres

Sea R un anillo y X un conjunto cualquiera.

Sea My ={¢: X — R | ¢(r) =0 salvo un nimero finito de z € X} . Mx
adquiere estructura de R-moédulo de la siguiente manera: (¢ + ¢) (z) = ¢ (x)+
Y (x),y (ap) (x) = a-p(x) para todo ¢, € Mx,a € R,z € X. Mx recibe
el nombre R-médulo libre sobre un conjunto X. Si definimos ¢ € Mx por
las reglas ¢ (y) = 0si y # x, ¢ (x) = 1, entonces cada ¢ € Mx se escribe
en la forma ¢ = ) a,p,, y la expresién asi obtenida para ¢ es tnica siendo
a, € R (de hecho, a, = ¢ (x)). Normalmente, en lugar de ¢, escribiremos
x, y consideraremos a X como un subconjunto de My. Diremos que X es
una base de Mx: los elementos de My son precisamente las sumas formales

> azx.

My estd caracterizado por la siguiente propiedad: si a: X — M es una
funcién cualquiera del conjunto X en el R-modulo M, entonces « se extiende
a un homomorfismo de My en M, y esta extensién es unica.

Un R-médulo M se llama libre con base my,...,m, € M si para X =
{m1,...,m,}, el homomorfismo de M, — M es un isomorfismo.

Si R = Z, un Z-mdédulo libre que se extiende sobre X se denomina grupo
abeliano libre sobre X.

1.4. Variedades proyectivas

1.4.1. Espacio proyectivo

Sea k un campo. Un n-espacio proyectivo sobre k, designado por P" (k) ,
o simplemente por P" | se define como el conjunto de todas las rectas de
A" (k) que pasan por (0,0, ..., 0) . Todo punto (z) = (21, ..., Tnr1) # (0, ..., 0)
determina una sola de dichas rectas, a saber {(Az1,...,Az,) | A € k} . Dos de
estos puntos () e (y) determinan la misma recta si y sélo si existe A € k, no
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nulo, tal que y; = Ax; parai = 1,...,n + 1; si se da este caso, diremos que
(x) e (y) son equivalentes. Entonces P™ se puede identificar con el conjunto
de clases de equivalencia de puntos de A" — {(0,...,0)}.

Llamaremos puntos a los elementos de P". Si un punto P € P" esta de-
terminado como antes por un (zy...., T,.1) € A" diremos que (z1, ..., Tp11)
es un conjunto de coordenadas homogéneas para P. A menudo escribire-
mos P = (x1,...,%,41) para indicar que (zi...,%,41) son las coordenadas
homogéneas de P. Nétese que la i-esima coordenada z; no estd bien definida,
pero nos permite saber perfectamente si la i-esima coordenada es cero o no;
y si z; # 0, las razones z;/z; estdn bien definidas (ya que son invariantes
respecto a la equivalencia).

Sea U; = {(z1,...,xp11) € P" | z; # 0} . Cada P € U; posee un tinico con-
junto de coordenadas homogeéneas de la forma P = (z1,..., x;-1, 1, Tit1,..., Tnt1)
llamadas coordenadas no homogéneas de P respecto a U; (o a x;, 0 a ). Si
definimos ¢, : A" — U; por mediode @, (a1, ..., an) = (a1, ...y @1, 1, Gi11, ..oy )
entonces @, establece una correspondencia uno a uno entre los puntos de A" y

los puntos U;. Nétese que P" = U U por lo tanto P posee un recubrimiento

formado por n+1 conjuntos, Cada uno de los cuales se puede considerar como
un n-espacio afin.

Por comodidad, nos referiremos ordinariamente al U, ;. Sea

Ho =P = Uppr = {(z1,20, Tpt1) | Tng1 = 0}. Hy se denomina fre-
cuentemente el hiperplano del infinito. La correspondencia (z...., €, 0) «—
(z1,...,m,) prueba que H,, se puede identificar con P"~!. De donde P" =
Uni1 U Hyo es la unién de un n-espacio affn y un conjunto que da todas las
direcciones del n-espacio afin.

1.4.2. Conjuntos algebraicos proyectivos

Un punto P € P" se llama cero de un polinomio F € k[xq,...,x,.1]
si F'(xq1,...,2,41) = 0 para toda eleccién de las coordenadas homogéneas
(21, ..., Tpy1) de P; escribiremos F' (P) = 0. Si representamos a F' como suma
de formas en el sentido usual, entonces cada forma se anula en todo conjunto
de coordenadas homégeneas de P.
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Para todo conjunto S de polinomios de k [z1, ..., z,11] , sea

V (S)={P € P"| P es un cero de todo polinomio F' € S}. Si I es el
ideal generado por S, V (I) = V (S). Si I = (FW,...,F") donde F) =

Y F j(i), siendo Fj(i) una forma de grado j, entonces V (1) =V <{Fj(i) }) , por

lo tanto V' (5) =V ({F](z) }) es el conjunto de ceros de un nimero finito de

formas. Dicho conjunto se denomina conjunto algebraico de P™, o un conjunto
algebraico proyectivo.

Para todo conjunto X C P", sea

I(X)={F€klr1,...vn41] | cada P € X esun cerode F'}. A I (X) se
le denomina ideal de X.

Unideal I C k[, ..., x,.1] se llama homogeneo si para todo F'= > _F; €
i=0
I, siendo F; una forma de grado i, se tiene también F; € I. Para todo conjunto
X C P, I(X) es un ideal homogéneo.

Proposicién 26 Un ideal I C k[z1,...,x,41] es homogéneo si y sdlo si estd
generado por un conjunto (finito) de formas.

Demostracion. 1 =

Un conjunto algebraico X C P" es irreducible si no es unién de dos con-
juntos algebraicos. Un conjunto algebraico irreducible de P" se llama una
variedad proyectiva. Un conjunto algebraico proyectivo se puede representar,
de modo tnico, como unién de variedades proyectivas, que son sus compo-
nentes irreducibles.

Las operaciones

ideales homogéneos v conjuntos algebraicos
de k[z1, ..., xp 1] de P (k)
conjuntos algebraicos IS ideales homogéneos
de P (k) de k|1, ..., p1]

satisfacen la mayor parte de las propiedades halladas en la situacién afin
correspondiente. Hemos utilizado las mismas notaciones en ambos casos. En
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la préctica siempre queda claro cudl es la mencionada; si hubiese peligro de
confusién, se escribira Vp, [p para las operaciones proyectivas, V,, [, para
las afines.

Si V' es un conjunto algebraico de P", definimos
C(V) = {(1’1, -..,:CnJrl) < An+1 ’ (.%'1, ...,ZCn+1) eVo (l’l, ...,$n+1) = (O, ,O)}

como el cono sobre V. Si V' # &, entonces I, (C'(V)) =Ip(V); ysil esun
ideal homogéneo de k [x1, ..., zp41] tal que Vp (1) # @, entonces C (Vp (1)) =
Vo (I).

Teorema 27 (Nullstellenzats proyectivo) Sea I un ideal homogéneo en
k[z1,...,x,11]. Entonces

(1) Vp(I) = @ si y sdlo si existe un entero N tal que I contenga todas las
formas de grado > N.

(2) Si Vp (I) # @, entonces Ip (Vp (1)) = Rad (1)

Demostraciéon. 1. =

En particular, existe una correspondencia uno a uno entre hipersuperfi-
cies proyectivas V = V (F') y formas (no constantes) F' que definen las V,
conviniendo que F' no posee factores miiltiples (F' estd determinado al menos
de un factor no nulo A € k). A hipersuperficies irreducibles corresponden
formas irreducibles.

Un hiperplano es una hipersuperficie definida por una forma de grado
uno. Los hiperplanos V (X;), i = 1,...,n + 1, se suelen llamar hiperplanos
coordenados, o hiperplanos del infinito con respecto a U;. Sin = 2, los V' (X;)
son los tres ejes coordenados.

Sea V' una variedad proyectiva de P". I (V') es un ideal primo, por lo tanto
el anillo residual I', (V') = k[z1,...,2n41] /I (V) es un dominio. Se la llama
anillo de coordenadas homdgeneas de V.

En general, sea I un ideal homogéneo de k [x1,...,z,41], y sea T' (V) =
k[z1,...,;xns1) /1. Un elemento f € I' se denominard forma de grado d si
existe una forma F' de grado d de k [z1, ..., z,11] cuya clase residual sea f.
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Proposicion 28 Todo elemento f € T' se puede expresar de forma tunica
f=fo+- -+ fm, donde f; es una forma de grado 1.

Demostracion. 1. =

Sea ky, (V') el campo de las fracciones de I'y, (V) ; se le llamarad campo de las
funciones homogéneas de V' en contraste con el caso de las variedades afines,
s6lo los elementos de I';, (V') que son constantes determinan funciones sobre
V'; asi mismo, la mayoria de los elementos de kj, (V') no pueden considerarse
como funciones. No obstante, si f, g son dos formas de I', (V') del mismo
grado d entonces f /g define una funcién, por lo menos, donde g no es cero:
fOx) _ Xf(@) _ f(z)

00 = Aga) — 3@ luego el valor de f/g no depende de la eleccién

de las coordenadas homogéneas.

se tiene

El campo de las funciones de V, designado por k (V') , se define como el
conjunto

{z € k;, (V) | para ciertas formas f, g € I';, (V) del mismo grado, z = f/g }

No es dificil verificar que & (V') es un subcampo de k, (V). k C k (V) C
kn (V),peroT'y, (V) ¢ k (V). Los elementos de k (V') se denominan funciones
racionales sobre V.

Sea P € V, z € k(V). Diremos que z estd definido en P si z se puede
expresar en la forma z = f/g, f y g formas del mismo grado, y g (P) #
0. Consideremos O (V) = {z € k, (V') | z estd definidaen P }. O (V) es un
subanillo de k (V') ; se trata de un anillo local con ideal maximal Mp (V') =
{z|z=f/g, g(P)#0, f(P)=0}.Elvalor z (P) de una funcién z € O (V)
estd bien definido.

SiT : A" — A" es un cambio de coordenadas lineal, entonces T
aplica rectas que pasen por el origen en rectas que pasan por el origen. O
sea que T' determina una aplicacién de P" en P", que llamaremos un cambio
de coordenadas proyectivo. Si V' es un conjunto algebraico de P", entonces
T~1 (V) es también un conjunto algebraico de P"; escribiremos V7 en lugar
de T7* (V). SiV=V(F,. F),yT = (Ty,...,Th1), T; formas de grado
1, entonces VI =V (FlT, ey FTT) , donde FI' = F; (Ty,..T11) -
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V' es una variedad si y sélo si VT es una variedad, y T induce un iso-
morfismo T : ', (V) — Ty, (VT) , k(V) =k (VT) ,yO(V) — Og (VT) , si
T(Q) = P.

1.4.3. Variedades afines y proyectivas

Podemos considerar A™ como un subconjunto de P" por medio de la
aplicacién ¢, ., : A" — U,y C P". En este apartado estudiaremos las
relaciones entre los conjuntos algebraicos de A" y los de P".

Sea V' un conjunto algebraico de A", I = I (V) C k|[xy,...,z,]. Sea I* el
ideal de k [z, ..., z,,] generado por {F* | F € I}. I* es un ideal homogéneo;
definimos V* por V (I*) C P™.

Reciprocamente, sea V' un conjunto algebraico de P,
I = I1(V) C Eklz1,...,Tp41]. Sea I, el ideal de k[xy,...,x,] generado por
{F. | F € I}. Definimos V, por V (I,) C A™.

Proposicién 29 (1) SiV C A", ¢, (V) =V*NUp1, y (V*), =V.

(2) SiV.C W C A", entonces V¥ C W* C P*. Si V. .C W C P" entonces
V. C W, C A"

(8) Si'V es irreducible en A", entonces V* lo es en P™.

(4) SiV = LZJV; es la descomposicion de V' en componentes irreducibles en

A", entonces V* = UV)* es la descomposicion irreducible de V* en P*.

(5) Si V..C A™ entonces V* es el menor conjunto algebraico de P" que
contiene a V.
(6) SiV % A" entonces ninguna componente de V* estd en Hy, = P" — U, 41

o contiene a H,.
(7) Si V. C P", y ninguna componente de V estd en Ho, o contiene a Hy,

entonces V, C A" y (V)" =V.
Demostracion. 1. =

Si V' es un conjunto algebraico de A", V* C P" se denomina clausura
proyectiva de V. Si V. = V (F) es una hipersuperficie afin, entonces V* =
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V (F*). Excepto para las variedades afines contenidas en H,, existe una
correspondencia natural uno a uno entre variedades afines y proyectivas.

Sea V una variedad afin, V' C P" su clausura proyectiva. Si f € I';, (V*)
es una forma de grado d, podemos definir f, € I' (V') de la siguiente manera:
tomemos una forma F' € k[xq,...,2,41] con su Ip (V*) clase residual en f, y
sea f, = I (V)-clase residual de F\ (se comprueba que ésta no depende de la
eleccién de F'). Definimos un isomorfismo natural a : k& (V*) — k (V) como
sigue: a(f/g) = fi/g+, donde f, g son formas del mismo grado en V*. Si
P €V, podemos conciderar que P € V* (por medio de ¢,,,,) y entonces o
induce un isomorfismo de O (V*) en O (V). Ordinariamente utilizaremos «
para identificar & (V) con k (V*), y O (V) con O (V*).

Toda variedad proyectiva V' C P" estd recubierta por los n + 1 conjuntos
V N U;. Si formamos V, con respecto a U; (como se ha hecho con respecto
a U,11), los puntos de V' N U; corresponden a los puntos de V, y los anillos
locales son isomorfos. Entonces las cuestiones referentes a V' en la proximidad
de un punto P se pueden reducir a cuestiones sobre una variedad afin V, (por
lo menos si la cuestién puede ser contestada considerando O, (V)).

1.4.4. Espacio multiproyectivo

Deseamos convertir el producto cartesiano de dos variedades en una va-
riedad. Como A" x A™ se puede identificar con A™*™, no es dificil para va-
riedades afines. El producto P x P requiere no obstante, cierta discusion.

Escribamos k [z, y] en lugar de k [z1, ..., Zpni1, Y1, -y Yma1]. un polinomio
F € klz,y] se llama una biforma de bigrado (p,q) si F es una forma de
grado p (o ¢) cuando se considera un polinomio de z1, ..., £, 11 (0 respectiva-
mente de Y1, ..., Ymi1) con coeficientes en k [y1, ..., Ymy1] (0 respectivamente
en k[ry,...,x,11]). Cada F € k[x,y] se puede expresar de modo unico como
la suma F' =) F, ,, donde F, ,, es una biforma de bigrado (p, q).

p.q

Si S es un conjunto de biformas de k [z1, ..., Tpi1, Y1, .o, Ym1) designare-
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mos por V (S) o V4 (S) al conjunto
V(S)=A{(z,y) e P" xP" | F(z,y) =0 VF € S}

Diremos que un subconjunto V' de P" x P es algebraico si V = V (5) para
algin S. Para todo V' C P" x P™ definimos I (V'), o I, (V') como el conjunto

I(V)={Feklzyl| F(z,y) =0V (z,y) €V}

Si V. C P" x P" es una variedad (irreducible), I', (V) = k[z,y] /I, (V)
es el anillo bihomogéneo de coordenadas, k, (V') su campo de cocientes y
K(V)={2¢€k, (V)| z=f/g, f,g biformas del mismo bigrado de I', (V')}
es el campo de funciones de V. El anillo local O, (V') se definird como antes
asi como la teorfa de variedades multiproyectivas en P™ x P"2 x - .. x P"r,

1.4.5. Grado de una curva y multiplicidad de
componentes

Se ha visto la correspondencia entre curvas planas afines y polinomios
en K[z,y] no constantes y sin factores multiples. Una curva plana afin se
corresponde con un polinomio en K[z, y|, que es tnico salvo multiplicacién
escalar.

En el caso préctico es mas titil la siguiente definicion.

Definicién 30 Si F,G € K[z,y] entonces decimos que los polinomios son
equivalentes si existe A € K tal que ' = \G. FEsta relacion entre polinomios
es una relacion de equivalencia, y nos ayuda a definir una curva plana afin al
tomar las clases de equivalencia, es decir, una curva plana afin serd, desde
este punto en nuestro trabajo, una clase de equivalencia dada la relacion
anterior.

El grado de una curva plana afin se define entonces, de manera natural,
como el grado del polinomio que la define.

Ya vimos que una curva F' € K[z, y] tiene una representacion en factores
irreducibles F; € K[z,y|, de manera que F' = HF;Z con e; € 7Z. Diremos
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que F; es una componente de F' con multiplicidad e;, con lo cual podremos
nombrar a F; como simple si e; = 1 o mailtiple en caso contrario. Es impor-
tante notar que conociendo V' (F') podemos conocer las componentes F; de
F', pero no asi sus multiplicidades.

Si F' es irreducible V(F') es una variedad, y denotaremos en lo sucesivo
D(F) = T(V(F), k(F) = K(V(F)) y O(F) = O(V(F)).

Definicién 31 Sea F' una curva y P = (a,b) un punto de V(F). P es lla-
mado punto simple si F,,(P) # 0 o F,(P) # 0. En este caso podemos definir
una nueva curva de la siguiente manera

Fo(P)(x —a) + F,(P)(y —b) =0

Esta es llamada la tangente a F' en P. Un punto no simple se conoce como
multiple o singular.

Una curva con solo puntos simples se llamara curva no singular.

Definicién 32 Tomemos una curva F y P = (0,0), escribamos ahora F =

> F; con F; forma de grado j y F,, # 0.Definimos la multiplicidad de F
j=m

en P =(0,0) como m =mp(F).

Notemos ahora que de esta manera P estd en F' siy solo si mp(F) > 0,

P es punto simple si y solo si mp(F) = 1y en este caso la tangente a F' en
P es F.

Como F;, es una forma en dos variables, podemos escribir F,, = H L}
con L; lineas, y son llamadas las tangentes a F' en P. El nimero r; es la
multiplicidad de L;, si r; = 1 entonces L; es simple, y si F' tiene m tangentes
simples distintas en P decimos que P es un punto ordinario maltiple. Un
punto ordinario doble es llamado nodo.

Por conveniencia diremos que una linea que pasa por P en F| sin ser
tangente, es una tangente de multiplicidad 0.
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Nuevamente consideremos la representacién de F' en componentes irre-
ducibles, es decir F = H F?, es fécil ver que mp(F) = > e;mp(F;) y que
si L es tangente a F; de multiplicidad r; entonces L es tangente a F' con
multiplicidad ) e;r;.

De lo anterior vemos que P es simple si y solo si se cumplen las siguientes
tres condiciones
1.- P pertenece solo a una Fj;,
2.- F; es simple en F'y
3.- P es simple en F;.

Hasta ahora solo hemos considerado el caso cuando P = (0,0), pero
podemos extender las definiciones dadas a el caso general, cuando P = (a, b),
basta tomar la traslacién 7' de manera que T'(a,b) = (0,0). Esta transforma-
cién de coordenadas se comporta de manera que manda las lineas tangentes
a FT en (0,0) a las lineas tangentes a I en P, ademds de que los valores
de las multiplicidades, y por tanto la definicién de punto simple, no sufre
cambios al aplicar la traslacién.

A continuacién tomaremos, dada F' una curva plana irreducible y G €
K[z, y], como ¢ a la clase de equivalencia de G en I'(F), es decir, g = 7(G)
con 7 la proyeccioén de en I'(F).

Teorema 33 Sea F' una curva plana irreducible y P un punto en F. P es
punto simple de F si y solo si O,(F) es un anillo de valuacion discreta, en
este caso si | = w(L), con L una linea tangente a F' en P de multiplicidad
cero, es un pardmetro uniformizante para (’)p(F ).

Por medio de este teorema podemos establecer una funcién sobre k(F)
que asocie a cada G € k(F) un nimero entero no negativo, esto de la siguiente
manera.

Si P es un punto simple, de una curva F irreducible, el teorema anterior
nos indica que O,(F') es un anillo de valuacién discreta, por lo tanto podemos
definir la funcién ordb : k(F) — Z de manera que ord5(G) =r con I” = g.

Si F' esta fija solo escribiremos ordp. Si G € K|z, y] denotamos ordp(G) =
ordp(g) con g = w(G).
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La funcién anterior se puede extender a curvas F' reducibles, basta definir
ordk = ordg donde F; es la componente de F' que contiene a P.

La funcién que acabamos de dar nos permite caracterizar a las lineas
tangentes a I’ en P, por medio del valor obtenido al aplicarles esta funcién.
Como podemos observar L no es tangente si ordp(L) = 1 y es tangente si
ordp(L) > 1.

El siguiente teorema nos ofrece una manera de calcular las dimensiones
de espacios vectoriales del tipo O(V') /I, donde I es un ideal de O(V).

Teorema 34 Sea P un punto en una curva F. Entonces
mp(F) = dimg(Mp(F)"/Mp(F)"*)

para todas las n suficientemente grandes. En particular, la multiplicidad de
F en P depende solo del anillo local O,(F).

Notemos que si el anillo O,(F) es de valuacién discreta, entonces este
teorema nos muestra que mp(F) =1 con lo cual P es simple en F, como se
esperaba.

Existe un polinomio en la variable n (para n grande) muy importante
para el estudio de anillos locales y multiplicidades, llamado polinomio de
Hilbert-Samuel, definido por x(n) = dimg(O,/M™).

1.4.6. Numero de interseccion

Definiremos el numero de interseccion de F'y GG, curvas planas, en P €
A? y lo denotamos por I(P,F N G), de manera que cumpla las siguientes
propiedades.

1.- I(P, FFNG) es un nimero entero no negativo, para cualquier eleccién
de F, Gy P que tomemos, siempre y cuando F' y G no tengan componentes
comunes, esto 1ltimo se conoce como interseccion propia. En caso de que la
las dos curvas no se intersecten propiamente se tendra que I(P, FNG) = .
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2- I(P,FNG) = 0siysolosi P no pertenece a la interseccién de las
curvas. Este nimero depende solo de las componentes de F' y G que pasen
por P.

3.- Para cualquier cambio de coordenadas T, de manera que T(Q) = P,
se tiene que I(P,FNG) = I(Q,F' nGT).

4-I(P,FNG)=I(P,GNF)

5- I(P,FNG) > mp(F)mp(G), donde la igualdad se cumple si y solo
si I’y GG no tienen tangentes comunes en P, esta propiedad se conoce como
interseccion transversal.

6-SiF =[] F'yG=]]G} entonces I(P,FNG) = 33 ris; (P, FiN
G,)).

7.- Si F es irreducible entonces I(P, F' N G) solo depende de la imagen
de G en I'(F'), es decir I(P,FNG) = I(P,FN (G + AF)) para cualquier
A € Kz, yl.

Con estas propiedades que estamos requiriendo de I(P, F'NG) se obtiene
el siguiente teorema.

Teorema 35 FExiste un nimero de interseccion unico I (P, F N G) definido
para todas las curvas planas F, G, y todo punto P € A2, tal que satisface las
propiedades (1)-(7). Viene dado por la férmula

I(P, FNG) =dimy (0, (A%) /(F,G))

Demostracién. Unicidad: Es suficiente dar un procedimiento constructivo
para calcular I (P, F'N G) utilizando sélo las propiedades (1)-(7). Podemos
suponer P = (0,0) (por (3)), y que I (P, FNG) es finito (por(1)). El caso
en que I (P, FNG) = 0 ya se ha considerado en (2), por lo tanto podemos
suponer por induccién que I (P, FNG) =n >0y que I (P, AN B) puede
ser calculado siempre que I (P, AN B) < n. Sean F (z,0), G (x,0) € k|[z]
de grados r, s respectivamente. Podemos suponer r < s (por (4)).

Caso 1: r = 0. Entonces Y divide a F|, por lo tanto F' =Y H y (por (6)) es

I(P, FNG)=I(P, YNG)+1(P, HNG)
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Si G (x,0) = a2™(ag + a1z + - - ), ag # 0, entonces
[(P,YNG)=I(P, FNG(2,0)=I(P, YNa™) =m

(por (7), (2), (6) y (5)). Como P € G, m > 0, entonces [ (P, HNG) <n,y
la demostracién por induccion estd acabada.

Caso 2: r > 0. Podemos multiplicar F' y G por constantes que conviertan a
F(x,0)yaG (x,0) en moénicos. Sea H = G—X*". Entonces I (P, FNG) =
I(P, FNH),ygrad (H (z,0)) =t < s. Repitiendo este proceso (imtercam-
biando el orden de F'y el de H sit < r) un nimero finito de veces, obtenemos
eventualmente un par de curvas A, B que caen en el caso 1, y que ademads
verifican [ (P, FNG) =1 (P, AN B). Esto acaba la demostracion.
Eristencia: Definamos I (P, F N G) por dimy, (O, (A?) / (F, G)). Deberemos
demostrar que satisface las propiedades (1)-(7). Como I (P, F' N G) depende
sélo del ideal de O (A?) generado por F' y G, las propidades (2), (4) y (7)
son obvias. Como un cambio de coordenadas afines induce un isomorfismo
de anillos locales, (3) es también evidente. Podemos, por lo tanto, suponer
que P = (0,0) y que todas las componentes de F' y de G pasan por P. Sea
O =0, (A?).

Si F'y G no tienen componentes comunes, I (P, FNG) es finito (en vir-
tud del corolario 24). Si F' y G tienen una componente comin H, entonces
(F, G) C (H), por lo tanto existe un homomorfismo de O/ (F, G) sobre
O/(H)elI(P,FNG) > dimy (O/(H)). Pero O/ (H) es isomorfo a O, (H)
y O, (H) DT (H), y dimI' (H) = oo por el corolario 16. Esto prueba (1).
Para comprobar (6), es suficiente probar que

[(P,FNGH)=1(P,FNG)+I(P,FNH)

para toda terna F, G, H. Podemos suponer que F'y GH no poseen compo-
nentes comunes ya que, de poseerlas, el resultado serfa evidente.

Sea ¢ : O/ (F,GH) — O/ (F,G) el homomorfismo natural, y definamos
una aplicacién k-lineal v : O/ (F, H) — O (F,GH) haciendo v (z) = G7%,
(las barras indican las clases residuales). En virtud de un teorema de suce-
siones exactas, es suficiente probar que la sucesién

0— 0/ (F,G)s %0/ (F,GH) % 0/ (F,G) — 0

es exacta.
Verificaremos que ¢ es uno a uno; es resto es facil. Si ¢ (Z) = 0; Gz =
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uF4+vGH, u,v €0. Elijamos S € k[z,y] con S (P) #0y Su=A,Sv=B,y
Sz =C € k[x,y]. Entonces G (C — BH) = AF en k [z, y].

Como F'y G no tienen factores comunes, I’ debe dividir a C' — BH, por lo
tanto C — BH = DF. Luego z = (B/S)H + (D/S) F, por lo tanto z = 0,
que acaba la demostracion.

La propiedad (5) es la més dificil. Sea m = mp (F'), n = mp (G). Sea [ el
ideal de k [z, y] generado por X e Y. Consideremos el siguiente diagrama de
espacios vectoriales y aplicaciones lineales :

Kol xkleal [ Y kedl [, B RO i pe — O
e
°lrey =  Cluminpe — 0
7, vy « son los homomorfismos naturales (de anillos), y 1 se define por
P (Z, E) = AF + BG. ¢ y 7 son evientemente epiyectivas, y como
V(I F,G) C {P}, a es un isomorfismo por el (cor. 25). Es facil ver que
la primera fila es exacta. Ello prueba que

dim(k [z,y] /I") + dim (k [x,y] /I™) > dim (ker (¢))

verificandose el igual si y sélo si ¢ es uno a uno, y que

dim (k [z, y] / (I, F,G)) = dim (k [z, y] /I™*") — dim (ker (¢))
Resumiendo todos estos resultados, obtendremos la siguiente lista de des-
igualdades :
I(P,FNG) = dim(0/(F,G)) >dim (O/ (I"™" F,G)) =
dim (k [z,y] / (I"™*", F,G)) >
dim (k’ [z, y] /Im+”) —dim (k [z,y] /I") — dim (k [z,y] /T™)

= mn

v

Todo lo cual prueba que I (P,FNG) > mn,y que [ (P,FNG)=mnsiy
sélo si las dos desigualdades de la lista anterior son igualdades. La primera
de dichas desigualdades es una igualdad si 7 es un isomorfismo, es decir, si
It C (F,G)O. La segunda es una igualdad si y s6lo si ¢ es uno a uno. La
propiedad (5) es, por lo tanto, una consecuencia del siguiente lema. =

Lema 36 (a) Si F y G tienen tangentes distintas en P, entonces I' C
(F,G)O parat>m+n—1
(b) ¥ es uno a uno si y solo si F' y G poseen tangentes distintas en P.

Daniel Miguel Ortiz, Joel Nava Lara 30 TESIS



CAPITULO 1. GEOMETRIA ALGEBRAICA 31

Demostracién. (a) : Sean Ly, ..., L,, las tangentes a F' en P, M, ..., M,
las tangentes a G. Sea L; = Ly, sii > m, M; = M, si j > n,y sea
Ayj=1Ly-...-Li- My-...- M paratodo 4,7 >0 (Ao =1). {A;j | i +j=1}
constituye una base del espacio vectorial de todas las formas de grado ¢ de
kz,y].

Para demostrar (a) es suficiente, por lo tanto, probar que 4;; € (F,G) O
paratodoi+j > m+n—1. Peroi+j > n+m—11implicaque: > m 6 j > n.
Sii>m, es Aj; = A,,B, donde B es una forma de grado t = ¢ 4+ j — m.
F = A,, + F', donde todos los términos de F’ son de grado > m + 1.
Entonces A;; = BF — BF’, donde cada uno de los términos de BF’ tiene
grado > i+ j + 1. Habremos terminado si podemos probar que I C (F,G)
para todo t suficientemente grande.

Este hecho es, sin duda, una concecuencia del “teorema de los ceros” :
sea V (F,G) = {P,Qx,...,Qs}, y elijamos un polinomio H tal que H (Q;)
0,H(P) # 0. HX,HY € I(V(F,G)), por lo tanto (HX)"  (HY)"
(F,G) C k|x,y] para un cierto N. H" es unitario en O, luego X", YV
(F,G) O y por lo tanto I?" C (F,G) O, como se pretendia.

m m |l

(b) supongamos que las tangentes son distintas y que
@b(Z,E) =AF+BG =0

es decir, que AF 4+ BG consta exclusivamente de términos de grado > m+n.
Escribamos A = A,+ términos de grado superior, B = B, + ..., luego

AF + BG = A, F,, + B;G,, + ...

Entonces debe ser r+m = s+ny A, F,, = —B,G,. Pero F,, y G, no tienen
factores en comunes, luego F), diviie a B, y G, divide a A,. Por lo tanto,
$>m, r > m,y en consecuencia (A, B) = (0,0).

Reciprocamente, si L fuese tangente comin a F'y a G en P, se tendria
F, =LF), _,, G, = LG,_,. Podemos entonces v (G}, ,—F,,_,) =0y por
lo tanto 1 no serfa uno a uno. Esto completa la demostracién del lema, y

también la del teorema 35. m

Teorema 37 Sean ' y G dos curvas planas y P un punto de A2, entonces

I(P,F NG) es unico y cumple las propiedades arriba mencionadas, ademds
I(P,FNG) =dimg(0,(A?) /(F,G)).
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Lema 38 Sean F' y G dos curvas planas y P un punto de A%. Si F y G
no tienen tangentes distintas en P entonces (x,y)! C (F,G)O para toda
t>m+n—1, donde m = mp(F) yn=mp(G).

Las propiedades del nimero de interseccién pueden ser reducidas a un
mimero menor de ellas, haciendo uso de algunas redundancias que entre ellas
se tiene. Por otro lado existen dos propiedades mas que son de interés.

8.- Si P es un punto simple de F entonces I(P, F N G) = ord5(G).

9.- Si F''y G no tienen componentes comunes entonces y [(P,FFNG) =
P
dimg (K[z, y] /(F, G)).

Podemos extender las definiciones dadas hasta ahora para variedades
afines al caso proyectivo, haciendo las aclaraciones previas correspondientes.

En el caso proyectivo las curvas planas son hipersuperficies en P2, y como
en el caso afin, diremos que dos curvas planas proyectivas F, G € K|z, y, 2]
son equivalentes si existe A € K tal que F' = AG. De esta manera una curva
plana proyectiva es definida como una clase de equivalencia bajo la relacién
anterior. Asi mismo definimos el grado de una curva plana proyectiva como
el grado de la forma que la define. A partir de este punto la notacién usada
para curvas planas proyectivas y las curvas planas afines serd la misma, si no
se presta a confusion, en cuyo caso se hard la aclaracion pertinente.

Notemos que, en algunos casos, se puede pasar del caso proyectivo al caso
afin, por ejemplo, si tomamos un P = (z,y, 1) entonces O(F’) es isomorfo a

O(m,y)(F* = F(Zlf,’y, 1))

Los resultados que hemos encontrado en el caso afin nos ayudan a dar
definiciones para el caso poyectivo. Una manera de hacerlo es deshomo-
geneizar una forma F, que define una curva proyectiva, y aplicar lo que
sabemos a Fj, que es una curva afin.

Definicién 39 Definimos la multiplicidad mp(F) de un punto P € P? en
una curva plana proyectiva de manera que, si P € U; con i1 = 1, 2 ¢ 3,
deshomogeneizamos F' respecto a x; y mp(F) = mp(F).
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La multiplicidad, definida de esta manera, es independiente de la eleccién
de U; e invariante bajo transformacién de coordenadas.

Si consideramos un conjunto finito de puntos de P2, digamos { Py, ..., P, },
entonces podemos encontrar una linea L que no pasa por ninguno de ellos.
Si F es una curva de grado d entonces F, = F /L% € k(F). Es claro que F
depende de la eleccién de L, pero también podemos ver facilmente que, si
tomamos una L que tampoco pase por ninguno de los P;, entonces F /L4 =
(L/ L')d F,,y como L, L’ es una unidad en cada Op,(P?) podemos decir que
F, es tnica en k(F) salvo unidades de NOp, (P?).

Tambien podemos ver que bajo transformaciones de coordenadas, podemos
hacer que L se convierta en la linea Z a infinito, luego, bajo la identificacién
natural de k(A?) con k(P?), notamos que nuestra nueva forma de definir F,
es la misma que la original, F, = F(z,y,1).

Si P es un punto simple de una curva irreducible F', entonces O,(F) es
un anillo de valuacién discreta.

Definicién 40 Sean F' una curva irreducible, P un punto simple de F y
G € k(F). Definimos la funcién de orden en k(F), y la denotamos ordk,
como

ord5(G) = ords(G.,)
donde G, € O,(P?) y G, € O,(F).

Definicién 41 Sean F y G curvas planas proyectivas y P un punto en P2.
Definimos el nimero de interseccién de F' y G en P, y lo denotamos por

I(P,FNG), como

I(P,FNG) = dimg(0,(P?) /(F.,G.))

Esta definicién es independiente de la forma en que tomemos F, y G,,
ademads cumple las propiedades 1-8 de la correspondiente al caso afin, toman-
do en cuenta que T' debe ser un cambio de coordenadas proyectivo y en 7 A
debe ser una forma con grad(A) = grad(G) — grad(F).
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Podemos definir a una linea L como tangente si I(P,F N L) > m,(F),
ademds P es un punto multiple ordinario de F' si F' tiene m,(F’) tangentes
distintas en P.

Dos curvas I'y G se dice que son proyectivamente equivalentes si existe un
cambio de coordenadas proyectivo 1" tal que FT = G, con lo cual el estudio
que se siga haciendo a lo largo de este trabajo se aplica por igual a curvas
proyectivamente equivalentes.

El siguiente teorema es de suma importancia en este trabajo, en él se de-
termina el nimero de intersecciones de dos curvas sin componentes comunes.

1.5. Teorema de Bezout

Teorema 42 (De Bezout) Sean F' y G curvas planas proyectivas, sin com-
ponentes comunes, y m = grad(F'), n = grad(G), entonces

> I(P,FNG)=mn

PcP2

Al combinar la propiedad cinco del nimero de interseccién y el teorema
de Bezout, podemos deducir los siguientes corolarios.

Corolario 43 Si F' y G no tienen componentes comunes entonces

> mp(F)ymp(G) < grad(F) grad(G)

PeP?

Corolario 44 Si F' y G se encuentran en grad(F') grad(G) puntos distintos,
entonces estos puntos son simples.

Corolario 45 Si dos curvas F' y G con m = grad(F') y n = grad(G), tiene
mas de mn puntos comunes,entonces tienen componentes comunes.
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Una aplicacién del teorema de Bezout nos muestra que si F' es una curva
irreducible de grado n y mp es la multiplicidad de F' en P, entonces

Zmp(mp—l) < n(n —1)
2 - 2
PeP?
Podemos mejorar atin més la cota que restringe a la suma, asi tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 46 Si F' es una curva irreducible de grado n y mp es la multipli-
ctdad de F' en P, entonces

mp(mp — 1 n—1)(n—2
s el =) (=)=

Pep?

Si aplicamos este teorema a los casos donde 1 < n < 4 podemos ver que
las lineas y las conicas irreducibles son no singulares, una cénica irreducible
puede tener a lo sumo un punto doble, las cudrticas irreducibles tienen a lo
sumo tres puntos dobles o un punto triple.

Para nuestro siguiente teorema, de suma importancia para nuestro tra-
bajo, necesitamos primero la siguiente seccion.

1.6. Ciclos

Definicién 47 Un cero-ciclo en P? es una suma formal > npP, donde np
PcPp?
es un entero, todos ellos cero excepto un nimero finito.

El conjunto de los cero-ciclos en P? forman un grupo abeliano, de hecho
isomorfo al grupo abeliano libre con base X = P? que se definié antes. El

grado de un cero-ciclo Y npP lo definimos como ) np. Un cero-ciclo es
PcP? PcP2
positivo si cada np es mayor o igual a cero, ademds podemos comparar de

cierta manera dos ciclos Y. npPy > mpP, diremos que Y. npP es mayor
Pcp? PcPp? PePp?
que Y. mpP,y escribiremos Y npP > > mpP, sicada np > mp.
Pep? Pcpp? Pecp?
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Definicién 48 Sean F' y G curvas planas proyectivas, sin componentes co-
munes, m = grad(F') y n = grad(G). Definimos el ciclo de interseccién de
F y G, ylo denotamos por F .G, como

F.G=)>Y I(PFNG)P

PcPp2

El teorema de Bezout nos asegura que F'. G es un cero-ciclo positivo de
grado mn.

Algunas propiedades del nimero de interseccién se heredan al ciclo de
interseccién, por ejemplo

(a) F.G=G.F
(b) F.GH=F.G+F.H

(c) Fu(G+ AF) = F .G si A es una forma con grad(A) = grad(G) —
grad(F).

Sopongamos que F, Gy H son curvas y que F'.G = F . H, es decir, H
intersecta a F' en un ciclo mayor que el correspondiente a G, esto plantea la
pregunta ;Existe una curva B tal que B. FF=H . F — G . F?

Notemos que en caso de que B exista, tiene que cumplir que grad(B) =
grad(H) — grad(G). Para encontrar tal B es suficiente que demos dos formas
Ay B de tal manera que H = AF + BG, con lo cual, al aplicar una de las
propiedades arriba mencionadas, tendremos que H.F = BG.F = B.F+G.F.

Condicién 49 (de Noether) Sean F, G y H curvas, F' y G sin componentes
comunes y P un punto de P?. Decimos que se satisfacen la condicion de
Noether en P, con respecto a F, G y H, st H, = aF, + bG, con a y b
elementos de O,(P?), es decir, H, € (F.,G,) C O,(P?).

El siguiente teorema relaciona propiedades locales con globales.

Teorema 50 (fundamental de Max Noether) Sean F, G y H curvas proyec-
tivas, F' y G sin componentes comunes. Entonces exiten formas A y B, con
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grad(A) = grad(H) — grad(F) y grad(B) = grad(H) — grad(G), tales que
H = AF + BG si y solo si se satisfece la condicion de Noether en todo punto
P que se encuentre en FFNG.

El uso de este teorema depende en gran medida de asegurar que las condi-
ciones de Noether se satisfagan en cada P de F' N G. Para ello necesitamos
la siguiente proposicién.

Proposicién 51 Sean F, G y H curvas proyectivas y P un punto de F' N
G. Si cualquiera de las tres siguientes condiciones se satisface, entonces se
cumple la condicion de Noether en P :

1.- I y G se intersectan transversalmente en P y P esta en H.

2.- P es un punto simple de F', y [P, HNF) > I(P,GNF).

3.- F y G tienen distintas tangentes en P, y mp(H) > mp(F)+mp(G) — 1.

La pregunta que se hizo en un parrafo anterior puede ser contestada ahora
en base al Teorema Fundamental de Noether y la proposicién anterior.

Corolario 52 FEuziste una curva B tal que B.F' = H.F —G.F si cualquiera
de las dos condiciones siguientes se cumple:

1.- F y G se intersectan en grad(F) grad(G) puntos distintos, y H pasa por
todos esos puntos, o

2.- Todos los puntos de F'N G son puntos simples de F', y H.F > G . F.

Como podemos observar, la condicién dos de este corolario se restringe
solo al caso en que los puntos en F' N G son puntos simples en F', como se
verd despues, podemos dar una condicién que quite esta restriccion, es decir,
para puntos multiples de F.

1.7. Teorema de Riemann-Roch

En lo que resta de este capitulo, C' serd una curva proyectiva irreducible,
f X — C el morfismo birracional del modelo no-singular X sobre C. K =
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k(C) = K (X) el campo de funciones. Los puntos P € X seran identificados
con los lugares de K, ord, designa la funcién orden correspondiente sobre K.

1.7.1. Divisores

Un divisor de X es una suma formal D = » npP, np € Z, y np = 0,
PeX
salvo para un nimero finito. Los divisores de X forman un grupo abeliano

que es precisamente el grupo abeliano libre sobre el conjunto X.

El grado de un divisor es la suma de sus coeficientes: grad (> npP) =
> np. Es claro que grad (D + D’) = grad (D) + grad (D’). D = Y npP se
dice que es efectivo (o positivo) si todo np > 0, y escribiremos > npP >
> mp si cada np > mp.

Supongamos que C' es una curva plana de grado n, y G es una curva plana
que no contenga a C' como una componente. Definimos el divisor de G, div(G)
como Y ordp (G) P, donde ordp (G) estéd definido por ordp (g), donde g es

PeX
la imagen de G, en el anillo O(C). Se verifica ademds que > ordp (G) =
PeX
Y I(Q,CNG). Por el teorema de Bezout, div (G) es un divisor de grado
QeC
mn, donde m es el grado de G. Nétese que el div (G) contiene més informacién

que el ciclo de interseccién G. C'. Para todo z € K, no nulo, definamos el
divisor de z, div (z), por Y ordp(z) P.
PeX

Como 2z posee solamente un nimero finito de ceros y polos div (z) es

un divisor bien definido. Si consideramos (z), = >, ordp(z) P, como el
ordp(z)>0
divisor de los ceros de 2,y (2),, = >, — ordp(z) P, como el divisor de los
ordp(z)<0

polos de z, entonces

div (z) = div (2), — div (2)

[e.9]

Nétese que
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div(zz") = div(z)+ div (2)

y
div (z7") = —div(z)

Proposicién 53 Para todo z € K no nulo, div(z) es un divisor de grado
cero. Una funcion racional tiene el mismo niumero de ceros que de polos,
siempre que se cuenten de forma adecuada.

Demostraciéon. Consideremos una curva plana C' de grado n. Sea z =
g/h, g, h formas del mismo grado en I'; (C); sabemos que g, h son clases
residuales de formas G, H de grado m en k|[z,y,z]. Entonces div(z) =
div (G) — div (H) , y hemos visto que div (G) y div (H) tienen grado mn. =

Corolario 54 Sea 0 # z € K, entonces las proposiciones siguientes son
equivalentes :

(i) div(z) = 0,

(i1) z € k, (di7) div(z) = 0.

Demostracién. Si div (z) = 0, z € O, (x) para todo P € X. Si z (Fy) = Ao
para algin Fy, entonces div (z — A\g) = 0 y grad (div (z — \g)) > 0, lo cual es
absurdo, salvo que z — A\g = 0, es decir, z € k. =

Corolario 55 Sean z, 2’ € K, ambos no nulos, entonces div (z) = div (%)
si y solo si 2 = \z para un cierto A € k.

Dos divisores D, D’ son linealmente equivalentes si D = D + div (z) para
un cierto z € k.

Proposicién 56 (1) La relacion = es una relacion de equivalencia.
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(2) Si D=0siysoélosi D=div(z), z € k.
(3) Si D = D', entonces grad (D) = grad (D’).
(4)Si D= D',y Dy = D} entonces D + Dy = D' + Dj.

(5) Sea C' una curva plana, entonces D = D’ si y s6lo si existen dos curvas
G, G’ del mismo grado tales que D + div (G) = D' + div (G').

Demostracién. (1)-(4) Son faciles de demostrar.

Para probar (5) basta escribir z = G/G’, ya que div(z) = div(G) —
div(G'). =

El criterio para las condiciones de Noether tiene una expresiéon elegante
en el lenguaje de divisores :

Supongamos que C' es una curva plana que s6lo posee puntos multi-
ples ordinarios. Para cada ) € X, sea rqg = m 7o) (C). Definamos F =
> (rg —1)Q. E es un divisor efectivo de grado ) rq (rg — 1). Toda cur-

QexX
va plana G tal que div(G) = E se denomina adjunta de C' si y sélo si

mp (G) > mp (C) — 1 para cada uno de los puntos (multiples) P € C. Si C
es no-singular, toda curva es adjunta.

Teorema 57 (del Residuo) Sea C, E como en el pirrafo anterior.
Supongamos que D, D' son divisores efectivos de X, y D = D’. Supongamos
que G es una adjunta de grado m, tal que div(G) = D + E + A, para un
cierto divisor efectivo A.

Entonces existe una adjunta G' de grado m tal que div (G') = D' + E + A.

Demostracién. Sean H, H' curvas del mismo grado tales que D+div (H) =
D" + div (H'). Entonces

div(GH) = div(H)+ D'+ E+ A= div (H') + E

Sea F' la forma que define a C. notemos que las condiciones de noether se
satisfacen para I, H' y GH, lueo GH = F'F + G'H’ para ciertos F', G’,
donde grad (G') = m. Entonces

div(G') = div (GH) —div(H)=D'+E+ A
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como se pretendia. m

1.7.2. El espacio vectorial L (D)

Sea D = npP un divisor de X. D selecciona un niimero finito de puntos,
y les asigna enteros. Deseamos determinar cudando existe una funcién racional
cuyos polos sean, precisamente los escogidos, y con polos no “inferiores” a
np en P; si es asf jcuantas reflexiones existen?.

Designamos por L (D) al conjunto
L(D)={f € K|ordp(f) > —np paratodo P € X}

donde D = > npP. Entonces una funcién racional f pertenece a L (D) si
div(f) + D > 0, o bien si f = 0. L(D) constituye un espacio vectorial
sobre k. Designado por [ (D) la dimensién de L (D) ; la proposicién siguiente
prueba que [ (D) es finita.

Proposicién 58 (1) SI D < D', entonces L (D) C L(D'), y

dimy, (L (D") /L (D)) < grad (D' — D)

(2) L(0)=Fk ; L(D)=0 si grad (D) < 0.

(8) L(D) es de dimension finita para todo D. Si grad (D) > 0, entonces
[(D) <grad(D)+1

(4) Si D = D', entonces | (D) =1(D’).

Demostracién. (1) D'=D+ P +---+ P,y L(D)CL(D+P)C---C
L(D+ P, +---P;), luego es suficiente probar que

dim (L= (D+ P)/L(D)) <1

Para comprobarlo, sea ¢ un pardmetro de uniformizacién de O (X), y sea
r = np el coeficiente de P en D. Definimos ¢ : L (D + P) — k por ¢ (f) =
(t™ f) (P) ;como ordp (f) > —r — 1, estd bien definido. ¢ es una aplicacién
lineal, y Ker () = L(D), luego ¢ induce una aplicaciéon uno a uno @ :
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L(D+ P)/L(P)— k que da el resutado.

(2) : Este se sigue de la prop. 53, cor. 54 y de la prop 56 (3).

(3) : Si grad (D) = n > 0, elegimos P € X, y consideramos D' = D —
(n+1)P

Entonces L (D') =0, y por (1), dim (L (D) /L (D’)) < n+1, por lo tanto
I(D)<n+1.

(4): Supéngase que D' = D + dim (g). Definimos ¢ : L(D) — L (D')
por ¥ (f) = fg. ¥ es un isomorfismo de espacios vectoriales, por lo tanto

(D) = 1(D").

Con mds generalidad, para todo subconjunto S de X, y todo divisor

D => npP de X, definimos grad® (D) = Y np, y
Pes

L (D)={f e K |ordp(f) > —np paratodo P € S}. m

Lema 59 Si D < D', entonces L° (D) C L° (D'). Si S es finito, entonces
dim (L% (D') /L® (D)) = grad® (D' — D).

Demostracién. Procediendo como en la prop 58 supondremos que D' =
D + P, y definiremos ¢ : L® (D + P) — k, por el mismo cambio. Debemos
probar que ¢ aplica L (D + P) sobre k, es decir, ¢ # 0, por lo tanto @ es un

isomorfismo. Entonces hemos de encontar en f € K con ordp (f) = —r — 1,
y con ordg (f) > —ng para todo @ € S. Pero esto es facil, ya que S es finito.
n

La proposicién es un primer paso importante para el calculo de las dimen-
ciones [ (D). La demostracién hace uso uinicamente del campo de funciones
racionales.

Proposicién 60 Sea x € K, x & k. Sea (x), el divisor de los ceros de x, y
sean = [K : k(x)]. Entonces

(1) (z), es un divisor efectivo de grado n.

(2) Eziste una constante T tal que [ (1 (z),) > rn — T para todo r.

Demostracién. Sea Z (z), = >_ npP, y sea m = grad (Z). Ante todo pro-
baremos que m < n.
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Sea S = {P € X |np >0} y elejimos vy,...,v,, € L7(0) tales que los
residuos vy, ..., o, € L°(0)/L%(—Z) formen una base de este espacio vec-
torial. Probaremos que vy, ..., v, son linealmente independientes sobre k (z).
Si no (quitando denominadores y multiplicando por una potencia de ), ob-
tendrfamos polinomios g; = \; + xh; € k[z] con > g;v; = 0, y no todos los
A; = 0. Pero entonces

Z)\{Ui = —thivi S LS(—Z)

por lo tanto > A\;v = 0, lo cual es absurdo. Luego m < n.
Lo que a continuacién sigue prueba (2).

Sean wq, ..., w, una base de K sobre k (x). Podemos suponer que cada w;
satisface una ecuacion del tipo

Ni—1
%

'LU:L’ + a;;w + = O,Clij ck [‘Til]

Entonces ordp (w]") < ordp (a;;w;"™’), que es imposible. Se sigue entonces
que para un cierto t > 0 se tiene que div (w;) +tZ = 0, ¢ = 0,1,....,n.
Entonces w;z™7 € L((r+t)Z) parai = 1,...,n, j = 0,1,...r. Como los
w; son independientes sobre k (x), y 1,27 %, ...,27" son independientes sobre
k, {w;z='|i=1,...n; j=0,...,r} son independientes sobre k. Por lo tanto
[((r+t)Z) >n(r+1). Pero

L(r+t)2)=1(rZ)+dim(L((r+t)2)/L(rZ)) <l(rZ)+tm
por la proposicién 58 (1). En consecuencia
l(rZ)y>n(r+1)—tm=rn—r1

como desedbamos. Finalmente, como rn — 7 <[ (rZ) < rm+ 1, si elegimos
r suficientemente grande, vemos que n < m. m

Corolario 61 Las siguientes proposiciones son equivalentes :
(1) C es racional.

(2) X es isomorfo a P!.

(3) Existe un v € K con grad (z), = 1.

(4) Para algin P € X, es(P) > 1.

Demostracién. (4) dice que existe un x € L (P), no constante, tal que
(x),, = P. Luego grad ((x),) = grad ((z)_,) = 1, por lo tanto [K : k (x)] = 1,
es decir, K = k (z) es racional. El resto es facil. m
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1.7.3. Teorema de Riemann

Si D es un divisor grande, L (D) también lo es. La proposicién 60 lo
prueba para un tipo especial de divisores.

Teorema 62 (Riemann) FExiste una constante g tal que
[(D)>grad(D)+1—g

para todos los divisores D. El menor de tales g se denomina género de X.
(o de K, o de C). g es un entero no negativo.

Demostracién. Para cada D, sea S (D) = grad (D) + 1 — [ (D). Deseamos
encontrar un g tal que S (D) < g para todo D.

(1) S(0) =0, por lo tanto g > 0, si existe.
S (D).
S (D).

Seax € K,v ¢k, yZ = (x),,y sea 7 el menor entero que verifica la
proposicién 60 (2). Como S (rZ) < 741 para todo r, y como rZ < (r + 1) Z,
deducimos de (3) que:

(2) Si D = D', entonces S (D) =
(8) Si D < D', entonces S (D) <

(4) S(rZ) =7+ 1 para todo r > 0 suficientemente grande.

Sea g = 7 + 1. Para acabar la demostracién, bastard probar que (por (2)
y (3)) que:

(5) Para todo divisor D, existe un divisor D' = D, y un entero r > 0 tal
que D' < rZ.

Para probarlo, sea Z = > npP, D = Y mpP. Deseamos que D' =
D—div (f), luego necesitamos que mp—ordp (f) < rnp paratodo P.Seay =
vy T = (PeX |mp>0yordp(y) >0} Sea f = [] (v— ()"

PeT
Entonces mp — ordp (f) < 0 siempre que ordp (y) > 0. Si ordp (y) < 0,

entonces np > 0, luego un r grande hard que se verifique. m
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Corolario 63 Sil(Dy) = grad (Dy) +1—g, y D= D" > Dy, entonces

I[(D)=grad(D)+1—g

Corolario 64 Sixz € K, x ¢ k, entonces

g=grad (r(z),) —(r(z)y) +1

para todo r suficientemente grande.

Corolario 65 FEuxiste un entero N tal que para todo divisor D de grado > N

I[(D)=grad(D)+1—g

Demostracion. Los dos primeros corolarios se demuestran siguiendo el mis-
mo camino que el de demostrar el teorema de Riemann. Para demostrar el
tercero, elijamos Dy tal que [ (Dy) = grad (Dg)+1—g, y sea N = grad (Dg)+g.

Entonces si grad (D) > N, grad (D — Dy) +1—¢ > 0, y , por el teorema
de Riemann, [ (D — Dy) > 0. Por lo tanto D — Dy + div (f) > 0 para un
cierto f, es decir, D = D +div (f) > Dy, y entonces el resultado se sigue del
cor. 63. m

Ejemplo 66 g =0 si y sélo si C es racional. Si C' es racional, g =0 (de la
prop 68 siguiente). Reciprocamente. si g =0, [ (P) > 1 para todo P € X, y
el resultado se sigue del corolario 61.

Ejemplo 67 g =1 siy sdlo si C es birracionalmente equivalente a una cibi-
ca no singular (caracteristica (k) # 2). Ya que si X es una cibica no-singular,
el resultado se sigue (de la proposicion 68). Reciprocamente, si g = 1, en-
tonces I (P) > 1 para todo P. Por la proposicion 58,  (P) = 1, y por el cor.
1 anterior, I (rP) = r para todo r > 0.

Sea 1, = una base de L (2P). Entonces (x),, = 2P, ya que si (v),, = P,
C seria racional. Luego [K :k(z)] = 2. Sea 1,2,y una base de L (3P).
Entonces (y),, = 3P, ast que y ¢ k(x), por lo tanto K = k(x,y). Co-
mo 1,x,y, 2% xy, 23, y> € L(6P), existe una relacion de la forma ay* +
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(bx +c)y = Q (x), Q un polinomio de grado < 3. Calculando ordp en ambos

miembros vemos que a # 0 y grad QQ = 3, por lo que podemos hacer a = 1.
3

Substituyendo y por y+1/2 (bx + ¢), podemos suponer que y* = H (x — ).
i=1

Si oy = g, entonces (y/ (v — al))2 =z — ag, luego x,y € k(y/ (x —aq));

pero entonces X seria racional, lo cual contradeciria el primer ejemplo. Por

lo tanto los «; son distintos.

3

Esto prueba que K =k (C), donde C =V (YQZ - H (X — oziZ)) es una
i=1

cibica no-singular.

La utilidad del teorema de Riemann depende que sea posible calcular el
género de la curva. Por su misma definicién el género depende sélo del modelo
no-singular, o del campo de funciones, por lo tanto dos curvas birracional-
mente equivalentes tienen el mismo género. Como disponemos de un método
para encontrar la curva plana que sélo posea puntos miltiples ordinarios que
ademds sea birracionalmente equivalente a una curva dada, la proposicién
siguiente es todo lo que necesitamos.

Proposiciéon 68 Sea C' una curva plana que sdélo posea puntos maiiltiples

ordinarios. Sea n el grado de C, rp = mp (C). Entonces el género de g de C
(n=)(n=2) _ T rp(rp—1)
L.

viene dado por la formula g = 5
peC

Demostracién. Por el cor. 65, necesitamos encontrar un divisor “grande”
D para que podamos calcular [ (D). El teorema de los residuos nos permite
encontrar todos los divisores efectivos linealmente equivalentes a ciertos di-
visores D. Estas dos observaciones conducen al cédlculo de g.

Podemos suponer que la recta Z = 0 corta a C' en n puntos distintos
Py, ..., P,, y se designa por F' la forma que define a C'.

Sean = ) (rg—1)Q, 19 =1p0) = mysq) (C) ysea E,, =m) P,—E.
QeX i=1
E,, es un divisor de grado mn — > (rp —1).
PeC
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Consideremos V;,, = {formas G | grad(G) = m y G sea adjunto de C'}. Co-
mo G es adjunta si y sélo si mp (G) > rp — 1 para todo P € C, podemos
aplicar un teorema sobre sistemas lineales de curvas para calcular la dimen-
sién de V,,,. Encontramos

(m+1)(m+2) _er(rp—l)

dim V,, >
i Ym = 2 2

con igualdad si m es grande. (notese que V,, es el espacio vectorial de las
formas, no el espacio proyectivo de las curvas).

Sea ¢ : V,, — L(E,) definido por ¢(G) = G/Z™ € K. ¢ es una
aplicacion lineal, y ¢ (G) = 0 si y s6lo si G es divisible por F.

Veamos que ¢ es exhaustiva. Si f € L (FE,,), se puede escribir f = R/S,
donde Ry S son formas del mismo grado. Entonces div (RZ™) > div (S)+ E
y se puede verificar que se cumplen las condiciones de Noether, por lo tanto
existe una ecuaciéon RZ™ = AS + BF. Luego R/S = A/Z™ EN k (F), y por
lo tanto ¢ (A) = f .(nétese que div (A) = div (RZ™) — div (S) = FE, luego
A € V,,.)Esto prueba que la sucesién de espacios vectoriales es exacta:

0= Wi 2 Vip 5 L(Ey) — 0

Donde W,,_,, es el espacio de todas las formas de gradom—ny ¢ (H) = FH
con H € W,,_,,, podemos calcular dim L (E,,), por lo menos para m grande
po un teorema de sucesiones exactas. Resulta, pues, que

para m grande. Pero como que grad (E,,) crece con m, se aplica el cor. 65
para acabar la demostracién. m

Corolario 69 Sea C' una curva plana de grado n, rp = mp (P), P € C.
Entonces

> 9

(n—1)(n—2) rp(rp—1)
2 -2 2

Corolario 70 Como en el cor. 69 si y_ TP(Tg_l) = (n_l);”_m, entonces C' es
ractonal.
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Corolario 71 (a) Con E,, como en la demostracion de la proposicion, toda
h € L(E,) se puede escribir h = H/Z™, donde H es una forma adjunta de
grado m.

(b) grad (E,_3) =29 —2. 1 (E,_3) > g.

Demostracién. Se sigue de la sucesién exacta construida en la demostracion
de la proposicién. Nétese que si m < n, entonces V,, = L (E,,). m

Ejemplo 72 Rectas y conicas son racionales. Ciubicas no-singulares tienen
género uno. Cubicas singulares son racionales. Puesto que una curva mo-
; ' ; (n—1)(n—2) : ~
singular de grado n, tiene género ~——=—=, no toda curva es birracional-
mente equivalente a una curva plana no-singular. Por ejemplo Y*X7 =
X* + Z* tiene un nodo, luego es de género 2, y no hay ninguna curva plana

no-singular que tenga género 2.

Si nos restringimos a trabajar con curvas f(z,y) € k[x,y] de grado d y
no singular entonces podemos calcular el género de la curva por medio de la
siguiente férmula, llamada Férmula de Pliicker:

_(d=1)d-2)
9=y

1.7.4. Derivadas y diferenciales

Sea R un anillo que contega a k, y sea M un R-médulo. Una derivacion
de R en M sobre k es una aplicacién k-lineal D : R — M tal que

D (zy) = xD (y) + yD (z) para todo =,y € R de donde se sigue que para
todo F € k[Xy,...., X, y x1,...,2, € R

D (F (x1,...,2,)) = ZF (#1, ..oy ) D ;)

como k estd en todos los anillos omitiremos la frase sobre k.
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Lema 73 Si R es un dominio cuyo campo de funciones es K, y M un espacio
vectorial sobre K, entonces toda derivacion D : R — M se extiende de forma
unica a una deriwacion D : K — M.

Demostracién. Sea z € K, z = x/y, z,y € R, entonces como que = = yz,
he de ser Dz = yDz+ 2Dy, de donde D (z) = y~ (D — zDy), lo que prueba
la unicidad. Si definimos D por esta férmula, no es dificil verificar que D esté
bien definida como derivacién de K en M. m

Deseamos definir diferenciales de R de modo que sean elementos de la
forma Y x;dy;,x;,y; € R, y que se comporten como las diferenciales del
célculo.

Esta definicién se puede dar de una manera mas facil, que se expone a
continuacion:

Para cada x € R sea [z] un simbolo y se considera el R-mdédulo libre F
sobre el conjunto {[z] | x € R}. Sea N el submédulo de F' construido en base
a los siguientes conjuntos de elementos:

@O {lz+y]—[z] - [y] |2,y € R}
(@) {\] = A[z] |z € R, A€ k)

(@3) {[vy] =z [y] —y[z] | v,y € R}

Se designa con Q, (R) = F//N el médulo cociente. Sea dx la clase residual
de [z] en F/N,y d: R — Qf (R) la funcién que aplica x en dx. Q) (R) es
un R-médulo, que llamaremos el médulo de las diferencias de R sobre k, y
d: R — Q (R) es una derivacion.

Lema 74 Para todo R—mddulo M, y toda derivacion D : R — M, existe un
homomorfismo tnico de R-mddulos ¢ : Qi (R) — M tal que D (x) = ¢ (dx)
para toda v € R.

Demostracién. Si definimos ¢’ : F' — M por ¢’ (> x;[yi]) = > x:D (y;),
entonces ¢’ (N) = 0, luego ¢’ induce ¢ : Qi (R) — M. Si z1,....,x, € R, y
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G € k[Xy,...,X,], entonces

n

d(G (21, 20) = Y _Ga, (21,00, ) day

i=1

Esto prueba que si R = k|[xy,...,z,], entonces € (R) es generado (como
R-médulo) por dzy, ..., dz,.

Analogamente, si R es un dominio con campo de fracciones K, y z =
x/y € K, x,y € R, entonces

dz =y tdr — y tady

En particular, si K = k (z1, ..., z,), entonces Q (R) es un espacio vectorial
de dimensién finita sobre K, generado por dx1,...,dz,. ®

Proposicién 75 (1) Sea K un campo de funciones algebraicas de una varia-
ble sobre k. Entonces Q (R) es un espacio vectorial de dimension uno sobre
K.

(2) (Sila caracteristica de k es0) Six € K, x ¢ k, entonces dz es una base
de Qi (R) sobre K.

Demostracién. Sea F' € k[X,Y] una curva afin plana con campo de fun-
ciones K,ysea R=k[X,Y]/(F)=klz,y|; K =k (z,y). Podemos suponer
que Fy # 0, por lo tanto F' no divide a Fy (ya que F es irreducible), es decir,
Fy (z,y) # 0.

La anterior discusién prueba que dx y dy generan )y (R) sobre K. Pero
0=d(F(x,y)) = Fx (z,y)dz+ Fy (z,y) dy

luego dy = udz, donde u = —Fx (z,y) Fy (z,y)~". Por lo cual dz genera
Q% (R), luego dimg (2 (R)) < 1. Por lo tanto podemos probar que Qj, (R) #
0. Por los lemas 73 y 74 bastard encontrar una derivacién nonula D : R — M
para algin espacio vectorial M sobre K. Sea M = K, llamaremos G a la
imagen en R de G € k[X,Y], y se considera D (G) = Gx (z,y) — uGy (z,y)
vemos ademds que D es una derivacién bien definida, y que D (x) = 1, por
lo que D # 0.
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De todo ello se sigue (como la caracteristica de k igual a 0) que para todo
f,t€ K, t ¢k, existe un elemento dnico v € k tal que df = vdt. Es natural
escribir v = fl—]; y llamar a v la derivada de f con respecto de . m

Proposiciéon 76 Sea K como en la proposicion 75, O un anillo de K de
evaluacion discreta, y t un pardmetro de uniformizacion de O. Si f € O,
entonces % €O.

Demostracion. Utilizando la notaciéon de la demostracion de la prop. 75,
podemos suponer que O = O (F) y P = (0,0) un punto simple de F. Para

z € K, escribamos 2’ en vez de %, t fijo a lo largo de toda la demostracion.

Elijamos N suficientemente grande para que ordp (z) > —N y ordp (y') >
—N. Entonces si f € R = k[x,y] se tiene que ordp (f') > =N,y f' =

fX (ZL’,y) z' + fY (l’,y) y,'

Si f € O, escribiremos f = g/h, g,h € R, h(P) # 0, Entonces f' =
h=2(hg' — gh’), luego ordp (f') > —N.

Ahora estamos en condiciones de acabar la demostracién. Sea f € O.

Escribamos f = Y M\t +tVg, \; € k, g € O. Entonces
i<N

Como ordp (¢') > —N, cada uno de los términos pertenece a O, luego ' € O,
como se queria. W

1.7.5. Divisores candnicos

Sea C' una curva proyectiva, X su modelo no-singular, K su campo de
funciones como antes. Sea Q2 = Q (K) el espacio de las diferenciales de K
sobre k; los elementos w € () también se pueden llamar diferenciales en X,
oen C.

Sea w € Q, w # 0, y P € X un lugar. Definimos el orden w en P,
ordp (w) como sigue: elegido un paramentro de uniformizacién ¢ de O (X)
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escribamos w = fdt, f € K, y se define ordp (w) = ordp (f). Para ver que
esta definicién no depende de la eleccién del parametro de uniformizacion,
sea u otro paramentro tal que fdt = gdu, entonces f/g = % € O (X) por la
prop. 76, y como ademds g/f € O (X), entonces ordp (f) = ordp (g).

Si0#w e Q, el divisor de w, div (w), se define por Y ordp (w) P. En la
PeX
proposiciéon 77 probaremos que sélo un nimero finito verifica ordp (w) # 0

para un w dado, luego la definicién del ord (w) es correta.

Sea W =div (w). W se denomina el divisor candnico. Si w' es otra diferen-
cial no nula de €2, entonces W’ = fw, f € K, luego div (w') = div (f)+div (w),
y div(w') = div(w). Reciprocamente, si W = W’ pondremos que W' =
div (f) + W,y entonces W’ = div (fw). Por lo tanto los divisores canénicos
constituyen una clase de equivalencia respecto a la equivalencia lineal. En
particular, todos los divisores canénicos tienen el mismo grado.

Proposicion 77 Supongamos que C' es una curva plana de grado n > 3 que

solo posea puntos miltiples ordinarios. Sea E = > (rq —1)Q, y G una
Qex
curva plana de grado n—3. Entonces div (G) — E es un divisor candnico. (Si

n =23, div(G) =0).

Demostracic’)n Escojamos coordenadas X, Y,Z en P? de tal forma que
Z-C = ZP“ P; distintos; (1,0,0) ¢ C; y que ninguna tangente a C' en un
punto multlple pase por (1,0,0). Se consideran = = X/Z, y=Y/Z € K,y
F la forma que define a C, con f, = Fx (z,y,1) y f, = Fy (z,y,1).
Sea E,, =m)_ P, — E.
i=1

Se considera w = dz. Como los divisores, de la forma div (G)—E, grad (G)
n — 3 son linealmente equivalentes, bastard probar que div (w) = E,_3 +
div (f,). Como f, = Fy/Z"!, es lo mismo que probar:

div (dz) — div (Fy) :—2ZP E ... (x).
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Notese primero que dz = — (f,/f.) dy = — (Fy/Fx) dy, por lo tanto
ordg (dx) — ordg (Fy) = ordg (dy) — ordg (Fx)
para todo @ € X.

Supongamos que @ es un lugar centrado en P, € Z N C. Entonces y~! =
Z]Y es un paramentro de uniformizacién de Op, (X), y dy = —y?d (y™!),
luego ordg (dy) 0—2. Como Fx (P;) # 0, los dos miembros de (*) tiene orden
—2en Q.

Supongamos que @) es un lugar centrado en P = (a,b,1) € C. Podemos
suponer que P = (0,0,1), ya que dx = d(z — a), y las derivadas no cambian
por traslacion.

Consideremos el caso en que Y es tangente a C' en P. Entonces P no
es un punto multiple (por hipdétesis), por lo tanto x es un pdrametro de
uniformizacién, y Fy (P) # 0. Ademds

ordg (dx) = ordg (Fy) =0
como pretendiamos.
Si Y no es tangente, entonces y es un parametro de uniformizacién en (),

luego ordg (dy) =0, y ordg (fz) = rél como querfamos. H

Corolario 78 Sea W un divisor candnico. Entonces grad (W) = 2g — 2
yl(W)=g.

Demostracién. Podemos suponer que W = E,,_3. Entonces aplicamos el
corolario71(b). m

1.7.6. Teorema de Riemann-Roch

En este célebre teorema se determina el término que falta en la desigual-
dad del teorema de Riemann para transformarle en igualdad.
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Teorema 79 Sea W un divisor candnico de X. Entonces para todo divisor
D
I(D)=grad(D)+1—-g+1(W - D)

Antes de probar el teorema, obsérvese que conocemos ya este teorema
para divisores de grado suficientemente elevado. Lograremos demostrar el
caso general si podemos comparar los dos miembros de la ecuacién precedente
para Dy P+D, P € X; obsérvese que grad (D + P) = grad (D)+1, mientras
que los otros dos términos no constantes cambian por 0 6 1. El niicleo de la
demostracién es, por lo tanto el

Lema 80 (de reduccion de Noether)
Sil(D)>0,yl(W—D-—P)#1(W — D), entonces

(D + P) =1(D)

Demostracién. Escojamos C' como antes con puntos multiples ordinarios, y

tal que P sea un punto simple de C'y por lo tanto Z-C = Y P;, P; distintos.
i=1

Sea E,, = mY_ P, — E. Los términos del enunciado del lema dependen sélo

de las clases de equivalencia lineal de los divisores implicados, por lo tanto

podemos suponer W = E, 3,y D = 0 (prop. 77). Luego L (W — D) C

L(E,_3).

Seahe€ L(W —D), h¢ L(W — D — P). Escribamos h = G/Z"3 G un
adjunto de grado n — 3 (cor. 71). div (G) = D+ E+ A, A > 0, pero A  P.

Tomemos la recta L tal que L-C' = P+ B, donde B consta de n—1 puntos
simples de C', todos distintos de P. div (LG) = (D+ P)+ E+ (A+ B).

Ahora se supone f € L(D + P); sea div (f) + D = D'. Debemos probar
que f € L (D), es decir D’ > 0.

Como D + P = D' + P, y ambos divisores son efectivos, aplicamos el
teorema del residuo, luego existe una curva H de grado n — 2 con div (H) =

(D'+P)+ E+ (A+ B).
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Pero B contiene n — 1 puntos distintos alineados, y H es una curva de
grado n — 2. Por el teorema de Bezout, H debe de contener a L como com-
ponente. En particular, H (P) = 0. Como P no estd en E + A + B, se tiene
que D1+ P = P o D' > 0, como se pretendia. m

Volvamos ahora a la demostracién del teorema. Para cada divisor D,
consideremos la ecuacién:

Demostracién. (Teorema de Riemann-Roch)

(*)p I[(D)=grad(D)+1—g+1(W - D)

Caso 1: [ (W = D)=0. Como g <1l (W) (cor. 78) y [ (W) <1 (W — D)+
grad (D), tenemos que grad (D) > g en este caso. Por el teorema de Riemann,
[ (D) > grad (D)+1—g > 1,ysi (x)p fuese falso serfa l (D) > 1. Probaremos
este caso por induccién respecto (D). Elijamos un P tal que [ (D — P) =
[(D)—1.8Si (%)p fuese falso, [ (D — P) > 0, por lo tanto el lema de reduccién
implicarfa que [ (W — (D — P)) = 0. Aplicando la hipétesis de induccién a
D—P,I(D—-P)=grad(D—P)+1—g,luego [ (D) = grad (D) + 1 — g,
que es (*)p.

Caso 2: [ (W — D) > 0. Este caso s6lo puede presentarse si grad (D) <
grad (W) = 2g — 2 (prop. 58). Luego podriamos elejir un D maximal para el
cual (x)p serfa falso; es decir (x)p,p serfa verdad para todo P € X. Esco-
jamos P tal que [ (W — D — P) = [ (W — D) — 1. Por el lema de reduccién,
I[(D+ P)=1(D). Como (%)psp es verdad, tenemos

I(D) = I(D+P)=grad(D+P)+1—g+1(W—D— P)
= grad(D)+1—g+ 1 (W — D)

como queriamos. ®
Corolario 81 [ (W) =g si W es un divisor candnico.
Corolario 82 Si grad (D) > 2g — 1, entonces | (D) = grad (D) +1 — g.

Corolario 83 Si grad (D) > 2g, entonces [ (D — P) = [ (D) — 1 para todo
PeX.
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Corolario 84 (Teorema de clifford). Sil(D) > 0,y (W — D) > 0, entonces
(D) < 3grad (D) + 1.

Demostracién. Los tres primeros son propiedades que se siguen directa-
mente del teorema, utilizando la prop. 58. Para el cor. 84, podemos suponer
que D =0, D' >0, D+ D" =W, también que [ (D — P) # [ (D), para todo
P, ya que en otro caso se razona con D — P y se consigna una desigualdad
mejor.

Elejido g € L (D) tal que g ¢ L (D — P) para cada P < D'. Entonces es
fécil ver que la aplicacién lineal  : L (D) /L (0) — L (W) /L (D) definida por
¢ (f) = fg (las barras designan las clases residuales) es uno a uno. Ademads
[(D')—1<g—1(D). Aplicando el teorema de Riemann-Roch a D’ se acaba
la demostracién. m

L (W — D) puede ser ademds interpretado por medio de diferenciales.

Sea D un divisor. Definimos §2 (D) como el conjunto {w € | div (w) > D},
que es un subespacio vectorial de §2 (sobre k). Sea § (D) = dimy Q (D), el
indice de D. Las diferenciales de €2 (0) se denominan diferenciales de primera
especie (o diferenciales holomérficas, si k = C).

Proposicién 85 (1) 0 (D) =1(W — D).
(2) Existen g diferenciales linealmente independientes de primer orden sobre
X

(3)1(D) = grad (D) + 1 — g + 6 (D).

Demostracién. Sea W = div (w). Definimos una aplicacién lineal
¢:L(W—D)— Q(D)

por ¢ (f) = fw, ¢ es un isomorfismo, que prueba (1),(2) y (3) se siguen
inmediatamente. m
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Capitulo 2

Teoria de Cdédigos

La comunicacién es de suma importancia en una sociedad, en el proce-
so de comunicacién intervienen cuatro elementos, a saber: fuente, mensaje,
medio y receptor. Este proceso se lleva a cabo cuando la fuente desea mandar
informacion, el mensaje, al receptor, para ello el mensaje debe ser transmi-
tido por un medio, en el cual se pueden presentar errores que cambien el
mensaje de manera que el receptor obtenga asf una informacién erronea.

En general, el objetivo de la teorfa de cédigos es la transmisién efecti-
va de la informacién, usualmente es confundida con la criptografia, que se
encarga de hacer segura la transmisiéon de los datos a travez de un medio,
estd centrada en la deteccion y correccion de errores que se puedan dar en el
proceso de la transmision de un mensaje.

Por ejemplo, el cédigo usado para catalogar los libros es el International
Standarized Book Number Code (ISBN) y es muy usado como se puede
observar, en la cubierta posterior de los mismos. Este es un cédigo que estd
a la vista, para poder ser decifrado por cualquier persona con conocimiento
de la clave, y ademds fue disenado para detectar exactamente un error, de
manera que si se presenta una anomalfa en la informacién esta pueda ser
detectada. Por desgracia este cédigo no permite saber dénde se ha cometido
el error, y por tanto no podremos corregirlo, pero deja abierta la posibilidad
de que el mesaje pueda ser enviado nuevamente.
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2.1. Parametros de definicion

A lo largo de este capitulo se dardn las bases necesarias para el desarrollo
de la teorfa de cédigos en general, con bases algebraicas. Es de vital impor-
tancia pues junto con el capitulo anterior dardn lugar al tema central de esta
tesis. Comenzamos con una definicién.

Definicion 86 Un alfabeto A es un conjunto de simbolos, los cuales son
conocidos por la fuente y el receptor. Un cédigo C' es un subconjunto de A",
con A" = Ax A X ..x An veces.

Es fécil ver que esta definicién estd en total concordancia con nuestra
intuiciéon de lo que es un alfabeto en las lenguas escritas. Por su parte un
c6digo representa un conjunto de palabras, que son formadas a partir del
alfabeto, justo como la lingiifstica lo senala.

En nuestro caso los alfabetos suelen ser campos finitos, es decir A = F,
con ¢ potencia de un nimero primo.

Los elementos de un cédigo, como en el caso lingiifstico, son llamados
palabras. Al ser un cédigo un subconjunto de A", definimos como la longitud
del cédigo a n. En caso de que A sea un campo finito, y C' un espacio vectorial
sobre el, entonces C' es llamado cddigo lineal sobre A, en cuyo caso podemos
calcular la dimension k de C' sobre A. Existen c6digos que no son lineales,
es decir, no se pueden ver como subespacio de A”, pero no seran tratados en
este trabajo. Existe un pardametro méas de los cédigos, el cual junto con n y
k da lugar a un cédigo.

Definicién 87 Definimos la distancia de Hamming entre dos puntos x,y €
Fy como d(x,y) := #{i | v # yi}.

Esta es una métrica, lo cual es facil de ver. El pardmetro que men-
cionabamos puede ser definido ahora.

Definicién 88 Sea C' un cddigo sobre un campo finito IF,. Definimos la dis-
tancia minima de C' como

dmin = min {d(z,y) |z #y € C}
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Podemos ver que, al definir el peso de una palabra como w(x) = d(z,0),
entonces la distancia minima de un cédigo corresponde al peso minimo de
las palabras en el cédigo distintas de cero.

La importancia de la distancia minima radica en la posibilidad que nos
brinda de establecer la cantidad de errores que un cédigo puede corregir, de
manera que no sélo detecta sino a la vez indica cual es el error. Al ser A™
un espacio vectorial y d una métrica, la distancia minima d,;, nos permite
crear bolas centradas en cada palabra de nuestro codigo de manera que, si el
radio es dmf%, no se intersecten. Lo anterior nos muestra que si una palabra
transmitida sufre a lo sumo % errores entonces caerd exactamente en
una de las bolas centradas en una de las palabras, con lo cual la palabra que
se envié se corrige inmediatamente al tomar como correccién al centro de la

bola.

Como hemos visto, los parametros que dan forma a cada cédigo son
esenciales, pero existen varias relaciones entre ellos que nos restringen a mo-
dificarlos a voluntad. Por ejemplo, si queremos corregir una gran cantidad
de errores tenemos que encontrar un cédigo con dp;, grande. A su vez si k
es grande el cédigo contendrd una cantidad de palabras grande, con lo cual
serfa un cédigo eficiente para transmitir informacién.

2.2. Cotas de los parametros

Los pardmetros que definen un cédigo cumplen algunas relaciones, que
nos permiten conocer las limitaciones de un cédigo.

Teorema 89 (cota de Singleton) Sea C' un cdédigo lineal sobre F, con pardame-
tros n, k y d. Entonces
d<n—k+1

Demostracion. Definamos el conjunto

W = {a: (a1, ..,an) €Fy | ag=ag1 = ... = a, = 0}
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el cudl, como es facil ver, tiene distancia minima, y dimension, a lo sumo
d — 1. Esto nos indica que CNW = @ y por lo tanto

dim(CUW) = dimC +dimW
= d+k—1

Pero C' y W son subespacios de By, por lo tanto
dm(CUW)=d+k—1<dimF; =n

con lo que la cota es correcta. m

Como este trabajo solo se ocupa de cddigos lineales no entraremos en
detalles acerca de las modificaciones arriba mencionadas.

Cabe resaltar que existen cédigos que cumplen la igualdad de la cota de
Singleton, estos cédigo son llamados de Mdzima Distancia Separable o MDS,
y su importancia radica en la optimizacién de los pardmetros, por lo cual
siempre es bueno encontrar cédigos que pertenezcan a esta clase.

2.3. Cébdigos

2.3.1. Lineales

En este momento tenemos herramientas suficientes para comenzar a de-
sarrollar cédigos de manera explicita, al menos los algoritmos que los generan,
y encontrar los pardmetros y otras propiedades que puedan tener.

Los cédigos lineales estan definidos sobre un campo finito y se trabaja
con espacios vectoriales sobre este campo, de manera que podemos expresar
a las palabras que conforman al c6digo como imagenes de una transformacién
lineal entre espacios vectoriales.

En general, si tenemos un campo finito F, entonces cualquier subespacio
de un espacio vectorial definido sobre nuestro campo puede verse como un
c6digo. La dimensién £ del subespacio es la dimension de nuestro cédigo,
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la dimensién del espacio vectorial es la longitud n del cédigo y la distancia
minima d de éste es el peso minimo de las palabras diferentes de cero del
subespacio.

Un elemento fundamental de la teoria referente a los cédigo lineales es la
posibilidad de generarlos por medio de una matriz, llamada matriz generado-
ra, la cual puede encontrarse dando una base para nuestro cédigo, recordemos
que es un espacio vectorial, veamos.

Si C es un cédigo lineal de longitud n sobre un campo finito F, y % es
la dimensién de éste, entonces podemos encontrar una base para C', digamos
{X1, ..., X}, de manera que cualquier palabra a de C' puede verse como

o = a1X1 + ...+ (lka

= (al, ceey ak)A
X
donde (ay,...,a;) € Fi y A = : una matriz k£ X n. A la matriz A le
Xk

lamaramos matriz generadora del cédigo C.

2.3.2. C(Cdbdigo Reed-Solomon

Comenzamos con definir al espacio vectorial L;_; de polinomios en una
variable respecto al campo [Fy.

Definicién 90 Sea IF, un campo finito y F,[z] el anillo de polinomios en una
variable sobre el campo F,. Definimos a Ly_; como

Ly = {f € Fyfa]] grad(f) < k}

Ademds es facil observar que es un espacio vectorial sobre F, de dimension
k.

Una vez definido este espacio, y pidiendo que 1 < k < ¢ — 1, podemos
construir el cddigo Reed-Solomon RS(k,q) tomando

RS(k,q) = {(f(en), ..., flag-1)) |f € L1}
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donde «; € IFZ, es decir, «; es unidad.

Una forma alterna de construir este cédigo es usar la geometria algebraica,
teniendo conocimiento de las definiciones de divisores y los espacios L(D).
Veamos pues que si tomamos el espacio proyectivo Pi = {(a, 1)l € F,} U
{(1,0) = Py} y definimos al divisor D = (k — 1)P, entonces el espacio
L1, de la definicién anterior, es isomorfo al espacio L(D), basta identificar
cada f € Lj_; con su homogeneizacién f* € F [z, y]. De estas ideas podemos
deducir que el cédigo Reed-Solomon RS(k, q) puede escribirse como

RS(k,q) = {(f(P1), ... f(Pg-1)) |f € L((k = 1)Pec) }
teniendo en cuenta P; = (a, 1) con a; € ;.

A continuacién veremos la importancia de estos cédigos, la cual radica e
que pertenecen a la clase de cédigos MDS.

Teorema 91 Los cddigos Reed-Solomon son MDS.

Demostraciéon. Calculemos los pardmetros que caracterizan a un cédigo
Reed-Solomon RS(k,q), y veamos que cumplen la igualdad en la cota de
Singleton.

Notemos primero que estos son cédigos lineales, pues podemos ver que
RS(k,q) C FI~!, mas aun, tomando el mapeo de evaluacion € : Ly_; — FI~!
y recordemos que € es lineal.

Claramente la longitud n = ¢—1 y la dimensién es a lo sumo k. Para ver
que la dimension del cédigo es exactamente k basta demostrar que el mapeo
evaluacién es inyectivo, para ello supongamos que existen f, g € Li_1 y que
e(f) = €(g), esto dltimo implica que el polinomio f — ¢ tiene al menos ¢ — 1
raices, con lo cual su grado es al menos ¢ — 1 > k. Pero f — g € Ly, por
lo cual f = g y el mapeo evaluacién es inyectivo, asi pues la dimensién del
codigo es k.

Para probar la igualdad de los pardmetros notemos que si f € Ly 1y
w(e(f)) = d = dpm entonces f tiene al menos n — d raices, por lo cual
su grado es al menos n — d < k — 1, que reescrito nos da la desigualdad
d > n — k + 1. Pero por la cota de Singleton sabemos que para todos los
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cédigos lineales se cumple que d <n —k+ 1, porlotantod =n—k+ 1,y
el codigo RS(k,q) es MDS. m

Como acabamos de ver, hemos introducido las ideas de geometria alge-
braica a la teoria de cddigos, esta es una de las principales aportaciones
debidas a Goppa, que en los anos 70’ desencadené un estudio intensivo de
las aplicaciones de la geometria algebraica a la teoria de codigos.

De manera concreta Goppa desarrollo un algoritmo que generaliza los
cédigos de Reed-Solomon.

2.3.3. Cddigo Reed-Solomon geométrico

Siguiendo la propuesta de Goppa, tomemos una curva proyectiva plana y
no singular, con gen(x) = g, sobre el campo finito F; y sea D un divisor sobre
X que cumple 2g — 2 < grad(D) < n . Definimos P = {P,, ..., P,} C x (F,)
un conjunto de puntos racionales sobre y de manera que P y el soporte de D
tienen interseccién vacia, es decir, ningin P; es polo de f € L(D), més atin
f(P;) € F, para cualquier f € L(D)y P, € P.

Definimos ahora el cédigo Reed-Solomon geométrico asociado a x, Py D
como

COP.D) ={(f(P1), ... f(Pa)) |f € L(D)} C Fy

o bien, usando la notacién del mapeo de evaluacién
C(x,P,D) = e(L(D))
donde €(f) = (f(P1), ... f(Fa)) .-

Observacion 92 Al ver este codigo con la notacion anterior es sencillo ver
que, al ser L(D) un espacio vectorial sobre F, y € lineal, el cédigo es lineal de
longitud n. La dimension del cédigo esta acotada por (D) y es exactamente
I(D) siy solo si el mapeo de evaluacion es inyectivo, es decir, si y solo si el
kernel de € es trivial.

Los pardmetros del cédigo construido se pueden calcular a partir del si-
guiente teorema, pero primero enunciaremos un lema que nos servira para
calcular la dimensién del cédigo.
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Lema 93 La dimension del cédigo Reed-Solomon geométrico C(x,P,D) es
[(d).

Demostraciéon. Basta demostrar que el mapeo de evaluacién es inyectivo,
para lo cual tomemos f € L(D) y supongamos que €(f) = 0. Entonces

f(P) = .= f(F) =0

por lo que el coeficiente de cada P; en div(f) es al menos 1. Como el soporte
de D es disjunto de P tenemos que

div(f)+D—iPizO

=1

por lo cual f € L (D — ZR) . Recordemos ahora que deg(D) < n, por

=1

n
lo tanto deg | D — ZR) es negativo y su espacio asociado de funciones
i=1
racionales es trivial. Asi pues f =0. =

Teorema 94 FEl cédigo Reed-Solomon geométrico C(x, P,D) tiene pardme-
tros (n, k,d) = (n,deg(D) +1—g,d) cond>n—k+1—g.

Demostraciéon. Ya vimos que el cédigo es lineal de longitud n. Ademés
k = 1(D) = deg(D) + 1 — g por el teorema de Riemman recordando que
deg(D) > 2g — 2, solo falta acotar la distancia minima para completar la
demostracion.

Tomemos €(f) = (f(P,), ..., f(P,)) una palabra del cédigo con peso mi-
nimo d # 0, es decir, exactamente d coordenadas de nuestra palabra son cero,
sin pérdida de generalidad tomemos f(Py1) = ... = f(FP,) = 0. Como en la
demostracion del lema anterior, esto significa que

div(f) + D — znjpizo

1=d+1

por lo cual deg (D - > R-) > 0, es decir deg(D) — (n — d) > 0, que
i=d+1
substituyendo deg(D) nos da la cota para d. m
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Este teorema nos muestra la importancia de escoger una curva con género
g relativamente pequeno respecto a n.En general el problema fundamental
para la construccién de un cédigo Reed-Solomon geométrico se centra en dar
una base fi, ..., fr para el espacio L(D), pues de esta manera €(fi, ..., €(fx)
es una base para nuestro cédigo. Esto significa que la matriz generadora de

C(x,P,D) es

2.3.4. Cdbdigo Reed-Solomon generalizado

Para esta clase de c6digos necesitamos tomar n < ¢, un @ = (aq, ..., ;) €
[y, con la restriccion de que los «; sean distintos a pares y un v = (U1, .oy Up) €
[Fy donde las coordenadas son no cero aunque no necesariamente distintas.
Una vez que tenemos a y v escogemos un k fijo que cumpla 1 < k < ny
definimos al cédigo Reed-Solomon generalizado

RSGi(a,v) = {(v1f(a1),...,onf(an)) |f € Li—1}

En la préctica los vectores oo y v son llamados de evaluacion y de escala
respectivamente.

Resulta que los cédigos asi definidos cumplen con la cota de Singleton,
como lo demostraremos en el siguiente resultado.

De la misma manera que construimos un cédigo geométrico correspon-
diente a los c6digos Reed-Solomon, podemos construir un cédigo geométrico
para los Reed-Solomon generalizados, basta escoger un vector de escala y
aplicar el proceso visto en la generalizacién al cédigo Reed-Solomon geo-
métrico.

Daniel Miguel Ortiz, Joel Nava Lara 65 TESIS



CAPITULO 2. TEORIA DE CODIGOS 66

2.3.5. Codigos de Goppa

Una clase importante de cédigos son los llamados Cédigos de Goppa, que
se construyen a partir de herramientas de geometria algebraica, y es el motivo
por el cual el primer capitulo de este trabajo se dedicé a establecer conceptos
como divisores, espacios L(D), diferenciales sobre curvas y el teorema de
Riemann-Roch.

Comenzaremos la construccién de estos codigos tomando una curva proyec-
tiva plana y no singular, con gen(x) = g, sobre el campo finito I, y sea
D un divisor sobre x que cumple 29 — 2 < grad(D) < n . Definimos
P ={P,....,P,} C x(F,) un conjunto de puntos racionales sobre x de ma-
nera que P y el soporte de D tienen interseccién vacia, por lo que ningin P,
es polode f € L(D), més atn f(P;) € F, para cualquier f € L(D)y P, € P,

n
por ultimo P = ) P,. Como hemos visto se piden las mismas condiciones
i=1
que en la contruccién de los cédigos Red-Solomon geométricos, mas adelante
se verd el porque de estas similitudes.

Definimos el cddigo de Goppa C*(x,P,D) de longitud n sobre F, como

C*(x. P.D) ={(Rp,(f), -, Rp, (/)| f € (D — P)} C Fy

recordando que Rp,(f) es el residuo de f en el punto P;, es decir a_; en la
representacion f = Y a;t' con t el pardmetro uniformizante (generador del
anillo maximal correspondiente al anillo O de funciones racionales definidas
en P).

Los pardmetros de este cédigo los calcularemos en el siguiente teorema.

Teorema 95 El ciédigo C*(x,P,D), de longitud n, tiene dimension k* =
n — grad(D) + g — 1 y distancia minima d* > grad(D) — 2g + 2.

Al observar los valores de los pardametros de un cédigo de Goppa podemos
deducir una relacién con el correspondiente Reed-Solomon bajo la misma
curva, puntos y divisor D. Esto nos lleva al iltimo teorema de este trabajo,
un teorema que relaciona estos dos codigos.
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Teorema 96 Sea una curva proyectiva plana x no singular, con gen(x) =
g, sobre el campo finito F, y D un diwvisor sobre x que cumple 2g — 2 <
grad(D) < n . Definimos P = {Py,..., P,} C x(F,) un conjunto de puntos
racionales sobre x de manera que P y el soporte de D tienen interseccion
vacia y por ultimo P =Y P,. Entonces los cddigos C(x,P,D) y C*(x,P,D)
i=1

son duales.

Demostracién. Al calcular las dimensiones k y k* vemos que k + k* = n,
asi que sélo falta demostrar que el producto interno de cualquier palabra del
codigo C(x,P,D) con otra de C*(x, P,D) es cero.

Sea f € L(D)y ¢ € Q(D — P), por la definicion de cada cédigo asegu-
ramos que la diferencial f¢ no tiene polos, con excepcién de posibles polos
de orden 1 en los puntos P, ..., P,. El residuo de fy en P; es f(P;)Rp,(p),
pero la suma de residuos de una diferencial en una curva no singular es cero,
por lo tanto tenemos

0= > S(P) R (o)

que es el producto interno de las dos palabras de los c6digos. De esta manera
se demuestra la veracidad del teorema. m
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Capitulo 3
Ejemplos

Para finalizar este trabajo expondremos algunos ejemplos de los cédigos
que presentamos en el capitulo anterior.

3.1. Cuartica de Klein sobre [y

Trabajaremos sobre el campo finito Fg = {0, 1, o, a?, ..., a®} de ocho ele-
mentos, donde a® = o+ 1, el cual es isomorfo a *2#!/ (@3+a+1), Y con la curva
x definida por 23y + 32 + 232 = 0 llamada la cudrtica de Klein, la cual es
una curva no singular con, aplicando la férmula de Pliicker, género g = 3 y
24 puntos racionales.

Los puntos racionales en Fg de esta curva se calculan tomando en cuenta
que un punto P = (z,y, z) es racional para nuestra curva dependiendo de
algunas relaciones entre ellos

Si zyz = 0 entonces Pe{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, lo que es fécil de
verificar.

En caso contrario, si zyz # 0 entonces podemos tomar a z = 1, recordemos
que esto es posible al trabajar en coordenadas homogeneas, y y = o' para
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algun 7€ {0, ...,6} . Continuando con este razonamiento, podemos calcular
By+yir+P2r=0"+a¥"4+2=0

que arroja una solucién x = a3'n, con ne {a, a?, a*} . El resto es combinatoria,
y contando 24 puntos racionales.

Definimos @ = (0,1,0) y P como la suma de los restantes 23 puntos
racionales de x sobre Fg, D = 10@) serd nuestro divisor para construir el
codigo C(x, P,D). Este tiene dimensién k = 10 — 3 + 1 = 8, longitud n = 23
distancia minima d > 23 — 10 = 13. Notemos que grad(D) = 10 con lo cual
(D) =8.

Ahora encontraremos una base para el espacio L(D), y de esta manera
daremos la construccién explicita del cédigo. Comencemos por notar que los
divisores correspondientes a las funciones “/, y ¥/, vienen dados por

(*/z) = 3P — P —2Q
(“/.) = Pi+2P,—3Q

con P, = (0,0,1) y P»(1,0,0). De ellos podemos deducir que las funciones
(*/.)"(¥/.) € L(D) cuando se cumple

0 < 2i+3j<10
0 < i<2j

Las soluciones a estas desigualdades arrojan un total de 8 funciones con polos
en () de 6rdenes 0, 3, 5, 6, 7, 8, 9 y 10 respectivamente, y como la dimensién
de L(D) es 8, las funciones encontradas forman una base para este espacio.
Al sustituir las coordenadas de los puntos racionales de y en estas funciones
obtenemos una matriz generadora 8 x 23.

3.2. Hexacddigo

Para este ejemplo trabajaremos con el campo Fy = {0,1,a,a?}, con
a? = a+1, y la curva y dada por la ecuacién 2%y + ay?z + az?z = 0, esta
curva es de género g = 1 con lo que obtendremos un cédigo C'(x, P,D) con

distancia minima d > n — k, de hecho veremos que este es un cédigo MDS.
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Los puntos racionales de la curva x sobre F, vienen dador por la siguiente
tabla, donde las filas representan las coordenadas de cada punto

Ty oz
PP 1 0 0
P, 0 1 0
P, 0 0 1
P, 1 a o
P, 1 o «
P11 1
Q 1 « 1 1
Q 2 1 « 1
@R:s 1 1 «

6

Definamos ahora P = > P,y D = 2Q; + Q2 de grado 3. El espacio L(D)
i=1

tiene dimension [(D) = 3 y una base para el son las funciones

o= x
b x+y+az
_ Y
2 = T +y+ a2z

o’z
fs =
T+y+a‘z

Esto se deduce a partir de que la funcién x +y + a2z es no cero en Q; y Qs
ademds de que la ecuacién x + y + o?2 = 0 corta a y en Q; y es tangente
a x en (). Este cédigo tiene longitud n = 6, dimensién k£ = 3 y distancia
minima d > 3.

La matriz generadora de este cédigo es

A:

S O =
o~ o
_ o O
SRR N SRS
S = S,
—_ S

de la cudl podemos ver que la distancia minima, que es igual al peso minimo
de las palabras de nuestro cédigo, es d = 4, con lo cual se cumple la igualdad
de la cota de Singleton para estos pardametros y el cédigo es MDS como
habiamos planteado.
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3.3. Reed-Solomon (8,3,5)

Tomemos la curva y definida por 2® + y3 + 22 = 0, sobre Fy, que tiene 9
puntos racionales, a saber aquellos que tienen una coordenada cero, otra uno
y la restante cualquier elemento de I distinto de cero, los cuales se presentan
en la siguiente tabla

S R oo oR

Q
o

QS

¥
)—\»—t»—tOOOQMQ — <
OO ===

acliacBacBaviiacBacBaciiavE®

Q

o

ademads la curva tiene genero g = 1. Definimos a n = 8 y tomemos D =
3(0,0,1) y P la suma de los restantes puntos racionales. Una base para el
espacio L(D) viene dada por las funciones 1, */(42.) ¥ ¥/(y+-) con lo que
k = 3. Con estos datos podemos comprobar que la matriz generadora de
nuestro cédigo C'(x, P,D) viene dada por

1 111 1 11 1
0 001 aa &> 1 a o?
o> «a 00 0 1 1 1

de la cual podemos ver que la distancia minima d = 5.

3.4. Cbdigo de Goppa clasico

Una manera de construir cédigos de Goppa es la siguiente.

Sea L = {ay,...,a,,} un conjunto de n elementos distintos de Fym y g
€ F,m [z] un polinomio no cero en ningun punto de L. Definimos el cédigo
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de Goppa clésico I'(L, g) como

ruhm::{cewwq§: G :O(Hmdw}

T — oy

Veamos ahora que este cédigo puede definirse de la manera que presentamos
en el capitulo anterior. Tomemos P, = (1,4), @ = (1,0) y P = > P,
i=1

Si definimos F como el divisor de los ceros de g sobre la linea proyectiva
entonces I'(L,g) = C*(P, E — Q) , es decir

' _dr e Q(E—Q-—P)

C
Tr — O

cel(L,g) <~ Z

La matriz generadora de el cédigo I'(L, g) viene expresada en términos de los
puntos «; y el polinomio g como sigue

g(ap)™ g(an)™
alg(al)_l ang(an) !
aj tglar)™ ol g (on) ™!

donde r es el grado del pdlinomio g. Al observar la matriz podemos ver
el parecido que hay entre ésta y una matriz generadora de un cédigo dual
para el caso de cédigos Reed-Solomon generalizados, lo que se justifica por
el teorema 96.
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