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Resumen

La tesis doctoral “Superintegrabilidad en Ecuaetomiferenciales de la Fisica” esta
integrada por las investigaciones reportadas erafibsulos publicados [1-5] y otro mas
enviado [6] a publicar, asi como en las contriboe® presentadas en varias reuniones
especializadas [7, 8, 9]. Las soluciones para evauwpotencial anular [1] y para el
potencial radial tipo Pdschl- Teller 1l [2] congttas por el método de Nikirov-Uvarov se
presentan en el capitulo 2. La captura de un élegor una molécula polar, que ha sido
estudiada en coordenadas esféricas y esferoided&dgs, en el tema del capitulo 3, con
énfasis en el comentario [3] a la carta de AlhaigdBahlouli [10]. El capitulo 4 presenta
sucesivamente los operadores de desplazamientdapaagticula en pozos circulares [4] y
esféricos [5] como extensiones naturales a losadmja unidimensional [11]. El trabajo
recientemente completado sobre el &tomo de hidodgenfinado en angulos diedros [6]
constituye el capitulo 5, e ilustra el efecto depomiento por confinamiento de la simetria
de rotacion del sistema superintegrable y de la®tsias que sobreviven. El capitulo 6

contiene una discusion general y conclusiones d&@ecsobre los sistemas investigados.



Abstract

The doctoral thesis “ Superintegrability of Diffatal Equations of Physics” is integrated
by the investigations reported in published [1-3ld asubmitted [6] articles, and in
contributions to specialized meetings [7, 8, 9]e Holutions for a new ring potential [1]
and the radial Poschl-Teller 1l [2] constructed the Nikiforov-Uvarov method are
presented in Chapter 2. The capture of an elediyoa polar molecule, which has been
studied in spherical and prolate spheroidal coatéis Is the subject of Chapter 3, with
emphasis on the comment [3] on Alhaidari and Bdlikletter [10]. Chapter 4 presents
successively the displacement operators for th&cpain circular [4] and spherical [5]
wells, as natural extensions to those of a one-asinaal box [11]. The recently completed
work on the hydrogen atom confined by a dihedrajl@rn6] constitutes Chapter 5,
illustrating the symmetry breaking effect by coefiment on the rotational symmetry
breaking effect by the confinement on the rotatiyanmetry around the z-axis of the
superintegrable system, as well as the survivimgnsgtries. Chapter 6 contains a general

discussion and specific conclusions on the invastid) systems.
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Capitulo 1
Introduccion

Este capitulo tiene el proposito doble desentar el concepto general de
superintegrabilidad ilustrado con los ejemplos feam@s de las ecuaciones de Laplace, de
Helmholtz [1], y de Schrddinger para el osciladoné@nico [2] y el &tomo de hidrogeno en
tres dimensiones [3, 4]; y los casos especificopatenciales que hacen exactamente
solubles a las ecuaciones de Schrédinger [5-1#ljferentes situaciones de interés fisico y
matematico, y que son la base del proyecto defigaesin para la tesis doctoral.

El concepto familiar de integrabilidad @s kecuaciones diferenciales parciales de la
fisica conlleva las ideas de separabilidad de llawas al admitir soluciones factorizables
en productos de funciones de cada una de las cwatde independientes, y de integracion
de las respectivas ecuaciones diferenciales ordmasatisfechas por las funciones
respectivas y que contienen constantes de separamdunes. El concepto de
integrabilidad se extiende al concepto de supenatelidad en el caso de las ecuaciones
diferenciales parciales que son separables en mas distema de coordenadas. Aqui
podemos simplemente citar los ejemplos especifi®da ecuacion de Laplace y de
Helmholtz separables en 17 y 11 sistemas de coadden[l], respectivamente, y la
ecuacion de Schrodinger para el oscilador arméseparable en coordenadas cartesianas,
cilindricas circulares, esféricas, esferoconalespara el atomo de hidrogeno en
coordenadas en esféricas, esferoconales, parabyglesferoidales prolatas [3, 4].

La integracidn de las ecuaciones diferdesiardinarias en que se separan las
ecuaciones diferenciales parciales originales seeél&zado a lo largo de los afios usando
diferentes métodos alternativos. Entre ellos seamtcan: la transformada de Laplace [12],
series de Fourier [13], el método de series de np@s de Frobenius [14], la
transformacion de Darboux [15], el formalismo detdaizacion [16-18], la integral de
trayectorias de Feynman [19, 20], el método de mieaacuantica supersimétrica
(SUSYMQ) [21, 22], el método de Nikiforov-Uvarov 1Y) [23], regla de cuantizacion
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exacta [24], y regla de cuantizacion propia [25. hotivacion y bases matematicas y/o
fisicas de estos métodos se pueden reconocer dmissoisas respectivas, constituyendo
parte de la fisicomatématica.

Es bien conocido que las soluciones expbcide las ecuaciones diferenciales
ordinarias de las referencias [1-4] pertenecensdldémnadas funciones especiales de la
fisica. Algunas propiedades comunes de algunadlate son: ortogonalidad y completez
dentro del dominio de sus variables independientdaciones de recurrencia segun el
grado y orden o derivadas, formulas de Rodrigwegsesentaciones integrales de Schlafli,
representaciones como funciones hipergeométricasfurciones hipergeométricas
confluentes, y funciones generadoras [26].

También reconocemos la existencia de fumesiogeneradoras comunes para las
soluciones completas de las ecuaciones diferesgmeciales respectivas en los diversos
sistemas de coordenadas en que se separan: Edreta separacion entre dos puntos o
potencial de Coulomb es la funcion generadora deflaciones armonicas en los 17
sistemas de coordenadas y la onda plana es fugeideradora de las ondas de los 11
sistemas de coordenadas en que se separan lasoresade Laplace y Helmholtz,
respectivamente [27]; las referencias [2] y [4]niifecan las funciones generadoras
comunes para las funciones de onda completas digda armonico [2] y del atomo de
hidrogeno [4].

Cuando la autora decidio iniciar sus estsidie doctorado, consulté con sus posibles
asesores sobre los temas de investigacion quedléapaoofrecer para su tesis. El profesor
Dong sugirio temas relacionados con el método d#dddov- Uvarov que probablemente
es el menos conocido en la comunidad de fisicam &mdujo a los problemas que se
presentan en el capitulo 2, en que se identificouavo potencial anular angular separable,
la Ec. (2.1), y un potencial radial tipo Pdschligell, la Ec. (2.2), sugeridos por el método
N-U mismo, y se construyeron las soluciones dedasciones de Schroédinger respectivas.
El profesor Ley-Koo sugirié algunos problemas quieabia anticipado en el capitulo 3 de
la referencia [28] dedicado a sistemas cuanticodirados. Uno de ellos esta relacionado
con la captura de un electrén en el campo eléctlijpolar de una molécula, y otro con el
atomo de hidrégeno confinado por un angulo diegue, se reportan en los capitulos 3y 5

de esta tesis, respectivamente. En su momentapfespr Dong sugirié el problema de



extender su trabajo previo sobre operadores dexssgedescenso para la particula libre
confinada en una dimension cartesiana [29] al dasla particula en un pozo circular en
dos dimensiones que se presenta en detalle empi@liload4, en el mismo también se da a
conocer la extension para la particula en un pe#erieo. Los diversos problemas quedan
apropiadamente enmarcados dentro del esquema densegrabilidad de la ecuacion de

Schrodinger para potenciales diversos de interdsiea atdmica, molecular y matematica.
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Capitulo 2

Potenciales separables y sus

soluciones exactas

2.1 Introduccion

De los métodos de solucion de la ecuacg8chrodinger mencionados en la primera
parte de la introduccion, el método de Nikiforovddw (N-U) [1] es uno de los mas
recientes. En este capitulo se emplea este métado gonstruir las soluciones de dos
potenciales especificos que a continuacion seibdescr

El primer potencial corresponde a un pasmo-central,

V(r,0)=%Mw2r2+ " [’7+A°°§H+B°°§3}, em(o,’—g, (2.1)

2M r? sirf @ codd

dondewm denota la masa w, la frecuencia de la particula. Los parametposA y B
describen propiedades del potencial y las condésiode frontera sog(=0)=0y
w(6=ml2)=0.El potencial es la superposicion de un osciladoroaico isotropico y un
potencial centrifugo modulado por una funcion aagah el interval@m<g< 772, que le da
la caracteristica de potencial angular. Este paese ilustra en la Figura 2. 1.

Los potenciales no-centrales con modulaciigular han adquirido un interés
creciente en areas de fisica molecular [2-5]. Dibenencionar que al potencial novedoso
con dependencia angular de Berkdemir [4] es mateamaénte equivale al investigado en
[5]; sin embargo, mientras [4] no define explicieate el intervalo en que se resuelve la
ecuacion de Schrddinger, aqui se destaca la inmuistalel mismo. En caso de que se
toma el intervalo completo< &<, el potencial doblemente anular admite soluciones
con paridad definida con respecto a reflexionesekmlano ecuatoriab=7/2. Las
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soluciones de la ecuacion de Schrédinger son difesede las reportadas en esta tesis,

pero son de interés para investigaciones futuras.

[
o

1
A

n+A c0s20+B cos49)/(sin29 0039)

pmEEEESSsEESSEE .-
L d

f©)

-
Cammmm==™
A TR SR N

T ] T T R T T E I L
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Figura 2. 1: Grafica de la parte angular del potencial Ec. (2.1) con los parametros 7 =0.003, A=0.2,
B =0.04, en funcién del dngulo @ en intervalo 0< &< 77/ 2 regién angular de interés fisico. Linea punteada

en el intervalo 77/ 2< @ < rrexcluido.

El segundo potencial es un potencial cededipo Poschl-Teller I [6, 7],

V, +V,cosh@r)

sink? @r) 22)

v(r) =

dondeV,, V, y a son los parametros con las condicioNgsV, >0, V, <0. La Figura 2.2

represente este potencial. La estructura de esta@al es ideal para ilustrar la solucion de

la ecuacién de Schrodinger por el método de N-U.
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Figura 2. 2: Grafica del potencial de la Ec.(2.2) con respecto a la variable I' para los parametros v, =20,

V,=-19Y a=0.9.

Este capitulo se organiza como sigue. Eset&ion 2. 2 se revisa el método efectivo
Nikiforov-Uvarov. En la seccion 2. 3 estudiamosnakvo potencial (2.1) y el potencial

tipo Poschl-Teller 1l (2.2) usando este métodoakirente se presentan las conclusiones

del capitulo.

2. 2 Método de Nikiforov-Uvarov

El método N-U se basa en las solucionesadecion diferencial lineal de segundo
orden general con funciones especiales. Para engat dado, la ecuacién de Schrodinger
se puede separar en ecuaciones diferenciales nadinalgunas de las cuales se reducen a
una ecuacion diferencial hipergeométrica a traeésrdcambio de variable apropiado. Este
tipo de ecuacion diferencial de segundo orden smeuratar por el método N-U de
manera efectiva.

La ecuacion diferencial de tipo hipergeatoétgeneralizado tiene la siguiente forma:

w9+ T 9+ y(g=o, (2.3)

a(s) (9
donde7(s) es un polinomio de grado hasta 1(s) y ag(s) son polinomios de grado hasta

2. Las ecuaciones de esta forma se obtienen diveesas ecuaciones de Laplace y de
8



Helmholtz en sistemas de coordenadas curvilineasepanétodo de separacion de
variables, y en la discusion de tales problemaddorentales en mecénica cuantica como
el movimiento de una particula en el campo esférizde simétrico, oscilador armonico,
las soluciones de las ecuaciones de Schrédingexs RiKlein-Gorden para el potencial de
Coulomb, y el movimiento de una particula en camptéctricos homogéneos y
magnéticos. Ademas la ecuacion (2.3) también vimdos problemas tipicos en fisica
atomica, molecular y nuclear. Entre las soluciaeetas ecuaciones de la forma (2.3) estan
varias clases de funciones especiales: los polo®oritogonales clasicos tales como los de
Jacobi, Laguerre, y Hermite; Legendre, funcionpgitgjeométricas y funciones de Bessel.

Usando la factorizaciap(s) = ¢(9 Y 9 para reducir la Ec. (2.3) a una forma mas
simple, obtenemos un conjunto de ecuaciones

0O, 19 au 019, 6B T, OUB) | s
=0. .
w9+ ( 49 (sj”(3+(¢(s+¢($a—( 5 o )sj ¥(3=0. @4

Para prevenir que la Ec. (2.4) sea mas tioaga que la ecuacién original (2.3), es

natural requerir que el coeficiente de la derivgti@) tenga la formar(s)/o(9, donde

r(s) es un polinomio de orden hasta 1, asi que

& :@’ (25)
#(s) o(9
donde
m(9)=2[r(9-7(3], @
la cual es un polinomio de orden hasta 1. Segamglaente identidad
#'(s) :(mj' +(¢'< sjz :(n( s]’ +( n( ﬁjz 27
#(s) o(9 #(9 o(3) \oa(3
la ecuacion (2.4) tiene la forma de una ecuaciteraticial de tipo hipergeométrico
oK (S+1(3 Y3+ 3y =0 (28)
donde
1(s) =7(9 +27m(9, 9.
a(s)=0(9+m(9+m( 37( -0’ ( B+7()o( )< (2.10)



Las funciones(s)y &(s) son polinomios de grado hasta 1 y 2, respectivament

Consecuentemente la Ec. (2.8) es una ecuacionndisitaa forma que la Ec. (2.3). Asi que
ya encontramos una clase de transformaciones quambia el tipo de ecuacion, es decir

las transformaciones inducidas por la factorizagi§s) = ¢(9 Y $, dondeg(s) satisface
Ec. (2.5) con un polinomio arbitrario linea(s) .
Ahora, es necesario urfs) apropiado para que la Ec. (2.8) pueda ser lo nmaglesi

posible y conveniente para estudiar las propiedddéas soluciones. Debemos seleccionar

los coeficientes der(s) para que el polinomi@(s) en la Ec. (2.8) pueda ser divisible por
o(s),i.e.

a(s)=Ao(9, (2.11)
donde es una constante. Esto es posible porque si igoaldos coeficientes de las

mismas potencias de la variabfeen ambos lados de la Ec. (2.11), obtenemos tres

ecuaciones en tres constantes desconocidasyldos coeficientes de(s). Entonces la
Ec. (2.8) se puede reducir a la forma

a(s)Y,(9+7(9 ¥( 3+4 X =0, (2.12)
donde las solucioneg, (s) satisfacen la formula de Rodrigues

B, d"
p(s) ds

Ya(9) = (" (90(3] (213

con una constante de normalizaci@y y una funcion de pes@(s) que cumple la

ecuacion de Pearson

So®n(s]=1(30( 1)
Las funcionesrr(s)y el parametrod se definen como sigue:
MS):JI(S);f(gi\/[U'($;f( ﬂ —o(9+ o (3, (2.15)
A=k+7(9). (2.16)

A pesar de qug(s) tiene que ser un polinomio de grado hasta 1, lalasiical tiene

que ser el cuadrado de un polinomio. Esto es mosifilo si su discriminante es cero, lo

cual define la constante. Asi la funcion apropiada esta dada por

10



A=A =-n7'(9 —% nn-)o'(9, ~=0,12,... (2.17)

donde la derivada dg(s) = 7( s) + 277( g tiene que ser negativa.

2. 3 Aplicaciones

2. 3. 1 Potencial anular nuevo

Se escogen las unidades naturalesM = w=1 por simplicidad de modo que la

ecuacion de Schrédinger toma la forma:

1[a(,9), 1 a(. 9 1 9 _ .
{2_[6_( 22610 aag) V) E}‘” (60)=0.@19

donde el potenciaV (r,d) esta dado por la Ec. (2.1). Para un potenciatiesf@omamos
la eigenfuncién comoy(r,8,¢)=ru()H (™ /J2r (mOZ) en la Ec. (2.18),

obteniendo dos ecuaciones diferenciales de seqadéo paraH (6?) y u(r)

sing dg

1 d ( d JH(H){/\— nf _n+ Acos 6+ Bcosd

ing 9
el sirf 8 sirf @ coéd

e } H(6) =0, (2.19)

dzu(r)
dr?

+[2E—r2—%}u(r):o, (2.20)

dondem?’y A son constantes de separacion.
Primero estudiamos la ecuacion dependidatéa variabled. Se define una nueva

variable x = cos' 8, la ecuacion (2.19) se transforma a

d2H(x)+ 1-3x dH(X_ | -(A+ BX+(A\- M- Axn
d¥  2x(1-X) dx 4% (1= X

Se compara esta ecuacion (2.21) con la Ec.(2.8),igentificar los siguientes polinomios:

F(X)=1-3x, g(X)=2x(1- x), 6 (X)=-(\+ B)x+ \— m— Axn. (2.22)

} H(x)=0. (2.21)

Sustituyendo éstos en la Ec. (2.15), nos queda

) :1;2)(1—; aX + bxt C, (2.23)

11



donde los pardmetros estan dados por
a=1+4(\+B)-8k, b=8k-4NA-nmM- A 12), ¢ & A (2.24)
La condicién de que el discriminante sea cero, esir,dA =b*>-4ac=0, permite

determinark, con dos valorek, , = (—C+ ab)/2, donde

a=.1+47, b=\n+nf+ A+t B, &= 27-A+ M+ 4 (2.25)
Con estos, podemos encontrar cuatro posiblesienks pararz(x) como sigue:
. @-2h)x-a), k=- (b,
71(X) 25(1_ X)+ 1 1 (2.26)
E[(a+2|o)x— a] . k== (e,
Para que la derivada da(x)=7(x)+2m(x)=2+a- (at+ 2b+ 4)x sea negativa,
seleccionamos la forma mas adecuadarlg como

71(X) :%(1— x)—%[(é& 2b) x- Na] , para k= ——; (c+ "ab) (2.27)

Asi que con las Ecs. (2.16), (2.17), (2.22) y (R.2Btenemos valores de los paramettos
y A

A :—%(5+1+ a+ab+2b), A =20+ 2 Ca 21 (2.28)

HaciendoA = A, podemos obtener la relacion entrg A:

/\:(1+ 20+ +nt + A+ B)(1+ 2n+4n+ M+ A BrI 47)+ - B (2.29)

donden=n, Acontiene las contribuciones de la parte dependigéatéa variabled del
potencial. Obviamente si los parametrps A= B=0, entoncesA es igual a/(/+1),
donde/ =1+2n +m.
Ahora vamos a construir la funcion de omtig) . Al resolver las Ecs. (2.5) y (2.14),
usando las Ecs. (2.22) y (2.27), obtenemos
#(x) = x4 1= %", p(R= (1~ X’ (2.30)

Sustituyendop(x) en la Ec. (2.13), nos permite obtener el polinoy{x) como sigue:

12



(9= B2 X0 9 X 4. @31

Esta funcién es muy similar a la definicion de poinios de Jacobi excepto por un factor

no importante [7],
a, _(_1)“ — A\ a - dn _ +a +
Re(@ == 97 [0 7 @ 3] (2.32)

Si tomamosz =1- 2x, obtenemosy, (x) O P“#)(1- 2x)dondea =4/2, S =b, entonces

las funciones de ond#(x) se pueden expresar en la siguiente forma

H(x) = C, x4 (1- xY2 p¥20)(1- 2%, (2.33)
Usando la relacion entre la funcion hipergeometyitos polinomios de Jacobi [7]
o MNn+l+a) 1-z
@p (5= \NT17d) _ : A=z
P (2 T+ a) ZFl( nma+pB+La+1, 5 J (2.34)

la funcion de onda dependiente de la variabkee reescribe como:

H,(00 = Cx= /40— 32, F{— nor2e bl % | (2.35)

dondeC, es la constante de normalizacion.

Finalmente, vamos a construir las solugode la ecuacion radial (2.20), la cual es

esencialmente un problema de oscilador arménictesndimensiones. Se introduce una

nueva variables = r?, y la ecuacion radial se convierte en

d’u(9, 1 d(3, 2 Es 5A

u(s) =0. 2.36
d 2s ds 2¥ 9 (2.36)

Comparando ésta con la Ec. (2.3), encontramos
f(s)=1, o(9)=2s (9=2Es 5A. (2.37)

Siguiendo el mismo proceso que para encortirex) , se obtiene que

1 (Sim} SR (2.38)
E’—' (S_;m] kzzE-%M |

La forma mas adecuada dgs) es

13



71(s :%—[s——;mj , parak = E——;m (2.39)
Lospolinomiosz(s) y 7'(s) correspondientes son
7(s)=2-2s+J1+ 4\, 7' (5)=-2< 0 (2.40)
En base de las ecuaciones (2.16) y (2.17), alvessdl= A, obtenemos
E:2q+1+%m. 42)
Sustituyendo la Ec. (2.29) en la Ec. (2.41), ohtevgeel espectro de energia como

E=2n +1+\/3‘1+(/7—B)+(1+ 2n+yn+ M+ A I%(l+ 2p+n+ h+ A By ¥ 47) (2.42)

donden, es el nimero cuantico radiak en la Ec. (2.41) es la constante de separacion en

la ecuacion angular y juega el papel de la magmeldérmino centrifugo. Sin considerar

las contribuciones de los parametrpsAyB, el potencial (2.1) se reduce al oscilador

armonico esférico y la ecuacion (2.42) para lagiaese convierte en
E=2n +£+g. (2.43)

Ahora buscamos las eigenfunciones corratipotes de la ecuacion radial. Resolver
las Ecs. (2.5), (2.6), (2.13), (2.14) consideraladdEcs. (2.37)-(2.39), podemos encontrar

¢(S) — e—s/2 §l+x/ﬁ)/4’ p( 32 —es @/ 2’ (244)
y (9= B 2" ¢ % Z%( e B2 (2.45)

Comparando con la férmula de Rodrigues de los polios de Laguerre asociados

1 _,d"
Lo (s)=— € s"—( e §™), 2.46
(=5 (€ 8) (2.46)

e

entoncesy, (s) U Ly (9 dondeyu =1+ 4)/2. Comou(s) =4(9 ¥ 3, obtenemos
u, (9= D, €92 &VEN g (g (2.47)

dondeD, es una constante de normalizacion.
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2. 3. 2 Potencial tipo Pdschl-Teller II

En esta seccion se construye la solucibpatencial tipo Pdschl-Teller Il, Ec. (2.2),
usando emismo método N-U. La solucion de la ecuacion der@thger se restringal
caso de la onda d&(l =0),

_1d%(r) Vi +V,cosh@r)

u(r)=Eulr), 2.48
2 dr? sinkf @r) (r) (1) (2.48)
Se definen los siguientes variable y parametroosie
z=tanl? (%j , (2.49)
g= V2B (2.50)
a

Sustituyéndolos en la Ec. (2.48), obtenemos la aéoa diferencial de tipo
hipergeométrico

d2u(Z) 3z-1 db( j (2—1)[\/1_\/24.(\/2_ \{) 1_ £2 B
dz’ +22( 1) dz +{ 0% z( z1f € z1y u(z)_o. (2.51)

Comparando esta ecuacion con la Ec. (2.3), ten&asaslaciones siguientes
0(2)=221- 2, 1(9=1-3z

2.52
02)= Z{(z-DIV- U+ (V- V) §-4 2. 52

Sustituyendo las Ecs. (2.52) en la Ec. (2.15), rodteos
m(z) =5 - 2 { 28V~ W+ @-8 k" 053

- 22]8V, + (1- 4Ky’ - &%a” [+ 8( + L+ a )’
Recordando el método N-U, tenemos queerhgue el discriminante sea igual a cero

para determinar la constarie

2 1
k=-F(\prefatraten), u=_—\84+V)+a". (2.54)

Con esto, obtenemos cuatro soluciones posiblespa)a

(26 =2+ p, para k== (\, + &%’ ~ea’s),

m2)= (1= ! (2.55)
(26 + 1)z— p, para k= —?(\/2 +&fa’+ea’y).
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Aqui seleccionamos(z) = (1~ 2)/2-(2e+u) z-u con k=-2(V, +&’a’ +ea’u)/a’® de

donde se obtiene que

1(2)=7(2+2m()=2+2u—- 24X+ u+ 2) (2.56)
con la condicién de que su derivada sea negativa
dizr(z)=—2[2+ 2+ )< 0. (2.57)

Ahora usando las Ecs. (2.16) y (2.17) podemoshéskys valoresde A y A, como sigue:

A= —i2[4v2 +at (4 26) (1 2+ )| (2.58)
2a

A =2n[n+2e+p+1, n=012,. (2.59)

Usando el hecho de que= A, y resolviendo para, nos permite obtener

g:%[—(1+ 2n)+v -y, V:%‘/8(Vl—\/2)+a2, (2.60)

de los cuales conseguimos los niveles de enerd@sdstados ligados, Ec. (2.50)
_ 0’2 2 _ 1 261
E, ——?[V—,u—(1+ 2n)”, n=0,1, 25 W—p— 1 (2.61)

donde[f] indica el entero mas grande menor fle Segun las definiciones de los
parametrosy y v dadas en las ecuaciones (2.54) y (2.60), los @stdgjados
E <Osolamente existen ¢V, +V,) >0y V, <0, las cuales coinciden con los resultados

obtenidos en las referencias [8, 9].
Ahora vamos a construir las eigenfunciorfdstesolver las Ecs. (2.5) y (2.14), y

usando las Ecs. (2.52) y (2.55), obtenemos

b2)=2 (1- 37, 2)
p(2) = 2'(1- 2%, (2.63)
De éstas y de la relacion (2.13) de Rodrigues
— n -2¢ dn + £
Ya(9= AZ (1= 37| 2ha- F (2.64)
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esta funcion tiene la forma de los polinomios deoBBacomo la Ec. (2.32). Obtenemos

y (20 P**)(1-22. Las funciones de onda se pueden encontrar gestdoy (2) y

ecuacion (2.62) en la relacian(z) =¢,(2 y,( 2como sigue:

1+£ c
u,(2=N22(1- 3 P*(1-2%, (2.65)
dondeN es la constante de normalizacion.

Segun la relacion (2.34) entre las funcsohgergeométricas y los polinomios de

Jacobi, reescribimos las funciones de onda comuesig

u(=CZ1- ¥, H-nrm20+e+y 4,5+ 12} (2.66)
donde
_Lu
5—4+2. (2.67)

Ahora vamos a calcular la constante de abracion C . La condicion de

normalizacién

S TR ¢,
dr=| /" dz=1 2.
Jo lon @ dr= [ = 92 (2.69
requiere que
%zj:(l- 222 E[-n k20 +e+1 4D+ 1 2,F d= . (2.69)

Para calcular la integral que aparece en la E69)2primero calculamos su valor para los

casos especiales=0,1,2,3,4,5,..

17



mesc(e )y (L2 D) |
T TA-26N @2+ D+ 2)
A1+ 2y 32+ D) (2)
(1+40YT (3 2+ D+ 2)’
RR+2x)H 2y B2 2N (2)
(B+40P(+ BT B2 D+ 2)
3B4B+ x )2+ 2)H 20 (T2 4N @) (2.70)
(5+40Y 3+ DY (+ B (7/2+ 20+ %)’
6144(4+ )3 2 )2 2 )& 2N (92 &N &)
(7T+40V 5+ DY+ D H 65T 92 a+ 2 )
12880(5+ Z )(4 2 )(3 2 )(2 &2 @ &2 (118 o) £2
O+V(T+HOYG+DYF 5 * 6T (112 &+ 2)

Si reordenamos algunas formulas en las ecuacioriesaes, encontramos un patrén para

cualquiern,

22 0n1[(20), ] @+ 26) T @ 2+n+ D (2)
[(40)0 ] T@ 240+ 2D+ )

(2.71)

2 OnI[(25),,.]° @+ 26)T (L 2+ n+ DY (2)
[(40),,.] TW2+n+ 2+ %) ’

donde(x),denota el simbolo de Pochhammer y se define

(2.72)

_IFx+n
(X)n - F(X)

Simplificando la Ec. (2.71) o (2.72) tenemos

= X(X+1)--- (x+ n-1). (2.73)

[a-zp22 B[-n 20 +e+yayp+ 128 d

_ nIr@2+ 25T @+ n+ %) - (2.74)
2T (U2+4n+ 207 I 2+n+ D+ 2)

De las Ecs. (2.69) y (2.73), finalmente determinsutaoconstante de normalizacion como
sigue:

18



c= 20T (Y 24n+ DY L2 n+ D+ 2)
- NIC(L/2+ 20T (L+ n+ 2)
_ [2aeT (n+pu+1F (n+u+2+1)
- nIT(u+1)2r (n+2¢ +1)

(2.75)

donde se usa la formula (2.67).

2. 4 Conclusiones

En este capitulo primero se revisa el n@thdU. Luego, proponemos un nuevo
potencial no central llamado oscilador armonicdl@ryi obtenemos sus soluciones exactas
por el método N-U. Ademas, estos resultados olasntdl vez puedan tener algunas
aplicaciones posibles, por ejemplo, a algunos ram$e simétricos axiales en quimica
cuantica. Asi mismo presentamos las solucionega&xde la ecuacion de Schroédinger con
un potencial tipo Pdschl-Teller Il en el caso delaneS a través del mismo método.
Construimos las soluciones, incluyendo su normeiiraque previamente no se habian
calculado expresandolas en términos de los polio®mé Jacobi o bien por las funciones
hipergeométricas. Ademas se muestra que este mésoamy efectivo y sistematico para
resolver la ecuacion de tipo Schrédinger con tgudenciales solubles conocidos.

Para finalizar este capitulo, queremosalgunos comentarios acerca del potencial
tipo Poschl-Teller 1l. Primero, este potencial @srénte con los potenciales tradicionales

de Pdschl-Teller incluyendo los tipos Pdschl-Tdlbeil, los cuales estan dados por [10]

VPT.|:h20,2{ v(v-1) + U —1) )}’ (Osa(r—ro)sl—g; (2.76)

2m | sia(r-r,) coda (-r,

_h*a’ v(v-1)  p(u+l) _
Ver = 2m [sinhza(r—ro) cosRa I(-r, J a(r =)0, 2.77)

dondev>1, x>1.Cuandov=001, este potencial (2.77) reduce al potencial dedsc

Teller modificado (MPT) [11]
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Vo

Vi =——0
MPT " coslf ax

(2.77)

Segundo, como se ha mencionado en el resumen gaeyaquier potencial central se
puede resolverlo en coordenadas esféricas y coadden esferoconales, entonces
podriamos estudiar el potencial tipo Pdschl-Tdllesn coordenadas esferoconales en el

futuro.
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Capitulo 3

Electron en el campo de una
molécula con un momento dipolar
eléctrico

3.1 Introduccién

El problema del momento dipolar eléctrico minimoapgue una molécula polar pueda
ligar a un electrén fue investigado independientémelesde 1966 [1-3]. Efectivamente,
Levy-Leblond en su articulo sobre “Captura eledt@mpor moléculas polares” establecio

el valor critico p =1.63x 10 ues.cm para el momento dipolar capaz de ligar a un

electron, analizando los casos de un momento puptua dipolo extendido [1]. En el
mismo periodo Mittleman y Myerscough realizarompdlicacion de su trabajo “Momento
minimo necesario para ligar una particula cargada dipolo extendido” [2] y Turner y
Fox de “Momento dipolar minimo para ligar un eléotra un dipolo finito” [3].
Posteriormente Turner se dié cuenta de que el gmublhabia sido considerado también
por Fermi y Teller en su trabajo "La captura de oiv@es negativos en materia” [4] y
escribio la historia correspondiente en 1977 [5dsMecientemente Coon y Holstein en su

articulo “Anomalias en mecanica cuantica: el patngr2” analizaron la solucion de la

ecuacion radial del problema bajo discusion [6]Essin y Griffiths en su articulo

“Mecanica cuantica del potencigly? " sefialaron las paradojas que causa este problemay

las herramientas de regularizacion, renormalizagi@dmpimiento de simetria andémalo, y
extension autoadjunta necesarias para resolveflailhaidari y Bahlouli en su Carta
“Electrén en el campo de una molécula con un moondigolar eléctrico” mostraron la
separabilidad de la ecuacion de Schrddinger pgvatehcial de interaccion de un electron

en el campo eléctrico de un dipolo eléctrico puntigala molécula [8]. La solucion de la
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parte angular coincide con las usadas en [1, &, agume desarrollos en armonicos
esféricos e involucra relaciones de recurrenciaree términos debido a las reglas de

seleccionAl =+1, Am=0,y Arr=(-)asociados al operador angutsg. Para la parte
radial de la eigenfuncion propusieron un desarrolloen una

base ¢, (y)=h ye”?ll(y, donde y=Ar y LJ(y) son polinomios de Laguerre,
k=0,1,2,... y b_es la constante de normalizacionj3=-8g es el parametro de energia.

Adicionalmente, afirman que el desarrollo involueedaciones de recurrencia de tres
términos. Aqui citamos textualmente su resumen: Stiving the eigenvalue wave
equation, we relax the usual diagonal constraintmatrix representation by allowing it
to be tridiagonal. This results in a larger repnégigon space that incorporates an analytic
solution for the non-central electric dipole potggntial, which was believed not to belong
to the class of exactly solvable potentials. Consat]ly, we obtain closed form solution of
the time-independent Schrodinger equation for eatedn in the field of a molecule treated
as a point electric dipole. ” y en la seccion pr@sentamos algunos detalles.

El comentario al trabajo anterior [9] seeqanta en detalle en la seccion 3. 3,
reconociendo que no hay base fisica ni matematica [a afirmacion de que en la
ecuacion radial es valida una relacion de recuiaethe tres términos, y de que la solucion
radial exacta del problema ha sido conocida [6Juea de sus propias referencias. El
Comentario muestra que las Ecs.(11) y (13) den@]son soluciones de su Ec. (3.c), lo
cual se ilustra graficamente en la Fig. 3. 1 y efiaka desde aqui al reconocer que la
supuesta solucién de la Ec.(13) es compleja, y aerigura su parte real muestra
oscilaciones en la regidn clasicamente prohibidapbién se incluye la grafica de la

solucion exacta [6]. Finalmente concluimos estétalpbrevemente en la seccion 3. 4.
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Figura 3. 1: Parte real de la funcién radial completa R(# r)//7r de la Ec. (13) de [8] (linea quebrada) y funcion
de Bessel esférica modificada del tercer tipo y orden J)/ de [6] (linea continua) versus las variables radiales
escalada de energia, para valores de los parametros ( 2E, =16.25w= 4). La flecha indica la posicién radial

nr= /4E5 donde la energia total es igual a la energia potencial.

3. 2 Electron en el campo de una molécula con unomento

dipolar eléctrico

La ecuacion de Schrddinger independientdielmpo en tres dimensiones para una

particula de masen y la cargag en un potencial electroestético esta dada por

R o e 2\ =
e qVv (7) E}t/l(r)—o, (3.1)

donde la energi& es discreta o continua. En coordenadas esfésegsn la Ec. (3.1), la
funcion de onda es separable para el potencia fiterha:
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" 1 1
V(r):Vr(r)+F[VH(x)+mV¢(¢)}, (3.2)

donde x=cosfd. Si escribimos la funcién de onda comgr,d,¢)=r "R(r)0@)d(d),
tomando las unidades atdmicas m= q=1, entonces substituyendo esta forma de la

eigenfuncion en la Ec.(3.1) nos permite obtenersigsientes ecuaciones diferenciales
ordinarias:

[dd72—2v¢ - 2E¢JCD(¢) =0, (3.33)
ey, d 2B -

{(1 x)OIXZ 2xdx oy 2\4,+2Eﬂ}e(9) 0 (3.3b)
d> 2E, _

(F_ = 2\4+2EJ R(1)=0, (3.3c)

donde las constantds; y £, de separacion son reales y adimensionales. Ladiuiroe

onda esté sujeta a la normalizacién

[l (r)aer = ["R(r) or["|©(6)"singde[ "o (s) dp=1.  (3.4)

En el caso de un electron que interactimwta molécula neutra con un momento

dipolar eléctrico puntuap en el origenapuntando a lo largo del egpositiva se tiene
V;=0, V,=-pcosd y V =0, donde la longitud se mide en unidades de

a, = 47 i’ /mdf . Las Ecs. (3.3) toman la siguiente forma

d> _
(d¢2 +m j¢(¢) =0, (3.5a)
» d? d nt
|:(1_X )&_ZX&—]-_ X? + 2pX_ 2%:|@(9) = 0, (35b)
d*> 2E, _
(_drz e +2Ej R()=0, (350

donde2E, = nt. La ecuacion e tiene eigenfunciones de la componentiel momento

angular con eigenvaloraa=0,+1,+2...La ecuacion erg fue resuelta en [1, 6] con las
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reglas de seleccibn mencionadas en Sec. 3 deb#lprasencia del término esd. Sus

eigenvalores se pueden parametrizar en la forma

—2E, =y(y+1), (3.6)
reminiscente del eigenvalor del cuadrado del momengular en el casp=0, para el
cual y es entera =0,1,2,... Los valores dg/ dependen de los eigenvalorgg, segun las

soluciones

1
+ Z—ZEQ. (3.7)

N

y=-

La ecuacion radial se convierte en la eédmade Schrddinger con un potencial
inverso del cuadrado cuyas soluciones también salisautido en [6, 7]. Los valores de

E, y de y son cruciales para el problema de la ligaduraeleitron por el dipolo puntual.
En efecto, siE, es menor qué/8, y es real, el potencial en Ec. (3.5a) es repulsied y
eigenvalor de la energia no puede ser negativeams hay ligadura. Por otra partessi

es mayor qué/8, y es compleja y podemos reescribir

S =S S T (3.8)
2 4 2

y existe la posibilidad de ligadura.
La propuesta de solucion radial para estdigmdos de Alhaidari y Bahlouli es el
desarrollo

R(N=2.6#(Y) (3.9)

usando la base de la Ec. (3.1). Se toma como umeale en el espacio cubierto por las
funciones de base, (y)=h y e€*?(y, dondek=0,1,2,... y=Ar y L%(y)son los

polinomios de Laguerre. El parametro de escal@uigitud A es positivo,r >0,0>-1y
la constante de normalizacion igs= \/AF(k+1)/r(k+a+1). Se propuso que la representacion
matricial del operador de onc(aﬁk|Hr —E|¢k,> es tridiagonalsi y solo sic=2r-2y

A? =-8E. La ecuacion de onda radisg convierte equivalente a la siguiente relacion de

recurrencia de tres términos para los coeficietgesxpansion
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aszzl:(k+a+1)(k+Z+1j+&{k+gj—(a;rlj2:| S- E k-%j S-( -ka+1)[ kfz+1j S (3.10)

dondeg(E) = h §(w, B.
Debido a que la Ec. (3.10), la cual coroesfe a la Ec. (12) en [8] es un caso especial
de la relacion de recurrencia de tres términoggoblinomios ortogonales dual continuo

2p u+y 2

de Hahn, se tiene que/(w;, i,y 2)= 3FZ(‘“‘+“""““"|]) ,donde ¢ = (o +1)/2 [8]. Por lo

tanto finalmente se escribe la funcion radial ghmstado ligado con la energiacomo

— pE 577 (47/2)+1oo r(k+1) X o+1) 2 0+1_]- o
R(E 0= B e™ (2 07"y o T x Q (w, 2 ,zju?nr), (311)

donde el nimero de ondadependiendo de energia se define pér=—>.

3. 3 Comentario acerca de “Electron en el campo dea

molécula con un momento dipolar eléctrico”

Esta seccion se inicia reescribiendo |a(Edc) como

(d22+£ d +V(V+21)_1JR(r):0 (3.12)
dr)® nprdpr) ()

donde2E=-7*,2E, =y (y+1).

Por otro lado, para asegurar buen compaetgmal origen y al infinito, proponemos
R(r)=(r)’ €™ o) y sustituyendo en la Ec. (3.12) nos da

() +[2y+2)- 20 g’ or )-2‘,’7—:29(r/r) = 0. (3.13)

Resolviendo esta ecuacion (3.13), obtenemos
R(N=e"@nnU(y+L2v+2,27y), (3.14)
dondeU (a, b, X) es la funcion hipergeométrica confluente de segtipdo
En comparacién, la solucién radial (3.1d)e es la Ec. (13) de [8], contiene tres
factores: (1) la potencig de la coordenada radial, (2) la exponencial demméz, y (3)
una funcion, la cual representamos afnr), elegida como una serie de polinomios de
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Laguerre en [8]. Las soluciones radiales en [6] Samplemente las funciones de Bessel

esféricas modificadas del tercer tipo y de ordemmejo y, /727K, (7). Ellas

comparten el factor (1) contribuyendo al compor&ano oscilante con el aumento del

namero de onda y de las amplitudes cuamdse aproxima a cero, y la exponencial del
factor (2) dominando el comportamiento asintotax@ndoyy tiende a infinito.
La pregunta ahora esconocer cual es lagamas simple del tercer factg(yr). Se

encuentra facilmente en 13.6.24 en [10] su idemifi como la funcion hipergeométrica

confluente del segundo tipd(y+1,2y+ 2,27y) la cual tiende a cero asintéticamente
como (27r)”* y esté relacionada con la funcién de Bessel demoihaginarioK, (7r) .
Consecuentemente, la funcion radial completa @¢p+1,2y+ 2,27y) como el tercer

factor muestra el comportamiento asintético denldacesférica-evanescered’ /nr .

Finalmente volvemos a ver las soluciondgtas completas de la Ec. (13) en [8] para
los estados ligados. En la Figura 3. 1 se noteetiae son funciones complejas y su grafica
(linea quebrada) muestra oscilaciones en la rggidhibida clasicamente donde usa la
flecha para indicar la falta de fiabilidad en Isida de su tercer factor. También podemos
identificar el origen de su comportamiento no fisal recortar la razén detras de las
relaciones de recurrencia de tres términos papar@ angular de las eigenfunciones, y la
falta de tal razon en la parte radial. De hecha@aefcter dipolar de la interacci@nsd

lleva a la regla de seleccidh=I 1, la cual junto con los términos diagonales del

cuadrado del momento dipolar forma las matricegatiales. Para el potencial inverso del
cuadrado en la ecuacion radial (3c) en Ref. [8]existe una regla de seleccion similar, y
las matrices resultan ser completas en lugar diagonales. La elecciéon de las ecuaciones
(9) y (12) en [8], se traduce éA) la condicion restrictiva de tridiagonalidad, cooea las

funciones de las Ecs. (11) y (13), las cuéiBdsno son soluciones exactas de la Ec. (3c).
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3. 4 Conclusiones

En este capitulo reestudiamos los resudtgutesentados en un articulo reciente [8]
donde se postulan (1) representaciones de mattiagonal con las ecuaciones (9) y (12),
para la ecuacion radial (3c), y (2) introdujeros $aluciones radiales de las ecuaciones (11)
y (13) [vea Ec. (3.11)] para los estados de disperg los estados ligados, sin tener en

cuenta que las soluciones de la ecuacion radialglgotencialj/r> se han conocido en el

literatura [6], la cual también fue citada en [Bh este comentario [9] sobre [8] hemos

identificado y analizado las fallas mateméaticagfory (B).
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Capitulo 4

Operadores de desplazamiento para

POzo Infinito

4.1 Introduccidn

Como sabemos, el método algebraico se imzedido en un tema de interés en varios
campos de la fisica. Los sistemas con una simgittéanica se pueden tratar por técnicas
algebraicas [1, 2]. Con los métodos de factoriza¢lg 3, 4, 5, 6], se han establecido los
operadores escalera para los potenciales soluslies ¢omo el potencial de Morse, el
potencial de Poschl-Teller modificado, el potendal pozo infinito cuadrado en una
dimension [7] y otros [6]. A partir de los operagl®ise puede construir un algebra de Lie
adecuada. Es importante mencionar que nuestro wnfeg diferente al tradicional [8]
donde se introduce una variable auxiliar, es dedtablecimos los operadores escalera
usando solamente de las variables fisicas. Polanm los operadores escalera para estos
sistemas cuanticos estan solamente relacionadda aniable radial, o sea en principio el
problema en una dimension.

Motivado por el método de factorizacion y6@! interés de sistemas cuanticos en dos
y tres dimensiones, intentamos estudiar los opezadde desplazamiento para el pozo
circular en dos dimensiones [9-11] y el pozo inéiren tres dimensiones directamente de
las eigenfunciones normalizadas. Debido a que istensas cuanticos en dos y tres
dimensiones pueden ofrecer un rango de caractedsthuevas e interesantes en
comparacion con los sistemas mas familiares endimansion. En particular intentamos
construir un nuevo tipo de operadores de desplardondependientes de todas variables
implicadas en las soluciones exactas. Hay que rpiarlos operadores escalera son

totalmente diferentes con los operadores de despiantos. El primero corresponde a un
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sistema cuantico con potencia invariante. Los @uees escalera conectan los estados
ligados dentro el mismo potencial. Sin embargo, dperadores de desplazamientos
generan un grupo de potenciales pero con el mispecéo de energia.

Este capitulo se organiza como sigue. Esetzion 4. 2 construimos los operadores
de desplazamiento para pozo circular basando l&isal exacta de este sistema cuantico.
En la seccion 4. 3 estudiamos el caso de pozoitmfiesférico y establecemos sus
operadores de desplazamiento usando el mismo mékdalmente se presentan las

conclusiones del capitulo en la seccion 4. 4.

4. 2 Operadores de desplazamiento para pozo cireul

4. 2.1 Soluciones exactas

Revisamos las soluciones exactas pararcamists operadores de desplazamiento. El

pozo circular esté definido por un potencial diotana

0, R
V<p,¢>=V(p>:{w R, (4.1)

La ecuacién de Schrédinger independiente de tieenpooordenadas polares relevantes se
puede escribir como

(o8> 10 1 0°

- | = 4= - 4 - -

2u\0p®> pop p°og*

Tomando la funcién de onda congd p,#) = R(p) é”‘¢/\/§T y sustituyéndola en la Ec.

jw(w): ey (0.9). @2)

(4.2) obtenemos

dzR(f).,.idRp)——r'jR(p):—'(ZRP), nilz, (4.3)
do~ p dp p

dondek = 2uE/#* .

Con la definiciére = ko, la ecuacion (4.3) se puede escribir como

d°R(2 1 dRz (,_ _
o +(1 %jR(z)—O, (4.4)
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la cual se puede reconocer como la ecuacion deeBeSsta tiene dos soluciones
linealmente independientes para cada valodrqelllamadas las soluciones regulal 2)
(se comporta bien cuando- 0) y singularY, (2 (divergente cuanda — «). Solamente

las bien comportadas son aceptables en fisicaJosorigenvalores determinados por la

condicion de frontera en la frontera circull(kR =0. Los eigenvalores son entonces

dados por

hZ 2 2
) 2kmn: thz an, n=123,. (4.5)
©oo2u

Como kR es una raizde la funcion de Bessel (x), esto da un conjunto discreto de

valoresa,,,, donden designa la raiz enésima de la funcion de Besge). Los valores

mn?

a,,, especiales son dados por la siguiente tabla.

Tabla4.1 Los ceros de las funciones de Bessel J_(X).

NUmero Jo(¥) (¥ J,(¥) J.(%) J,(¥) Js(X)
de ceros
1 2.4048 3.8317 5. 1356 6. 3802 7.5883 8.7715

5.5201 7.0156 8.4172 9.7610 11. 0647 12. 3386
8. 6537 10.1735 11.6198 13.0152 14.3725 15.7002
11.7915 13.3237 14.7960 16.2235 17.6160 18.9801
14.9309 16.4706 17.9598 19.4094 20.8269 22.2178

a b~ W N

Las eigenfunciones del sistema cuantico estan qaitas

1), 2
,@)=N_J — &Y, N=—"—. 4.6
l//m(p ¢) m m(kp)(\/ZTj m R‘ Jmﬂ(amn)‘ ( )
donde ocupamos el integral de normalizacion [12]
R o\[ _a 2
IO |:‘]|/ (avmgj:| ,Od,O _?[ ‘]wl (avm):l : (47)

Obviamente, el espectro completo para el pozolaircasponde al conjunto de soluciones

conm=0, y a los conjuntos pero doblemente degeneradoes1,+2,... Esto corresponde
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fisicamente a la equivalencia de los movimientososrsentidos de las agujas del reloj y

contrario.

4. 2.2 Operadores de desplazamiento

Ahora encontramos los operadores de demplianto para la eigenfuncion (4.6) por
el método de factorizacidon. Como se muestra end6]pperadores de desplazamiento se
pueden construir directamente desde las funcioeesda sin introducir cualquier variable
auxiliar. Se puede ver que construimos los opeesdde desplazamiento considerando

ambas variableso y ¢ , que es una nueva situacion en comparacion costroge
resultados previos.

Para este propdésito, se empieza por apticaiguiente operador en la eigenfuncién
(4.6), obtenemos:

0,0 9p , 0P [ 031 (KP) img 9¢ .99 0 g
(ax" jw (09N (ax‘ ayj( o0 j+N(axi ayj(J““(k”)wéﬂ)

(cos¢+.s|r¢)[aJ (;")éﬂ (—ﬂ iCZﬂJ(ko)(ma g

0
=N, €& [a‘] n(K) - mJ(Igo)} &
op

N e
" N (k) €77
m+l

=3CkYa (0, 9),
dondeC=N,,/N,,, . (4.8)

Durante el calculo, hemos usando las res de recurrencia entre las funciones de
Bessel [12]

3,4(2 —% 3.2,

dz m
_‘]m+1(z) +; ‘]m( 3’

(4.9)

y las relacionex = pcosp y y = psing.
¢, Cémo se calculan los elementos de lazradria algunas funciones relacionadas? Se

muestra desde la Ec. (4.8) que
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0 Ck
_l//m = 7 (wm-l _l//ml)l

a); o (4.10)
'a—yl//m = _7(1//m+1 ),
de la cual tenemos
2<wn, 2 wm> = CK(B s =Gy o)
(4.11)
2i <(//n, aiy z//m> =—CK(3y 1+ Ty m1)-

Antes de terminar esta seccion, hacemo®hsarvacion util sobre los resultados que
aqui se presentan. Se sabe que la simetria declia gpara el pozo infinito cuadrado en
una dimension es su (1, 1) [7]. Por lo tanto, gkt actual es encontrar la simetria
correspondiente que participa en este sistema.

Desde las definiciones del operador del smdm P =-in] y el operador del

momento angular orbitdl =r x p, se pueden definir los siguientes operadores

y ] op pIf (4.12)
L,=xP, - yPX:—h%,
de las cuales se obtiene las siguientes relacamesnmutacion
[L.R]=inP, [L,P,|=-i#P,
[L.P]=#R, [L.P]=-nP, (4.13)
[P.P]=0, RP=F+F=PP
El Hamiltoniano esta dado por
H=2—1N(Pf+'°f)=4—;('°+'?+ Ee):—;{ EE’:—;{ PP (4.14)
y las reglas de conmutacion,
[L,H]=[P.H]=[P.H]=0. (4.15)

Estas indican que los operadoresy P,, el momento angulat, y el Hamiltoniano

H forman un conjunto de operadores que conmutam aitcon la simetria SO(2). Los
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operadoresP, juegan el papel de operadores de desplazamierdoegta dados por

thm(lo1 ¢) = $Ihkl//m+_-1(p1¢)

4. 3 Operadores de desplazamiento para el pozoimfo esférico

4. 3.1 Soluciones exactas

Revisamos las soluciones exactas de peaiestali pozo infinito esférico para construir
los operadores de desplazamiento. El pozo infasférico se define como
0, arar <R
V(r,9,¢):V(r):{ P (4.16)

o, parar >R.

Parar <R, la ecuacion de Schrddinger independiente de tiempo@denadas esféricas

relevantes se puede escribir como

w(10(,0 1 o0(. ,0 1 0? _
‘Z(r—za(f L L Ierears sirfeaTV-‘]w (r.0.9)=E¢(r69) (417)

Para campos de fuerza central simétricos, siengaterpos expresar la funcion de onda de

los sistemas cuanticos como el producto de la é&unde onda radiaR(r) y los arménicos
esféricosY,, (6,4) , i. e. ¢(r.0,¢)=R(r)Y,,(6,4) . Si escribimos los Ultimos como
Y, (6.¢)=0(8)® () y sustituimos en la Ec. (4.17), entonces la depecid angular

satisface la siguiente ecuacion diferencial:

»(g) d (Sin 5 d@(@)}r 06) do(g)
sin@ dg 6 ) sife dgp?

+(1+)0@)» @)= 0, (4.18)

dondel( +1)es una constante de separacion. De la ecuaciontariseparada

d*P@) , 205y —
37’ +md(¢) =0, (4.192)
obtenemos
®,.(¢) =%eﬂm¢, m=0,12,.. (4.19b)
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Sustituyéndo en la Ec. (4.18) y separando la degreria azimutal, la dependencia del

angulo polaré se lleva a la ecuacion de Legendre asociada

1 d(_. _,do@) nt
—_— 7 (I +1) - 0(8) =0, 4.20
sinede(sm d6 JJ{ 1+ sinze} () (4.20)
la cual se satisface por las funciones de Legemsbeiada normalizada
m 2+1(1-m)t_
0,.(8)=#"(cosh) = TEHm;!R ( co®), (4.21)

donde£,™(cos#) son las funciones de Legendre asociadas usuasépotiemos definir

los armoénicos esféricos como

2|_+1(I -m)!
ar (1+m)!

donde el facto(—-1)" es la fase llamada Condon-Shortley.

Y (6,8)=(-D" P"(coy) €™ (4.22)

Por separando los armonicos esféricos,igmtis obtener la ecuaciéon radial como

sigue:

_RA(d? 2d 1(+)) _
2,u(dr2+rdr = JR(r) ER(r). (4.23)

Definiendo quez = kr dondek :\/2,uE/h2 , entonces la Ec. (4.23) se queda como

la cual se puede reconocer como la ecuacion deeBesférica. Esta tiene dos soluciones

linealmente independientes para cada valor del mtmmangularl , se les llama a las
soluciones la regulgy(z) (se comporta bien cuando- 0) y la singularn (2) (divergente
cuando z - « ). Solamente las bien comportadas son aceptablefisiea, con los
eigenvalores determinados por la condicion de émanen la frontera esféricg(kR) = 0.
Los eigenvalores son entonces dados por

21,2 2
En.= hzi;'{n :ﬁaﬁn’

n=1,2,3,.. (425
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ComokR es una raiz de la funcion de Bessel esfg{ed, esto da un conjunto discreto de
valores a,, donde n designa la raiz enésima de fa(x) . Asimismo, los valores
especialeg,, son dados por la Tabla 4. 2. Las eigenfuncionésigima cuantico estan

dadas por

Y (r,0,0) =N, kr)Y,, (6.9), N =

== V2 (4.26)

jl +1(aln )| ’

donde se ha empleado la integral de normalizacéa lp funcion de Bessel esférica [12]

Lifanl)ial)rap=Slin@) 6 @2n

Tabla4.2 Los ceros de las funciones de Bessel esféricas j, (x)

Numero Jo(X) J1(X) J(X) Js(X) J2(X) Js(X)

de ceros

1 3. 1416 4.4934 5. 7635 6. 9879 8. 1826 9. 3558
2 6. 2832 7.7253 9. 0950 10. 4171 11.7049 12.9665
3 9. 4248 10.9041 12.3229 13.6980 15.0397 16.3547
4 12.5664 14.0662 15.5146 16.9236 18.3013 19. 6536
5 15.7080 17.2208 18.6890 20.1218 21.5254 22.9046

4. 3. 2 Operadores de desplazamiento

Ahora podemos establecer los operadorefesiglazamiento para la funcion de onda
(4.26) usando el método de factorizacion. En paeic vamos a construir los operadores

de desplazamiento considerando todas las variablésy ¢, involucradas en funciones
de onday,,(r,8,¢). Para construir los operadores de desplazamiear® @ste sistema

cuantico, vamos a realizarlo en dos pasos. Primamos a obtener los operadores de
desplazamiento para la parte de radial. En seglugdo vamos a encontrar los operadores

de desplazamiento para los armonicos esféN;dé,¢). Sus combinaciones nos llegaran

a nuestro objetivo final.
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Vamos a dar el primer paso. Basandonosaemdlaciones de recurrencia entre las

funciones de Bessel esféricas [12]

dj (Z) Jia(2) - Jl (2), 28

dz J|+1(Z)+ i (2,

tenemos

A =- [i—l) A=—+—, (4.29)
dar r

con las siguientes propiedades
Ahn(r,0.0)=Nkj,(knY,6.8), A, (r8.6)=NKj, (k)Y, €.¢). (4.30)
Ahora vamos a manejar los operadores delaksniento para los armoénicos

esféricosY,, (6,¢). Para un namero cuantico orbital fijo los operadores escalera para

mson bien conocidos y se pueden escribir como

L, =L *iL =z i+|cot6? 9 (4.31)
- Y 06 09 )’
donde
L, =yp,-zR, L=zp- xp ~“pF-#Al, (4.32)
y
0 sing ad
— =sind co —+ co¥ cop——————
0X 375 Oﬁrar r sind 0¢
i—S|n<9s;|n¢—+ coy 5|r¢——+ cosp 9 (4.33)
oy or ror rsm6?6¢
i—cos«9i— S|n9Ei
0z ar roo

Aplicando los operadorels, sobre los armoénicos esféricys (6, ¢) nos lleva a
e¢i¢
JaEm)(IFm+1)

Ahora nuestro objetivo clave es encontrar los apees de desplazamiento parauando

Y e (6, = [ 2 +icoto > ¢j Y, 0.0). (434

m es fijo. Conforme a la Ec. (4.20), la ecuacionfese puede reescribir como
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2
-sin’ @ G)(H)

~ sing co® dG;éH) I(1 + ) sihde(8)=-m?0(8) (4.35)

Usando la técnica que se muestra en las referefitiads], se hace la transformacion

siguiente
:In[tang) 60[ 071, zO(-0 ). (4.36)
Notese que
d_dzd_ 1 d cf: cost 1 d’ (4.37)
d9 do dz sind dz @& sirf @ dz sifé oz
entonces tenemos el resultado
. d? . d d?
—smzé?dg2 - sing cosﬂﬁ =47 (4.38)
Al tomar
©(6(2)) =M 2, (4.39)
la ecuacion (4.35) se transforma a la siguienta@oén
d2  1(1+1)
-nf =) . 4.40
{ a2 COShZ (Z)} v,y (2= vi(2 y( k ( )

Por eso, vemos que los papelestig| se intercambian, es dedirgs un parametro en la

“funcion potencial”. Ahora, esta ecuacion puedefaetorizable con
o, () =($i+l tanhzj, 4.41)
- dz
aplicando las siguientes propiedades

O,(Ho.(Nv, (2 :{_dinr Itanhz}[%; Itanhz} vy, (z

Sy (R WE 4.42
H dZ cosi? J I}VA'(Z) (442

:[/1 - L(I)]V/u (2),
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o_(No, (v, (2 :[diz+ Itanhz}[—%; Itanhz} v, (z

_|[-9” _10+D) 2 4.43
K dZ cosi z}r(l +1) }VM(Z) (4.43)

=[A-L( +D]v, (2).

de donde se obtiene
L) =2, (4.44)
la cual implica qué_(l) es una funcion decreciente del parameétton el valor negativo

A =-n?. Entonces tiene que existir un valor minio deBpaetrol con

A=-m*=L(l . )=—12, . (4.45)
La funcion inicial conl =I_, =m se obtiene de la ecuacion diferencial
0.y (= 5+ manh 2]y, (3= 0 (4.46)
min Z
entonces
Wi -mtanhzdz. (4.47)
V/lm
La integracion nos da
Inv, . =In(coshz )", (4.48)
y de ésta tenemos la solucion
V,n = N,sin" 4. (4.49)

Las soluciones restantes pdaramse pueden obtener a través los operadores escalera
como

_ 1 _d
Vyasn (2 —m{ dZ+(|+1)tanhZ} v, (2)
1

:m{_%ﬂl +1) tanhz} v, @)

(4.50)

! {i+ Itanhz} v, (2

Vii-n(2 :W 4z

L {i +1 tanhz} v, (2).

i V- + 2 Ldz

(4.51)
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SE considera la condicion de normalizacion

m 2 0 2
jo ©(6)] sinfdf=1= " cosi’ ¢ )y, ) (4.52)
donde usamos las relaciones
d6=sinfdz, coshz=——. (4.53)
sing

Por eso, podemos tomar la funci®),(6)=c,v,(2 dondec, denota el factor de
normalizacion. Usandod/dz=sind d & , tanhz=-co® y substituyendo en las

ecuaciones (4.50) y (4.51) podemos obtener losesites operadores escalera pardijo

=_C(|+l)m 1 X|:— . i_ i|
Cusn @ === " frtemiermy L g (TH¥|On &) e
__ Coi-ym 1 Lad '
Oy1m(6) = G, JIrmi=m [smﬁde Icoﬁ}@lm o)

dondeC,, es el coeficiente de relacion pa®g, (6) . La introduccion de un signo adicional

esta de acuerdo con las convenciones de fagadsr para armonicos esféricos.
Para calculaiC,, , podemos calcula®,,.,,(f) paso por paso dgl,m) a

(1+1,m+1) a lo largo de dos diferentes caminos en el espdeiparametrodl,m). El

camino 1 usa el paso ¢em) a (I,m+1) via el operador de aumentarde la Ec. (4.52) y

luego paso d€l,m+1) a (I +1,m+1)con el operador de aumentade la Ec. (4.54).

Después de algunas manipulaciones algebraicasevhts

O (O) = 2 e com9 Lo - (+ D)0, 0) (459

Durante el célculo, hemos usando la siguiente idattvia la ecuacion dé (4.53)
d? d nt
—+cotd—=—+—-1(1 +1). 4.56
d&’ dé sin*é (1+3 ( )
De manera similar, en el camino 2, pasaprosero desddl,m) a (I +1,m)via el
operador de aumentérde la Ec. (4.54), y luego dé+1,m) a (I +1,m+1) via el operador

de aumentam de la Ec. (4.34), con el resultado

C:|+1)m 1 d _i_ )
O a1ymey (6) = C, Jiemii+mr2) [osﬂ@ ey (+1)sm9}@,m6) (4.57)

Comparando las Ecs. (4.55) y (4.57), tenemos
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C(|+1)m - C(I+1)(m+1) , (458)

CIm C:I (m+1)

la cual implica que la relacion es independientendeero cuantican. Este es porquen

es fijo perol se cambié en la Ec. (4.54). Por consiguiente, modecalcularlo por ajustar
qguel =m. Sustituyéndolo en la Ec. (4.55) o Ec. (4.57)eteas
O(I+l)(| +1)(0) = N| +1Sin(l+l) 6

C
= . [Cosﬁi—.ﬂ— (+ 1)sin9}N| sihg  (4.59)
G J@+np@+2) dé siné
=— C(|+1)l 2 +1N, sint* g.
C, Va2I+2

Para calcular el factor de normalizacdn podemos usar la formulaY,, (6,¢)=0.

Entonces, se tiene
gth? [%— Lcot0}6(9)= 0, (4)60
de donde obtenemos
Y, (6,¢)= N sin 6¢?, .62)
normalizando se encuentra

2 e, ¥
N,DN,_[O _[Osmz' lododp = 1. (4.62)

Finamente, el factor de normalizacidf) esta dado por [12]

\ :(_1)L«/(2|_)! 2L +1 (4.63)
! 2L N 4m '

Basandonos en esto, tenemos

Ny __[2+3 @6
N, 2 +2

Por lo tanto, en términos de la Ec. (4.59), obteseem

Cown _ [2+3_Cooim (4.65)
CII 2| + 2 Qm

Las relaciones correspondientes (4.54) se conwierte
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(20 +3)/(2+1)
(I +1+m)(l +1-m)

. d
O +ym(0) =\/ {SII’]H@+ (+2) 0039} 0, @)

[(@-1/@+1) d oo
_ -1 +h . ,d
Oyym(6) = d+myi=m) [ sing d6?+| coss?}@Im @)
Asi, la relacion (4.57) se puede escribir como
e(l+1)(m+1)(6) = B+e|m(6)' (4.67)

donde

B =\/ (2+3)(2+1) [cos@d——_l— (+1) sirﬁ} (4.68)

(I+1+m)(1+2+m) dé sin@

Con el mismo espiritu, vamos a buscar la relacidre®,,,, ., (6) y ©,,(6). Con este
fin, podemos calcula®, ,,, ,,(¢) dando paso desdem) a (I -1,m-1) a lo largo de dos
caminos en el espacio de paramefiios) .

Siguiendo el camind, paso primero desdg m) a (I —-1,m)via el operador de bajar
| de la Ec. (4.54), y luego paso ({e-1,m) a (I -1,m-1)con el operador de bajande

(4.34). Después de algunas manipulaciones algelstdeEnemos

© (5')=C<"1>m !
G (-m) T+ m)(1+ m-1)

2
x| sin@ d 2+cot6’i - (—m)cosﬁi—mlcqgeﬂ sif |O,, & (4.69)
dé dé dg sin@

C
__Siem 1 [Cosei+_i+l sirﬂ}@lm 0).
Cm AJ(+m)(1+m-1) dg sing

Siguiendo el camino 2, paso primero dg$dm) a (I,m—1)via el operador de bajar
m de la Ec. (4.34), y luego paso flen-1)a (I -1,m-1) con el operador de bajade la

Ec. (4.54). Similarmente, tenemos

Cn 1
O . (§)="0DmD
11 () Cimy ( _m+1)\/(| +m)(I+ m-1)

2
{sin@d——i+mcosﬂ—d—l coﬁ—d—mlﬁszﬂeIm qg) (4.70)

dg® cosd do o s
C
=t - [cosei+—.m +l sim}e.m 6)
Gy J@+m)(I+m-12) dg sin@

En la comparacion entre Ec. (4.69) y Ec. (4.70)mneos
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Coi-1ym-1y — Ci-1ym _ (4.71)

C:I (m-1) CIm

De igual manera, ajustamos que |, y sustituyéndolo a la Ec. (4.69) produce

O)a1(6) =N, Lsin™ 6

ST { I swﬂ}N sihg (4.72)

G \/(2|)<z DL~ de sing

“Soy f 2 N sinl™®g.
o
Basando en
Ny [ 2 (4.73)
N, 21 +1
Tenemos
Sy A+1_ q”‘ (4.74)
C(|-1)| 20-1 Ci-1m
Asi considerando este resultado tenemos
O -1ym-n(0) =B 0,,(6), (4.75)
con
-- [ -DE+]) [—cos@d——_l—l sirﬂ] (4.76)
(I +m)(l +m-1) dé sind

Conforme a los operadord®” y A*, podemos expresar los operadores de

desplazamiento como sigue:
Bi Att/jlm( r19!¢) = Ct Iq/j(lil)(mw:l) ( r’9’¢)’ (477)
conC, =N /N, . Por consiguiente, la relacion entg (r,6,8) Y ¢ ,1ym:)(r.6.9) esta

establecida para el misntopero diferentes pozos con varios radios

4.4 Conclusiones

Los operadores de desplazamiéftpara el potencial de pozo circular en dos

dimensiones yC, para el potencial de pozo esféerico en tres dimeesi han sido
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construidos. EI método que ocupamos también sdaieal el enfoque del grupo de
potenciales, es decir los operadores de desplazanmgeneran un grupo de potenciales
pero con el mismo espectro de energia. Se recogoeeéste es un nuevo tipo de

operadores de desplazamiento que dependen delasdasiableq p,¢) o (r,8,¢) de los

sistemas. Aparte en el sistema de dos dimensitoesperadores linealeB y R, el

operador del momento angully y el hamiltonianoH, forman un conjunto completo de

operadores conmutativos con la simetria SO(2).
Por otro lado, extendemos los resultad@a phpozo infinito esférico. Por eso, los
operadores de desplazamie®dA® han sido obtenidos para conectar la relacion dogre

estadosy, (r,6,8) Y ¥.ymsy(7,6,9) . Debemos mencionar que los operadores de

desplazamiento obtenidos en este trabajo inclugeast las variables, las cuales son
diferentes con los estudios anteriores [6].

Antes de terminar este capitulo, cabe no@macique estos sistemas cuanticos también
se pueden resolver en coordenadas cartesianagnfiargo, segun los cambios en las
simetrias de pozo infinito en los casos de circ@eférica) y rectangular (cubo), los
niveles de energia y las eigenfunciones son totakmdiferentes con los estudios en el
presente capitulo. Considerando su complejidadprestudiamos en el presente trabajo.

Seré un tema de investigacion en el futuro.
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Capitulo 5

Atomo de hidrogeno confinado en

angulo diedro

5.1 Introduccion

Levine en 1965 inicié la investigacion dgbmo de hidrégeno confinado en un
espacio semi-infinito limitado por una frontera npdaen su modelo de una impureza
donadora en una superficie de semiconductor caridoes de onda esféricas hidrogénicas
compartiendo el nodo ecuatorial [1]. Dos décadapules, Liu y Lin [2] y Satpathy [3]
extendieron tal modelo para estudiar excitones d@aniér cerca de una superficie de un
semi-conductor; mientras [2] us6 un método varizaalig 3] se construyd la solucion exacta
en coordenadas esferoidales prolatas. Shan et-8].thmbién investigaron funciones de
onda esferoidales generalizadas para un sistemmagBitico en la mitad del espacio, y
Kovalenko et al. investigaron una molécula de hgdri cerca a un pared impermeable [7].

Por otro lado, Ley-Koo et al. en su intetpcién de emision de electrén en rocas bajo
la compresion hasta la fractura [8], reconocierannécesidad de desarrollar modelos
alternativos de atomos en la superficie de solifisse fue la motivacion original para las
investigaciones sucesivas del &tomo de hidrégenfinealo en espacios semi-infinitos con
fronteras paraboloidal [9], hiperboloidal [10], gro circular [11].

El capitulo “The Hydrogen Atom Confined 8emi-infinite Spaces with Conoidal
Boundaries” [12] revisé las referencias [1-11] mmciendo que las fronteras planas son
casos especiales de aquellos en [10] y [11]. Tamd®eédentificaron dos tipos de fronteras
naturales de conos elipticos y angulos diedrossiadas con coordenadas esferoconales y

coordenadas esféricas, parabdlicas y esferoidabéetas, respectivamente, en las cuales la
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ecuacion de Schrodinger para atomo de hidrégenpusde separar e investigar en las
situaciones correspondientes de confinamiento.dooginamientos en conos elipticos del
atomo hidrégeno [13], la particula libre y el oadibr arménico [14] y de las rotaciones de
moléculas asimeétricas [15] han sido reportados.

El confinamiento del atomo de hidrégeno @mgulos diedros, en coordenadas
esféricas, parabolicas y esferoidales prolatagl ésma de esta contribucion. La Seccion
5.2 muestra la separacion de la ecuacion de Scly&dien los tres sistemas de
coordenadas. Sus eigenfunciones y eigenvalores cemstruidos en la secc. 5.3,
incorporando el efecto de confinamiento en anguéalrd, estableciendo las relaciones
entre los estados bajos de energia en las difsreo@denadas, la identificacion de la
degeneracion, y el orden de los niveles de enatgiambiar los angulos de confinamiento.
En la sec. 5.4 se evaltan la distribucion de presit las paredes de confinamiento del
angulo diedro, y el momento dipolar eléctrico débndo de hidrégeno debido al
rompimiento de simetria de rotacion alrededor @epelar. Finalmente la discusion de los

resultados se presenta in la Sec. 5.5.

5. 2 Separacion de la ecuacion de Schrodinger daélomo de
hidrogeno y constantes de movimiento en coordenadasféricas,
parabdlicas y esferoidales prolatas

Revisamos la separacion de la ecuaciorcdg8inger para el atomo de hidrégeno

(— 2h 02 -e—}z/(r) =Eg(r). (5.1)
m, r

donde m, denota la masa del electron, en los sistemas ded@wadas respectivos

identificando los conjuntos correspondientes de dasstantes de movimiento. Las
coordenadas se definen y se relacionan por sugienga de transformacion respectivas
[16,17]:
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x=rsindcosp=¢én cog =T - 1)@E ¥ )cas
y=rsindsing =¢én sip =1 (°- Dk ¥V )sip , (5.2)

2_
z= rcosé?:‘( 2,7 = fuv,

con los factores de escala correspondientes:
h =1 h=r, h=rsing,
- =NE D0, N, =\/52+/72, h=¢n,
2 V2 V2
h, = h="f hy = f (P -1D)(1- V).

u?-1" 1V2

Entonces la ecuacion de Schrodinger (5.1) tomeelgsectivas formas

(5.3)

10 2 0 1 1 0 . 0 1 62 ez
o r’singod a8 |-y = 5.4
{ Zme[f “or' 6r+r2sineaesmeagﬂzsinzga%} r}w By, (5.4a)
2m, AT TN (5.4b)
e S-S : o |._¢ - 5.4¢
{ zmefz{uz— ( S 1)6u av( )6Vj+(ﬁ—1)(1_v2)62¢} f(w_v)}élf Ey. ( )

En el dltimo caso el nucleo ocupa la pasialel foco enx =0,y, =0,z =- f, para

el cual el electron esta a una distancia f (U +V).
Los lectores pueden reconocer la presetieiacuadrado de la componerzedel

operador del momento angulaf,=-#%0%/0¢2 en las tres ecuaciones, la cual se identifica

como una constante de movimiento comun. Su ecudei@igenvalores

) BN (5.5)

dg?

proporciona el factor comun de las eigenfuncidaetorizables de las ecuaciones (5.4a-

C):
w(r.6.9)=R(r)o(6)®(¢).¢(£n.8)==(£)H () ®(4) ¢ (u.vg)=U(u)V(Yo(g) (5.6)

Las ecuaciones diferenciales ordinarias restaotes s
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{ " [1irzﬂ—mfl)}—%mr):ER(r),

_Zme Pdr dr r2 (5.7)
_hz[ld d ,uj 2}_
—| z=z¢— % |"EE" |=(6) = A=(d),
{ ZFTZL §dé o 52 (5.8)
[
dondeA + A =2¢;
{{%(uz_l)%_ Lf,u_J_er;zf fu 2 m:zE’f ﬁ}U(u):—AU(u),
(5.9)

}V (V)= AV(V).

{{%(1—%

En las coordenadas esféricas las ecuac{dri®@de las partes radial y de angulo polar

)1_ g +Zmé f/+2meEfv2
v 1-V° h? h®

son la energia y cuadrado de las ecuaciones dehwilpr del momento angular,
respectivamente. Cada una de las ecuaciones (bl&8} eoordenadas parabdlicas se puede
identificar como de oscilador armoénico en coordanaitcular radial para valores
negativos de la energta asociada con los estados ligados del atomo dédsddo. Su

otra constante de movimiento es la componente efgbr Runge-Lenz a lo largo del eje

z, [ pxT - x p-2m &) k. Las ecuaciones (5.9) en coordenadas esferoifedéatas se
identifican como las mismas en los respectivos dmwi de los variables esferoidal
(1l<u<ow ) e hiperboloidal (-1<v<1). Su otra constante de movimiento es la

combinacion lineal de las contantes de movimiestériea y parabdlica [12]

A A

nA=12+2f (6x|‘l—|‘1x6—2mee”qﬂ—2n1fzﬁ. (5.10)

Mientras las ecuaciones (5.2) muestranlgsiecoordenadas esferoidales prolatas se

convierten en esféricas cuando- O y u - o, de tal manera quéu - r y v - cosf;

ellas también se convierten en parabdlicas cuandowo, u - 1y v — 1, de tal manera

que/f(u’-1) - & Y {f(1-V?) - . Esta interpolacién geométrica, cuando la senadcsa

focal cubre su domini®@< f <, y la inversa de la excentricidad cubre su praleiminio
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1<u<w, tiene su contrapartida dinamica en la ecuaciéhO}5donden’A - 17 cuando

f - 0,y se convierten la componente del vector Rungezloeiandof - co.

5. 3 Eigensoluciones exactas para el atomo de hideno

confinado por angulos diedros

En esta seccion, el atomo de hidrogenoicatd por paredes impenetrables en los
meridianos semi-plang =0y ¢ = ¢,, localizando el angulo diedro, se define primevo p
las condiciones de frontera requiriendo que seaanlals eigenfunciones de las ecuaciones
(5.6) en estas locaciones. Ademas, las eigensokegide las tres parejas de las ecuaciones
(5.7, 5.8, 5.9) en las coordenadas esféricas, plizab y esferoidales prolatas son
construidas y caracterizadas sucesivamente. Seailus estados base y excitados mas
bajos, incluyendo las relaciones entre las eigenswles degeneradas en diferentes
coordenadas.

Las condiciones de frontera en las ecuasidactorizables (5.6) involucran el tercer

factor comun, y toma las formas especificas:
P(@=0)=0, ®@=¢,)=0 (5)1
De las dos soluciones independientes dedacion (5.5)sinug y cosug, la ultima
es eliminada por la primera de la ecuacion (5114 segunda determina los eigenvalores
u=n,11/¢,, n,=123,.. (3)1
y eigenfunciones normalizadas
() =+/2/8, sinwg), 5.13)
las cuales coinciden con las del atomo de hidrégendos dimensiones confinado por
un angulo [18].
A continuacién, vamos a analizar las saloes del angulo polar en las ecuaciones

(5.7). A parte del factosin” @ para eliminar las singularidade®=0y @ = 77, hay dos

soluciones independientes de polinomios de Legendrasociados
SR(-ng,n +2u+ L+ 13- cod J 2 y ,F(-n, n,+2u+Lu+ 1+ co¥ ) 2 con el

eigenvalorAd =n, + 1. Debido a queu no siempre es un entero, cada polinomio contiene
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ambas potencias pares y imparescds?, por lo tanto ellos no tienen una paridad bien
definida; cuandqu llega a ser un entero, ambos polinomios se caeviean el mismo con
la paridad—1)" . Mientras el confinamiento del sistema fisico rgudos diedros rompe la
simetria rotacional alrededor de ge la paridadz para el atomo de hidrogeno se debe
mantener. Eso se logra mediante la superposicidosddos polinomios con el coeficiente
relativo (-1)" .

Por otro lado, la Ec. (5.7) en la coordenaatlial admite funciones hidrogénicas, con
el valor deA del péarrafo anterior. En conclusion, las eigeniumes en las coordenadas

esféricas tienen la forma explicita:

wnrw(r,é’,m:NqWeﬁ(rsine)“ sinfug )rr‘-"lFl(—nr A+ U+ 2£j

Vay
1-coyd

(5.14)
{zFl(—ng,ng+2y+1;ﬂ+ 1; > j+(— " ZFl(_rb N+ u+ lu+ 1;1" gogﬂ

con la etiqueta cuantica principal

V=n +n,+u+l. (5.15)
y energia
eZ
=- 5.16
= o (5.16)

dondea, =#?/m.€, y la Ec. (5.12) le da su dependencia en el andelgonfinamiento

&, -

Vamos a pasar a las Ecs. (5.8) en coor@dsnpdrabodlicas. Con el proposito de
mostrar su caracter de oscilador arménico, hacdameparametrizacion del coeficiente de
los términos cuadraticos

E=-—" (5.17)

y de las eigenenergias
A =ha(2n, + p+1)
A, =haw(2n, +u+1)

La tercera parte de las ecuaciones (5.8) permitiefdificacion de la frecuencia

5.18)
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eZ

w= : 19)
h(n{ +1, +u+l)
asi como de la etiqueta cuantica principal del atdmhidrogeno:
v=n+n +u+l (5.20)

y la energia correspondiente de la Ec. (5.16)Javtec. (5.17) incluyendo la identificacion
del radio de Bohr y la unidad de longitud del agitdr armonico.

Una vez que la relacién del &tomo de hidngégy dos osciladores armonicos en
coordenada radial asimilar a circular se ha estalde simplemente escribimos sus

eigenfunciones comunes

_&+p? 2 2
Unou (EB) =N, 2 (€Y sin@g), Fl[— e 127] 1 Fl[— e 1.”—) (5.21)

AV
En el caso de las Ecs. (9) en coordenasfaso&lals prolatas, las eigenfunciones se
expresan como el producto de la eigenfuncién dglléndiedro de la Ec. (5.13), los

factores que remueven las singularidades er1, v=+1), el factor exponencial que

domina asintéticamente, y dos factores polinomiates y v[12] en la forma

_f(u+v)

Yo UV, B) =N, & 7 [ tJ(F-1)@- \E)T sin(ug) (08 (v) (5.22)

Los polinomios tienen la misma forma

Sé(@:nf ¢(u1), %(V)=rirb ov-1°, (5.23)

s=0 s=0

con coeficientes comune; parasatisfacen la relacion de recurrencia de tres térsni

2f 4f
@(nﬁwl— S)Q_l’{{ 9“2u+1—5j— AW} ct2(sh(su+1) 5= ((5.24)

La constanteA“" esta dada por

2t
aV

.I:Z
AV = At — 2_(
azV

dondeA es el constante de separacion original y

j(v—u—l)-u(wl), (5.25)

v=n,+n+u+l (526

entoncey —u=n,+n, +1, y los eigenvalores de la energia estan dadols (. (5.16).
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La relacion de recurrencia de tres térmeroda Ec. (5.24) se puede reescribir como
una ecuacion de eigenvalores con una matriz tiodialg siguiendo el método usando en

las referencias [19-21]. La diagonalizacion dentalriz rinde los eigenvalores ordenados
AYYi1=12,..n,+n, y los eigenvectores o coeficientes de expansj¢A™"). El primer
término en la Ec. (5.24) asegura que los coefieenbns=n, + n +1, y mas grandes se
anulan, reflejando la naturaleza de polinomio deHas. (5.23). De log, +n, ceros de
cada conjunto complementario de polinomios con ishta valor deA*", n, esta en el
rango-1<v<1y n, esta en el rangb<u<oo.

Comparar las Ecs. (5.14), (5.21) y (5.2&2plas eigenfunciones en los sistemas de
coordenadas respectivos permite la identificaciérsas factores comungSsin(ug) de
coordenadas circulares, los cuales también conmmpade el atomo de hidrogeno en 2D
[18]. Ellos también comparten el factor exponencjak gobierna el comportamiento
asintotico para las separaciones de electron ngeheales, y determinado por la etiqueta
cuantica principal . Conforme a las Ecs(5.16), (5.15), (5.20) y (542&) un valor dado
de u, los estados con, +n, = n. + n = n + ntambién comparten la misma energia y la

degeneracion correspondiente Bs=n +n,+1=n+n+1=n+ n+1. Las diferencias

entre los eigenestados en cada sistema de cooedesadsocian con el numero de nodos

en las coordenadas radial y angular polar, pared=¥i y 77, y esferoidal e hiperboloidal,

respectivamente. Notese que las eigenfuncighgs, para todos los eigenvalores y
excitaciones e, las Ecs. (5.12) contienen los factores comunas,cpmparten con las

eigenfunciones con excitaciones en los otros dadogr de libertagy,, ,(q,, g, 1) en los

tres sistemas de coordenadas, incluyendo la caastamormalizacion comun:

Noo,, = /¢ 2 (5.27)
\/ Sav)" T @ @ p)

Sus dependencias en las coordenadas respectiasciran los factores compartidos con

los eigenestadog/; (r.6,8), Yo u(E11.8) Y Wy ,(U,v,@) con excitaciones en los

primeros grados de libertad. Los factores restaptga estos ultimos estan ilustrados
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explicitamente en la tabla 5.1 para las excitasiop&asn +n,=1,2 en coordenadas
esféricas y parabdlicas. De hecho, cada entradalucra los factores extras para los
constantes de normalizacion y los polinomios en posneros grados de libertad,

comparado con los estadgr,,, de acuerdo con las Ecs. (5.14) y (5.21)

Tabla 5. 1 Razdn de constantes de normalizacidn annzy/ N.., v factores polinomiales para algunos estados

00y

excitados
Estados Coordenadaériesfs Coordiamparabdlicas
2 rcod B u n?
oL 1-
N2+u ay Jerp ap@+p)
2
100 2(1+u)[1_ r ] 1+ p [1_ I3 j
J2+u U ay(l+p) Je+u\l ap+p)
J agra)  U[1+ @+ u)c0sd] (l+/1)\/2+u(1_ 2, J
02u 2+ )3+ )3+ 2u) @ ¥ 1+ p) J3+u ay (ru) av? (2+u ) u)
«/§rcoa9(l_ r j (1+”)*/2(1+”)(1- " j{l_ & ]
11 aV ay(2+u) J3+u avd+ ) ay @+ u)
/2(1+u)3(3+2m[1_ 2 2r? j(lw)\/zw(l_ 26, ¢ ]
20u 3+u av(+u) alvi+u)@+ )  3+pu a (1 u) a8y’ (2t u ) (¥ )

La comparacion de las entradas pgra0,n,=1y n =1,n,=0nos lleva a las

conexiones explicitas entre los estados esfériquargbolicos respectivos, involucrando la
diferencia y la suma de los ultimos, respectivaeient
1 1
|2 2
s || L.
‘/’10;1 \/E \/E ‘/’10;1

Similarmente, para los estad0g, 11, 2(, es sencillo pero mas laborioso establecer sus

s P
wom Y oW

(5.28)

relaciones correspondientes:

wosz;z 1+u | 2+u +u wgz;z
\/2(3+ 2u) \/3+ u \/ 2(3 )
W || L 0 ST 7 (5.29)
V2 V2
W 2+ 1+u 2+ || Yoo,
\/2(3+ 2u) \/3+ u \/ 23 )

Los lectores pueden reconocer la ortonormalitaldslenatrices de transformacion.
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La informacion complementaria para las mfigeciones en las coordenadas

esferoidales para, +n, =12, limitada a los factores polinomiales se presesmtalo

siguiente. Para los estadns=0,n, =1y n, =1,n, =0, las formas en comun son:

1+ U=DA 1, (VDA (5.30)
2(1+ ) 2(1+ 1)
donde A" coni =1,2 son raices ordenadas de la ecuacion cuadratica:
AZ—(zw 2—ﬂj A~ =0 (5.31)
AV av

Similarmente, los estadd¥?, 11, 2( tienen la forma

{1+ U-1A _(U-17[A-20+ p)][ 4f + Aiv]}{“ (v-DA _ (v I[A- 2@ p )] 4+ ] |(5.3)
2(1+ ) 8+ p )2ty 2 ) 8&u )(@Fuy

coni=1,2,3, respectivamente; y los eigenvalor®s" son raices de la ecuacion cubica:

A3+[—8—6,u+12fjA2+{12+ oqu+ g2 -2 F D), 3222}A+ 16 Gp )@+ 3) 6% u ) (5.33)
aV aV (av) ay (&)
La evolucion de las constantes de normalizacian&sfacil de hacer numéricamente y no
se incluye aqui.

Las relaciones correspondientes entre laxlysctos de polinomios esféricos y
esferoidales prolatos se ilustra explicitamente lesncontrapartes de las matrices en las

ecuaciones (5.30) y (5.32) :
2(1+ 1) {Az— A } _20+p) {A— A }

f(A-A) 2(1+ p) f(A-A) 21+ ) (5.34)
A A
21+ )AL - A) 2+ u)A - A)
s 2L - B AT AR (20u] 4 E- @r A A4 s 2EAD 4 B 6 Ay AR
(A-AXA-A) (A-B)( A A (A AL~ D

_ sfru) A -2 pi[A- 2 u) & (A= 2@ p)][A-20+w) 8f (ruJA- 2 u)[A- 2@ u)

(A-AXA=- A A+2 ] A-2(1+u) (A-A)NA- A)(A+2 ] A-2(1+ ) (A~ A(A A(A2 T A2ru)

1612 (2+ | AA+ 4F (i) 167 (2 u )AA+ 4 @u)) 1612 (2+ ) AA + 4f (]

(A-AXA-A(A+2 D@+ 2] A-20u] (A= AXA- A A 2 03 B[A-20+4)] (A= A)A- AXA+2NEF 2] A- 20 4)

(5.35)

Notase las mismas formas de las entradas con teecambios apropiados d&, A y

AR A
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Las variaciones de la etiqueta cuanticade lacomponente del momento angular
de los niveles de energia mas bajos como funcideds apertura del angulo diedgg/
se ilustran en la Fig. 5.1, en base de las EcE2)¥. (5.15). Ellas son compartidas por las
eigenfunciones en los tres sistemas de coordenadas.

Figura 5.1a) muestra la relacion de prapardnversa de la Ec. (5.12) para los

valores sucesivos del niumero cuantigo Figura 5.1b) ilustra el conjunto de los niveles de

energia bajos de la Ec. (5.16) empezando desdadel derecho para la apertura mas
grandeg, =277, los numeros cuanticos y degeneracionesn, (D) estan sucesivamente
001(D=1); 002 (D=1); 011, 101, 003 (D=3); 012, 10@4 (D=3); 013, 103, 021, 111, 201,
005 (D=6); 022, 112, 202, 014, 104, 006 (D=6); darapertura del angulo diedro en el
lado derecho. El nimero de puntos en cada line@esponde a la excitacion de los
primeros dos grados de libertad. A medida que éatama se reduce, los niveles de energia
aumentan debido al efecto creciente de confinamigrartes de los estados con diferentes

nuameros de puntos; las degeneraciones de los sstadm, +n, que mantenga fijo. Por
ejemplo, parag, =37/ 2, el orden y la degeneracion de los niveles sof: (@&-1); 002
(D=1); 011, 101 (D=2); 003 (D=1); 012, 102 (D=2p4) 021, 111, 201 (D=4). Cuando el
angulo diedro sea el planoz de Levine parag, =77, los estados sucesivos y sus
degeneraciones son: 001 (D=1); 002, 011, 101 (D&{R3; 012, 102, 021, 111, 201 (D=6);
004, 013, 103, 022, 112, 202, 031, 121, 211, 3041(). El registro de los niveles y la
degeneracién aumentada para algunos de ellosarddlegimetria rotacional alrededor el
ejey asociado con el plano de Levine. Cuando la aedal angulo diedro se hace mas
pequefiog, < 77, les llama la atencion a los lectores a notardaacde nivel y el traslado
de degeneraciones, derivado del cambigpgle 7 a ¢, <7 desde la derecha a la mitad
izquierda de la figura y el cambio de la consecizeec el orden de los niveles de energia.
Parag, = 717/2 el orden y la degeneracién de los niveles son:(D&1); 011, 101 (D=2);
002, 021, 111, 201 (D=4); 012,102, 031, 121, 211, @®=6); 003, 022, 112, 202 (D=4);
013, 103, 032, 122, 212, 302 (D=6); 004, 023, P03 (D=4). Para aperturas todavia mas
pequeiiasg, — 0, el valore dez aumenta hasta infinidad; el mismo pasa ety por lo

tanto las energias tienden asintéticamente a @nw ce muestran en el lado izquierdo de
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la figura. En tal limite, todos los niveles se weel infinitamente degenerados en el umbral
de ionizacion. Este comportamiento se exhibe pdoddos niveles del a&tomo hidrégeno
confinado en espacios semi-infinitos con otrostes{23].

Las figuras 5.1c) y 5.1d) son amplifica@ende porciones de la figura 5.1b)
ilustrando conjuntos de los niveles de energiatados altos. El lector puede identificar
sus numeros cuanticos respectivos y degeneracigragzeciar los nUmeros aumentados
de la cruza del nivel de energia para diferentesesde la apertura del &ngulo diedro.

Estas degeneraciones y su nimero acumulativo @elossipara cada valor @& son

importantes para formular el principio de Aufbaugpatomos con muchos electrones en la

situacion correspondiente de confinamiento.

200;
15C
= 100

50:
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Figura 5. 1: a) Eigenvalor de la componente z del momento angular ,u(¢0/r[), b) Espectro de energia
Enlnznp[ez/Z aly las ampliaciones parac) 0.2<E,<0yd) 0.1<E,<Oparan+n,=0(—), n,+n,=1

(==), n+n,=2(==), n+n,=3(=—)

5. 4 Distribuciones de presion y momento dipolarléctrico para
el atomo de hidrégeno

Esta seccion contiene la evaluacion depdogiedades del atomo hidrogeno debido a
su confinamiento. Primero se evalla la distribuaénpresion en las paredes del angulo
diedro de confinamiento para los estadog,@u y 104 del atomo de hidrégeno en los
tres sistemas de coordenadas, usando las ecuaderezsnbio en mecéanica cuantica de
Hirschfelder [22]. El segundo, el momento dipolé&ctico para los mismos estados,
asociado con el rompimiento de la simetria rotadiairededor de eje-debido a la
presencia del angulo de confinamiento también aklav

La presion promedio en un sistema cuéntionfinado en un volumen finito se
identifica con la tasa de cambio de su energiarespecto al cambio en el volumen de

confinamiento. Este concepto cuando se aplicaahd@tde hidrégeno confinado en un
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espacio semi-infinito produce un valor nulo parpresion promedio porque el cambio de
energia es finito cuando la frontera cambia sucg@simientras el cambio en volumen es
infinito. Aqui adoptamos el concepto de distribucide presion en la frontera de

confinamiento, asumiendo que la ultima se divideelmmentos de area, Ag hAg, con
cilindros asociados con altura infinitesimaAg,. Para tales cilindros con volumenes

infinitesimales, la presion correspondientes seesgpcomo

1 10
———————£(q, ¢, 9)A ¢ g] (5.36)
hhAGAG hog

donde&(q,, 0,, ;) es la energia asociada, tal que

P &, &)=~

£(0, % B)AGAG= [ hhhda WA @ ¢ (5.37)
En el caso especifico de confinamiento rgulbs diedros comy, = ¢,, los factores
de escala en las Ecs.(5.36) y (5.37) no dependda dariableg ; consecuentemente su
presencia en la Ec.(5.36) cuando la Ec. (5.37usttsye, da un cociente de uno. Ademas
el hamiltonianoH al operar sobre sus eigenfuncioges, , da las mismas eigenfunciones
multiplicadas por el eigenvalor de enerdg@,) como una funcion de la apertura del

angulo diedro. Por lo tanto la evaluacién de lasigre en la Ec.(5.36) se reduce a la

evaluacion numérica de la derivada,

2 [E @M (a0 add(aas)] 639

La tabla 5.2 y las Figuras 5.2-5.5 ilustran losoxes numeéricos de la distribucion de

SICHA AT

presion para estadd30y,0ls,1Q/ en las coordenadas sucesivas para los angulos de

confinamientog, =7/2,77,31/2 y 2. Las entradas en la tabla contienen la presion
maxima, la posicion correspondierdg, . Y la posicion en donde la presion se argyla

en posiciones escogidas gn
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Tabla 5. 2 Distribucion de presidn para estados bajos en tres sistemas de coordenadas

Los estados bajos o/ Y2 1 32 2

S:00u enf =11/ € Pmax[10%pa] | 0.09793! | 2.8715¢ 9.5785: 17.642(

Mmad 21/20] 4.9580( 1.5380( 0.8100( 0.5139

Ro[2r/a] 15.036! 7.2901¢ 5.3182 4.4466:

S:0lyend=r € Pmax[10%0a] | 0.40930; | 2.6110: 3.9298: 4.2140!

Mmad 2/20] 10.106( 4.8530( 3.5180! 2.9280!

Ro[2r/a] 23.912: 13.654 10.831¢ 9.5300

S:10u end =71 € Pmax[10%0a] | 0.22355 | 3.3106: 7.9702: 11.728t

Mmad 2/20] 4.1880( 1.3256( 0.6980! 0.4469(

Ro[2r/a] 8.4967 3.8703 2.7249: 2.2252

P01y eny / Ja = 1 Pmax[10%pa] | 4.3616 53.853¢ 84.317! 90.290:
e/ (a) | 1821 0.938( 0.657¢ 0.498¢

& 1¢/Jal 3.006: 1.9544 1.5956t 1.4134:

PS:0lu con f/ g = 1.2 | Pnax[107'pa] | 9.3326: 27.473 35.86: 36.626t
env=05 [ 8.017( 3.879( 2.789( 2.283(
U 16.157: 9.5970 7.7706 6.909¢

PS:10u con f/ g3 = 0.€ | Pmax[107pa] | 1.1594! 4.8701: 25.413 6.7440.
env=0E [y 6.7000( 2.3890( 1.219( 1.589¢

U, 12.691 5.7414° 4.049: 3.3224:

Las figuras proporcionan mas detalles para la @nesomo funcion dey,, para los valores

seleccionados dg, y ¢,/ 7.
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1x10%
8x 101 |

6x 101 |

P(r)

2x101]:—

4x10M ¢

— o112
== po/n=1/3
v po/n=1/6
------------ ......E...--'--_;
5 10 15 20 25
2r/ag

Figura 5. 2: Presién como funcionde I' y ¢0/rr en @=1/6 para los estados 001 en coordenadas esféricas.
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Para los estados excitados bajos, las distribusidaegresion se ilustran en las figuras 4-6.

4%x10°}
3x10%}
5 2x10°;
1x10%|
07\
1.2% 10
- /=2
1.0x 101 | i
== /n=C/2
8.0x10C% [ o4
1 ]
[N :1
C 6.0x10%| :' wo/n
o .. |‘ = pg/n=1/2
4.0x10°|;
2.0x10°}
O,
0 2 4 6 8 10 12
2r/a
/&g )

Figura 5. 3: Presiéon como funcion de I' y ¢0/7T en 9277/6 en sistema de coordenadas esféricas para a)

Estado 011, y para b) Estado 101.
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8x109:

6x10%

P&

4x10°

2x109:

Figura 5. 4: Presién como funcién de &y ¢O/7T en /7/1/30 =1.2 para el estado 011 en el sistema de

coordenadas parabdlicas para el estado 101, la misma figura es vdlida intercambiando los papeles de ¢y 1.
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4)(1012 r nim ‘100/77:_’1 |
5 I ]
o I vm po/r=1/2
2x10% | ]
O 'm I mIimIm
5 10 15
u
b)

Figura 5. 5: Presién como funcién de u y @,/ en el sistema de coordenadas esferoidal prolataen v =0.5

con a) Estado 011 con f/a0 =1.2y b) Estado 101 con f/a0 =0.6.

Los lectores pueden notar que los valorasdgs positivos de la presion alternan con
valores pequefios negativos. Los Ultimos correspordeensiones que se han reportado
para confinamiento del atomo de hidrégeno en sadedtase en conos elipticos [13]. En el
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presente trabajo, evaluamos la presion para estedotados para establecer que la
alternacion de sus valores y signos es un comp@témcomun, pero que no habia sido
notado antes.

Ahora vemos la evaluacion del momento @poEl momento dipolar eléctrico de
nuestro interés es el valor de expectacion delanjped = —eT, donder es el vector de
posicion del electron desde el ndcleo, para loeneigtado00u, 0z y 10u en las

coordenadas sucesivas.

<wnlnzﬂ a‘w’h”zﬂ> = _e<wr1rw

El uso de la Ec.(5.2) para las transformacion aedenadas y la Ecs.(5.3) para los factores

Tx+ Jy+ k 4¢/W> . (5.39)

de escala indica que los valores de expectacidruoran integrales sobréqg, dg, y dg.

La ultima aparece en las formas comunes:

_eé{%[?coseﬁo/ 2)+ ] sind,/ 2)15 g0, ¥ KL an, } (5.40)

dondel (nn,) y 1,(nn,) son las integrales en los primeros grados de éideen las
coordenadas respectivas. Los subindices se refelasm componentes transversal y axial
de nuestro interés. La componente transversakesta direccion del vector unitario de la
bisectriz del angulo diedro con la magnitud detdaanterior que coincide con aquella del
atomo de hidrégeno en dos dimensiones confinadelpuismo angulo [18].

Las integrales transversalegn,n,) involucran los valores de expectacion de la
coordenada circular radial , y las integrales longitudinales involucran el valbe
expectacion de. En coordenadas esféricas, los eigenestados tienanparidad bien

definida, la cual se traduce en la anulacion de.a integral radial conduce a funciones

Gamma y la integral sobre el angulo polar conduseibnes Beta, similar a las que

aparecen en la evaluacion de las constantes dealiweiion. En coordenadas parabdlicas
los estados QL tiene valores negativos de de modo qued,) apunta en la direccion
positiva dez, por otro lado, los estadosi@ienen un valor positivo yd,) apunta hacia

abajo. Las dos comparten las mismas magnitudesusie@mponentes transversales y
axiales. Para las coordenadas esferoidales prolddas integrales son evaluadas

numéricamente.
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Los datos sobre las componentes transesrgalongitudinales del momento dipolar
eléctrico para estados 001, 011 y 101 se ilustndasecolumnas y renglones sucesivas para

0<¢,/m<2. Los valores para el estado 001 son comunes pardrés sistemas de

coordenadas, mostrando el comportamiento crecasdde valores pequefios a mayores a
medida que la apertura del angulo diedro se redasde su valor maximo a su minimo.
Los mismos comportamientos cualitativos se recampega las componentes transversales
en los otros estados en las diferentes coordenadas;ambios cuantitativos se describen
por

d(011)< d”$(011,f = 0.5x d™° (011f = 5 d.”° (01%= 108)d,” (0H)d" (101)

:%[d§(011)+ d°(101) = d"°(101f= 100§ d/° (0= d°° 10L= 0L)d> (L 541)

Las igualdades en el centro de estas oglasison las consecuencias de las relaciones

de la Ec.(5.28), como el lector puede corroboracasta renglon de la tabla 5.3. Esta ilustra
la interpolacion que los estados en coordenadasogddles prolatas realizan entre los
estados en coordenadas esféricas y parabolicasdspele la variacion de la distancia
semifocal en su intervalo< f <co. Por el otro lado, las componentes longitudinpkes
los estados degenerados esferoidales prolatos AD1L yienen la misma magnitud, pero
apuntan en direcciones opuestas, arriba y abajectgamente, asegurando que las
componentes correspondientes para los estado®idafes se anulan, tomando la cuenta
de las Ecs. (5.28) y (5.34).
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Tabla 5. 3 Magnitud de las componentes de momento dipolar eléctrico transversal d(g,) v longitudinal

d,(¢#,) con unidad [ea,] para los estados 001,011 y 101 en las tres coordenadas como funcion de @, /77

dlea]
$o 001 S011 S101 PO011 y PO11 PS011 y PS101 PSO1u y PS10u PSO1u y PS10u
7r (f=05a) (f=5a) (f=100 a)
d; d, d; d; d, d, d, d; d, d, d, d; d, d,
0.0 0 o0 0 0 0 0 0 0 0 o0 0 0 0
0.1 | 123.459| 140.294 157.13D 148.712 36 140.295 0.136367.13 140.319 1.35974 157.106 144.75 15.023 4933
0.2 | 37.169| 46.4619 55.7548 51.2081 21 46.4632 0.24995.758 | 46.5883| 2.4320| 55.6219 50.1532 10.2y59 52.063
0.3 | 32.9736| 26.2333 32.9789 29.6061 16 26.2864 0.34582.9738| 26.5106 3.1769 32.7016 29.2189 7.94712 39.99
0.4 | 12.7051| 18.1501 23.595p 20.8726 13.5 18.1556 0.42723.5897| 18.5743 3.6180, 23.171 20.65989 6.72p17 884.0
0.5 | 9.2807 | 13.9217 18.561p 16.2414 12 13.9292 0.49828.5535| 14.4589 3.8411 18.0238 16.1024 5.98p23 @8.38
0.6 | 7.2565| 11.3384 15.420p 13.3793 11 11.349  0.5595 .4096 | 11.9524 3.9325 14.8061 13.2796 5.49844 19.478
0.7 | 5.92949| 9.59187 13.254p 11.423 10.2857 9.60488 3@.61 13.2411| 10.2513 3.9521 12.5947 11.3468 5.13841.4992
0.8 | 4.99291| 8.32157 11.650 9.98582 9.75 8.33687 0.66051.6348| 9.00344 3.9351 10.9682 9.92501 4.87[174 0446.
0.9 | 4.29424| 7.34541 10.3966 8.871 9.3333 7.3628  0.70220.3792| 8.03349 3.9006 9.708¢ 8.82093 4.66415 B8DP21
1.0 | 3.75000| 6.5625Q 9.3750p 7.968Y5 9 6.5816 0.7398 558B| 7.24524) 3.8587 8.69226 7.92658 4.49798 8.01092
1.1 | 3.31113| 5.91273 8.51438 7.21353 8.72727 5.9333 3B.7f7 8.49374| 6.5819 3.8148 7.845p9 7.17742 4.361924984
1.2 | 2.94714| 5.35844 7.76974 6.56409 8.5 5.3801  0.8034.7487 | 6.00833| 3.7715| 7.11985 6.53278 4.24857 6.59539
1.3 | 2.63823| 4.8750Q 7.11176 5.99388 8.30769 4.8976 06.83 7.08917| 5.50132 3.7302 6.48544 5.96599 4.1526 02087
1.4 | 2.37107| 4.4457q 6.5204p 5.483]11 8.14286 4.4689 5@.85 6.49729| 5.04548 3.6914 5.920y3 5.45898 4.071033%0723
1.5 | 2.13641| 4.0591§ 5.98194 5.020%6 8 4-0826  0.8780 588®| 4.6301 | 3.6552 5.41101 4.9992  3.99901 5.04192
1.6 | 1.92767| 3.70705 5.48644 4.59675 7.875 3.73p5  0.8983.46296| 4.24767 3.6217| 4.94582 457778 3.9366 54B1
1.7 | 1.74008| 3.3835Q0 5.0269[L 4.20521 7.76471 3.4068 76.91 5.00363| 3.89279 3.5908 451762 4.18832 3.841522209
1.8 | 1.57014| 3.0842Q 4.5982p 3.84123 7.66667 3.1071 50.98 4.57539| 3.56158 3.5622 4.12089 3.82619 3.832585638
1.9 | 1.41519| 2.80598 4.19678 3.50188 7.57895 2.8283 1@.95% 4.17451| 3.25119 3.5357 3.75157 3.48797 3.7848751438
2.0 | 1.27307| 2.54648 3.81972 3.1831 7.5 2.57049 0.9662.80187| 2.95957 3.5112 3.40663 3.17147 3.74p34 33[51)8
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Figura 5. 6: Magnitud de las componentes transversal d(¢,) v longitudinal d,(¢,) en la unidad [eao] con

las escaleras izquierda y derecha respectivamente, para los estados 001(—), 011(----) y 101(----:) en las

coordenadas a) esféricas, b), c) parabdlicas y d), e) esferoidales prolatas como funcion de ¢O/7T.

5.5 Discusion

La superintegrabilidad del &tomo de hidriigeonfinado por angulos diedros se ha
mostrado explicitamente en coordenadas esférieagbglicas y esferoidales prolatas. La
razon atrds de esto que las ecuaciones de Scheddioognparten de los operadores
conmutativos del Hamitoniano y el cuadrado de lammunentez del momento angular,
como se discutié en la Sec.5.2. Los demas opemdigelas Ecs. (5.7), (5.8) y (5.9)
también conmutan con el par anterior, pero no céamentre si. Sus eigenfunciones

respectivas que satisfacen las condiciones de efimntle las Ecs. (5.11), estan

identificadas, construidas e ilustradas en la S®8. Las conexiones entre las

eigenfunciones en diferentes coordenadas con eifpges de energia comun, asociado

con un valor fijo seleccionadq, , y los valores comunes de +n, , n.+n y
n, +n, también se ilustran en la misma sesion. La degeiderade los eigenvalores

sucesivos de energia también esta identificadhyy@edo sus variaciones con la apertura
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de los angulos diedros de confinamiento. La digtiitn de presion en las paredes del
angulo de confinamiento para los estadgs, @l y 1Qu en las coordenadas respectivas
también estan evaluadas e ilustradas en la Sec.Eb.4ompimiento de la simetria
rotacional alrededor del egadebido a la presencia de los angulos diedros ignemniento
conduce a la adquisicion de un momento dipolarepéatomo de hidrégeno evaluado en la
misma seccion via la Tabla 5.3 y la Figura 5.6.

Ademas de este resultado especifico padtoaio de hidrogeno, se reconoce que es
atil la investigacion del confinamiento en anguiledilo para otros sistemas que comparten
la simetria rotacional alrededor del eje Especificamente, la particula libre y los
osciladores arménicos isotrdpicos y anisotrépicespaeden implementar facilmente;
mientras el ion molécula de hidrégeno y la moléaidatra de hidrégeno pueden extender
el modelo de Kovalenko [7]. En el ambito de fisicatematica / quimica, el uso de la base
Fourier fraccional y sus consecuencias en polinsragociados de Legendre y de Laguerre

tienen que tener sus contrapartes para las sokggmlos otros grados de libertad.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo de tesis, estudiamos los siguiésress:

Hemos propuesto un potencial anular nuevo, y aoidstrsus soluciones usando
el método N-U. Asi mismo resolvemos otro potentigad Pdschl-Teller 1. Se ha
ilustrado que este método es muy efectivo pardwestwdos potenciales solubles
conocidos y nuevos;

Usando el método estandar re-investigamos unréfean el campo de una
molécula con un momento dipolar para comentar etifi=r errores en un
articulo reciente publicado en Physical Reviewdrstt

Usando el método de factorizacion estudiamos etopoircular en dos
dimensiones y el pozo esférico en tres dimensidDbtenemos los operadores de
desplazamiento que incluyen todas las varidlggs)y (r,8,¢)de los sistemas
Se reconoce que estos operadores de desplazangenayan un grupo de
potenciales con el mismo espectro de energia;

Estudiamos el &tomo de hidrogeno confinado en asgliedros en tres diferentes
sistemas de coordenadas y obtenemos las eigenfi@sciyp eigenvalores. Las
relaciones entre eigenfunciones esféricas, pa@soly esferoidales prolatas de

los estados degenerados mas bajos para cada \elar, da distribucion de

presion y momento dipolar eléctrico para el estdee y los primeros estados

excitados han sido establecidas.
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Apéndice A: Las funciones e integrales usadas

1. La funcibn Gamma

La definicion integral (Euler)

r(2) sj: e'tldt R 1>0.

Z)=—
sin(zrr)

La formula de duplicacién de Legendre:
r(1+2) r( z+%] =22l (2z+ 1)
2. La funcion Beta

B(m+1,n+1) = 2.[071/2 cod™ @ sii™9 B =

F(pr
B(pa)=" = B(a

3. Laintegral

m! n
(m+ n+1)!

(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)

(A.6)

lee (0,80, B.08,4) = [ €70 | E(-nB;p), RE n-AnB+0B:0)

Unas soluciones de (A.7) que ocupamos ervéstigacion son

A An AB |

0 0 0 (2n+ B)NnIr (B)?
F(n+p)

-1 0 0 nir(B)?
F(n+p)
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