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Glosario

GLOSARIO

AcTIVIDAD: Accion observable realizada por un individuo o grupo social en respuesta a
necesidades de caracter practico o teorico.

CONSTRUCCION DEL CONOCIMIENTO: Proceso mediante el cual las personas y/o comunidades
pasan de un estado de conocimiento a otro que es considerado, en algun sentido, superior al
anterior.

CONVENCION MATEMATICA: Puede ser interpretada como una propiedad emergente para
establecer una relacion de continuidad o de ruptura de significados al momento de la
integracion sistémica de un conjunto de conocimientos y que puede tomar la forma de una
definicion, un axioma, una interpretacion, o una restriccion entre otras.

COSTUMBRE DIDACTICA: ES el conjunto de précticas establecidas por el uso en el quehacer
docente.

ESTEREORRADIAN: Angulo sélido con un vértice en el centro de una esfera, y que se
intercepta en ésta una superficie cuya area es igual a la de un cuadrado con radio igual al
radio de la esfera.

NOCION MATEMATICA: Objetos de conocimiento construidos susceptibles de ser ensefiados y
utilizados en aplicaciones practicas. Las nociones matematicas son, por tanto objeto de
estudio en si mismas y de una evaluacién explicita, asimismo sirven como instrumento para
el estudio de otros objetos.

NociON PARAMATEMATICA: Nociones que se utilizan conscientemente (son reconocidas y
designadas) como instrumentos que sirven para describir otros objetos matematicos, pero
no se les considera como objetos de estudio en si mismas; luego no son objetos de
evaluacion directa, sino que son identificadas al momento de presentarse su no-maestria por
parte de los estudiantes.

NociON PROTOMATEMATICA: Nociones cuyas propiedades son utilizadas en la practica para
resolver ciertos problemas, pero de manera que la nocion misma no es reconocida ni como
objeto de estudio ni siquiera como instrumento Gtil para el estudio de otros objetos.

PRACTICA DE REFERENCIA: Conjunto articulado de actividades que desarrolla un sujeto o
grupo cultural con una finalidad especifica y bajo una practica social que norma y regula
las mismas.

PRACTICA DOCENTE: Se articula a través de un conjunto de procesos complejos vy
multidimensionales que exceden el reduccionismo del espacio a la tarea de dar clases o de
planificar una secuencia de contenidos para tales fines. Es necesario ampliar este concepto,
incorporando todas aquellas tareas que el docente realiza en su contexto de trabajo.
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Glosario

PRACTICA SOCIAL: Supuestos que regulan y norman las actividades vinculadas a la
construccion de conocimiento. Es un elemento inherente al conocimiento, aunque a veces
no se perciba claramente su presencia. Se construye en el consenso de un grupo social
culturalmente situado, afectando y conformando la psique de sus actores.

TRANSPOSICION DIDACTICA: ES el proceso por el cual ciertos contenidos seleccionados como
aquellos que se deben ensefiar en un tiempo y lugar dados, son transformados en contenidos
ensefiables. Para que ello sea posible debe operar un doble proceso de descontextualizacion
y recontextualizacion, que transforma el contenido inicial en un contenido con fines
pedagogicos. En palabras de Chevallard: La transposicion didactica es la transformacion
del saber cientifico o saber erudito en un saber posible de ser ensefiado. La contenidizacion
0 pedagogizacion de contenidos iniciales, provenientes del campo cultural de una sociedad
en sentido amplio, es un proceso complejo que sin lugar a dudas debe ser revisado
constantemente para mantener alto el nivel de actualizacién de la educacion.

SOCIOEPISTEMOLOGIA: aproximacion tedrica en Matematica Educativa que se plantea el
estudio de las condiciones y circunstancias relacionadas con la construccion de
conocimiento, asumiendo que las mismas pueden ser de naturaleza epistemoldgica,
didactica, cognitiva y social. Estas cuatro dimensiones se abordan de manera sistémica y
situada para explicar como una persona o grupo social construye sus ideas matematicas.
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Resumen

RESUMEN

Este trabajo ofrece resultados sobre la construccion del conocimiento a traves del estudio
de los procesos presentes en la arquitectura de sistemas conceptuales matematicos a los que
hemos llamado procesos de articulacion y convencién matematica. Se muestra una
descripcion de lo que, a nuestro parecer, son nociones basicas que permiten interpretar a la
convencion matematica como generadora de conocimiento dentro del marco de la
matematica educativa. Para tal fin se dan evidencias del funcionamiento de la nocion de la
convencion matematica. En particular se presentan resultados que identifican los procesos
de articulacion y convencion matematica presentes en la construccién de la conversion de
unidades angulares (grados—radianes<reales). Estos fendmenos giran alrededor de las
respuestas matematicamente erroneas de estudiantes y profesores de nivel medio y superior,
en donde se desconoce el por qué al usar medidas angulares en radianes no deben indicarse
las unidades, ademas de la ausencia de argumentos para establecer por qué en matematicas
superiores la medida mas conveniente para un angulo es el radian.

El capitulo 1, planteado como antecedentes, muestra las aportaciones que han hecho otras
investigaciones respecto del fendmeno didactico ligado a la nocion de la transicion de las
unidades angulares en la construccion de la funcion trigonomeétrica.

En el capitulo 2, se explican los referentes tedricos y a través de ellos se proporcionan los
instrumentos conceptuales necesarios para dar racionalidad a la investigacion.

Una aproximacion a la vida de la funcién trigonométrica en el escenario escolar puede
hacerse mediante el examen de las fuentes principales de organizacidn y recursos con que
el docente cuenta para impartir su clase, asi como con el registro de la misma. Dichas
fuentes las constituyen los Programas de Estudio y los Libros de Texto mas utilizados. Este
analisis se presenta en el capitulo 3, y constituye un fuerte argumento del por qué estudiar
tal transicion angular mas alla del contexto escolar y el matematico.

Un acercamiento de cédmo es concebida y razonada la eleccion de la unidad de medida
angular (grado, radian o real), asignado como argumento en una funcién trigonomeétrica, es
a través de los cuestionarios y el mismo didlogo de profesores y estudiantes, que
constituyen a su vez una fuente para el analisis cognitivo. Estos resultados son reportados
en el capitulo 4.

El capitulo 5 se muestra un acercamiento a como se crea la transicion de las unidades
angulares grados—radianes<>reales que ofrece explicacion de la naturaleza de tal
transicion; al estudiar su origen y desarrollo de los criterios y condiciones de su validez, su
consistencia logica y el devenir del radian como unidad angular.

Finalmente, en el capitulo 6 se hace una recapitulacion de la presente investigacion y las
contribuciones de la misma.
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Abstract

ABSTRACT

This work offers results over the building of know ledge through by studying of the currently
process in the consolidation of conceptual systems of mathematics, that we joint named and
convention mathematics processes.

It shows a description of the bases and notions that let understand the mathematic convention to
generate the know ledge inside of the terms of educational mathematics.

For this propose we give facts and evidences of the functioning of the notion the mathematic
convection. In particular it presents results that identify the process of Jaunt and mathematic
presentations in the building of the conversion or Angular units (grades-radians-real). These
phenomenon’s saint ground of the wrong answers math’s from students and professors of medium
level and high too, in where it. We don’t know the reason to use angular measures in radians, it
mustn’t to indicate the units, besides of the lack of facts for establish reasons, that because the high
level in Mathematics | the most convenient measure for angle is: the radian.

Chapter 1. The plan such as background, it shows the contributions that have been done, and others
investigations with respect to the didactic phenomenon, joined to the knowledge and the transition
of the angular units, in the building of trigonometric function.

In the Chapter 2 it explains the theory references and through by them, it gives the need conceptual
instruments, in order to give trotlines to the investigation.

An approach of the life of trigonometric function in the school scene, it can do by the test of the
mean sources of organization and means with the teacher take them for giving his classes, and in the
same way with the register of the last mentioned (same). The mentioned sources are the bases of
studying Programs and Text Books, more uses. This analysis presents in the chapter number three
and is a strong reasoning for using the reason for studying the mentioned angular transition beyond
the school context and the mathematics subject.

A close step that how is the way for make and think reasonably the election of the unit of angular
measure (grade, radian or real, assign such as argument in a trigonometric functions, is by the
guestionnaires and with the same dialogue between teachers and students that establish at the same
time the source for the cognitive analysis these results are reported in the chapter number four.

In the chapter number five, it shows an approaching to say how is creating the transition of the
angular units (grade-radians-real) and show the explanation of the nature of the transition. When we
study the origin and the development of the criterion and condition of the validity, it’s logical and
substantial they arrive of the radian, such as angular unit.

Finally, in the chapter number six it makes a recapitulation of this investigation and the contribution
is inside of itself.



PRESENTACION

Una de las recientes preocupaciones, a nivel mundial, sobre el papel que juega la escuela en
la educacion y formacion del individuo, es la denominada alfabetizacién de la ciencia.
Prueba de ello es que México, junto con mas de 30 paises, aceptd ser considerado en este
criterio por la Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Economico (OCDE) en la
evaluacion PISA (Programme for International Student Assessment PISA), cuyos
resultados del afio 2000, 2003 y 2006 han desequilibrado el status quo del sector educativo
del pais.

De acuerdo con Wynne (citado en Montiel 2005), la alfabetizacion de la ciencia se define
como “la capacidad de usar un conocimiento cientifico para identificar preguntas y para
sacar conclusiones basadas en las pruebas, con el fin de entender y ayudar a tomar
decisiones sobre el mundo natural y los cambios realizados en €l a través de la actividad
humana”. Cabe sefialar que en las pruebas del PISA se evalla lo que los paises
participantes han acordado, que son resultados deseables, estén éstos reflejados o no en los
curriculos actuales de cada pais.

En enero del 2008, se da a conocer la Reforma Integral de la Educacién Media Superior en
México, documento integrado por la Subsecretaria de Educacion Media Superior de la
Secretaria de Educacion Publica de México; e incluye aportaciones de las autoridades
educativas de los Estados de la Republica, de la Red de Bachilleratos de ANUIES, del
Consejo de Especialistas perteneciente a la Secretaria de Educacion Publica, de la
Universidad Nacional Autonoma de Meéxico, del Instituto Politécnico Nacional y de
diversos especialistas en temas educativos.

Indiscutiblemente, el conocimiento matematico juega un papel primordial en esta Reforma
Integral de la Educacion Media Superior (RIEMS), particularmente en la resolucion de
problemas de aplicacion en contextos reales. En este sentido una pregunta interesante seria
¢Por qué no vislumbramos los resultados de pruebas, como la de OCDE en evaluacion
PISA con anticipacion, si en efecto, el curriculo mexicano no contempla la vinculacion de
las areas cientificas?, pues de acuerdo con Montiel, (2005), las Matematicas, Fisica,
Quimica, Biologia, son areas o “materias” escolares que viven, mas no conviven, en la
formacion de los estudiantes.

Los fendmenos didacticos y sus efectos en la sociedad no encontrardn una Unica
explicacion que dote de solucion a los problemas que se presentan. Es tarea de la
Investigacion Educativa entender el fendmeno en su totalidad y atender a sus particulares.
Este es el caso de la Matematica Educativa, como disciplina que se encarga de los
fendmenos de ensefianza — aprendizaje de las matematicas; sin embargo, distintas escuelas
de pensamiento han desarrollado investigacion en diversas direcciones: cOmo se aprende,
coémo se ensefia, como se convirtieron los saberes tedricos en saberes escolares, cuales son
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las restricciones institucionales y escolares para la actividad didactica, qué se ensefia, etc. Y
es solo en base a estos resultados que puede pensarse en formar un curriculo que beneficie
efectivamente el aprendizaje y, en este sentido, alfabetizarlo mateméaticamente.

La investigacion que aqui se reporta, pretende ser una aportacion a la comprension del
fendmeno educativo que vive nuestra sociedad, la cual puede ser sumamente significativa
para la alfabetizacion de las ciencias en los niveles medio superior Yy superior.
Tradicionalmente la convivencia de las matematicas con otras reas cientificas escolares se
entiende como la aplicacion de las primeras en los problemas de las segundas.

Este trabajo nace en el seno de una aproximacion tedrica, la socioepistemologia, construida
en el marco de la matematica educativa, que centra su atencion en la caracterizacion de
“aquello que permite la construccion del conocimiento matematico”. Tal objetivo genera
investigacion que busca explicar cbmo se aprende, como se ensefia, y qué se ensefia, para
lograr desarrollar el pensamiento matematico de los estudiantes, via el redisefio del discurso
matematico escolar’. Esto presupone un cambio radical en lo que se entiende por ensefiar y
aprender matematicas, resolver problemas y evaluar el aprendizaje.

Uno de los fundamentos de este trabajo, se basa en los trabajos realizados en torno a los
procesos de convencion matematica (Martinez-Sierra, 2003), donde se han desarrollado
algunas nociones tedricas que han sido dtiles, tanto en la explicacion de algunos fendmenos
didacticos, como en la interpretacion de los procesos de construccion de conocimiento. En
particular, en el plano de la construccion de conocimiento se han dado evidencias de que
ciertas piezas de conocimiento, a las que se han denominado convenciones matematicas,
pueden ser entendidas como producto de un proceso de articulacion matematica o proceso
de integracién de conocimientos. En el mismo sentido, en el plano de la explicaciéon de
fendmenos didacticos se han aportado evidencias de que algunas de las rupturas
conceptuales presentes en la escuela tienen su origen en la dialéctica
articulacién/desarticulacién entre las diferentes partes del corpus de la matematica escolar.
Con base a estos resultados, la convencion matematica se ha convertido en una linea de
investigacion que ha permitido construir hipotesis interpretativas que permiten dar cuenta
de la existencia de las rupturas en la construccién escolar de sistemas conceptuales
matematicos (Méndez, 2008; Martinez-Tecolapa, 2005; Colin, 2006; Juarez, 2007).

Las investigaciones recientes que han tomado como objeto de estudio a la funcion
trigonométrica (Maldonado, 2005; Montiel, 2005; Méndez, 2008; Rotaeche, 2008), han
permitido identificar diferentes dificultades que presentan estudiantes del Nivel Medio
Superior (NMS) al enfrentarse con actividades que involucran la transicion (conversién) de
grados — radianes y a la transicion (equivalencia) radianes < reales.

En la presente investigacion se presenta un andlisis sistémico: didactico para saber qué y
coémo se ensefia; cognitivo, con el objetivo de conocer qué se aprende y como se concibe la

! El discurso matematico escolar es la manifestacion del conocimiento matemético normado por las creencias
de los actores del sistema didactico de lo qué es la ensefianza y lo qué es la matematica, (Cordero y Flores,
2005).
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conversion de unidades angulares en profesores y alumnos de NMS y Nivel Superior (NS);
y epistemoldgico, con el propdsito de estar al tanto del origen de las unidades angulares.

Al estudiar como se construye la funcion trigonométrica (FT) centramos nuestra atencion
en la transicion por la que pasa el argumento x de una FT, por ejemplo el paso de una
medida angular, expresada en sistema sexagesimal cuya unidad de medida es el grado, a
una medida del sistema ciclico, cuya unidad es el radian, para finalmente pasar a ser un
numero real. Para ello realizamos un estudio sistémico (en el marco de lo didactico,
cognitivo 'y epistemoldgico) sobre la transicibn de las unidades angulares
grados—radianes«reales. Con lo cual, pretendemos continuar y ampliar la investigacion
desarrollada por Méndez (2008). En este sentido analizamos los planes y programas de
NMS y superior contemplando los objetivos especificos; es decir, el contenido tematico en
cuanto al tratamiento de la FT y la bibliografia sugerida para el profesor y estudiante.
Nuestro interés se centra en la forma en que se definen los angulos, su medicion y
conversion de un sistema de medicion angular a otro, en la definicion y caracterizacion del
sistema ciclico, en la construccion de la FT como funcion con variable real y la elaboracion
de las gréficas trigonométricas.

El anélisis realizado permitié identificar algunos fendmenos didacticos entorno al
tratamiento de la funcion trigonométrica; en especifico, en la forma de definir al radian, en
la graficacion o caracterizacién de la gréfica de una FT (donde se da la transicion
radianes<reales) y en las actividades que realizan los profesores y alumnos del NMS y NS,
los cuales exteriorizaron confusiones sobre el uso de las unidades de medida angulares.

Nuestros resultados, muestran dos factores que permiten explicar la problemética planteada.

I.  La transposicién didactica del concepto de angulo medido en radian, que no se ha
consolidado en el contexto escolar.
Il.  El desconocimiento, en el contexto escolar, de que concepto de radidn, como
medida angular, es una convencion matematica que articula y provee de coherencia,
en sentido matematico, a la FT de variable real.

Estos resultados, abren un campo de investigacion sobre la construcciéon de alternativas
didacticas que posibiliten a los estudiantes, la apropiacion de convenciones matematicas.
Esto se asevera a razon de que la ensefianza tradicional asume, al parecer, que las
convenciones matematicas son objetos de memorizacion, sin embargo como se mostrara
para el caso de la transicion grados — radianes < reales, este camino no es trivial, pues
tanto estudiantes como profesores presentaron inconsistencias en sus actividades.

Nuestra investigacion estad dividida en 6 capitulos. En el primer capitulo se plantea y
justifica el problema de investigacion. En el segundo, se presenta el marco tedrico y la
metodologia de investigacion a seguir. En los siguientes dos capitulos se evoca al desarrollo
del analisis que dicta la metodologia que se eligio, es decir, el analisis didactico y el anélisis
cognitivo. En el quinto capitulo se presentan anotaciones sobre la epistemologia y la
transposicion didactica del radidn como medida angular. Finalmente, en el sexto capitulo,
se hace una recapitulacién de la presente investigacion.



Capitulo 1.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE
INVESTIGACION: ANTECEDENTES

El presente capitulo pretende ofrecer al lector, elementos para mostrar como se detectd el
problema de investigacion, ademas de proporcionar fundamentos sobre la pertinencia del
presente estudio al seno de la Matematica Educativa. Asimismo, presenta algunas
investigaciones que, de alguna manera anteceden a ésta.

1.1 INTRODUCCION A LA PROBLEMATICA

Es necesario establecer de inicio la postura que esta investigacion asume para su
realizacion, para ello acudiré a Chevallard (1998) cuando afirma que la Matematica
Educativa® tiene como objeto de estudio al sistema didactico (los saberes, la institucion, el
profesor y el alumno) y a los fendmenos (didacticos) que en €l suceden. Esta perspectiva
asume de entrada, como objeto de estudio, la complejidad de los hechos educativos, al
considerarlos como resultado de una continua interaccion entre los componentes del
sistema didactico que se conforma con el objeto adquirir los conceptos y métodos, de la
matematica, en situacion escolar. En otras palabras, se asume una perspectiva sistémica
reconociendo que el sistema didactico esta constituido por:

» Tres subsistemas:
o Institucién—profesores
o Losalumnosy
o Un cuerpo de conocimientos a aprender (saber ensefiado) alrededor de un
saber (designado ordinariamente por el programa) que forma un contrato
didactico, el cual toma tal saber como objeto de un proyecto compartido de
ensefianza y aprendizaje, uniendo en un mismo sitio a profesores y alumnos.
» Un estrato que Chevallard (1997) denomina la noosfera (lugar donde se piensa el
funcionamiento didactico) del sistema didéactico.

De esta concepcion se desprende que nuestra disciplina intenta teorizar sobre los
fendmenos didacticos; dado que la intencion de una investigacion es generar conocimiento
de tipo descriptivo, explicativo o predictivo sobre alguno de tales fendmenos. En este

! Educacién Mateméatica o Didéctica de las Matematicas, entre otras, dependiendo de la escuela de
pensamiento de que se trate.
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sentido, la presente investigacion pretende realizar un estudio de caracter sistémico que
responda coémo se realiza la transicion del concepto de unidad angular,
grados—radianes«<reales, en el argumento de la FT.

Dentro de esta perspectiva tedrica, hemos asumido como problema de investigacion la
aparicion de fendmenos didacticos que investigaciones anteriores han evidenciado
(Navarro, 2004; Martinez y Rodriguez, 2005; Maldonado, 2005; Montiel 2005; Méndez,
2008). Fendémenos que giran alrededor de respuestas matematicamente erroneas, que
proporcionan algunos estudiantes e incluso profesores sobre el uso de las unidades
angulares (grado, radidn o numero real) y la falta de argumentos para justificar las
respuestas correctas que proporcionan. Lo cual podemos resumir en:

» Las respuestas reiteradas de estudiantes y profesores de nivel secundario, medio y
superior en donde se desconoce por que utilizan las medidas angulares en radianes
sin indicar las unidades.

» La ausencia de argumentos, entre estudiantes y profesores del area de nivel medio
superior y superior, diferentes a lo memoristico (como ‘leyes’), para establecer por
qué en matematicas superiores la medida més conveniente para un angulo es el
radian.

La deteccion de los fendmenos antes citados proporciona evidencia de que el uso de las
medidas angulares en radianes puede no haber alcanzado la estabilidad necesaria para la
construccidn de la nocion de funcion trigonométrica. Esta deteccion es el origen del trabajo
de investigacion ya que todos los fenébmenos mencionados se convierten en obstaculos para
la construccion de la nocién de funcion trigonométrica. Por ejemplo, en la definicion sen (x
“radianes”).= sen (x “reales”)y sen (X “grados”):# sen (x “reales”), ocurre la transicion
radian — real, que es un salto conceptualmente drastico. Es por ello que estamos
interesados en estudiar la vida escolar de tal transicion.

1.1.1 PREGUNTA DE INVESTIGACION

La postura que asume el trabajo de investigacion lo lleva a desarrollar un estudio sistémico
de la transicion grados—radianes«<reales por la que pasa x como variable independiente
del &ngulo. De ahi se derivan tres preguntas de investigacion que estan circunscritas dentro
del marco de lo didéactico, lo cognitivo y lo epistemoldgico.

e En lo didactico; ¢Como se da la transicion de las unidades angulares
grados—radianes<—reales en términos del sistema de ensefianza?

e En lo cognitivo; (Como se da la transicion de las unidades angulares
grados—radianes<reales desde la perspectiva de las concepciones de estudiantes
y profesores?
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e En lo epistemoldgico; (Como se da la transicion de las unidades angulares
grados—radianes«—reales desde el punto de vista de su naturaleza y validez del
conocimiento?

1.2 ANTECEDENTES

Entre las investigaciones que anteceden a nuestro trabajo, que analizan algunos conceptos
basicos de geometria y trigonometria, se encuentran los realzados por Martinez vy
Rodriguez (2005), Rotaeche (2008), Navarro (2004), Maldonado (2005), Montiel (2005) y
Méndez (2008). En Martinez y Rodriguez (2005) se realiz6 una confrontacion de lo
didactico y lo cognitivo de conceptos basicos como la medicién de angulos, &ngulos
negativos, angulos mayores de 360° y de sus funciones trigonometricas. En Rotaeche
(2008) se presentd una secuencia didactica que tiene como finalidad rescatar los
significados relacionados con la medicion angular versus medicion de longitudes. En
Navarro (2004) se disefié una ingenieria didactica para abordar el tema de funciones con la
intencion de superar la ruptura conceptual entre las graficas de las funciones algebraicas y
trigonométricas. En Maldonado (2005) se report6 la vida escolar de la FT tras un analisis
didactico. En Montiel (2005) se realiz6 un estudio socioepistemoldgico de la FT y por
ultimo, en Méndez (2008) realiz6 una investigacion sobre la construccion escolar de las FT.

Estas investigaciones, con base a un analisis didactico, cognitivo o socioepistemoldgico,
proporcionan evidencia de que hay rupturas conceptuales en los estudiantes y profesores en
cuanto a la transicion (grados—radianes«<>reales) del argumento “x” de una FT. En
investigaciones, como las de Navarro (2004), Maldonado (2005) y Rotaeche (2008), se ha
evidenciado que tanto estudiantes como profesores presentan diversas dificultades que van
desde comprender la definicion del concepto de angulo segun el contexto, entender las
relaciones que hay entre las diferentes formas de medir un angulo, hasta precisar en qué
momento utilizar qué tipo de medida angular (grado, radian o real).

Otras investigaciones han reportado diferencias entre los libros de texto, méas utilizados en
el nivel bachillerato, en cuanto a las definiciones asignadas a las unidades de los sistemas
sexagesimal y circular. Martinez y Rodriguez (2005) muestran en su trabajo evidencia del
discurso y vida escolar de conceptos como angulo, angulo negativo, angulos mayor de
360°, unidades angulares, razones trigonométricas y FT. En el mismo trabajo se realiza un
analisis de la bibliografia utilizada por profesores y alumnos en base al cual se disefidé un
cuestionario que fue aplicado a estudiantes del NMS. Posterior al analisis didactico y
cognitivo, los autores concluyeron que algunos estudiantes consideran que un angulo es
mayor a otro, si el arco de éste se ve mas grande; la mayoria asume la inexistencia de
angulos mayores a 360°, y s6lo una minoria de estudiantes pueden relacionar a las FT con
sus graficas correspondientes.

Navarro (2005) desarrolla una investigacion circunscrita en el bachillerato donde se deben
. . . . sen x . 1—cos x
trabajar los limites especiales hm,HOTz 1y lim,_, — = 0, pero que muchas

veces son evadidos en el salon de clases. Para ello realiza un andlisis didactico de los libros
de texto que aparecen en los programas de estudio de instituciones educativas, como el
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Instituto Politécnico Nacional (IPN), la Universidad Nacional Auténoma de México
(UNAM), la Universidad Autonoma del Estado de México (UAEM) y la Universidad
Autonoma del Estado de Guerrero (UAG). La autora reporta dificultades de profesores al
momento de graficar la FT, a causa de una falta de comprensién en el uso que tienen el
grado y el radian.

En su andlisis didactico, Navarro (2005) informa que la mayoria de las formas en que se
abordan los limites indicados, es considerando al angulo medido en radianes, pues de no ser
asi, al considerar cualquier otra unidad angular diferente al radidn, como el grado, no se

. . . . 1-
satisfacen los limites lim, o =— = 1y lim, o ——— = 0.

X X

Asi mismo al abordar a las FT, Navarro considerd para el dominio de la funcion “nimeros
medidos en radianes y en reales para que al graficar pudieran observar que ambos tipos
de numeros estan sobre el eje x”. Pero, al no aparecer el simbolo de ® como multiplo y
submultiplo en el eje de las abscisas los profesores presentaron dificultades para graficar
una FT. Tal observacion aporta evidencia que el docente reconoce y relaciona a m con el
radian, como unidad del sistema ciclico, aunque dicha unidad angular no se indique, es
decir, reconoce a m como un numero real, con magnitud angular, pero tal asociaciéon no
ocurre cuando el simbolo de @ no estd presente. El profesor no esta consciente de la
transicion de radianes — reales, lo que se manifiesta en probleméatica al momento de
graficar una FT.

La investigacion de Maldonado (2005) se enfocd mas en la FT, al realizar un estudio
didactico, con la intencion de reportar la vida escolar de la FT. En especifico, dirige su
interés en conocer la finalidad de la FT en los programas curriculares y los libros de texto,
para inferir sobre cudles son las intenciones didacticas de llevar las FT al sistema escolar y
cudl es la trascendencia de esta nocion matematica entre los estudiantes del NMS. Para ello,
analiza los programas de estudio y los libros de texto del NMS (por ser en este nivel donde
se incluye en la curricula la nocién de FT), que son utilizados para el estudio de la FT con
la intencion de identificar la presencia de la nocion de tal funcién en nuestro sistema
escolar; asi mismo mostrar las intenciones didacticas presentes en la incursion de la FT.

Del andlisis de los programas, Maldonado reporta que para el estudio de las FT, se hacen
presentes conceptos tales como: angulo, triangulo rectangulo, sistema de ejes coordenados
y circulo trigonométrico. Asi mismo indica que antes de mencionar a la FT como funcién
real de variable real, se define primero como razon trigonométrica por el simple hecho de
involucrar angulos medidos en grados, con la conversion de estos angulos a radianes se
define a estas razones como funciones reales, presentando asi, las graficas de éstas. Del
analisis de los libros de texto se desprende que antes de abordar el tema de FT, se presentan
las caracteristicas de un angulo, para posteriormente definirlas como razones de los lados
de un triangulo rectangulo (razones trigonometricas). Pero, al momento de ubicar el
triangulo rectangulo con uno de sus vértices en el origen del plano coordenado (sistema de
coordenadas rectangulares), quedando como radio de una circunferencia la hipotenusa del
triangulo, y haciendo uso del circulo unitario, la razén trigonométrica se muestra ya como
una FT, funcion de variable real. En ambos analisis (programas y libros de texto), no se
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hace explicito el paso que hay de la relacién de radianes a reales. En el siguiente esquema,
Maldonado refleja la vida escolar de la FT.

Conversion

3 .

Radianes » Reales

Angulo medido en grados

—

Tridngulo rectangulo

s 4
\—V‘r Ejes coordenados

L 4
Ny . L. ..
Lﬂ) Circulo trigonométrico = Funcion

Relacién no
explicita

Fig. 1.1 Construccién escolar de la funcién trigonométrica (Maldonado, 2005)

Maldonado, también disefia un cuestionario con base a los contenidos institucionales de tres
sistemas educativos mexicanos de NMS: ENP (UNAM), EP (UAEM) y CECyT (IPN); con
el propdsito de conocer las concepciones que quedan en los estudiantes de la nocion de FT.
Su disefio eshoza tres etapas escolares: el planteamiento de la razon trigonométrica, la
relacién entre angulos en grados y radianes, y la comprension de las propiedades.

Del anélisis de los cuestionarios aplicados se detectaron dificultades, en los estudiantes,
para resolver actividades que implican el uso de las unidades angulares, y se mostraron
conflictos en la solucidn de ejercicios que involucraron la decision de qué unidad angular
utilizar (grado, radian o real). Maldonado reporta que la relacion (equivalencia) del radian y
el real constituye un punto de partida para las FT y concluye que al no hacerse explicito en
el discurso matematico escolar provoca que para el estudiante sea indistinto el
tratamiento de razén o de funcion.

Una investigacion que lleva a cabo un estudio socioepistemolégico de la FT, es el trabajo
de Montiel (2005), el cual centra su atencién en el fendmeno didactico relacionado con el
tratamiento escolar de la FT. Su exposiciébn contempla elementos cognitivos,
epistemoldgicos, didacticos y aporta elementos de caracter social para explicar el fendmeno
en cuestion; muestra la estrecha relacion existente entre la organizacion de los programas
de estudio, la exposicion de los libros de texto y el discurso escolar; y caracteriza la
presentacion escolar de la FT en seis etapas:

> Etapa Escolar 1. Sobre los angulos: clasificacion, unidad de medida, angulos
dirigidos.
> Etapa Escolar 2. Sobre los tridngulos: clasificacion, propiedades, razones

trigonométricas, solucién de triangulos, las razones trigonométricas en el plano y
sus signos de acuerdo a su posicion.
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» Etapa Escolar 3. Problemas de aplicacion, leyes e identidades trigonométricas.

> Etapa Escolar 4. El circulo trigonométrico: circulo unitario, angulos-arcos,
conversion de unidades grados—radianes«reales, graficacion de la funcidn
trigonométrica.

> Etapa escolar 5. La funcion trigonométrica: dominio y rango, propiedades
(periodicidad y acotamiento), variacion de parametros.

> Etapa Escolar 6. Operaciones con la funcién trigonométrica: derivacion e
integracion.

En tres libros de anélisis matemético con importante influencia escolar en el NS (Hardy,
1908, Apostol, 1984 y Spivak, 1992), Montiel encuentra presentaciones Geométricas -
Analiticas para la construccion del seno y coseno, sobresalen exposiciones que si bien
retoman los principios trigonométricos—geométricos del seno y coseno, problematizan
sobre algunos fundamentos de la teoria analitica de las FT y proponen construcciones con
base en herramientas del calculo diferencial e integral.

En las tres exposiciones bibliograficas, Montiel localiza importantes elementos sobre la
definicién de la FT, que en el discurso matematico escolar se han dejado de lado. Hardy
hace explicito que para tratar analiticamente a la FT es necesario ir mas alla de los
principios béasicos trigonométricos-geométricos, especificamente demostrar que un arco
puede medirse y en consecuencia asociarle un namero llamado longitud; Apostol centra
mas la atencion en las propiedades de la funcién, retomando conceptos de la trigonometria,
pero atiende con precision a la variable independiente de la funciéon cuando habla de la
unidad de medida, de la longitud de arco, necesaria para trabajar en la teoria analitica de las
funciones trigonomeétricas, el radian; y por su lado Spivak no proporciona argumentos
convincentes, en términos teoricos, del uso de los radianes como unidad de medida angular,
pero lo incluye en su construccion de la funcion.

Implicita o explicitamente, los tres autores toman de base un razonamiento respecto de la
proporcién de la longitud del arco y el &rea un sector de circunferencia.

Sea el é&ngulo inscrito en una or
circunferencia de radio r, que ‘
subtiende una longitud de arco, se A

deduce que la longitud s conforme

creceess = Or.

Fig. 1.2 Longitud del arco de una circunferencia

Montiel, sefiala por otro lado, que el area de un sector de la circunferencia puede



“La transicién grados — radianes <> reales en la construccion de la funcion
trigonométrica: un andlisis sistémico”

expresarse mediante la razon de proporcionalidad: n% = 2% (el area A es al éarea total
[7r?] lo que @ es a la longitud total [27]).

En su investigacion Montiel hace hincapié en que “estas expresiones
: necesitan una unidad de medida que mantenga la homogeneidad de
las ecuaciones. Esto es, abandonar el grado como unidad de medida
) angular y usar su equivalente en radianes. Tal como sucede en los
tres textos citados, es probable que ningun texto de matematicas
aborde el tema de homogeneidad de las ecuaciones”.

En la edicion 19° de la Relme — Reunion Latinoamericana de Matematica Educativa —
celebrada en Montevideo, Uruguay; Montiel (2005) lleva a cabo una experiencia didactica
con la participacion de colegas profesores de varios paises de Latinoamérica, en donde se
exploraron sus concepciones ligadas a ciertas nociones trigonométricas. Dicha actividad
aport6 evidencia sobre algunas relaciones que se establecen entre el tipo de problemas y la
herramienta matemética elegida por profesores. Montiel lo ilustra con el siguiente
problema:

Se planea la construccion de la
banqueta que rodea este
conjunto de cabarias. Para saber
la cantidad de mezcla a usar es
necesario calcular el area de la
banqueta. Cada esquina se
puede aproximar a un sector de
circunferencia y dos triangulos
rectdngulos. ¢Cudl seria el &rea
de esquina?, ¢Cudl el area de
toda la banqueta?

120 m

woer

Montiel reporta:

“Los profesores participantes en la experiencia iniciaron por calcular las
areas mas sencillas, cuatro rectangulos de 120 m de largo x 2 m de ancho, 1

cuadrado de 120 m de lado y 8 triangulos de 2 m de base y v2.25 de altura.

10
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Esta Gltima medida se debe calcular a partir de los datos proporcionados. El
ultimo calculo es el area de 4 sectores circulares.

S6lo 4 de 18 profesores obtuvieron el area a partir de la relacion proporcional

6 area del sector

— = ——— (el angulo del sector es al angulo completo, lo que el area

2 area total
del sector al area de todo el circulo)...”

Lo revelador de la actividad, y asi lo informa Montiel, es que Unicamente estos cuatro, el
22% de los profesores, usaron el angulo en unidad angular de radian, mientras que el resto
utilizé la unidad angular en grados y a partir de este dato ya no continuaron con la
actividad. Se sefiala asi mismo que dentro del debate que se sostuvo con y entre los
profesores no se proporcionaron argumentos que sustentaran la eleccion del uso del angulo
en grados.

Por dltimo tenemos la investigacion desarrollada por Méndez (2008) “Sobre la
construccion escolar las FT: La transicion grados—radianes«<reales en el NMS”. La
autora fija su interés en la FT, escolarmente en la construccion de la FT, trata entre otras
cosas, el triangulo, el circulo trigonométrico, medicion de angulos (presentados
regularmente en grados y radianes), las razones trigonométricas y a la FT. Al estudiar como
se construye la FT, Méndez concentra su atencién en la transicion por la que pasa el
argumento de x de sen X, es decir, por qué x pasa de ser una medida angular expresada en el
sistema sexagesimal (cuya unidad de medida es el grado) para convertirse a la expresion
dada por el sistema ciclico (en la cual la unidad de medida es el radian) y asi ser
considerada como un namero real para que sen x sea una funcion de variable real.

Para cumplir con los propdsitos de la investigacion, Méndez realiz6 un analisis a programas
y planes de estudio, libros de textos utilizados por profesores y estudiantes, ademas de
realizar entrevistas a los docentes del NMS. En los planes y programas de estudio se
analizaron el contenido tematico, los objetivos planeados por éstos para el tratamiento de la
FT vy la bibliografia sugerida tanto para el profesor como para el estudiante; considerando
esto se hizo la revision de tal bibliografia centrando la atencién en la forma como se
definen los angulos, su medicion (conversién de un sistema de medicion angular a otro),
definicion y caracterizacion del sistema ciclico, a la FT como funcién real y a la
construccidn de las graficas trigonométricas.

Del analisis de los libros de texto sugeridos en los Planes y Programas de Estudio, asi como
los utilizados por el profesorado de las diferentes Instituciones Educativas del NMS,
Méndez pudo identificar en su contenido tematico una similitud entre ellos, ademés de una
estructura que se puede distinguir entre los libros analizados. Es decir, la gran mayoria de
los libros inician definiendo al angulo como una abertura de dos semirrectas unidas por un
punto denominado vértice, o bien, considerando una circunferencia que tienen de longitud
360° y su unidad de medida es el grado (1°), si éste se divide en 60 partes iguales se forma
el minuto (1") y éste a su vez se divide en otras 60 partes iguales se forma el segundo (17).
Posteriormente se define a la medida angular en el sistema ciclico donde se dice que un
radian es la medida de un angulo con vértice en el centro de un circulo y cuyos lados
interceptan un arco de circunferencia de longitud igual al radio. En seguida, se dan

11



“La transicién grados — radianes <> reales en la construccion de la funcion
trigonométrica: un andlisis sistémico”

expresiones como reglas, formulas o hasta teoremas para ser usados en la conversion de un
sistema a otro. En estas conversiones se muestran errores en las igualdades y en las
operaciones que realizan para deducir su equivalencia en el otro sistema o para simplificar
términos ya que utilizan las dos unidades de medida en una misma expresion y esto podria
ser claramente confuso para el lector. Asi por ejemplo, en Ruiz 2005 (citado en Méndez

2008), encontramos que escriben 30° = 31’20” = % bajo el argumento que “por simplicidad
hemos omitido la palabra radianes al aplicar la regla de transformacion” y en
T

Fuenlabrada 2004 (citado en Méndez 2008); encontramos la expresion 1° = 180oradianes,

en donde podemos notar el uso de dos unidades de medida en el mismo lado de una
igualdad.

Méndez reporta: “siguiendo esta estructura o patron de los libros, lo siguiente seria la
graficacion de las funciones trigonométricas, en unos casos, solo la caracterizacion de
éstas. Sin embargo, antes de esto, de manera no clara para el lector, se hace la omisién de
la expresion “rad” o “radianes”, por lo que en un momento estamos manipulando una
medida angular en el sistema ciclico y en otro momento sélo a un namero real sin dejar
realmente explicito el por qué de tal accion. Es més, cuando algunos autores lo hacen
explicito sélo justifican a la omision de las expresiones, ya mencionadas, como algo que
simplificard, facilitara y proporcionara comodidad para seguir manipulando la cantidad
exclusivamente como un numero real”.

X Transicién
angulo grados — radines

§

Sisterna Sisterna M Sisterna
De acuerdo con lo anterior, sobre la Centesimal e el
estructura que tienen los libros de texto U
del NMS, Méndez simplifica en el Ladoemin -
siguiente esquema, las etapas por las que
el estudiante, de este nivel, atraviesa al Y e

abordar temas de  trigonometria
(enfocandonos en la transicion de interés
grados — radianes < reales).

Fig. 1.3 Estructura del discurso
matematico escolar de las FT en
los libros de texto de NMS
(Méndez, 2008)

Tras este analisis se puede identificar claramente una estructura o patron que tienen los

libros de texto del NMS para el tratamiento de las transiciones mencionadas y en general de
la Trigonometria mediante el orden y la forma en que se explican.
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Planteamiento del Problema de Investigacion: Antecedentes

Del analisis de los libros, Méndez reporta: podemos localizar algunas rupturas
conceptuales asociadas a los conceptos que pueden ser considerados como articuladores:

e No se hacen explicito el motivo por el que, repentinamente, aparece un sistema de
medicién de angulo como los radianes.

e La destematizacion (es decir el no considerarlos como objeto de estudio desde el
punto de vista conceptual) del transito de los radianes a los nimeros reales como
argumento de las funciones trigonométricas.

Una explicacion de tales rupturas surge de la consideracién que dentro de la estructura del
discurso matematico escolar existen diferentes practicas sociales, tal como aquella que
toma en cuenta la medicion del dngulo a través de grados es considerada como “natural” y
en consecuencia es la unidad de medida elegida dentro de la actividad matematica escolar.

En contraste, desde este enfoque, la medida de los angulos, con radianes, es un concepto
que articula, en sentido matematico, la medicion de los angulos con los grados y las FT
como funciones de variable real. Asi, la contradiccion entre el significado matematico vy el
significado construido por el discurso matematico escolar, es la fuente de las rupturas
conceptuales.

Conversidn de sisternas

90°= " yad = " radianes=" =1.57079... Nimeros
2 2 2

reales

Omision de la expresion “rad” o “radianes”

Convencion Matematica

Fig. 1.4 Patron en los libros de texto en la destematizacion del
transito de los radianes a los nimeros reales (Méndez, 2008)

Recapitulando investigaciones referentes a la misma problematica y con el propdsito de
contrastarlas con nuestra labor, tenemos:

Maldonado (2005) reporta que es a partir de la relacion del radian a nimero real donde se
definen la funcidn trigonométrica de variable real y concluye que al no hacerse explicito en
el discurso matematico escolar provoca que para el estudiante sea indistinto el tratamiento
de razon o de funcion. En mi opinion, hacer explicita dicha relacion modificaria
ligeramente el contexto escolar y las concepciones del concepto, ya que en realidad la
explicacion no genera la necesidad de cambiar de unidad de medida angular.
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Montiel (2005) documenta que en la escuela se trata a la funcion trigonométrica como una
extension de las razones y que su Unica explicacion sobre la unidad de medida radica en la
equivalencia entre grados y radianes en el circulo trigonométrico. Este enfoque clasico no
ha podido resolver la eleccion de unidad de medida en el transito de la trigonometria clasica
y la trigonometria analitica. Indica que no hay recursos didacticos que permitan al profesor
el transito constructivo entre triangulo rectangulo — circulo trigonométrico — funcién
trigonométrica y concluye que con todo esto se despoja de los usos y significados que dan
origen a la funcion trigonométrica, perdiéndose el vinculo con algunas précticas de
referencia’; por lo cual plantea la construccion de la funcién trigonométrica en escenarios
que articulen la actividad del alumno con la practica de referencia especifica y realista.
Considero que no es una tarea facil institucionalizar las practicas de referencia en el
discurso matematico escolar, ademéas de que no se responde a la necesidad del cambio de la
unidad de medida.

Méndez (2008) reporta rupturas conceptuales asociadas a diferentes practicas sociales que
consideran como “natural” la medida del angulo en grados en la actividad escolar. Asi, la
contradiccion entre el significado matematico y el significado construido por el discurso
matematico escolar es la fuente de rupturas conceptuales. Tales rupturas condicionan
diferentes concepciones en relacion a las funciones trigonométricas, como el considerar que
el dominio de las funciones trigonométricas es dimensional con la unidad en grados o en
radianes, lo que deriva que no sea posible interpretar adecuadamente, al mezclar los valores
de x con nameros reales y cantidades en grados, expresiones del tipo f(x) = x + sen x.
Esta ruptura conceptual puede ser subsanada si se considera el transito de los radianes a los
nameros reales como una convencion matematica, concepto que articula y da coherencia a
la transicion de los radianes a numeros reales para la definicion de las funciones
trigonométricas como funciones de variable real. Pero ante esto, considero que aunque se
acepte esta convencion matematica, que deberia hacerse explicita en el discurso matematico
escolar para la construccion de la FT, no se revela la necesidad del cambio en las unidades
de medida del angulo.

De acuerdo a lo anterior, el presente trabajo de investigacion pretende continuar sobre la
misma linea de investigacion desarrollada por Méndez, usando una metodologia similar,
pero ampliando el contexto de estudio y analisis a otros sistemas del Nivel Medio Superior
e incluyendo al Nivel Superior.

2 Bajo el modelo propuesto por Montiel, la matematizacion de la astronomia (primer momento), el
movimiento (segundo momento) y de la transferencia de calor (tercer momento) reciben el nombre de
practica de referencia ya que se refiere a practicas que reflejan necesidades sociales, de origen pragmatico o
reflexivo, en un momento y lugar determinados.
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Capitulo 2.

MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

En este capitulo se explican los referentes tedricos y a través de ellos se proporcionan los
instrumentos conceptuales necesarios para dar racionalidad a la investigacion.

2.1 SISTEMA DIDACTICO

Esta investigacion considera como objeto de estudio el sistema didactico, asi como los
fendmenos didacticos que en €l suceden. Para ello realizaremos un estudio sistémico sobre
la relacion del profesor y los estudiantes con respecto de un saber matematico escolar.

De acuerdo con Brousseau (1993), existen diversos “contratos” que condicionan y
modifican las relaciones del sistema didactico en el aula. El contrato social de ensefianza
donde se establece la causa del saber a ensefiar, el contrato escolar donde se define la
actividad, las responsabilidades, actitudes y los derechos de los participantes del fendmeno
escolar, a saber, escuela, profesor y alumno; el contrato pedagogico donde se establecen
las relaciones sociales entre profesor y alumno; y finalmente el contrato didactico que es
un conjunto de reglas -con frecuencia no enunciadas explicitamente- que organizan las
relaciones entre el contenido ensefiado, los alumnos y el profesor dentro de la clase de
matematicas. Los estudios sobre el contrato didactico y sus relaciones con los procesos de
aprendizaje son esenciales ya que lo que esta en juego es el significado real del
conocimiento construido por los alumnos. La misma nocion en la teoria antropoldgica es
enunciada por Bosch, Fonseca, Gascon’:

“Recordemos que el contrato didactico institucional (Chevallard 1991) esta
formado por un conjunto de clausulas que distribuyen las responsabilidades
reciprocas en el juego que se establece en cada institucion docente entre los
estudiantes, el conocimiento matematico y el profesor, como director del
proceso de estudio. Las clausulas del contrato tienen un caracter
marcadamente implicito (el contrato siempre esta presente, pero no se puede
explicitar) y no rigen todos los aspectos de la relacion que se establece entre
los estudiantes y el profesor, sino Unicamente los que hacen referencia al
conocimiento matemdatico a estudiar”.

'Bosch, Fonseca, Gascon (2004): “Incompletitud de las organizaciones matematicas locales en las
instituciones escolares”, Recherche en Didactique des Mathématiques (en prensa).
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. Alumno
Cowntrotp Escolar o "
Contrato Pedagégico
° Profesor

° Saber a ensefar

Fig. 2.1 Sistema didactico

Es claro que el contrato escolar y el pedagdgico estan sujetos a variables tales como:
estructura institucional, modalidad educativa, calendarios escolares, programas académicos,
horas clase, estandares de evaluacion, tradicion de ensefianza, etc., y consiguientemente
encontraremos diferencias significativas de una Institucion a otra, en una region que en
otra, etc. Pero en tanto dichos contratos son necesarios para la existencia de un contrato
didactico, se han acotado las formas de estudiarlos. La informacion, la interpretacion y las
restricciones del medio rigen los comportamientos del alumno en situacion escolar; esto es,
los contratos escolar y pedagdgico generan en el alumno concepciones de su actividad
respecto del aprendizaje de las matematicas en la escuela (D’Amore, 1999):

» La concepcion escolar: El alumno ajusta su comportamiento con base en aquello
que espera le sea evaluado. Nadie le dice lo que habra de hacer explicitamente, sélo
tiene que escribir lo que el profesor le transmite, porque el alumno espera que eso le
sea preguntado en alguna evaluacion posterior, sin embargo, a pesar de no ser
explicito, el alumno descifra el mensaje y se comporta en consecuencia.

» La concepcion de la matematica: El alumno tiende a responder haciendo uso de
objetos matematicos, aun cuando la pregunta no lo requiera. Aungue no se haga
explicito el uso de objetos matematicos, por parte del problema o de su maestro, la
concepciéon del alumno hacia la materia, hace que opere dicha actividad con
nameros, expresiones matematicas, graficas, entre otros. El cree que la respuesta
habra de ser matemaética.

» La concepcién de la modalidad escolar: Aunque el objetivo sea la adquisicion de
un concepto matematico el alumno tiende a repetir ejercicios de naturaleza
semejante, pues €l descubre que la modalidad de clase se conserva a lo largo del
tiempo. Termina por aprender que la modalidad empleada por su maestro, le indica
lo que él habra de hacer.
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2.2 LA TEORIA DE LA TRANSPOSICION DIDACTICA

Para responder a nuestra pregunta de investigacion debemos tener un modelo del
funcionamiento global del sistema didactico. Tal modelo lo tomaremos de la Teoria de la
Transposicion Didactica. Chevallard (1998) ha adoptado una posicion de notable
generalidad para los estudios de didactica. Desde una perspectiva antropologica, la
didactica de la matematica seria el estudio del hombre -las sociedades humanas-
aprendiendo y ensefiando matematica; plantea que el objeto principal de estudio de la
didactica de la matemaética esta constituido por los diferentes tipos de sistemas didacticos -
formados por los subsistemas: docentes, alumnos y saber ensefiado- que existan
actualmente o que puedan ser creados, por ejemplo, mediante la organizacion de un tipo
especial de ensefianza.

Sintetizando algunas caracteristicas de esta perspectiva, Bosch, Fonseca, Gascon expresan:

“El modelo que propone actualmente la Teoria Antropologica de lo
Didactico, describe el conocimiento matematico en términos de
organizaciones 0 praxeologias matematicas cuyos componentes
principales son tipos de tareas, técnicas, tecnologias, y teorias.
Recordemos que las organizaciones matematicas se componen de un
bloque practico o ‘saber-hacer’ formado por los tipos de tareas y las
técnicas, y por un bloque teorico o ‘saber’ formado por el discurso
tecnologico-tedrico que describe, explica y justifica la prdctica docente”.

El problema central de la didactica para Chevallard, es el estudio de la relacion institucional
con el saber, de sus condiciones y de sus efectos, considerando el conjunto de
condicionantes cognitivos, culturales, sociales, inconscientes, fisioldgicos del alumno, que
juegan o pueden jugar un papel en la formacion de su relacién personal con el objeto de
saber en cuestion.

La relatividad del saber a la institucion en que se presenta acarrea el concepto de
transposicion didactica (Chevallard 1998), el cual se refiere a la adaptacién del
conocimiento matematico para transformarlo en conocimiento para ser ensefiado. Tomando
un texto de dicho autor, él mismo nos describe este concepto que consideramos esencial
para la didactica®:

“sQué es la transposicion de los saberes? O, mejor dicho: ;jpor qué hay
transposiciéon de los saberes? La respuesta es a priori muy simple y se
puede explicitar en algunos puntos. Primer punto: los saberes nacen y
crecen en ciertos “lugares” determinados de la sociedad. (La produccion
de los saberes es algo complejo, que supone una ‘“ecologia’ particular.)
Segundo punto: las necesidades sociales hacen que los saberes producidos
deban vivir también en otros lugares de la sociedad. (La cosa es todavia
mads compleja y oscura: asi, casi cada objeto de uso cotidiano “contiene”
hoy dia, de manera invisible para el usuario, matematicas ‘“cristalizadas”,

2 Traduccion de “La transposicion didactique et I’avenir de 1’Ecole” (1996), realizada por Marianna Bosch
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y un monton de otros saberes mas.) Tercer punto: para poder vivir “lejos”
de sus lugares de produccion, los saberes sufren transformaciones que los
adaptan a las ecologias “locales” correspondientes. (De este modo, los
objetos matematicos que manipulan ingenieros, economistas o geografos
deben empezar a vivir “en asociacion” con otros objetos, que el
matematico ignora y que, por lo menos culturalmente, parecen propios de
estos ambitos especificos de la practica social.)”.

Cuando un saber se transpone en una institucién para ser estudiado hablaremos de
transposicion didactica (el adjetivo didactico corresponde aqui al sustantivo estudio). El
estudio de la transposicion didactica se preocupa, entre otras cuestiones, de detectar y
analizar esta clase de diferencias y hallar las causas por las cuales se han producido, con el
objeto de subsanarlas y evitar que la ensefianza transmita significados inadecuados sobre
los objetos matematicos.

Las investigaciones, sobre el fendmeno de la transposicion didactica, dan cuenta de que los
objetos destinados a la ensefianza de ninguna manera pueden interpretarse como una
simplificacion de objetos méas complejos, los cuales son proporcionados por una comunidad
cientifica (saber erudito). Yves Chevallard ha sistematizado estas ideas para las
matematicas en su Teoria de la Transposicion Didéactica (Chevallard, 1998).

La teoria establece que el saber a ensefiar difiere cualitativamente del saber erudito (esto,
claro esta, debido a los fendmenos de la transposicion didactica). En este sentido se
precisan las caracteristicas del saber ensefiable:

En cuanto al saber:

1. La desincretizacion del saber: division de la préactica tedrica en campos de saber
delimitados que den lugar a practicas de aprendizaje especializados.

2. La despersonalizacién del saber: separacion del saber y de la persona en cada una
de esas practicas.

3. La programabilidad de la adquisicion del saber: programacion de los aprendizajes y
de los controles, segin las secuencias razonadas, que permitan una adquisicion
progresiva de los conocimientos expertos.

En cuanto a la transmision:

4. La publicidad del saber: definicidn explicita en comprensién y extensién, del saber
a transmitir.

5. EI control social de los aprendizajes: control regulado de los aprendizajes, segun

procedimientos de verificacién que autoricen la certificacion de los conocimientos
expertos.
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Otro de los aspectos de interés para esta investigacion es el funcionamiento didactico de los
saberes que proporciona la teoria, la cual establece diferentes niveles de explicitacion en el
discurso didactico (Chevallard, 1998):

o Nociones mateméticas: Objetos de conocimiento construidos susceptibles de ser
ensefiados y utilizados en aplicaciones practicas. Las nociones matematicas son,
por tanto objeto de estudio en si mismas y de una evaluacién explicita, asimismo
sirven como instrumento para el estudio de otros objetos. Este tipo de nociones
son designadas comunmente por la curricula.

o Nociones paramatematicas: Nociones que se utilizan conscientemente (son
reconocidas y designadas) como instrumentos que sirven para describir otros
objetos matematicos, pero no se les considera como objetos de estudio en si
mismas; luego no son objetos de evaluacion directa, sino que son identificadas
al momento de presentarse su no-maestria por parte de los estudiantes. Como
ejemplo tenemos la nocion de demostracion: a un alumno se le pide demostrar
aunque la demostracién no haya sido considerada como objeto de ensefianza.

o Nociones protomatematicas: Nociones cuyas propiedades son utilizadas en la
practica para resolver ciertos problemas, pero de manera que la nocién misma
no es reconocida ni como objeto de estudio ni siquiera como instrumento Util
para el estudio de otros objetos. Como muestra de este tipo de nociones tenemos
la nocién de simplicidad o patrén presente, por ejemplo, en las tareas
algebraicas de factorizacidn y simplificacion de expresiones algebraicas.

El objeto del saber puede tomar diferente connotacidn segun su referente; para el profesor
de matematicas, los objetos del saber, que son integrados como objetos de ensefianza se
conocen como nociones matematicas, por ejemplo: la recta, la pardbola, la derivada, la
integral, ecuaciones diferenciales, etc. Las nociones mateméticas son adecuadas
didacticamente con la finalidad de darle sentido en el quehacer docente del nivel educativo.

Adyacente a las nociones matematicas residen las nociones paramatematicas (nocién de
pardmetro, nocion de demostracion y nocion de ecuacién) que son herramientas de la
actividad matematica sin ser necesariamente objeto de estudio, generalmente son
preconstruidas (por mostracion), objetos de apoyo didactico del docente.

En la ensefianza de las matematicas estan implicados ambos tipos de nociones: las nociones
matematicas como objetos de ensefianza dignos de evaluacion directa, de los cuales el
docente espera que el alumno pueda proporcionar o reconstruir la definicion, demostrar y
reconocer las propiedades de uso; y las nociones paramatematicas como objetos de saber
auxiliares, necesario para la ensefianza y el aprendizaje de los objetos matematicos.

La nocion protomatematica conforma una capa mas profunda en el contrato didactico, por
debajo del acto de ensefianza o paralelo a éste se encuentra la nocion protomatematica que
permite evaluar en el alumno las competencias de capacidades a través de la evaluacion del
desempefio. El ejercicio de tales capacidades no se ejecuta en la ensefianza sino en
contextos de situacion especificos.
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El docente generalmente no recurre a la nocion protomatematica, especialmente porque no
puede constituir el objeto de una ensefianza, ya que en muchas ocasiones no alcanza a ser
percibido conscientemente por el alumno (dificultad protomatematica), sin embargo la
nocion protomatematica se hace indispensable por su aportacién a los objetivos de
ensefianza que conlleva a ser un prerrequisito del contrato didactico.

Nociones matematicas, paramatematicas y protomatematicas conforman las capas maés
profundas del conocimiento didactico del saber matematico. El analisis de la transposicion
didactica de cualquier nocién matematica admite la consideracion de nociones
paramatematicas, las que a su vez deben ser reflexionadas a la luz de ciertas nociones
protomatematicas. Se debe considerar que una nocion de un nivel puede pasar a otro en
determinadas condiciones, es decir, una nocion paramatematica puede llegar a ser objeto de
definicién precisa y una nocién protomatematica pasar a ser nocion paramatematica.

Cabe aclarar que estos niveles de explicitacién no son de ninguna manera absolutos pues a
veces es posible llevar una nocién a un nivel superior de explicitacion, a este respecto
Chevallard (1997) menciona que la nocion paramatematica de demostracion puede ser
objeto de definiciones logicas y precisas en la l6gica matematica.

Estas nociones forman distintos estratos de funcionamiento del conocimiento matematico
escolar que podemos dividir en dos grandes grupos: el de nociones explicitas, conformado
por nociones matematicas y el de nociones implicitas, integrado por nociones
paramatemaéticas y protomatematicas. La importancia de estas distinciones en niveles de
explicitacion, es que proporcionan elementos para el analisis del discurso didactico.

2.3 LA NOCION DE CONVENCION MATEMATICA COMO COSTUMBRE DIDACTICA EN
LA INTEGRACION SISTEMICA DE CONOCIMIENTOS

La nocion de “convencion” matematica es usualmente considerada dentro de la cultura
escolar como preestablecida e inmdvil; se le concibe como una norma a la que hay que
atender. En los procesos de ensefianza-aprendizaje de las matematicas las convenciones
ocupan una parte del amplio espectro de aquellos objetos y procesos matematicos (como
definiciones, axiomas, y algoritmos) que dentro del funcionamiento didactico del
conocimiento se considera indispensable memorizar tanto por estudiantes como por
profesores.

La concepcidén de “convencion matemadtica” puede ser entendida como un proceso de
busqueda de consensos al seno de la comunidad que trabaja en dar unidad y coherencia a un
conjunto de conocimientos. La produccién de consensos es posible debido a que en esta
comunidad existe la practica de integracion sistémica de los conocimientos, es decir, existe
una normatividad de la actividad para relacionar diversos conocimientos y articularlos en
un todo coherente e interrelacionado. Por su naturaleza esta practica se encuentra en el
plano de la teorizacion matematica, entendiendo por esto a la elaboracion de conceptos
interrelacionados que intentan describir, es decir, explicar un objeto de estudio, el cual es,
en este caso, el sistema de conocimientos aceptados. Este proceso de sintesis conlleva al
surgimiento de propiedades emergentes no previstas por los conocimientos anteriores. Asi
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las convenciones matematicas serian una parte de las propiedades emergentes (Martinez-
Sierra, 2003).

Basicamente, la busqueda de integracion puede resolverse optando por alguna de las
siguientes vertientes (Martinez, 2005):

1. La ruptura producida por dejar a un lado un significado por otro, que
ocasionalmente es construido para la tarea de integracion, es decir, cambia la
centracion de significado.

2. Lacontinuidad al conservar un significado en la tarea de integracion.

Asi la convencion matematica puede ser interpretada como una propiedad emergente para
establecer una relacion de continuidad o de ruptura de significados.

Desde una perspectiva tedrica de la socioepistemologia, -aquella que busca explicar la
construccion del conocimiento situado, y que entiende a las circunstancias y escenarios
socioculturales particulares-, nos preguntamos en qué contribuye el manejo escolar de las
convenciones al desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes. Para responder a
esta interrogante presentamos el siguiente ejemplo ilustrativo, trazado por Martinez, (2005):

“Partamos del supuesto que queremos asignarle un significado al
simbolo 22, La multiplicacién reiterada no puede ser utilizada para
ello, por lo que buscamos otro camino. Si retomamos la operatividad de
las potencias de la misma base podemos postular que seria conveniente
que 212 2Y2 = 21 = 2 = (2Y2)? por lo que tenemos que “convenir” que
2'? = rafz cuadrada de 2. Lo anterior muestra que la igualdad 2** =
raiz cuadrada no se puede demostrar si no se debe convenir.”

2.4 METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

La metodologia que se desprende de nuestra postura sistémica y de la pregunta de
investigacion determina la necesidad de realizar:

Un andlisis didactico: que cumpla con el objetivo de construir un esquema de la
utilizacién de las unidades angulares grados—radianes<reales en la vida escolar. De
la misma forma se contempla el analisis de programas de estudio y libros de textos del
NMS y NS, con el proposito de identificar aquellas partes que incurren, recurren y
consideran a la nocion de conversion de unidades angulares.

Un analisis cognitivo: que busque establecer las concepciones de las unidades
angulares grados—radianes<>reales, dado que nada de lo que hacemos es
independiente del proceso cognitivo. Este andlisis contempla el estudio del
funcionamiento y de las diversas formulaciones de las nociones que nos interesan,
mediante la consulta, en la medida de lo posible, por medio de cuestionarios y
entrevistas a profesores y alumnos del NMS y NS.
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Un analisis epistemoldgico: que aclare la naturaleza y validez de la transicion de las
unidades angulares grados—radianes—reales. Un buen referente para visualizar la
evolucion de tal transicion es un estudio historico que muestre el devenir del radian
como concepto de unidad angular.

2.4.1 ANALISIS DIDACTICO

La importancia de analizar libros de textos reside justamente en el papel que éste tiene en el
aula, de tal forma lo expresan Gonzalez y Sierra (2004). El libro de texto utilizado en el
aula de matematicas tiene diferentes papeles: como objeto de estudio, como material de
consulta, como registro de las actividades del alumno, como coleccidon de ejercicios
propuestos y problemas a resolver.

En este sentido, Choppin 1980 (citado en Gonzalez y Sierra 2004) considera que el libro de
texto es a la vez apoyo del saber en tanto que impone una distribucién y una jerarquia de
los conocimientos, contribuye a forjar los andamios intelectuales tanto de alumnos como de
profesores, ademas de que es instrumento de poder, dado que contribuye a la
uniformizacion linglistica de la disciplina, a la nivelacion cultural y a la propagacion de las
ideas dominantes.

Por ello, consideramos que es de gran importancia analizar la contribucion que los libros de
texto han tenido en el aula de clases, en decir, en la educacién matematica que reciben los
estudiantes del NMS y NS respecto a un contenido especifico como lo es en nuestro caso
las funciones trigonométricas.

El analisis didactico que se realizd conforma las dos primeras etapas del trabajo de
investigacion.

» Primera etapa: se examinaron los planes y programas de estudio, en especifico los
objetivos que se plantean en éste.

Los criterios a considerar para el anlisis de los planes y programas de estudio fueron:

v Cuadles son los objetivos que plantea el programa de estudios en general para la
asignatura.

v Cuales son los propdsitos que se plantean para el tratamiento de la funcion
trigonométrica.

» Segunda etapa: se analizaron los libros donde las funciones trigopnométricas sean
tratadas desde un punto de vista analitico, observando de manera especifica como es
el tratamiento de las medidas angulares y sus transiciones, ademas de los ejemplos y
ejercicios que se utilizan para ello.
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Criterios a considerar en el analisis de textos.

v La forma de definir la medida angular en el sistema sexagesimal.
La manera de definir la medida angular en el sistema ciclico.
Cuél es la finalidad de la conversion grados — radianes.

Como es el transito de radianes < reales.

D N N NN

Cual es el fundamento de tales transiciones para la graficacion de las funciones

trigonométricas.

2.4.2 ANALISIS COGNITIVO

Con base a lo encontrado en el analisis didéctico se disefi6 y aplicd un cuestionario® a
profesores y alumnos, ademas de que se realizaron una serie de entrevistas a diversos
profesores de matematicas, con la intencion de conocer como ensefian o explican a sus
estudiantes temas relacionados con las funciones trigonométricas y cémo entienden ellos
mismos la transicion (grados—radianes«—reales) a la que es sometida x cuando se
encuentra como argumento en una funcion trigonométrica. Se busca obtener elementos que
nos acerquen al analisis del concepto por medio de los argumentos, razonamientos,
procedimientos y resultados que los profesores y estudiantes usen para resolver un
problema en donde se ponga en juego la unidad angular del angulo como concepto
matematico.

El disefio del instrumento de analisis consta de cuatro actividades que buscan averiguar las
concepciones de los profesores con respecto a la transicion grados—radianes<reales. El
cuestionario consta de dos fases, con propdsitos especificos en cada una de éstas. En la
primera fase, conformada por las tres primeras actividades, se tiene como propdsito detectar
las concepciones que los entrevistados tienen de las caracteristicas del dominio (el valor de
x en sus diferentes posibilidades como grados, radianes o nimeros reales) e iméagenes de la
funcién trigonométrica. En una segunda fase, conformada por la ultima actividad, se tiene
como objetivo detectar las concepciones que se tienen respecto al significado de las
operaciones entre funciones trigonométricas y funciones algebraicas.

En términos generales el cuestionario para estudiantes y profesores es el mismo (ver Anexo
A). Con la salvedad de que en los cuestionarios destinados a profesores se les pide
informacién sobre su experiencia docente alrededor del tema de las funciones
trigonométricas y se redactaron las actividades matematicas con la frase “,Coémo explicaria
a sus estudiantes...?” y en el cuestionario reservado para estudiantes se sugiere el uso de
tablas para apoyar la graficacion. En general la estrategia del disefio del cuestionario es
favorecer el contexto geométrico como una manera de motivar a las personas cuestionadas
a realizar varios célculos y potencialmente favorecer la aparicion y eventualmente propiciar
la reflexion sobre las rupturas conceptuales.

3 El instrumento de entrevista podra observarse en el anexo A
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El anélisis cognitivo conforma la tercera y cuarta etapa del trabajo de investigacion:

» Tercera etapa: de acuerdo a lo hallado en los estudios anteriores se disefié un
cuestionario dirigido tanto para profesores como alumnos del NMS y NS con la
intencion de conocer cdmo vive el concepto de la conversion de unidades angulares
y las transiciones grados—radianes<reales.

Cuarta etapa: como producto del andlisis a las respuestas dadas en el cuestionario
de la etapa anterior, se llevaron a cabo una serie de entrevistas a profesores de
matematicas con el objeto de contar con informacion sobre los procesos cognitivos
de los estudiantes y de los mismos profesores a traves de cuestionamientos sobre las
concepciones que presenta el profesor con respecto a la transicion de la unidad
angular grados—radianes<reales.

2.4.3 ANALISIS EPISTEMOLOGICO

Sobre el analisis epistemoldgico, Castafieda (2008), escribio:

Los estudios de caracter epistemoldgico, ofrecen explicaciones de la naturaleza
de los objetos matematicos al analizar su origen y desarrollo de los criterios y
condiciones de su validez, su consistencia ldgica, entre otras (Albert, 1998). Sin
embargo es posible llevar la investigacion a enfoques mas especificos, y para los
matematicos educativos (Sierpinska y Lerman, 1996) este tipo de estudios provee
explicaciones detalladas de los procesos por los que se desarrolla una idea
matematica, observando las condiciones de desarrollos pasados, los momentos en
los que se negocian y agregan significados ampliandose campos de estudio o los
puntos en la historia en los que se descartan ideas y nociones asociadas a los
conceptos en cuestion. (P 868)

» Quinta etapa: derivado del analisis de las etapas anteriores surge la necesidad de
realizar un estudio epistemoldgico, en busca de establecer la naturaleza y validez de
la transicion de las unidades angulares grados—radianes<—reales. Un buen
referente para visualizar la evolucion de tal transicion es el estudio en el tiempo que
muestre el devenir del radian como concepto de unidad angular.
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Capitulo 3

ANALISIS DIDACTICO EN LOS PLANES DE
ESTUDIO Y LIBROS DE TEXTO

Un acercamiento a la vida de la FT en el escenario escolar puede hacerse mediante el
examen de las fuentes principales de organizacion y recursos con que el docente cuenta
para impartir su clase, asi como con el registro de su clase. Dichas fuentes las constituyen
los Programas de Estudio y los Libros de Texto mas utilizados.

Con esta finalidad se revisa: el sistema curricular; desde el tercer afio de educacion media
basica, pasando por el nivel medio superior, hasta el nivel superior; en disciplinas que
involucran tal concepto matematico, examinando principalmente los objetivos y propdsitos
que se plantean para el tratamiento de la conversion de unidades angulares
grados—radianes<reales; y la bibliografia sugerida por tales programas. Todo ello con la
finalidad de razonar como es presentado el concepto de conversion de unidades angulares.

3.1 ANALISIS DE LOS PROGRAMAS DE ESTUDIO

3.1.1 ANALISIS DE PLANES Y PROGRAMAS DE ESTUDIO DE NIVEL MEDIO
BASICO

El concepto matematico de angulo es abordado por primera vez en el salon de clases en el
4° grado de la educacion primaria continuando su uso en 5°y 6°, no sera hasta el 1° afio de
educacion media basica que este serd emprendido como tema especifico.

De lo reportado por Rotaeche (2008), en el analisis de textos oficiales de matematicas de 4°
grado de educacion basica, subrayamos la forma en que se maneja el concepto de angulo:

Se maneja el concepto de dngulo a través de giros “partes de vueltas”.
La medicion del angulo de acuerdo a la fraccion de un giro.

El grado es la unidad de medida de los angulos.

Se da a conocer el simbolo del grado ( °).

Notacion de una magnitud angular, por ejemplo 45°, 90°, ...
Equivalencia entre los angulos y la fraccion del giro.

Se presenta al transportador como instrumento para medirlo.
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e Se muestra la medicion y clasificacion del &ngulo; agudo, recto y obtuso.

En la reforma educativa de 1993, en el primer grado de secundaria, se aborda el tema de
“Medicion y Célculo Geométrico™. Del plan curricular de esta reforma destaca lo siguiente,
respecto al concepto de estudio:

“La medicion juega un papel central en la ensefianza de la geometria porque
ayuda a comprender su utilidad en la vida cotidiana, al mismo tiempo que
desarrolla nociones y habilidades necesarias para el aprendizaje de esta
disciplina....

...Deberan asimismo disefiarse actividades para que desarrolle y afine la
nocion de angulo, se adquiera familiaridad con los distintos tipos de angulos
que puedan presentarse (agudos, rectos, obtusos, etc) y se utilice el
transportador para medirlos, asi como en la reproduccion y trazado de figuras.
...Por ejemplo, una actividad interesante es que al intentar reproducir un
poligono o fabricar el plano de un terreno irregular de lados rectos, los
alumnos se percaten de que ademas de los lados, necesitan medirse los
angulos...”

En este nivel se encuentran algunas de las primeras definiciones y elementos relacionados
con el &ngulo que se le son presentadas al estudiante. Algunas de éstas son:

e Un angulo es la porcién del plano comprendido entre dos semirrectas que tienen el
mismo origen. Las semirrectas que lo forman se llaman lados del angulo y el punto
comun, vértice.

e Para medir angulos se utiliza como unidad principal el grado. El grado es igual a
una de las 360 partes iguales en que se divide la circunferencia.

e Los angulos se pueden medir con mayor exactitud si se emplean otras unidades mas
pequefias que el grado, éstas son el minuto y el segundo.

De acuerdo con el Plan de Estudios 2006 de Educacion Media Baésica, de la Secretaria de
Educacién Pablica de México, en el Programa de Estudios del tercer grado, uno de los
propdsitos del estudio de las Matematicas, en el eje que compete a la investigacion (Forma,
espacio y medida), es el de favorecer de modo especial el desarrollo de la competencia de
argumentacion tomando como base las propiedades de la figura. Finalmente, la
comprension de los diversos conceptos matematicos debera sustentarse en actividades que
pongan en juego la intuicion y favorezcan el uso de herramientas matematicas para ampliar,
reformular o rechazar ideas previas.
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Forma, espacio y medida

Formas geometricas

e

Conocimientos y habilidades

1.2. Aplicar los criterios de
congruencia de tridngulos
en la justificacién de pro-
piedades de los cuadrild-
teros.

Actividad complementaria:
Meéxico, sep, 2000, pp. 126-127.

FIGURAS PLANAS

Onientaciones diddcticas

Se sugiere que tanto el conocimiento de los criterios de congruencia de tridn-
guloz como el teorema de Pitigoras, el teorema de Tales y los criterios de se-
mejanza de tridngulos, que se estudiardn en este grado, se utilicen para argu-
mentar, probar y resolver problemas que aporten nuevos conocimientos
geométricos acerca de las figuras,

Para aplicar la congruencia de tridngulos se pueden plantear problemas
como el siguiente:

¢ Sea ABCD un cuadrildtero cualquiera, ;qué condiciones debe cumplir para obtener tridingulos congruen-
tes al trazar las diagonales?

Es necesario que los alumnos manipulen las figuras, las doblen, las recorten, ete. Actividades como la ante-
rior permiten que loz alumnos entiendan y den sentido a las conjeturas que obtienen.

“Cémo verificar la congruencia de las hguras”, en Geometria dinamica. EMAT,

Conocimientos y habilidades

1.3. Determinar mediante
construcciones las posicio-
nes relativas entre rectas y
una circunferencia y entre
circunferencias,
Caracterizar la recta se-
cante y la tangente a una
circunferencia.

RECTAS Y ANGLULOS

Onentaciones diddcticas

Los alumnos de este grado han desarrollado habilidades vinculadas con el uso
del didmetro, la cuerda y el radio. Ahora se trata de que analicen otras relaciones
con base en la construccién de rectas que tocan la circunferencia en dos puntos,
en un punto o que no la tocan. Una vez que se conozean los nombres respectivos,
se pueden plantear problemas de construccién como los siguientes:

* Construyan la recta tangente a una circunferencia desde un punto en una
circunferencia.

Esta construccidon permite aplicar la nocién de recta perpendicular a un seg-

mento dado, A la pregunta anterior puede seguir ésta:

* ;Es cierto que la recta f es tangente a la circunterencia C en el punto P? Argumente su respuesta.

Fig. 3.1 Plan de Estudio de Nivel Medio Bésico.

Conocimientos y habilidades
4.2, Aplicar el teorema de
Pitigoras en la resolucién
de problemas.

Abordan los criterios de congruencia de triangulos en la
justificacion de propiedades de figuras geométricas.
Resuelven problemas que implican relacionar angulos
inscritos y centrales de una circunferencia. Se plantea
determinar la relacion entre un angulo inscrito y un angulo
central de una circunferencia, si ambos abarcan el mismo arco.

Se desarrolla la habilidad de calcular la medida de &ngulos inscritos y centrales, asi como
de arcos, el area de sectores circulares y de la corona.
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Se resuelven problemas que implican el uso del teorema de
Pitagoras y razones trigonométricas. Calculan las medidas de . .

, ., P . 4.3. Reconocer v determi-
lados y de angulos_ de trlangulos rectangulos a partir de 10S . jo cazones trigono-
valores de razones trigonométricas. métricas en familias de

triingulos rectingulos se-

Conocimientos y habilidades

mejantes, como cocientes
entre las medidas de los
lados. Calcular medidas
Se eshoza el problema de averiguar la medida del angulo formado ~ @¢ .1-“*015 y de -"_*‘-8“‘109 de
- - - tr 0% pots s 3
por la diagonal y el eje horizontal. Los alumnos pueden probar e feAnEwes f
L L, partir de los valores de ra-

con el Unico recurso con el que cuentan, que es la MediCiON  zones trigonométricas,
directa del angulo con el transportador, obteniéndose la magnitud = Reselver problemas senci-

los, iversos ambitos,
angular en gradOS. llos, en diversos dmbito:

utilizando las razones tri-
gonométricas.

Un estudio que antecede a las funciones trigopnométricas es la trigonometria presentada en
el tercer afio de educacion media (secundaria), teniendo como mision la organizacion y
programabilidad de tales saberes a ensefiar, en este nivel, a la Secretaria de Educacion
Pablica' (SEP) la cual argumenta que: “... la trigonometria sigue siendo importante por sus
aplicaciones en la ciencia y la tecnologia y presenta numerosas situaciones interesantes
que muestran las relaciones de la geometria con la aritmética y el algebra...”. En este
nivel el programa de matematicas esta constituido por areas, y justamente es en el area de
geometria donde encontramos a la trigonometria, en el que “se propone que los alumnos
conozcan y estudien las razones trigonométricas de un triangulo y las utilicen en la
solucion de los problemas en los que esta disciplina es tan rica, como con el calculo de
distancias inaccesibles a la medicion directa”, (SEP). Es decir, se definen las razones
trigonométricas (razones de los lados) de un tridngulo rectangulo para ser utilizarlas como
medios de solucion en la estimacion de distancias.

Pero es en el NMS donde se da el transito de la Trigonometria Clasica (vinculada al estudio
de los triangulos) a la Trigonometria Analitica (vinculada al estudio de las funciones
trigonométricas).

'Secretaria de Educacion Publica (2007, 12 enero). Educacién Media Basica. Programa de estudio de matematicas
tercer afio [en linea]. México: Secretaria de Educacion Publica. Recuperado el 22 de julio de 2008, de
http://www.reformasecundaria.sep.gob.mx/matematicas/programa/programa.pdf
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3.2 ANALISIS DE PLANES Y PROGRAMAS DE ESTUDIO DE
EDUCACION MEDIA SUPERIOR DEL GOBIERNO DEL ESTADO DE
MEXICO

En el marco de que el Plan Nacional de Desarrollo 2007-2011 establece la necesidad de
actualizar los Planes y Programas de Estudio, contenidos, métodos y materiales para el
desarrollo integral de los estudiantes. La Secretaria de Educacion Publica expidid el
“Acuerdo por el que se reforma la Estructura Curricular de la Educacion Media Superior
que se imparte en las instituciones Publicas y Privadas Incorporadas a la Secretaria de
Educacion”, publicado en el periddico oficial “Gaceta del Gobierno”, el 26 de enero del
2009.

PRIMERO.- Se reforma la estructura curricular de la educacion media superior que se
imparte en instituciones publicas y privadas incorporadas a la Secretaria de Educacion para
adecuarse al Sistema Nacional de Bachillerato establecido por la Secretaria de educacion
Publica.

SEGUNDO.- La estructura curricular de la educacion media superior se desarrollara
conforme a un modelo educativo de transformacion académica, basado en competencias
con planes y programas de estudio para las opciones de Bachillerato General y Bachillerato
Tecnoldgico inscritos en marco curricular coman.

En el marco de esta reforma, en el programa de estudios de la asignatura de trigonometria,
se encuentran el tema de angulos, sus unidades de medida y sus respectivas conversiones.

1.2 ANGULOS 1.3 TRIANGULOS

COMPETENCIAS DISCIPLINARES BASICAS: COMPETENCIAS DISCIPLINARES BASICAS:
CONSTRUYE INTERPRETA MODELOS MATEMATICOS MEDIANTE LA CUANTIFICA, REPRESENTA Y CONTRASTA EXPERIMENTAL O !
APLICACION DE PROCEDIMIENTOS ARITMETICOS, ALGEBRAICOS, MATEMATICAMENTE LAS MAGNITUDES DEL ESPACIO Y PROPIEDADES |
GEOMETRICOS Y VARIACIONALES, PARA LA COMPRENSION Y EL ANALISIS —‘ FISICAS DE LOS OBJETOS QUE LO RODEAN |
DE SITUACIONES REALES, HIPOTETICAS O FORMALES.

1.3.1. Clasificacion |

ATRIBUTOS: !
i | ATRIBUTOS:

s SR, 1T OB | identifica y construye los diferentes angulos y"ﬂg:;['j:::z:: | Clasifica y utiliza las propiedades de los
construcciones B R AR SO R S B R ) PAFRAPAl  tridngulos en la solucion de situaciones
. lados. ‘

ATRIBUTOS:

1.3.2. Clasificacion y
propiedades de los
tnangulos de acuerdo
a la medida de sus

1.2.2 Unidades de
medida y
conversiones

Reconoce y utiliza las diferentes sistemas de
medida de un dngulo y sus respectivas
conversiones.

ATRIBUTOS:
Clasifica y utiliza las propiedades de los
triangulos en la solucién de situaciones

ATRIBUTOS: angulos,
" Identifica las caracteristicas de cada tipo de . i ATRIBUTOS:

de los angulos angulo segtin su medida 1.3.3.Triangulos L Utiliza la congruencia de tridngulos en la

congruentes | solucién de situaciones reales e hipotéticas

1.2.3 Clasificacion

1.2.4 Los angulos ATRIBUTOS:
en el plano Identifica, traza y manipula diferentes tipos | SR W Ry =1 L6

cartesiano de angulos en el plano cartesiano semejantes.

ATRIBUTOS:
Utiliza la congruencia de tridngulos en la
solucidn de situaciones reales e hipotéticas
ATRIBUTOS:
Construye hipdtesis y disefia y aplica
modelos para probar su validez en la
solucion de situaciones contextuales.

1.2.5 Solucién de B 13.5. Solucion
situaciones Resuelve diversas situaciones reales e de situaciones

contextuales hipotéticas en las cuales se generan angulos.| ety all =] =0

Fig. 3.2 Plan de Estudios de Nivel Medio Superior?

2 Gobierno del Estado de México, (2008). Plan y programa de estudios de bachillerato general tercer
semestre ciclo escolar 2008-2009. Estado de México, México.

29



“La transicién grados — radianes < reales en la construccion de la funcién
trigonométrica: un andlisis sistémico”

El programa es presentado en bloques, la conversion de unidades angulares se encuentra en
el blogue de conceptos fundamentales, de manera que la curricula de matematicas sigue una
secuencia en la presentacion de su contenido, la comprension de los conceptos es
acumulativo, el conocimiento de un tema requiere el dominio de los temas anteriores.

UNIDAD |

Conceptos
fundamentales

Se divide en

|Bosquejo histérico) que aborda

Los conceptos trigonométricosJ

en las diferentes culturas

Concepto y construcciones|

Unidades de medida y conversiones |

Ang que aborda¢

ulos|

que abordac

Triangulos|

Fig. 3.3 Programa de la asignatu

Clasificacion de los angulos)|

— Los angulos en el plano cartesianoj

[Solucion de situaciones contextuales)

(Clasificacién y propiedades de los triangulos |
segun la medida de sus lados

Clasificacion y propiedades de los triangulos
de acuerdo a la medida de sus angulos

‘Triangulos congruentes|

Triangulos semejantes|

Solucién de situaciones contextuales)

ra de trigonometria en bloques.

De las actividades docentes que se sugieren para el aprendizaje colaborativo del tema de

angulos tenemos:

Construir diversos angulos dentro y fu
clasificarlos y manipularlos.

importancia y utilidad.
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e Analizar los algoritmos que se utilizan para convertir los grados, minutos y
segundos a decimal.

Formular la regla de tres para convertir de grados a radianes.

Ubicar, analizar, manipular y reubicar un angulo en el plano cartesiano.

Desarrollar un ensayo sobre la importancia y aplicacion de los angulos.

Construir un cuadro comparativo, sobre los angulos y los tridngulos.

Disefiar un problema de su contexto, donde involucre los conceptos de triangulo y
angulos.

Prevalece el tratamiento algoritmico y memoristico pues después de definir y clasificar los
angulos, se contintia con los diferentes sistemas de medicion de éstos (sexagesimal,
centesimal y ciclico), con la transicién de un sistema a otro por medio del factor de
equivalencia que existe entre los sistemas de medicion angular y con una cantidad de
ejercicios, considerando que con la repeticion incesante se logra el aprendizaje pero no se
hace explicita la transicion de la unidad angular a un nimero real. Aparecen términos
como: tridngulo rectangulo, el teorema de Pitagoras, razones trigonométricas o funciones
de angulos agudos, circulo trigonométrico (para el calculo de angulos cuadrantales). Se
presentan las propiedades de las FT y el trazo de éstas en el plano coordenado.

Se puede concluir del anélisis de los planes y programas de estudio del Bachillerato
General y el Bachillerato Tecnoldgico que se imparten en el Estado de México, que para
llegar a definir la FT como una funcion de variable real; primero se define la razon
trigonométrica como la relacion entre los lados de un tridngulo rectangulo, que implica
angulos medidos en grados, la conversion de los angulos a radianes en el circulo unitario —
transicion de grados a radianes—, es en este segundo momento cuando se define la FT de
variable real, lo que a su vez es el enlace para un tercer momento la presentacion de la FT
en un contexto grafico —transicion radianes a reales-.

Las FT, después de presentarlas en los semestres respectivos, se emplean en el bloque de
Caélculo con la derivacion e integracion de las funciones trascendentes incluyendo a las
funciones trigonométricas no interesandose en el entendimiento de este concepto puesto
que sélo son utilizadas como objetos a los cuales se les aplican ciertos procedimientos
(Cantoral y Farfan, 1998).

De acuerdo con Montiel (2005), en el Nivel Superior el tratamiento de la FT depende del
contexto profesional de la carrera, encontrandose regularmente en los programas de ciencia
e ingenieria, basicamente en

e Funcion Trigonométrica, y = a sen (bx +c) +d
3 5 7
e Serie Infinita, senx = x — AR T
31 51 7
2 x2 xz
e Producto Infinito, sen x = x (1 — —2) (1 - —) (1 — —)

x
T 472 912

e Serie Trigonométrica,
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f(x) =ay+a;cosx +a,cos2x + -+ bysenx + b, sen 2x + -+

Del anélisis realizado a los programas de estudio, se puede reiterar lo ya reportado por
Montiel (2005), “La programacion de los temas referentes a trigonometria y funciones
trigonométricas en el Nivel Medio Superior y en el discurso matematico asociado, permite
que al final de este periodo las funciones trigonométricas puedan operarse (derivarse e
integrarse). En consecuencia, el discurso matematico escolar del Nivel Superior asume de
entrada que la funcién trigonométrica ha sido aprendida por el estudiante, generando en el
docente una indiferencia ante las explicaciones analiticas que problematizan la longitud
de un arco, la conveniencia o necesidad del uso del radian,...”

3.3  ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO

Como ya se indicé en el capitulo uno, la intencion de la presente investigacion es encontrar
argumentos que puedan hacer explicita dicha transicion, especificamente la evolucién por la
que pasa el argumento de una FT. Es decir, como el argumento x de una FT pasa de ser una
medida angular expresada en grados a convertirse en una unidad ciclica para finalmente
considerarse un numero real.

Para cumplir con el cometido de esta investigacion se dio a la tarea de hacer una
investigacion en libros de texto, donde sean tratados los temas de trigonometria, desde un
punto de vista analitico, con la finalidad de encontrar argumentos razonados sobre la
transicion de grados—tradianes—reales. Considerando que una fuente importante son los
textos utilizados en el nivel superior.

Se muestran a continuacion los libros que se analizaron, utilizando el siguiente criterio:

v La conversion de grados — radianes.

v Laconversion de radianes < reales.

v' Cual es el fundamento de tales transiciones para graficacion de las funciones
trigonométricas.

1. Baley, J. (2004). Trigonometria, México. Mc. Graw Hill

En este texto se indica que, en matematicas superiores, la medida mas conveniente para el
angulo es el radian, que es la razén entre el arco interceptado y el radio de un circulo; esto
debido a que en algunas operaciones, como la medicién de la longitud de un arco, el area
del sector de un circulo, la velocidad angular o las integrales en célculo se concibe de forma
natural a la unidad del angulo en radianes.

En este texto se definen las FT en términos de un punto (X, y) que se localiza en el lado
terminal de un angulo, a una distancia r de su vértice.
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seno 6 =

coseno 0 =
lado terminal

tangente 6 =

cosecante 8 =

lado inicial
secante § =

cotangente € =

@ RRISIQCIIR S[R3

En esta definicién de las FT, el dato de entrada es un angulo medido en grados o radianes
y el dato de salida es un nimero real. Para explicar la transicion radianes — reales, se
amplia este concepto para reproducir una definicién de la FT que admita un nimero real
como dato de entrada, o dominio y que produzca como dato de salida un nimero real.

La forma en que el texto define a la FT, con un dominio en los nimeros reales, es la
siguiente:

En un circulo de radio r y un angulo central @, si la longitud de r es igual a 1 y € asume
todos los valores posibles, entonces, el punto (X, y) trazara un circulo unitario.

Y

A .

Fig. 3.4 Punto (X, y) en el lado terminal
del &ngulo

Fig. 3.5 Un circulo unitario es aquél cuyo radio
es igual a la unidad y cuyo centro coincide con
el origen.

Es posible localizar el punto (X, y) sobre el circulo unitario utilizando el &ngulo central 80 a
la longitud del arco s, medida en el sentido contrario a las manecillas del reloj a partir del
eje x. Si empleamos la longitud del arco s para localizar un punto (x, y) sobre el circulo
unitario, teniendo presente que r = 1, podemos establecer las siguientes definiciones de las
funciones circulares.

sens =Yy COSS = X tans = CSCS = — Secs = — cots =
X
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El nimero s es la longitud de un arco sobre el circulo unitario desde el eje x hasta el punto
(x, y). Dado que r =1y s = r6, esa longitud es exactamente igual a la medida del angulo
central que se intercepta expresada en radianes, por tanto, estas definiciones de las
funciones circulares corresponden exactamente a las definiciones de las FT consideradas
para angulos medidos en radianes.

En el otro apartado del libro donde se aborda el tema de las graficas de las FT, se sefiala el
por qué graficar y = sen x en lugar de y = sen 6, ya que en la graficacion se acostumbra usar
x para el valor del dato de entrada, lo que se Ilama el argumento de la funcién, y y se usa
para el valor de salida. En las FT es frecuente que la entrada o argumento sea el angulo 6.
La confusion se produce cuando decimos que senZ y cos*. Estas x y y se refieren a los
puntos sobre el circulo de radio r. Son elementos diferentes de la x y de la y usadas para
designar la entrada y salida de una funcion representada en una gréafica; por lo que es
recomendable usar cualquier otra variable, por ejemplo s 0 t, como entrada o0 argumento de
una FT.

En apartados del mismo libro se hacen notaciones interesantes en cuanto al tema de
investigacion, tales como:

e Los radianes no tienen dimensiones ya que cualquier unidad que se haya empleado
para medir la longitud de un arco que aparece en el numerador se cancela con las
unidades utilizadas para medir la longitud del radio que esta en el denominador. Por
lo que se debe de omitir la palabra radian.

Donde:
g =2 & = medida de angulo en radianes
s = longitud del arco interceptado
r = radio del circulo

S

, 1 . .
e Calcula el numero de grados que hay en o radianes. En ocasiones hay que
escribir la palabra radian para hacer énfasis en el sistema de medicién empleado.

2. Purcell, E. (2007) Célculo diferencial e integral, México. Pearson Prentice Hall.

Este libro es muy utilizado en la asignatura de Calculo en el nivel superior, cuenta con un
capitulo preliminar donde se localizan los temas de “precalculo, en él se hace una revision
de los conceptos que son necesarios conocer para abordar con éxito nuevos temas y
conceptos que son presentados con posterioridad en el texto.

En el apartado correspondiente a las FT, se inicia con la exhortacion de que se debe estar
familiarizado con las definiciones de las funciones trigonométricas basadas en angulos y
triangulos rectangulos, las cuales es importante no olvidar. Sin embargo, en aplicaciones
posteriores, se hace hincapié en prestar mayor interés en las FT basadas en el circulo
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trigonométrico. Cuando se considera de esta forma sus dominios son conjunto de nimeros
reales en vez de conjunto de &ngulos.

Para explicar el por qué de la transicion grados—radianes se s=rt 1
indica que: “La division de una vuelta en 360 partes es
arbitraria (debida a los antiguos babilonios, a quienes les
agradaban los multiplos de 60). La division en 2w partes es frad
mas fundamental y yace en el uso casi universal de la medida r
radian en calculo. En particular, observe que la longitud s
del arco que corta un circulo de radio r por medio de un

angulo central de t radianes satisface”.
S t

2nr 2w
Esto es, la fraccion de la circunferencia total 2z» corresponde a un angulo t es la misma
fraccion del circulo unitario que corresponde al mismo angulo t. Esto implica que s=rt.
Cuando r=1, esto da s=t, lo cual significa que la longitud del arco en el circulo unitario
cortado por un angulo central de t radianes es t; esto es correcto incluso si t es negativa,
con tal que interpretemos la longitud como negativa cuando se mide en direccion de las
manecillas del reloj.

Ahora podemos hacer la conexion entre la trigonometria del angulo y la trigonometria del
circulo unitario. Si 6 es un angulo medido en k radianes, es decir, si § es un angulo que
corta un arco de longitud t del circulo unitario, entonces:

sen@ =sent cosfd = cost

Es de suma importancia resaltar del texto que “En cdlculo, cuando encontramos un
angulo medido en grados, casi siempre lo cambiamos a radianes antes de realizar
cualquier calculo. Por ejemplo:

sen 31.6° = sen (31.6 . ;?Oradién) ~ sen 0.55”

Para explicar el por qué de esta transicion (de radianes—reales)
se inicia definiendo las FT con base al circulo unitario. Sea C un
circulo unitario, es el circulo con radio 1 y centro en el origen
cuya circunferencia tiene la ecuacién x? + y? = 1. Sea A el
punto (1, 0) y t un nimero positivo. Existe un solo punto P en el
circulo C tal que la distancia medida en sentido contrario a las !
manecillas del reloj alrededor del arco AP es igual a t. B Al1.0)

La circunferencia de un circulo con radio r es 2zr, de modo que
la circunferencia de C es 2z. Por lo tanto, si ¢ = x, entonces el
punto P esta exactamente a la mitad del camino alrededor del g 3.6 Circulo unitario
circulo unitario iniciando en el punto A. Asi, para cada namero

real t, podemos asociar un Unico punto P(x, y) en el circulo

unitario. Esto permite construir las definiciones clave de las

funciones seno y coseno.

35



Sea t un numero real que determina el punto P(X, y) como se explicd anteriormente.
Entonces:

En el apartado 2.8, “Razones de cambio relacionadas”, se deja ver, el procedimiento
sistematico para la resolucion de problemas con tasas de cambio relacionadas, en base a un
ejemplo donde si bien no queda claro el criterio empleado en el transito del radian a namero

“La transicién grados — radianes < reales en la construccion de la funcién

trigonométrica: un andlisis sistémico”

sent=y Yy cost=x

real y viceversa (radian < real), es posible hacer las siguientes observaciones:

1.

Aungue en un apartado previo se indic6 que cuando el angulo esté dado en radianes
no se debe de indicar esta unidad en el ejemplo no se cumple con la indicacion.

En este punto si se cumple con la indicacion, serd por qué el angulo se encuentra
como argumento de una FT.

No se hace ningun analisis de las dimensiones implicadas en el ejemplo.
Se da una explicacion del significado del signo negativo, pero no se hace evidente

como se obtuvieron las unidades de la velocidad de cambio del &ngulo, los radianes
por segundo.

E_F,_IF..\H’H) 4 | Una mujer que estd ante un acantilado, con un telescopio observa
¢6mo se aproxima un bote de motor a la playa que estd directamente debajo de ella. Si

el telescopio estd a 250 pies por arriba del nivel del agua y si el bote se aproxima a 20
pies por segundo, ;a qué velocidad estd cambiando el dngulo del telescopio cuando el
bote esta a 250 pies de la playa?

SOLUCION

Paso I: Dibuje una figura (véase la figura 5) e introduzca variables x y 6, como se
muestra.

Paso 2: Nos dan que dx/dt =—20; ¢l signo ¢s negativo porque x disminuye con el tiem-
po. Queremos conocer df/dr en ¢l instante cuando x = 250

Paso 3: Por trigonometria

tan @ = —
anf = oo
Paso 4: Derivamos implicitamente usando el hecho de que Dy tan 6 = sec’ 0 (teorema
2.4B). Obtenemos
,,d6 1 dx
dt 250 dt

sec” 6
Paso 5: En el instante cuando x = 35“.3‘ sec’d =2.Porlo
tanto,
2

=1 signo negativo muestra que 6
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3. Swokowski, E. (1989). Calculo con geometria analitica, México. Iberoamérica.

En la seccion 8.1, del capitulo “funciones trascendentes”, se lleva a cabo un repaso de las
funciones trigonométricas con el proposito de que los estudiantes que necesiten recordar
estos temas se apoyen de este apartado, antes de adentrarse en temas que prolongan y hacen
uso de tales conceptos trigonométricos, en contextos como es el calculo de derivadas e
integrales de funciones trigonométricas.

Es importante destacar que en este texto se hace explicito que hay dos métodos para
definir las FT: un método clasico en el cual se emplea el triangulo rectangulo, siendo
“conveniente” la utilizacion de las unidades del &ngulo en grados del sistema sexagesimal;
o mediante un desarrollo moderno, donde interviene “una circunferencia unitaria”
utilizando como unidad angular el radian, el cual debe ser considerado como un ndmero
real. De esta forma se expone, la conveniencia de la transicion de grados — radianes se da
por la razén de que la medida en grados es conveniente cuando los angulos son utilizados
en actividades aplicadas como la agrimensura, la navegacion y el disefio de equipo; pero en
aplicaciones donde se requiere del célculo se acostumbra utilizar los radianes.

Por lo que se establece la siguiente relacion con el fin de poder transitar entre grados y
radianes.

180° = rrad, 1°=—— = rad, 1 d—(180)
=nrad, = 1gg = Tad rad = (—

El siguiente teorema es una consecuencia de las formulas anteriores.

i.  Para convertir un valor en radianes a uno en grados hay que multiplicar por 180/x.
ii.  Para convertir un valor en grados a uno en radianes hay que multiplicar por 7/180.

La explicacion que obtenemos de este texto en cuanto a la transicion radianes — reales, €S
del tipo:

“Cuando se considera un angulo expresado en radianes, no se indicara esta
unidad. Asi, si un angulo tiene una medida en radianes igual a 5, se escribe
60 =5 en vez de 6 = 5 rad. Esto no debe causar confusion respecto a las
unidades usadas para expresar un dngulo, pues si 6 tiene un valor en
grados igual a 5, se escribe 0 = 5°yno 6 =35."

Y la fundamentacion de tal transicién es porque:

La medida en radianes de un angulo se puede obtener a partir de una circunferencia con
cualquier radio. En lo que sigue, la expresion angulo central de una circunferencia se
refiere a un &ngulo cuyo vértice esta en el centro de esta curva. Sea 0 un angulo central de
una circunferencia de radio r que determina un arco en la circunferencia cuya longitud es
s, donde 0 < s < 2mr. Para calcular la medida o valor en radianes de 6, se coloca 6 en la
posicién normal sobre un sistema de coordenadas rectangulares y se sobrepone una
circunferencia unitaria U, como se muestra en la figura. Si ¢ intercepta un arco de longitud
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t en U, entonces, por definicion, se puede escribir 6 = t. De la geometria plana, la razon de
los arcos en la figura es igual a la razon de los radios correspondientes, es decir,

¢ =t radianes

]
P == oLl hien t=2
P(x’ y) R \\‘ s T r
— \ ‘,
Bl ol A(L 0) X

A

Sustituyendo t por & se obtiene el siguiente teorema.

Si un angulo central & de una circunferencia de radio r intercepta un arco de longitud s,
entonces la medida en radianes de 0 es:

S
0 =-
T
La formula 6 = f para la medida en radianes de un angulo es independiente del tamarfio de

la circunferencia. Por ejemplo, si el radio de tal curva es r = 4 cm y un angulo central 6,
abarca un arco de 8 cm de longitud, entonces la medida en radianes de & es de:

_8cm_

4cm

Si el radio de la circunferencia es de 5 km y la longitud del arco es de 10 km, entonces:

10 km
0=—=2

" 5km

Estos calculos indican que la medida en radianes de un angulo no tiene dimensiones y
se puede considerar como un namero real. Es por esto que se usa la notacion 6 =t de
preferencia a € = t radianes.

Se dice que en el angulo expresado en radianes no se deben indicar las unidades, pero el
mismo autor, Swokowski, en su libro de “Trigonometria”® dice que cuando se emplean
formulas, donde queda explicita la unidad angular, se debe recordar emplear al radian y
hacer evidente su uso, por ejemplo:

% Swokowski, E. (2001). Trigonometria, México. Thomson Learning.
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Supdn que una maquina contiene una rueda de 3 ft de didmetro, que gira con una rapidez de
16000 rpm. Determina la rapidez angular de la rueda.

Denota con O el centro de la rueda y sea P un punto en la
circunferencia. Dado que el niumero de revoluciones por minuto es
1600 y cada revolucion genera un angulo de 2z radianes, el angulo
generado por el segmento de recta OP en un minuto medira
(1600)(2= radianes), es decir,

Rapidez angular = (1600)(27) = 32007 radianes por minuto

Como se dijo anteriormente, se definen las FT en dos contextos matematicos diferentes: un
desarrollo moderno en donde interviene “una circunferencia unitaria” y el otro por medio
de triangulos rectangulos. El enfoque de la circunferencia unitaria es el siguiente:

Sea U una circunferencia unitaria, es decir, una circunferencia con radio 1 y centro en el
origen O de un sistema de coordenadas rectangulares. Entonces, U es la grafica de la
ecuacion x? + y2 = 1. Dado cualquier nimero real t, denotamos por & al angulo (en la
posicién normal) cuya medida en radianes es t. la figura muestra un caso posible con
0 <0 < 2nr. En ella P(t) denota el punto de intercepcion del lado final de & con una
circunferencia unitaria U. Usando la formula s = 8 con r = 1, se ve que el arco AP que el
angulo @ de intercepta tiene longitud s = t. Entonces, el numero real t puede considerarse
como la medida en radianes del dngulo 6 o la longitud del arco APde U.

La discusion anterior indica como se puede asociar a cada numero real t un punto Unico P(t)
en U. El punto P(t) se llama punto de circunferencia unitaria U que corresponde a t.
Las seis funciones trigonomeétricas se pueden definir a partir de las coordenadas (X, y) de
P(t). Estas funciones son el seno, el coseno, la tangente, la cotangente, la secante y la
cosecante y se denotan por los simbolos sen, cos, tan, cot, sec y csc, respectivamente. Si t
es un namero real, la funcion seno asocia a t otro numero real que se denota por sen (t), o
bien sen t.

Para tomar en cuenta las coordenadas rectangulares de P(t) se usa la notacion P(X, y), es el
punto de la circunferencia unitaria que corresponde a t. Esta notacion se usa en la siguiente
definicion:

i Sitesunnamero real y P(x, y) es el punto de una circunferencia unitaria
U que corresponde a t, entonces

1
sent=1y csct:; (paray + 0)

cost =x 1
tant = < (para x + 0)

tantzz (parax # 0 X
X tant =; (paray # 0)

F——————————————— ==
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Debido a que estas formulas estan dadas en términos de las coordenadas de un punto sobre
una circunferencia unitaria a veces se llaman funciones circulares de las funciones
trigonométricas.

El dominio de las funciones seno y coseno es un R, porque sent = x y cos t =y existe
para todo ntmero real.

4. Finney, R. (2000) Calculo de una variable, México. Prince Hall.

Este libro, utilizado en la asignatura de Calculo en el nivel superior, repasa en su primer
capitulo, “Prerrequisitos para el Calculo”, 10s aspectos mas importantes que se deben
tener en cuenta para el aprendizaje del célculo, entre los que se encuentra la FT. Es asi que
en este apartado se hacen notaciones interesantes que son de utilidad para la presente
investigacion como:

e Al graficar una FT en el plano coordenado por lo general denotamos la variable
independiente (los radianes) como x en vez de 6.

e A partir de este momento, en este libro supondremos que todos los angulos se
miden en radianes, a menos que se establezca de manera explicita otro tipo de

unidad como los grados. Al hablar del angulo % nos estamos refiriendo a radianes
(que son 60°), no % grados.
e Al trabajar con operaciones se debe mantener la calculadora en radianes.

En el capitulo 4, “Aplicaciones de la derivada”, especificamente en la estrategia de
solucion para resolver problemas de razones de cambio, el texto muestra diversas
confusiones en cuanto a los criterios para ir de radian a numero real y viceversa
(radidn<real). A continuacidn mostramos tal evidencia en los siguientes puntos:

1. En un apartado previo se indicé que cuando el angulo esté dado en radianes no se
debe de indicar esta unidad, “...por lo general consideramos a los radianes
adimensionales y no escribimos sus unidades.”

2. Por qué se indican los radianes cuando se encuentran relacionados con otra unidad
de medida, como en este caso de las unidades de la velocidad de cambio del angulo,
radianes/minuto. Si aplicaramos el criterio del punto anterior se tendria
“¢?”/minuto.

3. Se escribe la palabra radianes para hacer énfasis en el sistema de medicién
empleado.

4. En un apartado se hace un analisis de las dimensiones implicadas en el ejemplo, en

la cual se hace notar la conveniencia de considerar las unidades de radianes/minuto
como 1/minuto.
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5. Con la consideracién anterior se obtienen las unidades de la velocidad de ascenso
del globo.

Ejemplo 2 UN GLOBO EN ASCENSO

Un globo de aire caliente sube en linea recta en un campo y sus movimien-
tos son rastreados por un te]émetro a 500 pies del punto de-partida. En el
momento en que el dngule-d actén. del telémetro es @ 1 4ngulo estd
creciendo a razén de .14 radianes/minuto.y Qué tan ripiderestd subiendo
el globo en ese mome 1

Solucién Responderemos la pregunta en seis pasos.
Paso 1:

Trace un dibujo y dé nombre a las variables y las constantes (Figura 4.47).
Las variables de

y deo
— =500 X sec?9 x%=140

t representa el tiempo en minutos y suponemos que 6 y y son funciones di- dt
ferenciables de 1.

La dnica constante en la figura es la distancia del telémetro al punto de par-
tida (500 pies). No hay necesidad de darle un simbolo especial.

Paso 2: Analisis de dimensiones

Escriba la mfomracuin numérica adicional.

Paso 3:

Escriba lo que debemos hallar. Queremos dy/dt cuando 6 = 7/4. . piesz 1 pies
Paso 4: ples X =

Escriba una ecuacién que relacione las variables y y 6.

pies? min min

y
. S .=5
500 tanf o y 00 tan @

Paso 5:

Derive con respecto de t usando la regla de la cadena El resultado nos in-
dica la relacién de dy/dt (que queremos conocer) con dé/dtr (que ya conoce-
mos).

oy 500(sec? 8)52

Pasp 6~
¥valite con 6 = /4 y d6/dt = 0.14 para encontrar dy/dt.

d—--500\/') (0.14) = 140 sec§ =VZ

Interprefacid 2
En el momento de la pregunta, el globo sube a razén de{140 pies/minuto.

Fig. 3.7 Andlisis de dimensiones

5. Stewart, J. (1999), Calculo conceptos y contextos. México. Internacional Thomson
Editores.

Este libro es utilizado en la asignatura de Célculo en el NS, cuenta con un apéndice C en el
cual se hace una revision de los aspectos mas importantes de la trigonometria y de las FT
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para estar al tanto del aprendizaje del calculo. Destacamos las siguientes observaciones por
ser de interés para la investigacion:

La explicacion que obtenemos de este texto en cuanto a la transicion grados < radianes, es
la equivalencia que permite la traslacion entre ambos sistemas.

Los angulos pueden medirse en grados o en radianes (abreviado con rad). El

angulo dado por una revolucion completa contiene 360° que es igual a 2n
rad. Por lo tanto

En cuanto a la justificacion que obtenemos por parte del texto sobre la transicion
radianes—reales, €s del tipo:

“En cdlculo, la convencion es usar la medida radian (excepto cuando se indique lo
contrario). Por ejemplo, cuando utilizamos la funcion f(x) = sen x, se entiende que
sen x significa el seno del angulo cuya medida en radianes es x. De este modo, las
graficas de las funciones seno y coseno son como las que se muestran en la figura”.

PN - »
SEEA A
) flx) = sen x

b) g(x) = cos x

Fig. 3.8 Grafica de la funcion seno y coseno del angulo

En otro apartado se indica:

“Si 0 es un numero, la convencion es que sen 0 significa el seno del angulo cuya
medida en radianes es 0. Por ejemplo la expresion sen 3 implica que estamos tratando
con un angulo de 3 rad. Al buscar en la calculadora una aproximacién para este
nimero debemos recordar poner la calculadora en modo de radianes. Si queremos

conocer el seno del angulo de 3°, escribimos sen 3°, y debemos poner la calculadora en
modo de grados.”

Aunque de manera implicita, se definen las FT bajo las siguientes circunstancias: la
primera, como razones de longitud de los lados de un triangulo rectangulo, pero debido a
que tal definicidén no se aplica a &ngulos obtusos o negativos, se vuelve indispensable una
segunda definicion en la cual se considera ubicar al &ngulo @ en el plano coordenado, se

establece que P(x, y) sea cualquier punto sobre el lado terminal de # y se determina que r
sea la distancia que hay del origen al punto P.
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En el apartado “Aplicaciones de la derivada”, especificamente en la estrategia de solucion
para resolver problemas de razones de cambio, el texto no muestra criterios claros para ir de
radian a nimero real y viceversa (radian < real), esto queda a la vista en los siguientes
puntos:

db I 5 X I s o A .
por consiguiente, a3 0 a2 6(4) = 5 cos”0

Cuando x = 15, la longitud del haz es de 25, de modo que co

1
dg _ 1[4\ _ 16 — 0.128
d  5\5 s

El reflector gira a razén d @ 2

Fig. 3.9 El radian en contexto de otras ciencias.

1. En un apartado previo se mostrd que cuando el angulo esté dado en radianes no se
debe de indicar esta unidad, “Si @ es un numero, la convencion es que sen 6
significa el seno del dngulo cuya medida en radianes es 6.” Se cumple con la
indicacion en el ejemplo planteado.

2. Por qué se expresan los radianes cuando se encuentran relacionados con otra unidad
de medida, como en este caso de las unidades de velocidad de cambio del giro,
radianes/segundo. Si aplicaramos el criterio del punto anterior se tendria
“;?”/segundo, 1/segundo o segundo™

6. Larson, R. (2005), Calculo diferencial e integral. México. Mc Graw Hill.

Este libro cuenta con un capitulo de preparacion que antecede a los capitulos propios del
calculo, aunque se cuenta con un apartado dedicado al tema de funciones y sus graficas, no
se hace ningun comentario explicito sobre las FT ni de las unidades angulares. No obstante,
en el reverso de la contraportada se presenta un formulario de trigonometria en que se
define a las FT de dos maneras: haciendo uso del triangulo rectdngulo donde 0<0<§ y

mediante el uso del circulo unitario, en el que @ es cualquier &ngulo. Del mismo modo se
muestra una circunferencia que indica las equivalencias entre los dos sistemas de unidades
e implicitamente marca la transicion grados—radianes<reales.

En el capitulo 2, “Derivacion”, especificamente en el tema de resolucion de problemas de
razones de cambio, no se encuentran los criterios precisos para ir de radian a numero real y
viceversa (radidn <« real), muy similar a lo encontrado en textos analizados con
anterioridad.
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Definicion de las seis funciones trigonométricas
Definiciones del tridngulo rectangulo, donde 0 < 6 < /2.

op. hip.

sen 0 = hip. cse 0 = op.

% ady. v hip.

S cos 0 = hip. sec 0= ady.

Adyacente _ p. B _a d\
tan 0 ady. cot O = op.

Definiciones de una funcion circular, donde 8 es cualquier dngulo.

Y )
sen = o CSC v
P>
cos A = sec = Y
I\
\ /
b V3 /
S I tan # = cot ¢
1 V3 .1 (1 V3
3 s \3573
s WL (V2B
| » \‘ D
-/ ) 60 v\
| L 135 45 '\\ |\ .l‘|
150 30 ) D
\
\
{ - %) + oo
o 180 360 | (1,0)
/
1y 330 /
] ¢ A5 / | 1
=757 3] > 315 g o\2 2
. ¥ 300 / 5
2 =) // 1% |

7. Benitez, R. (2006), Calculo diferencial para ciencias basicas e ingenieria. México.
Trillas.

Dicha obra es destinada para utilizarse en un primer curso de calculo diferencial para nivel
superior, en las aéreas de ciencias basicas e ingenieria; asimismo, para adaptarse sin
dificultad a diversos planes de estudio y enfoques. Esta obra cuenta con todo un capitulo
dedicado al estudio de funciones, en el cual se ubica el estudio de las FT, incluyendo el
analisis de diversos conceptos matematicos; los cuales son de interés para la presente
investigacion, de ellos recuperamos lo siguiente: “En calculo los angulos se miden en
radianes.”

Tal afirmacion no es nueva, sino que es similar a la encontrada en diversos libros de
calculo, pero en este texto en particular, se halla un argumento razonado del por qué de las
unidades angulares en radianes y de la transicion del radidn a un ndmero real
(radi&n—real). Para definir radian y medir con esta unidad a los angulos se usa una funcion
especial, la cual se describe enseguida:
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Considérese el circulo unitario ¢ con centro en el origen en el plano-xy.

De hecho € = {(x,y):x? + y?> = 1}. Ademas, tdmese en cuenta la funcion P: R—¢&
definida como sigue:

Y 1. Si® = 0, entonces Py = P(8) = P, = (1,0)

2. Para 8 > 0, hay dos casos:

e Si 0 <6 < 2m, entonces P(A) = Py en
donde Py es el punto sobre € que se
obtiene al girar respecto al origen y en el
sentido contrario de las manecillas del
reloj el punto P, = (1,0) de modo que
arcPyPy =0

e Si 2m < 6, entonces existen Unicos
numeros reales no negativos a y P tales

que
i=a+%0bient9=2a7r+ﬁ

T

Con 0 < B < 2m. En cuyo caso

Py =P(6) = P(B) = Py

3. Para 6 < 0, hay también dos casos:

e Si —2m <6 <0, entonces P(0) =Py
en donde P, es el punto sobre ¢ que se
obtiene al girar respecto al origen y en el
sentido del movimiento de las
manecillas del reloj el punto P, = (1,0)
de modo que arcPyPy = |6|

e Si —2m < 0, entonces —0 > 2w por lo
que existen Unicos ndmeros reales no

ot d Py negativos a 'y B tales que
b 4
!
' 6 -6 B _ _
[ =5 = at -obienf =—-2am - p
|
(B es el residuo que resulta al dividir @ entre 27) Con 0 < B < 2m. En cuto caso

Py = P(6) = P(~B) = P_y

A esta funcion especial P: R—¢ que asocia a cada numero real un punto sobre ¢ se llama
funcion enrolladora o de dar vueltas.
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Para medir angulos con esta funcion, se consideran angulos dirigidos (positivos 0 no
positivos) en posicion normal.

Considérese la funcién enrolladora P: R—¢

i.  Un radian es la longitud del arco PyP, subtendido por el angulo 2P,0P, en donde
0 =1,P,=P(0)y Py =P(0).

ii. La medida en radianes de un angulo no negativo AOB es un namero real 8 > 0, lo
cual se escribe
2AOB = O radianes, LAOB = 6 rad o brevemente LAOB = 6

siempre que P, = P(0) sea la intercepcion del lado final de dicho angulo con el
circulo unitario €.

iii.  Lamedida en radianes de un angulo negativo AOB es un numero real 8 < 0, la cual
se escribe
£AOB = O radianes, LAOB = 6 rad o brevemente LAOB = 6

siempre que P, = P(0) sea la intercepcion del lado final de dicho angulo con el
circulo unitario €.

La transicion de grados a radianes (grados < radidn) se expone como una necesidad de
transito entre la geometria plana, donde la medida del angulo central (que tiene su
vertice en el centro de la circunferencia) es independiente del radio de la circunferencia; y
el célculo, donde la medida del angulo central es el radian que depende del radio de la
circunferencia.

A partir de la funcion enrolladora P: R—¢ se definen las funciones trigonométricas seno,
coseno, tangente, cotangente, secante, cosecante como: sen, cos, tan, cot, sec y csc. De la
forma siguiente.

e Si 0 es un nimero real y P(6) = (x5,y9) €s la imagen de & bajo la funcion
enrolladora P: R—¢, entonces:
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1
sen 6 =y, tan 9 = i—z (xg #0) sec = - (xg #0)

cos 6 = xy cotd = ;—9 (yg # 0) csch = yi (yg # 0)
7] [’

e Si P = (x,y) es un punto del plano-xy en el lado final de un dangulo que mide 6 rad;
entonces los valores de las funciones en 4 son:

sen0=% tan0=§, secH = -,

X X
c050=: cot0=;, cscO = —,

en donde r es la distancia de P al origen O, 0 sear = PO = \/x? + y?

Cabe subrayar la siguiente nota: “en el caso de angulos agudos, los valores de las
funciones trigonométricas se interpretan como razones entre los lados del triangulo
rectangulo que determina las coordenadas de un punto en e/ lado final del angulo...”

Otro aspecto que merece nuestra atencion del texto y que lo diferencia, es el hecho de que
al abordar el tema del lugar geométrico de las FT, se gradda al eje de las abscisas tomando
como unidad de medida los nimeros enteros-reales y no se graba de la forma kx*, como
multiplo o submultiplo de m, siendo esto Gltimo lo mas usual de hallar en textos afines al
tema.

14

Fig. 3.10 El radian como unidad en nimeros enteros-reales.

AN
\/\/\/\

*Los valores de k son de la forma s, con p, g enteros y q diferente de cero. Por ejemplo los nimeros 7,
2mn,27/3, -m/2, -51/3 etc.
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Fig. 3.11 El radidn como unidad en niumeros maltiplos y submaltiplos de .

8. Cruz, M. (2008). Temas de mateméticas para bachillerato: Funciones circulares.

México. Universidad Nacional Auténoma de México.

En dicho libro son tratados los temas de trigonometria desde un punto de vista méas
analitico, aunque esta planteado para apoyar al NMS, sus contenidos pueden ser de interés
tanto para otros niveles de educacion como para el publico en general.

En dicho texto identificamos cuestionamientos a ciertos paradigmas que hay en la docencia
de la matematica, asi mismo los conceptos trigonométricos no son estudiados como
propiedades de los tridngulos sino que su exposicion se basa en las propiedades de simetria
de la circunferencia. A continuacion se presentan algunos sefialamientos que son de interés
para la investigacion:

El metro, invencion y propiedad de los franceses, es una barra recta y rigida hecha
de una aleacion especial. Todas las longitudes fisicas, estrictamente, tienen que
medirse con reglas basadas en el metro o cualquier otra unidad de longitud. No se
vale usar “metros” que pueden curvarse; N0 importa que en la practica existan
los llamados “flexdmetros”, ya que desde el punto de vista matematico no pueden
utilizarse para medir longitudes de curvas.

Desde la Primaria nos dicen que el numero = tiene un valor aproximado de 3.1416 y
que se interpreta como el numero de veces que cabe el diametro D en la longitud L

. . . . L Y ,
de la circunferencia correspondiente, es decir, T = o Tal definicion y método es

adecuada al contexto de educacion basica, pero para en el NMS y NS se deben de
adoptar otras metodologias que respondan a las necesidades de argumentos como
por qué 7 es un niumero irracional. El método apropiado para obtener el valor de
n 'y comprender su irracionalidad es la inscripcion de una figura geométrica como el
hexagono o el cuadrado en una circunferencia unitaria (tomamos la longitud del
radio como unidad para medir otras longitudes), una primera aproximacion al valor
de la longitud de la circunferencia seré el perimetro de la figura inscrita, al duplicar
el namero de lados es evidente que el perimetro que también se puede medir con
regla, serd una mejor aproximacion a la longitud de la circunferencia. Esta es la
unica manera de “rectificar una curva”, aproximando su longitud por la suma de
longitudes de cuerdas cada vez pequefias; se trata del proceso de evaluar un limite.

A todos nos resulta familiar medir los dngulos en “grados” que resulta de dividir
arbitrariamente una circunferencia de cualquier radio en 360 partes iguales®. Esta
familiaridad se fundamenta en que los “juegos de geometria”, que nos exigen
comprar en la Primaria, incluyen el “transportador”; que por regla general es un
semicirculo de plastico, madera o metal cuyo borde circular estda marcado con 180

® En Francia y en Estados Unidos se usa una division de la circunferencia en 400 grados centesimales, por lo
que existen en esos paises transportadores en los que se observa cada cuarto de circulo o cuadrante una
division de 100 grados centesimales.
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divisiones, de manera que sirve para medir dngulos comprendidos entre 0° y 180°
(aunque también se fabrican transportadores de circulo completo dividido en 360°).
e Para quitar la arbitrariedad de dividir una circunferencia en el numero de partes
iguales 360, 400 o cualquier otra que a uno se la ocurra, hay otra manera de medir
angulos basada en el nimero m. Este nimero no es arbitrario, la longitud D del
didmetro y la longitud L correspondiente de cada circunferencia estan ligadas por el

numero 7,

L
5=TL’ 6 L=mwD 6 L=2ur

A partir de las observaciones anteriores el autor realiza el siguiente andlisis para
argumentar el uso del radian como Unica medida angular y la transicién del radidan — real:

1. El angulo recto es el Unico que subtiende un arco
igual a la cuarta de cualquier circunferencia.

2. El unico arco en el que el radio cabe %veces es

aquel cuya longitud es la cuarta parte de la
circunferencia (arco AB).

Conclusién: el angulo recto es el Unico que subtiende un
arco de circunferencia que en el radio cabe %veces.

1rt8 = % rad.

La conclusion también se puede interpretar de la manera siguiente: si se toma como unidad
de longitud el radio r de la circunferencia, el arco de " de circunferencia subtendido por un

angulo recto tiene una longitud de % “unidades iguales al radio” y como la frase “unidades

. . . . 1 . )
iguales al radio” resulta muy extensa, se dice que la longitud del arco de n de circunferencia
es de:

n n - n

— "radianes

2

La medida del angulo recto por definicién es: un angulo recto mide% radianes.

La siguiente figura muestra una cinta métrica en la que se ha tomado como unidad de
medida la longitud del radio de una circunferencia. Se hace coincidir el punto A de la
circunferencia con el cero de la cinta métrica y se hace rodar sin que resbale. Inicialmente

el punto A se encuentra en la posicion mas baja coincidiendo con el cero. Al término del
primer cuarto de vuelta, el punto B es el que ocupa lo posicion mas baja y coincide con el

ndmero % de la cinta.

® rt. es la abreviatura de angulo recto, en este texto se utiliza el &ngulo recto como referencia al igual que
Euclides lo utilizo en sus postulados. Por ejemplo, en el teorema o proposicion 32 del libro | de los
“Elementos”, dice: “En cualquier triangulo, si uno de sus lados se prolonga, el &ngulo exterior es igual a los
dos angulos interiores opuestos, y los tres angulos interiores son iguales a dos angulos rectos ”
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Este hecho no es otra cosa mas que la rectificacion del arco AB correspondiente a la cuarta
parte de la circunferencia: la longitud de este arco y la longitud entre el cero y el nimero %
de la recta son iguales, y como la cuarta parte de la circunferencia corresponde a un angulo
girado igual a un recto, por definicién decimos que su medida es igual a la longitud del arco
AB, es decir, 1 rt. = - radianes.

Al final del siguiente cuarto de vuelta, el punto D es el que ocupa la posicién mas baja y
coincide con el nimero 7 de la cinta. A partir del inicio, la circunferencia ha girado media
vuelta y el numero © es la longitud del arco ABC, es decir, la longitud de media
circunferencia y como el angulo girado es igual a 2 rt., decimos que 2 rt. = 7 radianes.

r=1¢ — Cinta

Unidad de longitud A
@ " meétrica
igual al radio

Fig. 3.12 Circunferencia unitaria rodando sobre la recta de los nimeros reales.

Después de girar % de vuelta, correspondiente a un angulo de 3 rt., el punto E coincide con

, 3 3 . L. . .
el nimero 7” de manera que 3 rt. = 7" radianes. Por ultimo, al término de una vuelta

completa el punto A vuelve a ocupar la posicion mas baja y coincide 2x de la cinta métrica.
Por lo que 4 rt. = 2w radianes.

En base a lo sefialado en el texto, se establece una proporcionalidad directa definida entre
i B ,ler T 1 3 . 1 T

multiplos de un angulo recto y maltiplos de -» Ccomo que - rt. = radianes, ;==
. 2 . 1 . . ,

radianes, S = % radianes, S = 1"—0 radianes, etc. Es en este contexto en se define queé es

un angulo de un radian.

Si se hace coincidir un punto A de una circunferencia
con la marca de cero, de una cinta métrica graduada

en unidades iguales al radio, y se hace rodar, habra

un punto R que caiga sobre la marca 1 de la cinta. El '

arco AR correspondiente tendra una longitud igual al Z o : :
radio y el angulo ACR= a es de un radian. R/ ;
Un radian, es un angulo con vértice en el centro de r ‘|

una circunferencia, que subtiende un arco cuya
longitud es igual a la de radio.

o
[
(M
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Fig. 3.13 El angulo a es de 1 radian
En general, si un angulo 0 con vértice en el centro de una circunferencia de radio r
subtiende un arco de longitud f, para expresarlo en radianes, se debe dividir { entre el radio
r.

-=0 (en radianes),
de esta expresion se deriva:

l=7r8 (arco =radio X dngulo).

Por medio de la resolucién del siguiente ejercicio se expone el por qué de la transicién del
radian — real.

“La distancia de la Tierra al Sol es de 1500 millones de kilometros ;Qué tanta distancia
recorre la Tierra, aproximadamente, en su Orbita alrededor del sol en un lapso de un
mes?”’

Aunqgue sabemos que la oOrbita de la Tierra es eliptica, su excentricidad es pequefia y la
podemos considerar como una circunferencia de radio igual a 1500 millones de kildmetros.

r=15x10° km.

También sabemos que la Tierra realiza una vuelta completa en 1 afio = 12 meses. Otra
aproximacion que se tiene que hacer para resolver el problema es la de considerar que el
movimiento es uniforme, es decir, que la Tierra recorre arcos iguales en tiempos iguales. Si

en 12 meses describe un angulo igual a 4 rt. en un mes describira un angulo de o dedrt,o

1
sea-rt.
3

rt. = = rad.
6

Y puesto que 1rt.= % rad,

W | =

En conclusion, considerando un movimiento
circular uniforme, en 1 mes la tierra recorre T;T,,

correspondiente a un angulo 6 = %rad.

Entonces el arco T;T,, lo podemos calcular con la
formula.
=10 (arco =radio X dngulo)
T
_ 9 —
ArcoTyT, = (1.5 x 10°) x (6)

= 785.4 X 10°km

_ . ¢Cual es la longitud del arco T; T,
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En el texto se destaca que:

“Debe notarse que la multiplicacion del radio por el angulo no cambia las unidades del
radio, es decir, el resultado de la longitud del arco esta dado por kmy no [km X rad].
Tanto desde el punto de vista de la fisica como de las mateméticas, el radian no es una

unidad, % es un namero real sin unidades. Por eso hicimos la aclaracion, que en este caso
serd: 6 = ’G—trad. es una forma abreviada de decir que el radio r cabe % “veces” en el arco

>

T T,. Y “veces” no es ninguna unidad fisica.’

En este contexto el autor le da sentido a la unidad angular expresada en radian.

“Y como % = 0.5236, significa que el arco T, T, que se recorre en un mes, sélo cabe la

mitad, 'y un poquito mas” del radio de la orbita de la tierra.”
Asi mismo se expone la transicion grados < radidn, en el siguiente escenario:

“Es tan arraigada la costumbre de medir angulos en grados que da la impresion de ser la
unica manera “natural” para hacerlo, que si nos dicen 90° inmediatamente se nos viene a
la mente el angulo recto y cuesta trabajo hacer una asociacion inmediata de este angulo

con el nimero %porfalta de costumbre.”

Es conveniente, de acuerdo a lo antes dicho, tener como justificacion la equivalencia entre
grados y radianes hasta que la costumbre vuelva “natural” visualizar la medida de un
angulo en radianes. En este contexto se recomienda que para la ensefianza secundaria y
para el bachillerato se fabricaran, ademas de los divididos en grados, transportadores
graduados en unidades de angulo recto y en radianes (o fabricarlos uno mismo como tarea).
Asi mismo, las escuadras del juego de geometria ofrecen una buena oportunidad de
recordar la relacion entre el angulo recto, el radian y el grado.

En unidades de angulo En radianes. En grados.
recto.

Fig. 3.14 Los angulos de las escuadras en grados y radianes
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Cabe destacar que es en este texto donde encontramos mayor presencia, desde un punto de
vista més analitico, un concepto que es menos evidente en los textos analizados con
anterioridad; la funcidn circular, funcion especial ®: R—¢ que asocia a cada numero real
un punto sobre ¢ (circulo unitario) llamada funcion enrolladora o de dar vueltas. A partir
de esta funcion se define al radidn como unidad del &ngulo y se desencadena la enunciacion
de las funciones trigonométricas. Es desde esta funcion circular, teniendo como unidad
angular el radian, donde se definen las funciones trigonométricas, ademas de que el
concepto de radian como unidad angular, es la base para la construccion de numerosas
identidades matematicas; en la que esta implicada la magnitud angular.

A partir de la funcion @: R—¢, se puede considerar “descomponer” a @ en dos funciones
reales de variable real, es decir, en dos funciones de R a R. Esta “descomposicion” es la
que da lugar a las funciones circulares, también llamadas funciones trigonométricas. Se
realiza la asociacion de los elementos de R con los elementos de @ por medio del
rodamiento de la circunferencia unitaria a lo largo de la recta de los nimeros reales R, al
hacerla rodar, lo que se hace es medir longitudes de arco de la circunferencia unitaria.

A ' B D E A

0 1 = m 3w 27
2 2
- gy
' Unidad de longitud Cinta

; : métrica
igual al radio

Fig. 3.15 Circunferencia unitaria rodando sobre la recta de los nimeros reales.

Como estas longitudes corresponden a medidas de angulos en radianes, de aqui en adelante
los puntos de la circunferencia seran asociados con los angulos. Es decir, en lugar de
expresar que el nimero real 7/2 esta asociado con el punto B (0, 1) de la circunferencia
expresaremos que es el angulo de /2 radianes (méas simple de z/2), el que esta asociado
al punto B. Dado que todas las funciones circulares surgen de la asociacion de dos
conjuntos; éstos son: el conjunto R de los nimero reales y el conjunto ¢ de los puntos de la
circunferencia unitaria, R es el dominio y ¢ el rango de la funcién.

A continuacion se apuntan los requisitos para considerar a la funcion trigonométrica o
circular:

1. Todo elemento de R debe tener asociado un elemento en & (todo nimero real debe
estar asociado con un punto en la circunferencia).
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2. Dos a més elementos de R pueden estar asociados a un mismo elemento de ¢ (a dos
a mas elementos reales se les puede asociar con un mismo punto de la
circunferencia unitaria).

3. Un mismo elemento de R no puede estar asociado con distintos elementos de & (un
mismo numero real no puede estar asociado con puntos distintos de la
circunferencia unitaria).

3.4 RESUMEN Y CONCLUSION DEL ANALISIS DIDACTICO DE LOS PLANES DE
ESTUDIO Y LIBROS DE TEXTO

Después de realizar el andlisis didactico encontramos tres posibles escenarios que permiten
dar cuenta de la transicidn grados—radianes<>reales.

1. Extension de la Trigonometria Clasica.- A partir de lo reportado por Maldonado
(2005), Méndez (2008), Montiel (2005) y al andlisis realizado a programas y textos
del NMS, se puede deducir el tratamiento escolar tradicional que hay en el NMS del
concepto de FT, corresponde a una presentacion secuenciada légica y coherente de
los temas y conceptos matematicos, dicha secuencia es trigonometria — circulo
trigonométrico — funcién trigonométrica. ES una extension de la
Trigonometria Clasica que encuentra en el circulo trigonométrico una explicacion
necesaria y suficiente para dejar claro el dominio de la funcion en todos los reales,
la conversion de la unidad de medida (grados < radianes) y la transicion de
radian—real.

Trigonometrl'a Circulo Trigomométrico Funcidn
| *Se considera al radio como unidad T . ,t 3
eTriangulo rectangulo de medida rigonometrica
; e Para cualquier angulo q g2 oz
ePara angulos agudos B uti“zail radiéng eTransicién radian—real
eSe utiliza el grado * Conversion grado«>radian
- w

-

Fig. 3.16 Extension de la Trigonometria Clasica para el estudio de la FT.

Otro punto importante que hay que resaltar del analisis efectuado, es que en los libros de
texto del NMS estudiados por Maldonado (2005) y Méndez (2008) no se hace explicita la
evolucion de radianes — reales, ademas de la ausencia de un argumento que explique la
transicion grados—radianes<—reales.
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2. Division de la trigonometria.- Del andlisis hecho a diversos textos de calculo del
NS, con importante influencia escolar (Larson, 2005), (Swokowski,1989), (Purcell,
2007), (Baley, 2004) vy (Stewart, 1999), encontramos explicitamente o
implicitamente que hay dos métodos para definir las FT: a partir de un método
clasico donde es “conveniente” la utilizacion del &ngulo en grados o mediante el
desarrollo de un método moderno donde interviene “una circunferencia unitaria”.

eTriangulo rectangulo
eCuando el angulo es agudo

[ Método *Razon trigonométrica
Definicion de las seis funciones trigonométricas Clasico eAngulo en grados
Definiciones del tridngulo rectangulo, donde 0 < 6 < w2 eActividades ap|icadas
op b s s
sen 6= m'p, cse = :,l[': : eMatematica estatica
d b
cos 0 ]“‘; sec = j\lli‘
Adyacente op ady
tan 6 = ady cot 0 op-
Definiciones de una funcién circular, donde 0 es cualquier dngulo.
A} r
b ray/Mey xunl?i’ ese v
( N ., cosd= sec 0= eCirculo unitario
1 T r X s
\ \ Método o
/ y = i ePara cualquier angulo
~ wng= 0= | Moderno, ‘ :
~ - . o eAngulo en radianes del SI
Cientifico o

e Actividades cientificas

Analitico «Matematica de variacion

Fig. 3.17 Division de la Trigonometria para el estudio de la FT

Otro aspecto importante que conviene destacar del andlisis de los libros de texto del NS
estudiados en el marco del trabajo de investigacion, es que en problemas de aplicacion del
calculo en que estan implicadas FT se muestran criterios poco claros para ir del radian a un
numero real y viceversa (radian < real); de igual forma identificamos que los angulos en
radianes son escritos en términos de m, niUmeros de la forma Az como unidad de medida
angular, por ejemplo al desarrollar una integral definida de una FT los limites inferior y
superior son submultiplos o multiplos de n. Consideramos que en este contexto es valida la
pregunta de por qué no numeros enteros o decimales.

6 5
/ 2?Va +2dx / 2*Vr = 1dx
/2 2 /2
/ cos <7 .r) dx / (z + cosx) dx
0 3 x/3

Fig. 3.18 Los limites de la integral de una FT son de la forma 4.
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3. El radian unidad propia del angulo. Por medio de la definicion de una funcion
especial P: R—¢ que asocia a cada numero real un punto sobre el circulo unitario
¢, funcién llama funcion enrolladora o de dar vueltas. A partir de esta funcién se
definen las funciones trigonométricas y la transicion de grados a radianes se expone
como una necesidad de transito entre la geometria plana, donde la medida del
angulo central es independiente del radio de la circunferencia; y el calculo, donde la
medida del angulo central es el radian que depende del radio de la circunferencia.

Medir los angulos con el numero &, no es arbitrario para circulo, pues expresa la razon entre
la circunferencia y el diametro. La funcién con la unidad angular, en radianes, desencadena
la enunciacién de las funciones trigonométricas; ademas el concepto de radian, como
unidad angular, es la base para la construccién de numerosas identidades matematicas que
mantienen la homogeneidad en las ecuaciones, donde esta implicada la magnitud angular.

Homogeneidad en
ecuaciones

Funciones
terigonométricas

Explicito
grado—radian

relacion con
7T

Fig. 3.19 El radian como unidad “natural”
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Capitulo 4

ANALISIS COGNITIVO A PROFESORES Y
ESTUDIANTES DE MATEMATICAS

Un acercamiento de cdmo es concebida y razonada la eleccion de la unidad de medida
angular (grado, radian o real), asignada como argumento en una FT, es a través de los
cuestionarios y el mismo dialogo con profesores y estudiantes de matematicas, que
constituyen la fuente para el andlisis cognitivo. Con tal propdsito en la presente
investigacion se estudian estas concepciones en ambos actores.

El grupo de profesores, fue conformado en dos blogues: un conjunto de 13 profesores de
matematicas que desempefian su quehacer docente en el NMS del area metropolitana de la
Ciudad de México (6 de CECyT" del IPN y 7 de EPOEM?); y un grupo de 32 profesores de
América Latina (Argentina, Chile y México), aspirantes a un programa de Maestria en
Ciencias en Matematica Educativa, profesionales en la ensefianza de las matematicas, asi
como expertos de diversos campos del conocimiento afines a la materia; comprometidos
con el entorno social y educativo.

El grupo de estudiantes que accedid a ser parte de la investigacion esta conformado por 98
alumnos del nivel medio superior que cursan el Gltimo afio del bachillerato en los sistemas
educativos EPOEM y CETIS?, 65 estudiantes del nivel superior que cursan el primer afio de
la licenciatura en el area de fisico mateméatica de la ESFM*, IPN y ITESM® Campus Estado
de México y 59 estudiantes de nivel superior que cursan los Gltimos grados de la carrera de
ingenierfa en el sistema educativo de la UAM® Unidad Azcapozalco.

! Centro de Estudios Cientificos y Tecnolégicos del Instituto Politécnico Nacional.
2 Escuela Preparatoria del Gobierno del Estado de México.

® Centro de Educacién Tecnoldgica Industrial y de Servicios

* Escuela Superior de Fisica y Matematicas del Instituto Politécnico Nacional.

® Instituto Tecnolégico y de Estudios Superiores de Monterrey.

® Universidad Auténoma Metropolitana.
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4.1 ANALISIS DE LOS CUESTIONARIOS A PROFESORES

Precedido del andlisis de los planes de estudio y de los libros de texto, se disefi6 un
instrumento de entrevista para profesores y estudiantes de matematicas. En la metodologia
de la investigacion, capitulo 2, se especificaron las actividades y los propositos de cada una
de ellas. Por consiguiente en el presente capitulo, se revisa en forma general las respuestas
de los docentes.

La principal sefial de ruptura conceptual que se identifica en los docentes, se presenta

cuando se encuentran ante la disyuntiva al elegir la unidad de medida angular —el grado el
radian o utilizar un namero real.—

4.1.1 PRIMER ACTIVIDAD

Actividad 1
. Coémo le explicaria a un estudiante el valor de las siguientes expresiones?
a) sin (-3) = ¢) sin (-10) = e) cos (680)=
Fig. 4.1 Actividad 1

En la primer actividad, donde se pide calcular el valor de las expresiones y para lo cual se
debe elegir la unidad angular (grado, radian o namero real), el profesor se halla ante la
disyuntiva de no saber en qué unidad se encuentra el argumento de la funcion
trigonométrica. EI 19.3% de los profesores toman en forma indiscriminada al argumento de
la funcion trigonométrica para los dos sistemas de medida angular (el sexagesimal y el

ciclico), sin ser conscientes de que el argumento es un numero real. Como muestra
presentamos los siguientes duplicados de los cuestionarios aplicados a los profesores.

En grados sexagesimales  En radianes

) Sin (-3) -0,0523 Sl Fig. 42 Ante el dilema de
) Sin (5) 0,9961 0.2836 que unidad utilizar se
) Sin (-10) -0.1736 0.544 consideran ambos sistemas.

) Sin (-580) 0,6427 -0,93

) Sin (-680) 0.766 0,1541
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Actividad |

8) sia()= - o, 4\
e conmaxo- ot comod (dad —~3rad.

<) sia (-10)~
=©)rad

o cos (680~ O, F 66
se consickoncn ©G80°

/

A

Tﬁ(/ 7

D

Phgioa'

Fig. 4.3 Se justifica
en forma incorrecta
el uso de cada uno
de los sistemas.

En otro grupo de profesores, el 23% eligié como unidad de medida el sistema sexagesimal,

el grado.

8 sin()= -Sn3=-pn 4523
0583

b cos(s)= 09901,

¢) sin(-10)= --Sm)o :-q-ﬁi‘;

d) sin(-580)= = Sen 580 = — 0.6423
e

€) cos (680)= _Qﬂ(o"Q}

Fig. 4.4 Eleccidn del grado
como unidad angular.

Actividad | lo : /
< A
k » »,,1‘ e it Jl‘t» ot ey ) Y
a) sin(-3) i E‘S] X 2> rradide sv e ;:/“—3 = —‘0_.9_5_2,3_!{ 2 "
5 SedD) = sc-«‘é&o—s): sen 353°= _7;9,3;5 33 /
£s () se evv.ae_:d(.,,. - ;u;\cl(:\.: 'c‘. . |
" Ceiva onn © o
b) cos(5)= se (‘..\.;.(b-,. ol =% w‘cl(elz‘.:’:n,n:: i ';:G.)-
' Co> 5°=0.9962 T b
% E) a,.;:":-zo ) wener o 10 a3
~55 ¢ - satninil ) |
N B o odoria o sy wardlex
<) sin (-10)= fLx 4 ) N.x,(.u . ~' .:)l;':,l:g ;Oi::o&’?“/
Jew =jo= SenlBée - e,o)c :&EJ&_Z
- -
I pld enclevodale 2 s
e dive rib ¢ . |
49 ":)(-ssu)- Se dabe Hx\«r 3;;0, - 0.6428 / %{_i‘««;( o
L0) * Se
\_(_\\ Scnl’sxofb_o) 50*('5\'0)-‘70'"“{‘8/ 3o obik SRS
: /"5"0 . - 0.642% Orod va Aty G- lo ’r"‘
u’ Sew \40 -’,,_..__-—/ e B
¢) o5 (680) =
Cod 630 = G 10 —360) = Con 32e°Z 0.7660
Cod G¥0° = 0.7660
5 -
: Se ewcvenle ¢~ e\ M;,ﬂ,\lc Ir,es (3]
Pigiaa | de$

Fig. 4.5 Si bien hay conceptos trigonométricos, se elige

al grado como unidad angular.

No obstante en un tercer grupo de profesores, el 53.4% eligié el radian como unidad
angular y solo el 14% de este grupo, equivalente al 7.6% de todos los maestros, fue capaz

de justificar su respuestas.
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R \OSQJ\\Q(('K WA (3 danas
VoS VO Tn dl el ‘r,.,J feon Hrodof :

a) sin(-)="0, 1y 4142000 ¢
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BW(,QLQ_ - -0, {Y442000 9,
Fig. 4.6 Se utiliza ) ’
la unidad angular
de radian, pero no 5. ;
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(e radiones)

b) cosd) =

¢) sin(-10) =

O/ Yy 02|
260°z 210 (030

d) sin(-580)= — 0/9 500 g ?/ ?O 3/

a) sin(3)= -0,141

Fig. 4.7 La
b) cos(5)= 0,284 justificacion no vas
alla al valor que
ofrece la calculadora
dn(10y= 0,544 en modo RAD,
delegando toda la
responsabilidad del
concepto al uso de
sin (-580) = =0 430 la tecnologia.
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La siguiente reproduccion pertenece a un docente del grupo que justifico el porqué de su
respuesta. No obstante que identifica al radian como la unidad del angulo, recurre al
equivalente de éste con los grados para visualizar al angulo en el circulo trigopnométrico y
asi determinar el valor numérico correspondiente con la expresion matematica.
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C)para  mn (-10)=o-oA

6= -512.9° et
53. " = 4 o
>0 Wradion =)90° i) w,,',\ |
) iadan = ‘_Q:- Ji \ - \
g < | ‘»
1 radion= 53.29° 22 i T
Fig. 4.8 Se recurre al ‘1512.0“&,-. '
equivalente entre radian y 2 %
grados. % l

Fig. 4.9 No se visualiza el &ngulo en radianes.

41.1.1 INTERPRETACION DE DATOS DE LA PRIMER ACTIVIDAD

La distribucién en la eleccién de la unidad angular al sustituir en el argumento de una
expresion trigonométrica y obtener el valor de ésta, por parte de los profesores, quedo
trazada en el grafico 4.1. EI 24% recurre a utilizar, sin la debida diferenciacion o seleccion,
los dos sistemas de medida angular (el sexagesimal y el ciclico) para el argumento de la
funcion trigonométrica, el 22% eligié al grado ( ° ) como unidad de medida, el 53% eligio
al radian como la unidad angular y s6lo el 14% de este grupo, equivalente al 7.6% de todos
los maestros, fue capaz de justificar sus respuestas. En consecuencia podemos afirmar que
la mayor parte de los docentes, el 92%, que participaron en nuestra investigacion no
presentd un argumento que justificase el uso del radian como unidad angular y solo se
limitaron a indicar la utilizacion de la calculadora en el sistema ciclico RAD para obtener
los valores.

Eleccion de la Unidad Angular
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Grafica 4.1 Eleccion de la unidad angular

4.1.2 SEGUNDA ACTIVIDAD

Actividad 2

. Como le explicaria a un estudiante la construceidn de la grafica de la

funcion y = f(x)=cosx?

Fig. 4.10 Actividad 2

En la segunda actividad se espera estar al tanto del procedimiento que se tiene en la
eleccion del sistema numérico, grado, radian o real (° rad o R) para el manejo de los
valores de las variables durante todo el proceso de la actividad, que implica la tabulacion y

la graficacion de la funcion.

Un 7.7 % de los profesores eligié como unidad de medida el grado del sistema sexagesimal
durante el desarrollo de toda la actividad.

Actividad 2

Con \a avuda d< uyna
ca\es\adovrg sy,
S \\ena \a X\ab\s
de dakos

Fig. 4.12 Para el trazo de la grafica de

la funcion son utilizados nameros del

sistema sexagesimal, grados para los
valores de la abscisa.
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Un 11.5% de los profesores se halla con la dificultad de no saber que unidad angular

utilizar asi que emplean ambas unidades angulares (grados y radianes), tanto para la
tabulacion como para la graficacion.

I\

PEL un nimero real independiente de n.
ar |

x 0 rad] V= COSX
0® O |
95' /4| 0.30%) Ante el dilema de que unidad utilizar para la
90° T o construccion de la grafica de la funcion se
128° 2hnl ~o 303 consideran ambos sistemas para la unidad angular,
18" - el grado y el radian, éste Gltimo sin ser considerado
25° Syl -~ o 3011 como un nimero entero real.
| -9 (A" \
a3’ Sk o)
318° tam] o0.30%
3007 amT |
1 . — !
035 [ B )
b | 7 Se recurre al equivalente entre radian
i 1 y grados para la construccion de la
05 F | grafica de la funcion.
_J..__ b + i i Py 1 {
. qsqonas!gommaaaw
-0 25 r W/q A %ﬂ" m %Tr %17 %’_’ﬂ' 20
-05 ¢t L
-015 = ;S
|
—1 : - - . .
o Para la construccion del grafico, si
bien se utiliza el circulo unitario no
T 1 se argumenta el por qué el uso del
S e ro &owe s radian en la graficacion.
= 7
LT
WL =7
| Q
wf ¥ | vz
*F {
=G5 %
%o
f i )
7 ARG ERRRR - ICER)
rd 2 El radian aparece como un nl]m_ero
; real aungue relacionado con el signo
H L ENS ATN 7, en la forma kz, no aparece como
A

- | b

Fig. 4.13 Dilema en la eleccién de la unidad angular
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Un tercer grupo de profesores, el 80.8%, eligié como unidad angular el radidn. Se identifica
un mayor uso del radian en la geometria de las funciones trigonométricas, de estos el 62 %
opto por no utilizar la tabulacién para el bosquejo de la grafica de la funcién. Un dato
importante a destacar, es que todos los profesores de este grupo utilizaron la unidad radian,
como Yya se indico, pero nadie menciona literalmente la unidad radian, tanto para el proceso

de tabulacién como para el de graficacion:

ymeonx

A por -
P paiud b

Se utilizan los puntos
caracteristicos de la
funcion para el trazo del
gréfico.

Se emplean multiplos y
submultiplos de &t

Es comUn que se omita la
tabulacion para la
elaboracion de la grafica
de la funcion.

Se favorece a la unidad
ciclica en la graficacion.

No aparece la palabra de la
unidad angular rad.

Fig. 4.14 Aparece la unidad angular como un numero real.

Se considera que la siguiente reproduccion argumenta el empleo de radianes como numeros

reales (rad —R) para los valores del dominio.

Es utilizado el radidan en el circulo
trigonométrico para construir el grafico de la
funcién.

Se relaciona 7« con la unidad ciclica.

Aparentemente es considerada la unidad

angular como un numero real.

No se hace evidente la unidad angular como
namero real, ya que no son utilizados nimeros
enteros en el dominio de la funcion.

4
/4 0,707 106
]

- 0.30710e
-4
-0.970310¢
4 T 0
0.20340%

Fig. 4.15 Se relaciona el simbolo de 7 con la unidad ciclica
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4.1.2.1 INTERPRETACION DE DATOS DE LA SEGUNDA ACTIVIDAD

La distribucién en la eleccion de la unidad angular a utilizar en construccion de la gréfica
de la funcién trigonométrica f(x) = cos x, por parte de los profesores, queda ilustrado en
la gréfico 4.2. Se identifica una mayor utilizacion de la unidad ciclica, el radian en la
geometria de las funciones trigonométricas Un 7.7 % de los profesores eligi6 como unidad
de medida el grado del sistema sexagesimal, tanto para la tabulacion como para la
graficacion de la funcién; se sospecha que este grupo olvidé considerar que al trazar
graficas de funciones se deben de utilizar nimeros reales como dominio y rango’, ya que en
el caso de funciones trigonométricas esto incluye el empleo de radianes como numeros
reales (rad — R) para los valores del dominio. Un segundo grupo conformado por el
11.5% de los docentes utiliz6 ambas unidades angulares (grados y radianes), tanto para la
tabulacion, como para la obtencion de la gréfica de la funcidn; se considera que este grupo
empled en primer lugar al grado, como unidad angular, con la finalidad de transitar hacia la
conversion y utilizacion del equivalente en radianes. Si bien un tercer grupo de profesores,
el 80.8 %, eligio la unidad angular de radian, solo el 7.7% de este grupo, equivalente al
3.4% de todos los maestros fue capaz de justificar su respuestas. Podemos afirmar, en base
a lo anterior, que la mayor parte de los docentes, el 96.4%, que participaron en nuestra
investigacion, no presentd un argumento valido que justificase el empleo del radian como
un namero real (rad — R).

Eleccion de la Unidad Angular al Graficar

justifico
3%

Gréfico 4.2 Eleccion de la unidad angular al graficar

" En un contexto de matematica pura ya que en el campo de la tecnologia, algunas funciones relacionan
unidades expresadas en unidades de medicion diferente. EI dominio puede ser tiempo, presion, fechas o
grados. Algunos ejemplos de estos son la distancia en funcidn del tiempo, el volumen como una funcién de
presion, o la temperatura como una funcion de la fecha. En los motores de automovil, los pistones estan
conectados a los ciguiefiales que giran en circulo en forma muy similar a los pedales de una bicicleta para
hacer que el piston suba y baje. Podemos describir la posicidn del piston ya sea como una funcion del tiempo
o del &ngulo.
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4.1.3 TERCER ACTIVIDAD

Actividad 3

La siguiente figura es la grafica de la funcidn. v = f(x) =sinx . Encuentre las coordenadas de los puntos

sefialados:

Fig. 4.16 Actividad 3

En esta actividad se espera estar al tanto del procedimiento que se tiene en la eleccion del
sistema numeérico para cada uno de los ejes coordenados; grado, radian o real (° rad o R),
para asi asignar el valor al par numérico que conforme las coordenadas de cada uno de los
puntos sefialados.

Un 12 % de los profesores nombré al eje coordenado horizontal (el eje de la variable
independiente) con valores numeéricos correspondientes al sistema sexagesimal. Por otra
parte designa al eje vertical (el eje de la variable independiente) con valores que
corresponde a numeros reales. Lo que definitivamente incide al nombrar las coordenadas
(par de numeros) con valores de diferente sistema de numeracion.

a0 as¥ 1 -t PN
- B 411 o 11 | - : c
A ‘ 3 qo .
= lw 1 . ':"" 4J Igéo
P‘ il Coordenadasde A...  (-180, 0 ) — = (X o] |
- -3.335 Coordenadasde B (_q0 -\ ) - (-Z.-)
Coordenadas de A ... (- liO:,c) Coordenadasde C...  (-48%,-030}) —————= (.%,- ﬂ‘Tz)
Coordenadasde B ... (-q¢, -1) g " ) Coordenadas de D ... (9, 0) ——— - (0,0)
Coordenadasde C ... (-39.335,-0.039293284 - 1 =
Coordenadasde D ... (G,0) _ . Coordenadas de E.... (457, 0,303 ) (5%
Coordenadas de E ... (535?5, 0.555530155) Coordenades deF ... (10, 4) ——— (17_.,1),
Coordenadasde F ... (490, 1) Soordenadds de G .. (180", ©) @,a)

Coordenadas de G ... ( 180%0)

Fig. 4.17 Se utilizan dos sistemas diferentes  Fig. 4.18 Se recurre al equivalente entre

para nombrar las coordenadas de los puntos. radian y grados para nombrar las
coordenadas.

La mayor parte de los docentes, el 88 %, nombroé a los ejes coordenados con nimeros reales
y en consecuencia designan a las coordenadas de los puntos con un par de nameros reales.
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Cabe destacar, como dato importante, que todos los profesores de este grupo utilizaron

como unidad angular un numero real para el eje de las abscisas, llevaron a cabo la

transicion de radianes a reales (rad — R) en forma maquinal; nadie hace mencion de tal

conversion de unidades angulares y menos la justifica.

Esta la transicion de rad—real,
porqué no aparece la palabra

1 B
- -
T gy o rad.

- = P - t

A T ; Se nombran las coordenadas
-T ' desl > G

- w con un par de nameros reales,
| sin embargo la abscisa es
nombra en relacién con el valor
Coordenadasde A ... A (“‘ T, 0) de =, no se presenta como un

ndmero in ndien .
Coordenadas de B ... B(_ I ‘l) umero depe diente de

2 )
Coordenadasde C .. ¢ (= IC ) = 0.65) L Aln cugndo aparecen numeros
¢ R_ Con la ¥€g ™" decimales éstos no son
Coordenadasde D ... ) ( 0,0) o
55) utilizados para nombrar
Bl )0 nGmeros del dominio de la
Coordenadas de F ... F ( Ig ; 1) funcién.
Candemeandete. & (T, o) Es dificil establecer si se es
consciente de la transicion
rad— R

Fig. 4.19 Se da la transicion en forma implicita de radian a real.

4.1.3.1 INTERPRETACION DE LOS DATOS DE LA TERCER ACTIVIDAD

La distribucion en la eleccion de la unidad angular a emplear en el momento de identificar
las coordenadas de los puntos significativos en la grafica de la funcion f(x) = sen x, por
parte de los profesores, queda mostrada en la tabla 4.1. Un 12 % nombrd al eje coordenado
horizontal con valores numéricos que corresponden al sistema sexagesimal y designa al eje
vertical con valores que pertenecen a los numeros reales; lo que implica nombrar las
coordenadas con valores de diferente sistema de numeracion, se estad ocupando dos sistemas
numericos, el sistema sexagesimal (°) y el sistema de los nimeros reales (RR), sin estar
conscientes de los enredos que conlleva y que matematicamente es incorrecto. Un segundo
grupo, la mayor parte de los docentes, el 88 %, nombro a los ejes coordenados con nimeros
reales y en consecuencia, nombran las coordenadas de los puntos del grafico con un par de
nameros reales, sin embargo no queda explicito la transicion de radian a nimero real.

Identificacién de la unidad angular con el eje coordenado de
variable independiente.

grados 12%
radianes 88%

Tabla 4.1 Identificacion con la coordenada x
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4.1.4 CUARTA ACTIVIDAD

Actividad 4
Como le explicaria a un estudiante la construccion de la grafica de la funcion y = f(x) =x+smx?

Fig. 4.20 Actividad 4

En la cuarta actividad, el objetivo consiste en detectar las posturas que adoptan los
profesores al momento de realizar operaciones entre los términos algebraicos y
trigonométricos que conforman la funcién (operaciones entre funciones trigpnométricas y
funciones algebraicas), ademas de estar al tanto del procedimiento que se sigue con la
eleccion del sistema numérico, grado, radian o real (° rad o R), en el manejo de los valores
de las variables durante todo el proceso de la actividad; la tabulacion y la graficacion de la
funcién.

En esta actividad el profesor se halla con el conflicto de que sistema numerico debe asignar
al término X, que suma en la expresion, como que sistema angular —grado, radian o real—
debe asignar al término X, que se encuentra como argumento del término trigonometrico
sen X y asi operar los términos algebraicos y trigonometricos para obtener la imagen de la
funcién f(x) = x + senx. Frente tal dilema de seleccion, el 14% toman en forma
indistinta la sustitucion de valores de x para los dos sistemas de medida angular (el
sexagesimal y el ciclico).

Y= oenx ¥ ° yd | y=x+siny | rod
o | oo o - 2 .
he" W4 [{eacaicgg] 1.492509945 T -0 0%l0et Se recurre al equivalente
1 | o 2.510196323 T+ L .
S SAr[135. 3091067 | 3063301231 31 4 0.3031067% entre radian y grados para
O lign° w |liko 2,141892654 T+o - 7
2255 Wl 204 2L | 2.21498403  SAT-0 3071063 la construccion de la
& ° l % 3aT =1 & -z
e 1 St s marenmhise gréfica de la funcion.
O m0° T 260 ¢-293185303 am-0
| Senx. Se presentan problemas
1h conceptuales al operar
i algebraicamente términos
PaviAES YA, WRD. S trigonométricos.
e L -360 -aw -1 -qp [ o ' 30 3p
5 | | & e .
o ~1t ¢ El radian aparece como
: . un ndmero real, aunque
S B \ . .
A ‘ relacionado con el signo
il ey X HORRA de m, no aparece como un
g nimero real
e 1 Lo i Nfe i\ . .
360 -3%0 -%0 - | 0 190 3% 360 independiente de .

(¢]
I W 3w ar
EY >

Fig. 4.21 Problemas en la eleccién de la unidad angular.
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Otro grupo de profesores, el 8%, eligi6 como sistema de numeracion, para realizar la

actividad y asignar valores a x al sistema sexagesimal, al grado.

X (Gradas)| ¥ =x+sinx

=360 -360 ‘\1

~230 | - 269 Y= XtSemX

—180 - 180 =00 Y O 0 0 S -

- 90 -9/ i
o o i
99 1/

180 (80 G CEIEE R e 1
230 269 ' |
3é0 360 ! \

0t—- — - —— |
I |
]
l I 1
Lol 1 |
- 1 |
1 { !
i H | 1
1 ' | |
Y T T T + t t 23 X
- ac'o - :‘to - |’e A0 9 %o 23 240
1
H 1 | I
1 4 | - 30
1 | 1
1 ] '
1 ! !
' | e e B
1 1
! s B ol o Rt B~ =~
H o
|
1
R P S ——— 1 L

Es utilizado el sistema
sexagesimal para la
construccioén del grafico de
la funcién.

Se presentan problemas
conceptuales al considerar
al grado como un nimero

real.

Fig. 4.22 Problemas conceptuales al considerar al grado como un numero real.

La mayoria de los docentes, el 62%, eligié en forma implicita o explicita, el sistema ciclico,
el radian, como sistema de numeracion, para realizar la actividad y asignar valores a x.
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Se elige en forma explicita
los radianes.

Se relaciona el simbolo de
7 con los radianes, al
considerar la unidad en
maultiplos y submultiplos
de m.

Fig. 4.23 Transicién de grados a radianes de manera implicita.

Un tercer grupo de profesores, el 16% eligié los numeros reales (R) como sistema de
numeracion para realizar la actividad y asignar valores a x en la expresién matematica.
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x| X glx)=x hlx)=sinx | flx)=x+sinx
- _’Z;'ﬁfl =X -8 -8 -0,0893582 -8.98
il b 7 K] -0,6569866 7,65
=1 |-2.65 yil 6 6 0,2794155 5,72
=6 jf,";, o’ -5 -5 0,9589243 4,04
- : ik s 4 4 0,7568025 3,24
~-3| .34 . , -3 -3 0,14112 3,14
-2 -2.90 e 2 2 -0,0002974 209
Sl ot P o -1 -1 -0,841471 -1.84
°| 2ay oo | o ;
2| 2.90 1 1 0,841471 1.84
3| 304 I 2 2 0,9092974 2.9
4| 3.24 1 3 3 0,14112 3,14
5 | 4.04 * 4 4 -0,7568025 324
6 | 5.22 F-1o 5 5 -0,0589243 4.04
7|3065 6 6 -0,2794155 572
g | 192 7 7 0.6569866 7.65
q | 741 8 8 0,9893582 8.98
1o | 7:95

Fig. 4.24 Se esta trabajando al radian como un numero real, independiente del simbolo de 7

4.1.4.1 INTERPRETACION DE DATOS DE LA CUARTA ACTIVIDAD

En la operacion entre funciones trigopnométricas y funciones algebraicas, por parte de los
profesores, queda mostrada en el grafico 4.4. El 14% presento indecision ante la seleccion
de la unidad angular por utilizar, el 8% utiliza los grados. Queda de manifiesto que en
ambos grupos se olvida que los valores numéricos a asignar a la variable x, en la expresion
matematica antes sefialada, debe de corresponder a un namero real (R); ante la inseguridad
de no saber qué sistema numérico usar se acude a ambos sistemas, el grado (°) del sistema
sexagesimal y al radian del sistema ciclico. Esta actitud tiene consecuencias al momento de
realizar la operacion de la suma, ya que se estan sumado términos de diferente sistema
numeérico sin hacer uso de axiomas o propiedades adecuadas; esto prueba que existen
rupturas conceptuales en el manejo de las unidades angulares, como evidencia mostramos
lo que creemos realiz6 un docente:

flx)=x+senx

| % (Gwdes)| ¥ =x+3I0NX | Wamos a calcular el valor de la funcion para x = 90°
=360 | =3§6
—z3o0 | - 269 | £(90°) = 90° + sen 90°
- iga =r8a | .9
ya [ T=9r 1 f(90°) =90°+1=91 /'
-——T;'J;_ 9/ : Numero
fen_ | (%0 i No se asigna L
— i) un nimero real.
o0 | s ! Sistema

sexagesimal

Fig. 4.25 Problemas con la operacidn entre funciones por las unidades angulares.
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La mayoria de los docentes, el 62%, optd, en forma implicita o explicita, por el radian
como sistema de numeracién para realizar la actividad y asignar valores a x. Se dice que se
da de manera explicita en base a que se nombra la expresion rad como unidad y de forma
implicita pues a pesar de que no se nombra literalmente el término rad, se relaciona el

simbolo de & con rad, tal hecho se hace evidente al optar por multiplos y submultiplos de &
mT T

(Z'E'”' 2m, ...etc.) para tabular y graficar una funcién que no es trigonométrica, es decir,
Ilevaron a cabo la transicién de radianes a reales (rad — R); asi mismo nadie hace mencion
de tal conversidn de unidades angulares y menos la justifica o evidencia tal transicion. Sélo
el 16% eligié los numeros reales (R) como sistema de numeracion, para realizar la
actividad y asignar valores a x en la expresion matematica. Percibimos que esta
determinacion se hace en forma juiciosa, asi lo hacen notar las transcripciones de los
docentes, al considerar a los nimeros enteros como referentes para la tarea de la tabulacion,
la graficacion y al momento de obtener el valor del término trigonométrico (sen x), en
donde se considera al argumento de la expresién en rad, es decir, llevaron a cabo la

transicion de radianes a reales (rad —R) en forma reflexiva.

Operacion entre funciones

Gréfico 4.4 Eleccidn de la unidad angular al realizar operaciones entre funciones.

4.2 ANALISIS DE LOS CUESTIONARIOS A ESTUDIANTES DEL NIVEL MEDIO
SUPERIOR Y SUPERIOR

Precedido del andlisis de los planes de estudio y de los libros de texto se disefio una
actividad para estudiantes del NMS vy superior (ver anexo A), en que se pide calcular el
valor de las expresiones y para lo cual se debe discernir entre la unidad angular; grado,
radian o numero real.
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Del cuestionario destinado a los estudiantes solo se considerd, para su anélisis, la pregunta
de la actividad 1, ya que esta es la que arrojo informacion relevante para nuestro estudio.

4.2.1 ACTIVIDAD

Actividad 1
. Cual es el valor de cada una de las siguientes expresiones?

a) sin(-3)= ¢) sin(-10)= e) cos (680)=

b) cos(5)= d) sin(-580)=
Fig. 4.26 Actividad 1, en estudiantes de matematicas.

La principal sefial de ruptura conceptual que se identifico en los estudiantes se presenta
cuando se encuentran ante la disyuntiva de elegir la unidad de medida angular —grado,
radian o namero real-. Ante tal dilema de seleccion, un 3.4% de estudiantes del ultimo afio
de bachillerato, el 16.4% estudiantes del primer afio de licenciatura y un 33.3% de
estudiantes de los ultimos semestres de la licenciatura, utilizan ambos sistemas de medida
angular (el sexagesimal y el ciclico). Como ejemplo presentamos el siguiente duplicado de
los cuestionarios aplicados a los estudiantes®.

¢Cudl es el valor de cada una de las siguientes expresiones? Justifica tus respuestas

. a) sin(-3)= _ 05223 Noc

Ante el dilema de que i LO“ o
. - - ced y ~O0e
unidad  utilizar  se Moo Ogos, 5 @aes
consideran ambos b cos ()= AAG\A (\R®zor cacdedca
sistemas. AB3C b Vhggee o Boeanes
No se presenta ninguna . & |
explicacion que justifique 9 sin(10= -a33g  OWRer \a cdadadore
el uso para cada sistema. NG wd Degree y cad
d) sin(-580)= ,CHQF (BRea & caAcded e

Se presentan problemas
conceptuales al no -0 Vegee ¢ =d
diferenciar la unidad en
que se encuentra el

argumento de la funcion Qoo HG00 CAffeex v edlededony

ASH\@ - %see & e

Fig. 4.27 Problemas en la eleccién de la unidad angular.

® Las reproducciones que se presentan corresponden a estudiantes de Nivel Superior.
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Otro grupo de estudiantes: el 92% en estudiantes del ultimo afio de bachillerato, el 63.6%
en estudiantes del primer afio de licenciatura y en un 35.6% en estudiantes de los Gltimos
semestres de la licenciatura, eligié al grado como unidad de medida.

;Cual es el valor de cada una de las siguientes expresiones? Justifica tus respuestas

2) sin(:3)= \ 10 @ 0 en QaOr |
-0.0%%  Ollirodbdg gl oy entcrdo yejor

J

b) cos(5)=
0.09619  Uhlee b Se hace uso de los
‘ LI Y grados por que se
entienden mejor, por

— : ser mas comun.
Actividad1 ], prﬁmﬁ_” e que debia  estar cai&;‘adz;,ml en vadicues, qiados |
;Cuél es el valor de cada una de las siguientes expresiones? Justifica tus respuestas

a) sin(-3)= —.0523

Se okilizs o aladadom o node DEG  en odas s (.»()emc'mes

Actividad 1
¢Cual es'el valor de cada una de las siguiTme[s eI:resgones? Justifica tus respuestas )1 Y
i | n h a) sin(-3)= -0.0523 (cawladya) : s la refucion que existe
SCO?]CeeptoaSy are o L\ipo’wuso y la \/(aﬂum) /mmac/os eu un ‘hia'nga/o-
trlgonome"[rICOS, b) cos(5)= 0. 97! (cul., [M/m\: el cidn w"ft
pero se elige al Wipstenssa @k ¥ de un dide o<
grado como unidad e
- .
angular. < il
¢) sin(; )‘, -0. 1336 (m(‘culujam\,/u;gm ,efaa‘a'n g an a) eu wn
"" '&\?u)o: QD=41)"

Fig. 4.28 Argumentos para la eleccion de la unidad angular.

En un tercer grupo, el 4.5% en estudiantes del ultimo afio de bachillerato, el 20% en
estudiantes del primer afio de licenciatura y en un 30.8% en estudiantes de los ultimos
semestres de la licenciatura, eligi6 al radian como unidad angular.

Actividad 1 . . .,

La justificacion

e - s e

I,Cu:)l e:irell(\-';;o: de cada una de las siguientes expresiones? Justifica tus respuestas de lare spu esta
queda limitada al

T rgw ¢l ) d s
Ja perge © seno 5 radianes du eie valor que ofrece

resoltadg ’ la calculadora al
b) cos (5)= estar en modo
85 7 e # 7 RAD.

Fig. 4.29 Justificacion del uso de las unidades angulares.
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4.2.2. INTERPRETACION DE LA ACTIVIDAD CON ESTUDIANTES

La distribucion en la eleccion de la unidad angular por sustituir en una expresion
trigonométrica y obtener el valor, por parte de los estudiantes, queda ilustrada en el
siguiente grafico. En el 3.4% en estudiantes del ultimo afio de bachillerato, el 16.4% en
estudiantes del primer afio de licenciatura y en un 33.3% en estudiantes de los Ultimos
semestres de la licenciatura, se presentd indecision ante la seleccion de la unidad angular
por utilizar. Por otra parte, un 92% en estudiantes del ultimo afio de bachillerato, el 63.6%
en estudiantes del primer afio de licenciatura y en un 35.6% en estudiantes de los Gltimos
semestres de la licenciatura, eligié al grado ( °) del sistema sexagesimal. Y por Gltimo, un
4.5% en estudiantes del altimo afio de bachillerato, 20% en estudiantes del primer afio de
licenciatura y un 30.8% en estudiantes de los Ultimos semestres de la licenciatura, eligié al
radian como unidad angular y por tanto obtuvo el valor correcto de las expresiones, aunque
ningun estudiante de este grupo presentd un argumento que justificase el uso del radian
como unidad angular, limitandose solo a indicar la utilizacién de la calculadora en el
sistema ciclico RAD para obtener los valores.

Alumnos: ;i grados, radianes o reales?
megrado(®) wmgrado(®)-radian  mradian
92 0%

63.6%

98 alumnaos 65 alumnaos

59 alumnaos

MNMS N5-prim. MS-Glt.
Gréfica. 4.5 Eleccién de la unidad angular.
4.3  ANALISIS DEL DIALOGO CON LOS PROFESORES.
En el marco de un curso propedéutico y con la participacion de 32 profesores aspirantes al
programa de Maestria en Ciencias en Matematica Educativa se abrié un foro de debate con

el objetivo de intercambiar ideas y reflexiones sobre dos aspectos relacionado con el
cuestionario de funciones trigopnométricas:
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1. Sobre los problemas y dudas que cada uno de los docentes enfrento para contestar el
cuestionario.

2. Intercambiar puntos de vista sobre las respuestas por parte de los estudiantes, al
mismo cuestionario (informacién que se les compartio después de aplicarles a ellos
el cuestionario).

A continuacion mostramos algunos aspectos que son de importancia para la presente
investigacion.

Con el andlisis del foro se fortalece lo ya planteado como problemaética de la investigacion
y que investigaciones anteriores han evidenciado (Maldonado, 2005, Montiel, 2005, y
Méndez, 2008). Estos fendmenos giran alrededor de las respuestas matematicamente
erréneas que proporcionan algunos estudiantes e incluso profesores sobre el uso de las
unidades angulares (grados—radianes<—reales) y a la falta de argumentos para justificar
las respuestas correctas que se dan. Esta situacion es resumida en lo siguiente:

> Las respuestas reiteradas de estudiantes y profesores de nivel secundario, medio y
superior en donde desconocen por qué cuando se usan medidas angulares en
radianes no se indican las unidades.

» La ausencia de argumentos entre estudiantes y profesores del area de nivel medio y
superior, distintos a la memoria (como ‘leyes’), para establecer porque en
matematicas superiores la medida mas conveniente para un angulo es el radian.

Especificamente se identificaron dos principales sefiales de ruptura conceptual entre los
docentes y alumnos, con respecto a las unidades angulares; dificultad para elegir medida
para la unidad angular (el grado o el radian) y falta de conciencia sobre el por qué de la
transicion de los radianes a los nimeros reales. Asi quedo de manifiesto en las siguientes
declaraciones realizada por los docentes:

Re: Empecemos
de Profesor 2 - lunes, 1 de diciembre de 2008, 13:53

Hola a todos

Cuando inicie el cuestionario me tope con la disyuntiva de resolverlo en radianes o
grados.

Ee: Empecemos
de Profesor 3 - lunes, 1 de diciembre de 2008, 16:41
Buen dia.

Con respecto a la primera pregunta sobre los problemas v dudas pienso que la principal
duda se origind con respecto al tema de utilizar radianes o grados.

Fig. 4.30 Declaracién del profesor sobre la dificultad en la eleccion de la unidad angular.
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Ante estas respuestas surge la pregunta obligada ¢Por qué la dificultad de elegir entre
grados y radianes?

Los argumentos que esgrimen los docentes, los cuales surgen de la reflexion y experiencia,
no son los Unicos, pero los podemos circunscribir en las siguientes categorias:

I. A los programas de estudio.- El concepto de radidn no aparece en los planes de
estudio de educacion primaria ni de secundaria y s6lo aparece como un sistema mas
de medicioén en el nivel de bachillerato.

Re: Empecemos
de Profesor 4 -martes, 2 de diciembre de 2008, 19:17

Creo que nos aferramos a los grados por que la medida de angulos en radianes
es un concepto que los profesores no tienen institucionalizado, es por ello, que
el paso de trabajar con grados a trabajar con radianes es abordado de manera
muy superficial y expositivamente

Fig. 4.31 Argumentos que esgrimen los docentes.

Il.  En la forma de ensefianza.- En el quehacer docente se favorece la ensefianza de la
medicion de los angulos en grados y Unicamente se ensefia la equivalencia entre los
sistemas para el transito entre éstos, ademas, sin advertirse el valor del significado
que tiene el radian para la construccion del concepto de FT. Ademas la expresion de
la unidad angular en radianes de la forma iz, ya que es comun expresar la unidad en
multiplo o submultiplos de =, le adjudica al concepto de radian como unidad
angular mayor abstraccién dificultando el proceso de ensefianza y aprendizaje.

Re: Actividad 1
de Profesor 1 -martes, 2 de diciembre de 2008, 02:17

Frente alas preguntas que me plantea pensaba que siento que muchas veces
nuestros alumnos se aferran a los grados porque siempre los hacemos trabajar en
sistema sexagesimal v de repente aparece esta misteriosa unidad que es el radian que
les es de muy dificil interpretacion.

Fig. 4.32 Argumentos que esgrimen los docentes.

I1l.  La tecnologia.- Se ha sometido el conocimiento de las FT a la mecanizacion del
uso de las calculadoras con FT sin ser reflexivos sobre los diferentes modos de
operar la informacion que se introduce, ni de comprender la informacién que nos
arroja.
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IV.  El uso de los grados como producto de una costumbre did4ctica.- Esta categoria
fue la mas recurrente entre los docentes y se manifestd de la siguiente manera:
“...desde ninios acostumbramos a ver las cosas desde un punto de vista, es famosa
la tradicion que los &ngulos se miden con el transportador y en grados
sexagesimales, como el uso de los angulos en grados es mas frecuente es facil
usarlos en la vida diaria, es mas comodo manejar los grados..., el concepto de
grado aparece en su curricula desde muy pequefios y es algo que les es familiar y
que se hace presente en su vida diaria, ...se debe en gran medida a las
herramientas que utilizamos en la primaria, secundaria y preparatoria como el
transportador”.

Dentro de la Gltima categoria se destaca la siguiente aportacién, la cual duplicamos de
manera integra por su valor argumentativo.

Fe: Empecemos
de Profesor 3 -martes, 2 de diciembre de 2008, 12:47

El uso de los grados sexagesimales para la medicion de los angulos, me da la
impresion, se debe a una “costumbre” o “tradicion” historicamente adquirida El uso
del sistema sexagesimal no ofrece mavor ventaja que de los radianes, a simple vista,
por lo tanto ja qué podriamos deber su uso, sino a una sitnacion que obedece solo a
la costumbre o tradicion heredada por nosotros de parte de nuestros predecesores?

Como el uso de los grados sexagesimales es una “tradicion historica™, goza de una
amplia aceptacion social, lo que por supuesto le entrega una “validez™ como objeto
matematico y, como es de esperarse, nos obliga (ya sea a nivel de curriculo oficial o
no) a seguirlo ensefiando en la escuela, dejando de lado otros sistemas de medicion
(como los radianes o los grados centesimales) que no gozan de igunal estatus en el
plano de lo social v lo curricular. Entonces, el sistema de medicion angular de los
grados sexagesimales goza de validez en el discurso institucional, el cual esta
basado en una “tradicién histérica™ adquirida, mas que en alguna ventaja
intrinseca como sistema de medicion.

Dado este escenario, la decision del uso o no uso de los sistemas de medicion
angular basada en grados o radianes, es una decision bastante arbitraria y que, segiun
mi opinion, no se ha sometido a una real discusion, respecto de los alcances,
obstaculos v ventajas que podrian ofrecer cada uno de los sistemas de medicion,
desde un punto de vista general. Ya en la escuela, no se ha tomado en cuenta la
“pertinencia didactica™ en la ensefianza de estos sistemas de medicion angular, lo
que trae como consecuencia que la eleccion del sistema de medicion angular, a ser
ensefiado en la escuela, también sea arbitraria.

Fig. 4.33 Argumentos que esgrimen los docentes.

Las respuestas coinciden al presentar el concepto de FT como producto de todo un proceso
I6gico y coherente de conceptos trigonométricos que evoluciond.

Si bien y aunque no se plante6 obtener alternativas de solucién a la problematica

bosquejada, los docentes en los diferentes equipos de trabajo del foro, plasmaron en forma
recurrente las siguientes ideas que resultan atractivas:
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v" Integrar el concepto de las unidades angulares en radianes en los programas de
estudio desde la primaria.

v" Hacer natural, volver una costumbre medir en radianes.

Re: Evolucion grado-radian-real
de DPraofesor & -miércoles, 3 de diciembre de 2008, 19:47

En general en matematica ocurre que algunas cosas surgen como necesidad de otros,
v no simlemente por el hecho de "hacer matematica" . Por otra parte es cierto que la
tradicion nos lleva a seguir con el sistema sexagesimal Seria bueno introducir la
nocion de ambos sistemas desde chicos para que sea natural su uso v equivalencia

Saludos

Fig. 4.34 Alternativas de solucion de los docentes a la problematica planteadas.

Con base a la exploracion cognitiva realizada a profesores y estudiantes de matematicas,
podemos, al igual que Méndez (2008), reportar rupturas conceptuales asociadas a diferentes
costumbres didacticas, que consideran como “natural” la medida del angulo en grados en la
actividad escolar. Asi la contradiccion entre el significado matematico y el significado
construido por el discurso matematico escolar es la fuente de rupturas conceptuales. Tales
rupturas condicionan diferentes concepciones en relacion a las funciones trigopnométricas
presentes en estudiantes y profesores de Nivel Superior.

El uso recurrente del sistema sexagesimal (los grados sexagesimales), para la medicion de
los é&ngulos, da la impresion de darse a raiz de una “costumbre” o “tradicion”
histéricamente adquirida. La definicion del grado como medida angular es arbitraria,
division de la circunferencia en 360 partes, no hay un fundamento matematico.
Consiguientemente, surge la interrogante de a qué podriamos deber tan recurrente uso, sino
a una situacion que obedece sélo a la costumbre o tradicion heredada de nuestros
predecesores.

Tal reflexion surge al seno de la discusion en el foro y recibe una respuesta por parte de un
profesor, duplicamos lo dicho ante su valor argumentativo:

“Como el uso de los grados sexagesimales es una “tradicion historica”, goza de
una amplia aceptacion social, lo que por supuesto le entrega una “validez”
como objeto matematico y, como es de esperarse, nos obliga (ya sea a nivel de
curriculo oficial o no) a seguirlo ensefiando en la escuela, dejando de lado otros
sistemas de medicion (como los radianes o los grados centesimales) que no
gozan de igual estatus en el plano de lo social y lo curricular. Entonces, el
sistema de medicién angular de los grados sexagesimales goza de validez en el
discurso institucional, el cual estd basado en una “tradicién _histérica”
adquirida, mas que en alguna ventaja intrinseca como sistema de medicion.

Dado este escenario, la decisién del uso o no uso de los sistemas de medicion
angular basada en grados o radianes, es una decision bastante arbitraria y que,
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segun mi opinion, no se ha sometido a una real discusion, respecto de los
alcances, obstéculos y ventajas que podrian ofrecer cada uno de los sistemas de
medicion, desde un punto de vista general. Ya en la escuela, no se ha tomado en
cuenta la “pertinencia didactica” en la ensefianza de estos sistemas de medicion
angular, lo que trae como consecuencia que la eleccion del sistema de medicién
angular, a ser ensefiado en la escuela, también sea arbitraria”.

4.4. CONCLUSION DEL ANALISIS COGNITIVO.

Un objeto de saber sélo llega a la existencia como tal, en el campo de la conciencia de los
agentes del sistema de ensefianza, cuando su insercién en el sistema se presenta como (til
para la economia del sistema didéctico. Esto no significa decir que un objeto de saber s6lo
se identifica como objeto a ensefiar a partir del momento en que el problema didactico de su
transposicion en objeto de ensefianza estuviera resuelto: el trabajo de la transposicion
didactica es un trabajo que se continua despues de la introduccion didactica del objeto del
saber (Chevallard, 1998).

Una explicacion de las rupturas conceptuales reportadas referente a la transicion
grados—radianes«<reales es el de considerar a ésta como una ‘“dificultad
proptomatemdtica” (denominado por Chevallard). Una dificultad de este tipo surge de la
falta de dominio de una capacidad requerida por el contrato didactico para su buen
entendimiento. Las nociones protomatematicas, como puede ser considerada la nocién de
transicion de las unidades angulares, se sitia en un nivel implicito méas profundo (para el
docente y para el alumno). Este caracter implicito se expresa en el contrato didactico por el
hecho de que estas nociones son obvias salvo, precisamente, cuando se produce dificultad
protomatematica y ruptura del contrato.

La nocion protomatematica conforma una capa mas profunda en el contrato didactico, por
debajo del acto de ensefianza o paralelo a éste se encuentra la nocién protomatematica que
permite evaluar en el alumno las competencias de capacidades a traves de la evaluacion del
desempefio. El ejercicio de tales capacidades no se ejecuta en la ensefianza sino en
contextos de situacion especificos.

La transicion de las unidades angulares grados—radianes<>reales, €5 una nocion cuyas
propiedades son utilizadas en la practica para resolver ciertos problemas, pero de manera
que la nocién misma, no es reconocida ni como objeto de estudio ni siquiera como
instrumento Gtil para el estudio de otros objetos.

En base a las reflexiones hechas a lo largo del desarrollo de la investigacion se brindan
indicios para considerar el uso del grado, como unidad angular, como una costumbre
didactica histéricamente adquirida; distincion con la que no goza el radidn como medida
del angulo. Este es un sintoma incuestionable de que es la transposicion didéactica del
concepto de radian como unidad angular, la que no se ha arraigado en el escenario escolar y
gue en consecuencia no goza de una validez institucional.
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NOTAS SOBRE LA EPISTEMOLOGIA Y
TRANSPOSICION DIDACTICA DEL RADIAN COMO
UNIDAD DE MEDIDA ANGULAR

Los estudios de tipo epistemoldgico brindan explicaciones sobre la naturaleza de los
objetos matematicos, al analizar su origen y desarrollo de los criterios y condiciones de su
validez, su consistencia logica, entre otras cosas (Castafieda, 2008). En el marco de este
estudio es posible llevar la investigacion a enfoques mas especificos que proveen
explicaciones detalladas sobre los procesos por los que se desarrolla una idea matematica,
observando las condiciones de desarrollos pasados, los momentos en los que se negocian y
agregan significados, ampliandose campos de estudio o puntos en la historia en los que se
destacan ideas y nociones asociadas a los conceptos en cuestion.

Un acercamiento a como se crea la transicion de las unidades angulares
grados—radianes<reales estd en el analisis de caracter epistemoldgico, que ofrece
explicacion de la naturaleza de tal transicion; al estudiar su origen y desarrollo de los
criterios y condiciones de su validez, su consistencia logica y el devenir del radidn como
unidad angular.

Con esta finalidad se realiza un estudio en los diferentes contextos en que esta implicita la
transicion grados—radianes<reales, desde la naturaleza y origen de la unidad angular,
tanto del grado como del radian, hasta el analisis de momentos en la historia, en que se
acentlan y agregan significados a tal transicion, como lo es en la asociacion con un nimero
real a la longitud del arco; el tratamiento analitico a la FT, mas alla de los principios
basicos trigonométricos-geomeétricos; la necesidad de homogeneidad en las ecuaciones en
donde estd implicita la unidad angular; el surgimiento del radian y a la transposicién
didactica del radidn como medida de unidad angular.
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5.1 EPISTEMOLOGIA DE LA UNIDAD ANGULAR.

5.1.1 ORIGEN DEL GRADO COMO MEDIDA DE LA UNIDAD ANGULAR.

El grado como unidad de medida angular, tiene su origen en una de las primeras
civilizaciones de Mesopotamia, la Sumeria. Los sumerios desarrollaron las bases de la
mayoria de las ciencias practicas de la humanidad; establecieron la vara de tres pies y la
libra, pesos y medidas que siguen utilizdndose en la actualidad. Gudea (El “llamado”),
importante personaje del Renacimiento de Sumeria, gobernador de Lagash (2141-2122 a.
C.), cred el sistema duodecimal, o por docenas, cuya unidad, el 12, es divisible por 2, 3 y 4.
Como consecuencia, el circulo en cuatro cuadrantes se divide en 360 grados. Gudea dividié
también el afio en doce meses, los dias en 24 horas, las horas en 60 minutos y los minutos
en 60 segundos. Muchos de estos logros cientificos y tecnoldgicos de la cultura
Mesopotamica fueron adoptados por los griegos y de ellos a la humanidad.

El grado ha sido utilizado todo este tiempo, hasta nuestros dias, lo que le brinda un gran
reconocimiento, costumbre didactica historicamente adquirida. Sin embargo, actualmente la
medicion del angulo en grado ya no es suficiente en el contexto de una matematica de la
variacion y el cambio, aunque su utilidad pueda estar justificada para el estudio de la
trigonometria desde la perspectiva del triangulo rectangulo, ademas de que el uso de los
grados comun para algunos problemas y actividades, como la navegacion y la construccion;
el radian como unidad angular, puede desplazar sin dificultades al grado en este contexto,
solo es cuestion de aceptarlo y favorecer su funcionalidad.

5.1.2 CONCEPCION DEL RADIAN COMO MEDIDA
ANGULAR

".,

| PHILOSOPHIZ ||

El origen del grado como unidad il 24T EEAAES |
IPRINCIPIA

" MATHEMATICA. ||

angular se remonta a las primeras
civilizaciones de Mesopotamia, hace
ya 4100 afos. En contraste, es hasta el
afio 1714 d. C., cuando aparece el
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| A primer antecedente que da lugar a la
t\ ) construccion del radian como unidad
Roger Coes /I angular; no han pasado ni 300 afos.

Gracias al genio excepcional del
matematico y fisico inglés, y de quien Newton llegd a comentar alguna vez, "Si Cotes
hubiera vivido, habriamos aprendido algo". Roger Cotes (1682-1716), publicé la segunda
edicion de Principia de Newton con un prefacio original (obra en que Newton asocia las
leyes astronomicas de Kepler y la ley centripeta de Huygens en el movimiento circular para
establecer el principio de su célebre ley de la gravitacion universal). Cotes muri6 el 5 de
junio de 1716, dejando sin terminar una serie de investigaciones elaboradas en Optica y una
gran cantidad de manuscritos inéditos. Contribuyd con dos memorias a las transacciones
filosoficas; uno es “Logometria”, que analiza el calculo de logaritmos y algunas
aplicaciones del calculo infinitesimal y en la que se construye con éxito la espiral
logaritmica y el otro corresponde a la "Descripcidn del gran meteoro ardiente visto el 6 de
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marzo de 1716". Después de su muerte, sus documentos fueron recopilados y publicados
por su primo y sucesor, el Dr. Robert Smith con el titulo de “Harmonia Mensurarum”
(1722). Esta labor incluy6 la "Logometria," el teorema de trigonométria conocido como
"Teorema en el Circulo de Cotes" y un analisis de las curvas conocidas como "Espirales de
Cotes", que se produce en la ruta descrita por una particula bajo la influencia de una fuerza
central que varia inversamente como el cubo de la distancia.

El concepto de radian como medida angular, en oposicion a la medida del angulo en
grados, debe ser acreditado a Roger Cotes en 1714. Este concibio el radian en todo menos
en el nombre, y reconocid su caracter natural como unidad de medida angular. Sobre ello
Gowing' (2002) sefiala:

“Cotes consider6 que bastante se habia dicho sobre las medidas de las
proporciones, y que se necesitaba una nueva palabra para el angulo donde se
percibiera el concepto de angulo como una medida de proporcion. El arco
circular, interceptado por las rectas que forman un angulo con centro en el punto
de dicho angulo era la medida natural; pero varia con el tamafio del circulo, por
lo que se necesitaba de un patron, la medida de proporcion. El patron podria ser
un circulo estandar o alguna linea estandar que variara con el circulo, por
ejemplo el didmetro o el lado de un poligono regular. El radio era la opcién més
apropiada siempre que la medida de una proporcién se cambiara en la medida de
un angulo (percibido como la longitud del arco), el patron tendria relacion con el
radio. Rober Smith expande sus ideas en sus notas como editor, sigue de cerca la
forma del argumento en la Proposicion | de Logometria, donde se muestra que el
patron de proporcion es 2.71828... (es decir, la relacion entre cuyos medidas
siempre es igual a un patron). Smith llega a la idea de un patron de medida
angular, es decir, prospera la idea de un angulo cuya medida es siempre igual al
radio, y muestra que es 57.295 grados. ”

Este es probablemente la primera publicacién que se tenga registro sobre el concepto de
radian como unidad de medida angular, y no es casual que sea en el marco del desarrollo de
la concepcion del mismo célculo. EI manejo simultdneo de los arcos (su proporcion
respecto al circulo) y los radianes (expresados en términos de m) surge a partir de los
problemas que trae consigo la matematica de la variacién y el cambio. Lo anterior responde
a una de las interrogantes planteadas al inicio de la investigacion, “¢Por qué en matematicas
superiores la medida mas conveniente para un angulo es el radian?”.

Ahora la interrogante, que surge desde un contexto del célculo, es ;cOmo se obtiene que un
radio sea igual a 57.295°?

En tanto a esta incognita el mismo referente de Gowing (2002) sefiala:
“Smith primero deriva la serie arc sen m, donde m es la medida de un angulo,

utiliza el método de Newton de revocacion de las series para encontrar una serie
m, y deduce que m es igual al patron de proporcionalidad al que le fija con M.

! Instituto Royal Centro de la historia de la ciencia y tecnologia, Reino Unido.
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De esta manera encuentra la serie para el sen del &ngulo cuya medida es igual al
patrén de proporcionalidad —patron de proporcionalidad angular—. Es anélogo,
paso a paso, a la determinacion de Cotes de la relacion modular en Logometria,
la Proposicion 1. Smith dice que lo encontré en un documento pequefio de Cotes;
lamentablemente, no ha sobrevivido este documento. ”

Aunque esto es s6lo un bosquejo que no responde integramente a la interrogante.

La palabra “radian” que puede significar “radio en el dngulo”, parece haberse originado
alrededor de 1870 producto del intercambio de ideas entre Thomas Muir y James
Thomson?, respecto al factor de proporcién concebido por Cotes para la medida angular. El
término radianes apareci6 por primera vez impreso el 5 de junio de 1873 en preguntas de
examen fijados por James Thomson en el Queen's College, Belfast en 1873, que después de
su muerte, a manera de una coleccion, se reeditaron sus principales informes de
investigacion en fisica e ingenieria. Se afirma que es en este libro, “Collected Papers in
Physics and Engineering by James Thomson”’, donde por primera vez aparece y es utilizado
el concepto de radian.

Por lo investigado podemos concluir que el radian, como concepto de unidad de medida
angular, tiene escasamente 136 afios de vida escolar; tiempo que resulta insuficiente para
dispersar y adecuar el concepto en cada uno de los niveles de educacion, ya que no se ha
madurado la concepcion del concepto para permitir su institucionalizacion en el contexto
escolar.

2120a.C. los 1870
sumerios James Thomson-Tomas

Gudea Iuir

]
ﬂ r“' }
X /
1714 d. C. 1873 1893
Roger Cotes Queen's Collected Papers
University Belfast  in Physicsand
aparece el radian  Engineering
en examen by

impreso

JamesThomson

Fig. 5.1 Linea de tiempo de la unidad de medida angular

2 James Thomson (16 febrero 1822 - 8 de mayo de 1892) fue un ingeniero y fisico cuya reputacion es
importante a pesar de que es eclipsado por su hermano menor William Thomson (Lord Kelvin). Tomas Muir
y James Thomson fueron profesores en St. Andrews y Glasgow.
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5.1.3 NECESIDAD DE UNA UNIDAD DE MEDIDA QUE MANTENGA LA
HOMOGENEIDAD DE LAS ECUACIONES.

Como una forma matematicamente adecuada de medir longitudes curvas es que surge el
radian; proporcion que existe entre la longitud de la circunferencia y su radio, permite
establecer una correspondencia entre angulos y arcos, esta manera de medir angulos esta
basada en el nimero 7. Este numero no es arbitrario, la longitud D del didmetro y la
longitud L correspondiente de cada circunferencia estan ligadas por el nimero T,

—=mw 6 L=nwD 6 L=2nur

Un radian, es un angulo, con vértice en el centro de una circunferencia, que subtiende un
arco cuya longitud es igual a la de radio.

En general, si un angulo 6, con vértice en el centro de una circunferencia de radio r,
subtiende un arco de longitud f, para expresarlo en radianes se debe dividir £ entre el radio r.

% =60 (en radianes),

De esta expresion se deriva
l=7r8 (arco =radio X dngulo).

Para que la formula anterior funcione el &ngulo debe manejarse en radianes, ya que el uso
de grados vuelve inoperable la ecuacién, ya no es funcional.

Por ejemplo:

¢Cual es la longitud del arco interceptado por el &ngulo de 90° en un circulo cuyo radio es
de 10 cm?

l=1r0
En grados.

[ = (10 cm)(90°) =;900 cm° 6 900°cm?

En radianes.

T 5t
[ =(10cm) (Z) = m= 7.854 cm

La postura del uso del radidn como unidad angular va mas alld del argumento de que “el
uso de radidn simplifica muchas formulas” (Maor, 1998). Por ejemplo, un arco circular de
medida angular € (donde 6 estid en radianes) subtiende una longitud de arco dada por
s =10; pero si 6 esta en grados, solo basta con integrar a la expresion el factor de
conversion /180° y la formula correspondiente es s = mr6/180°. De igual manera, el
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area de un sector circular de medida angular 6 es A = 6r2/2 para 6 en radianes y A =
nr26,/360° para 0 en grados®.

Se conjetura que el factor /180 altera matematicamente éstas y cualquier otra ecuacion ya
que es una relacion entre dos sistemas diferentes, es una equivalencia y se estd
considerando como una igualdad ; /180 = 1! Es tan desatinado como considerar que
2 =10, por qué la concepcion de la idea de dos debe ser el mismo en diferente sistema
numérico, como es el decimal y el binario.

Por otro lado, Navarro (2004), en un analisis didactico da cuenta de la forma en que se
aborda el limite.

. senx
lim =
x-0 X

Obtenido mediante la utilizacion de trazos geomeétricos en circulo unitario y considerando
al angulo medido en radianes, se cumple y queda demostrado el limite de la expresion. Pero
haciendo uso de los grados, como unidad angular, el resultado cambia totalmente y no se
cumple con el limite de la funcion.

senf@ senx

5 = 180x - grados
s
Por tanto,
y sen@_l_ (n senx)_ T 00174
50 6 x20\180° «x 180

Este fendmeno también se hace presente, al calcular este limite, en calculadoras de Gltima
generacion como es la calculadora ClassPad300 Plus OS ver. 2.2 de Casio. Cabe subrayar
que este equipo esta configurado para que, por defecto, el sistema operativo del equipo
trabaje las unidades angulares del sistema ciclico. En equipos no tan modernos es mas
comun que éstos se encuentren configurados para que, por defecto, el sistema operativo
trabaje los angulos en el sistema sexagesimal, con grados.

Al introducir el limite mencionado en la calculadora ClassPad y manejar la configuracion
para la unidad angular se tiene:

% Tomado de Montiel, 2005.
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Fig. 5.2 Las unidades angulares en el contexto de las calculadoras.

sen x

El liqu07= 1, es la base para la conformacién de muchas otras identidades
matematicas, como:

dZ

d
—Senx = Cosx —Zsenx=—senx
dx

d
—CO0S X = —Senx
dx dx

Para acentuar como el factor /180 altera matematicamente cualquier ecuacién, se muestra
la operatividad que se tiene al utilizar uno u otro sistema de medida angular en operaciones
de calculo difencial e integral.
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Se puede concluir que la concepcién de radian, como unidad de medida angular, es
matematicamente adecuada para medir longitudes curvas, ya que permite establecer una
correspondencia entre angulos y arcos. Esta manera de medir el &ngulo basada en el
ndmero &, namero no arbitrario para la circunferencia. El radian es la unidad de medida que
aporta homogeneidad en las ecuaciones matematicas.

5.2 LA TRANSPOSICION DIDACTICA DEL RADIAN COMO UNIDAD DE MEDIDA
ANGULAR.

5.2.1 EL USO DEL GRADO COMO PRACTICA ENRAIZADA EN EL CAMPO DEL
ACTUAR SOCIAL

No es facil cambiar paradigmas. Esta tan arraigada la costumbre de medir angulos en
grados que da la impresion de ser la inica manera “natural” para hacerlo. Cuando se nos
presenta como una propuesta al radidn —matematicamente mas conveniente que el grado—
este no es aceptado. En diferentes escenarios se ha tratado de adecuar dicha unidad para
continuar su operacion y demostrar su funcionalidad, por ejemplo, en la direccion
electronica®  http://www.dei.uc.edu.py/tai2002/ANTENA/webtai.htm#contenido,  sitio
perteneciente al Departamento de Electronica e Informatica de la Universidad Catolica
“Nuestra Sefiora de la Asuncion” de Asuncion Paraguay, se presenta contenido
correspondiente a las antenas parabdlicas, que incluye teoria correspondiente al tema de
“Angulo S6lido” e implica a una unidad derivada conceptualmente del radian, el
estereorradian.

A=4n g 0 0 g
A=1
TSI 21T sr 31T Sr 417 sr

Estereorradian (sr) Una esfera de radio 1 (Ilamada una "esfera unidad"):

 tiene una superficie de 47 sr,
e yun estereorradian "cubriria” un area de 1°.

* Departamento de Electrénica e Informatica (sin fecha). Antenas parabdlicas. Angulo sélido [en linea].
Asuncion, Paraguay: Universidad Catélica Nuestra Sefiora de la Asuncion. Recuperado el 25 de febrero de
2009, de http://www.dei.uc.edu.py/tai2002/ ANTENA/webtai.htm#contenido

® Pierce, Rod. "Disfruta Las Matematicas" (15 de agosto del 2008). Geometria. Estereorradian [en linea].
Recuperado el 10 de marzo de 2010 de http://www.disfrutalasmatematicas.com/geometria/estereorradian.html
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Reproduzco fielmente tal referente para su analisis.

Angulo Sélido

En un sistema de coordenadas polares, un elemento de superficie puede ser expresado como:
dA= weenihd ¢ od# = 0 senAd d derig 13) (8)

En la fig. /4 se ven tres elementos de superficies segun las distancias: P1:017 P

expresados como sigue:

que pueden ser

dA; =p% sengB ) dip dAs = p2senl )48d¢ ci.-43=p32.sen(ﬁ)dﬁdqb[g}

Los distintos elementos de area dependen del cuadrado de la distancia considerada. Pero hay un
elemento que es comun a todas ellas v es: sen(©) dod
Si a cada elemento de area se lo refiere a su correspondiente distancia al cuadrado se tiene:

dd, dA, dd, _
= =—=sen({8)d0 d¢

pi  p3 23 (10)

Figura 13(figde www tubbs. com.ar) Figura 14(fig de www . tubbs.com.ar)

Esta relacion es definida como elemento de angulo solido v es comun a las superficies consideradas.
Asi:

Si la superficie que representa la fig_13 fuese una esfera, el angulo solido sera:

K

G =2-2m

Q2 =\[:.senfl9)dl9 .:;'qb = —rosff)
‘ (12)

0

S AUEAM ostereoradian. Puede ser escrito como: (13)

= 2[rad:'zin]-2:"![rczdz’cin] = qfﬂ[mdz'cin]zo estereoradidn (14)
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Razono que todo el proceso esta bien hasta el punto (13) debido a que en la parte (14), se
incluye el factor ©/180 —como si fuera la unidad— con la Unica finalidad de trabajar en
grados, ya que “es mas facil imaginar un angulo en grados que en radianes”, todo se vuelve
matematicamente incorrecto y deja de ser funcional.

El angulo solido puede ser expresado en grados. Asi:

(= 2@ Gr.:zdo.s?:'?@ Gradas = M?ﬁ Cirados®
7 n

- e a
§2 = d x radidn 41256 g das (16)

En algunos casos se expresa el angulo solido en grados cuadrados. Es mas facil imaginar un angulo en
grados que en radianes, v es util para el calculo de ganancia de antenas con método aproximado.

Fig. 5.3 Angulo s6lido como “grados al cuadrado”

En otro espacio de la web http://ferman.fortunecity.es/grados-cuadrados.html® una pagina
personal que ofrece una teoria sobre la existencia y aplicacion de los “grados cuadrados”
en la geometria, se obtiene, a través del mismo factor /180, la misma expresion que en el
caso anterior.

“La esfera tiene 41.252961 grados cuadrados”

Ademas se plantea la existencia de los angulos cubicos expresados en grados cubicos por
ser una realidad geométrica. La intencion no es cuestionar o validar la teoria que se
presenta, sino identificar la necesidad y convencimiento que los grados pueden ser
utilizados en otra dimension, como es en la superficie de una esfera en grados cuadrados.

5.2.2 EL RADIAN UNIDAD ANGULAR RECONOCIDA POREL S. 1.

El SI (del francés Le Systéeme International d'Unités), nombre adoptado por la Xl
Conferencia General de Pesas y Medidas’, celebrada en Paris en 1960, para un sistema
universal, unificado y coherente de unidades de medida, basado en el sistema mks (metro-
kilogramo-segundo). En este sistema el radian es la unidad natural de la medida angular,
dicho esto tal medida deberia ser adoptada de manera universal para forjar una
comunicacion cientifica apropiada y efectiva. Cabe destacar que para el mismo Sl no le fue
facil definir y clasificar al radian. En la Conferencia de 1960 se definieron los patrones para
seis unidades basicas o fundamentales y las unidades derivadas que son obtenidas a través
de un sistema de ecuaciones de cantidad y de las unidades basicas. En un grupo aparte se
definieron dos unidades suplementarias, estas fueron el radian y estereorradian.
Posteriormente estas dos unidades suplementarias se suprimieron como una clase

® Mancebo, F. (2001). Pagina personal. Grados cuadrados [en linea]. Espafia. Recuperado el 10 de noviembre
de 2009 de http://ferman.fortunecity.es/grados-cuadrados.html

" La Conferencia General de Pesas y Medidas, es la méaxima autoridad de la metrologia cientifica y es la que
aprueba las nuevas definiciones del SI y recomienda a los paises que lo integren a sus legislaciones.
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independiente dentro del Sistema Internacional en la XX Conferencia General de Pesas y
Medidas (1995); quedando asi el radian junto con el estereorradian, incorporado al SI como
unidades derivadas.

Actualmente el Sl consta de siete unidades basicas (en 1971 se afiadié una séptima unidad
fundamental, el mol). Son las unidades sobre las que se fundamenta el sistema y de cuya
combinacion se obtienen todas las unidades derivadas. La magnitud correspondiente, el
nombre de la unidad y su simbolo se indican en la siguiente tabla®:

Table 1. Sl base units

Base gquantity Name Symbol

51 base unit

length meter m
mass kilogram kg
time second s
electric current ampere A
thermodynamic temperature  kelvin K
amount of substance mole mal
lumineous intensity candela cd

Tabla 5.1 Unidades basicas del SI.

Las otras unidades que conforman el Sl, las derivadas, se forman por combinaciones
simples de las unidades béasicas o fundamentales. El radian, que inicialmente fue catalogado
como una unidad suplementaria, actualmente es considerado por el SI como una unidad

derivada, ya que se define a partir de la unidad basica de longitud % =m-m~!= 1. Del sitio
oficial web del SI tomamos la siguiente tabla 5.2.

® International System of Units. (diciembre de 2003) International system of units (SI). Derived quantity. [en
linea]. Recuperado el 22 de noviembre de 2009 de http://physics.nist.gov/cuu/Units/
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Expression

Expression

in terms of

in terms of

Sl base units

other Slunits

Symbol

Name

Derived quantity

Table 3. Slderived units with special namesand symbols

Sl derived unit

m-nm’ =1 ®

rad

radian®®

plane angle

=1 (&

~

mé-m2

S-I

sr {c)

Hz

steradian'®

heriz

solidangle

frequency
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Tabla 5.2 Unidades derivadas en el SI con nombres y simbolos especiales.

Hay que reiterar que las unidades fundamentales
son producto de una convencion, acuerdo
internacional para estandarizar las unidades de
cada magnitud independiente entre si. Definir
una unidad en términos referidos a algun
fendmeno natural constante e invariable, de
reproduccion viable, como por ejemplo el
metro, patron para la longitud, que se habia
definido como la distancia entre dos rayas finas
sobre una barra hecha de una aleacion de platino
e iridio y conservada en Paris, que en la
conferencia de 1960 se redefini6 como
1.650.763,73 longitudes de onda de la luz
anaranjada-rojiza emitida por el is6topo cripton
86, y se volvio a redefinirse en 1983 como la
longitud recorrida por la luz en el vacio en un
intervalo de tiempo de 1/299.792.458 de
segundo; no deja de ser elegida arbitrariamente.

En base a la logica del parrafo anterior y debido
a que el grado —como unidad angular— es una
unidad arbitraria, producto de la division de la
circunferencia en 360 partes iguales, salta la
interrogante ¢Por qué no seguir utilizando el
grado como medida del angulo, si més de una de
las unidades consideradas como fundamentales
son arbitrarias? La respuesta es que el radian
como unidad angular, es un concepto
matematico que estd vinculado con el valor de
7, numero irracional mas famoso de la historia,
este numero no es arbitrario para el circulo, sino
que expresa la razon entre la circunferencia y el
diametro.

El radidan es una proporcion de entre dos
longitudes de la circunferencia, cualquier
circunferencia tiene de longitud 2x radianes, 2n
rad o 6.298 rad. El simbolo “rad” es una forma
de decir que el radio cabe 2m veces en la
circunferencia y “veces” no es alguna unidad de
medida.

Es importante destacar que al pie de la tabla 5.2
—parte de la que se encuentra en el sitio web de
International System of Units— se hallan cuatro
anotaciones y tres de estas hacen referencia al
radian y estereorradian.
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(a) El radian y estereorradidn pueden ser utilizados ventajosamente en
expresiones para unidades derivadas para distinguir entre las cantidades de
naturaleza diferente pero de la misma dimension, algunos ejemplos se dan en
la Tabla 4.

(b) En la préactica, los simbolos rad y sr se utilizan en su caso, pero la unidad
derivada "1" es frecuentemente ignorado.

(c) En fotometria, el estereorradian nombre de la unidad y el simbolo sr unidad
son habitualmente elegidos en las expresiones de unidades derivadas.

Sefiala que el simbolo rad suele ser utilizado ventajosamente, omitiéndolo por ser una
magnitud sin dimensiones o colocandolo para hacer énfasis del sistema de medicion
empleado diferenciandolo asi del grado.

(8} The radian and steradian may be used advantageously in expressions for derived units to distinguish
between quantities of a different nature but of the same dimension; some examples are given in Table 4.
(b} |n practice, the symbols rad and sr are used where appropriate, but the derived unit "1" is generally omitted.

Considero que esta disyuntiva es producto de la transicion del grado al radian como unidad
angular. En la medida en que el radian sea aceptado como Unica unidad angular estos
dilemas se desvaneceran.

En la tabla 5.2, se presentan los ejemplos de nombres y simbolos especiales de las unidades
derivadas, y es de notar la ausencia del angulo y la presencia del radian y estereorradian en
la conformacion de éstas.

Table 4. Examples of 5l derived units whose names and symbols include Sl derived units with special names and symbols

S| derived unit

dynamicviscosity pascal second Pa-s
moment offarce newton meter N-m
surface tension newton per meter N/m
angularvelocity radian persecond rad/s
angular acceleration radian persecond squared rad/s?
heatflux density, iradiance watt per square meter Wime
heat capacity, entropy Jjoule per kelvin JIK
specific heat capacity, specific entropy joule perkilogram kelvin Jikg-K)
specific energy joule per kilogram Jikg
thermal conductivity watt per meter kelvin Wim-K)
energy density joule per cubic meter Jimé
electricfield strength voltper meter Vim
electric charge density coulomb per cubic meter Cim?
electricflux density coulomb per square meter Cimé
permittivity farad per meter Fim
permeability henry permeter Him
maolar energy joule permole Jimol
maolar entropy, molar heat capacity joule per mole kelvin Jiimol-K)
exposure (X and vays) coulomb perkilogram Clkg
absorbed dose rate gray persecond Gyls
radiantintensity watt per steradian Wisr
radiance watt per square meter steradian Wi(me-sr)

I okl e e e o ehe e Lo

Tabla 5.2 Unidades derivadas con nombre y simbolo donde esta implicito el radian.
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Quisiera resaltar que el radian como unidad angular, no ha sido la Unica que ha tenido
problemas para ser aceptada por la comunidad mundial, atin cuando sea la propuesta de una
autoridad en la metrologia con reconocimiento cientifico e internacional como lo es el Sl.
Tenemos el caso de los Estados Unidos de Ameérica, desde la creacion de las primeras
reformas de medidas métricas en 1790, Estados Unidos, como Francia, reconoci6 la
importancia de un sistema uniforme de peso y medida. Sin embargo desde los primeros
colonos de norteamericana se retiene y se cultiva la costumbre, de su herencia britanica, de
las medidas de longitud y de masa, el pie y la libra.

El SI se ha convertido en una base fundamental de las medidas cientificas en todo el
mundo. Se usa también para el comercio diario virtualmente en casi todos los paises del
mundo, una de las excepciones son los Estados Unidos de América. EI Congreso ha
elaborado una legislacion para incitar al uso del sistema métrico, incluyendo el Acta de
Conversién Meétrica de 1975 y el Acta de "Omnibus Trade and Competiviness" de 1998,
pero el progreso ha sido lento y penoso.

El 23 de Septiembre de 1999 se informé que la sonda
espacial Mars Climate, enviada por la NASA, para estudiar
el clima del planeta, se estrell6 en Marte y se destruyo por
completo. Segun fuentes de la NASA el desastre se debio a
un error en la conversion al Sl de unidades en los datos que
se habian suministrado al ordenador a bordo. Dado que
varias empresas contribuyeron en dicho proyecto,
especificamente la Lockheed Martin Astronautics de
Denver, encomendada a disefiar y construir la sonda
espacial, y la Jet Propulsion Laboratory de Pasadena,
encargada de programar los sistemas de navegacion de la
sonda. El error fue que la primera realiz6 sus medidas y
proporciond sus datos con el sistema anglosajon de
unidades, mientras que la segunda utilizé el SI unidades.
Asi que cuando el primero le proporcion6 sus datos al segundo, sin especificar el sistema de
medida que empled, el segundo lo interpret6 en el SI. El resultado fue que los ordenadores
de la nave realizaron los calculos de aproximacion a Marte de forma errénea, provocando
que Iga nave quedara en una Orbita equivocada, ocasionando la caida y la destruccion de la
nave.

°Fernandez, R. (abril de 2009). Para libros y medios. Exploracién de Marte [en linea]. Argentina. Recuperado
el 16 de diciembre de 2009, de
http://www:.paralibros.com/jonas/j90926n.htm
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5.2.3 CAMBIO DE PARADIGMA: TERMINAR CON EL PARADIGMA DEL USO DEL
GRADO E INICIAR UNO PARA EL USO DEL RADIAN

No es facil generar cambios en un sistema numérico, para muestra de ello la historia de las
matematicas nos presenta diversos pasajes que por variadas circunstancias, se resistian a un
cambio muy similar al que se experimenta actualmente en la utilizacion de los radianes
como unidad angular. Tenemos el caso de los nimeros negativos introducidos por la
pragmatica mentalidad hindu, alrededor de 600 afios d. C,
los cuales no tuvieron aceptacion durante mil afios; la razén, Writing Numbers
falta de una base intuitiva. Algunos de los matematicos mas
grandes como Cardan, Vieta, Descartes y Ferman se negaron tﬂ
a trabajar con niumeros negativos. La historia de los nimeros
irracionales y de los nimeros complejos es similar, aunque _

_— . - The Babydonians displayed zeno with
estos Ultimos aproximadamente aparecieron en el 1540 de o angied wadges (midde).
nuestra era y solo transcurrieron unos doscientos afios hasta
que su uso se normalizo. Otro caso es el numero cero (0)
cCuyo origen se remonta, con primeras evidencias de
utilizacion por parte de los Sumerios en Mesopotamia, hace
5000 afos. Este se simbolizaba con una cufia que significaba The Mayans used an eyelie character
“la ausencia de algo”; colocaron una piedra en forma de ~ #niedee=e
doble cufia inclinada, entre los simbolos cuneiformes, para \

indicar la ausencia de un namero en un lugar. ElI simbolo
cambié como notacion posicional (por lo que el cero es
crucial), desde el imperio babilénico y en la India. Los 7 O
hindis empezaron a usar un circulo para el digito cero (0),

idea que llego a Europa por medio de los comerciantes = The Chinese staried wrilingthe open
moros y arabes, a finales de la edad media (Italia) y a

principios del renacimiento (Gran Bretafia). Un edicto de Q *

1259 d. C. prohibia a los banqueros de Florencia utilizar los

simbolos infieles y en 1348, la Universidad de Padua The Hindus deicisd zero as & dt.
prohibio que en la listas de precios de los libros se usaran

“cifras”, sino solo letras “comunes”, es decir, nameros romanos.*® Sin embargo, muy pocos
europeos dominaron el arte de la multiplicacion y la division antes de que se importara el
infiel digito 0. Aun en contra de todo prejuicio, los numeros negativos, los ndmeros
irracionales, los nimeros complejos y el niumero cero fueron gradualmente aceptados a
causa de su utilidad funcional, porque la familiaridad elimina la critica. En “La estructura
de las revoluciones cientificas”, Thomas Kuhn escribio que "las sucesivas transiciones de
un paradigma a otro via alguna revolucién, es el patrén de desarrollo usual de la ciencia
madura”.

O

5.2.4 LA TRANSPOSICION DIDACTICA DEL RADIAN EN LIBROS DE TEXTO.

Un buen referente para visualizar el desenvolvimiento que esta teniendo la transposicién
didactica del radian como concepto de medida angular, es el analisis de los libros de texto.
El desarrollo de este andlisis se puede emprender desde dos lineas de investigacion, una

19 Hogben (1937).
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horizontal, en el tiempo que muestre el devenir del radian como concepto de unidad angular
y una vertical, que muestre su desarrollo al momento en los diferentes niveles de educacion.
La perspectiva adoptada es una que se nutre de ambas lineas, aunque se asiste en mayor
medida del analisis vertical.

En el libro de texto de Wentworth (1915), “Geometria plana y del espacio”, destinado al
estudio en el NMS, se presentan los contenidos como un conjunto de proposiciones
enumeradas y progresivas, interpretacion de la matematica como un continuo desarrollo
acumulativo y l6gico. Tenemos como Unico referente a la medida de los angulos.

44. Medida de los dngulos. La unidad de medida para los dn-
gulﬁos es 335 de un perigono, y se llama grado.
Se divide en 60 minutos, y el minuto en 60 segundos.

La notacién 5° 13’ 127 significa 5 i
b gnifica 5 grados, 13
s " sig abg : , 1o minutos, 12 segundos.
g nte que un dngulo recto tiene 90°; uno de
lados colineales, 180°; y un perigono, 360°. \

Fig. 5.4 Medida de los angulos en texto de principios del siglo XX

No hay ninguna referencia del radidn como unidad angular, en otro apartado en el tema de
circunferencia se localizo:

213. Medida de un d&ngulo por un arco. Vese que el valor numé.
rico de un dngulo central (expresado en grados por ejemplo)
es ignal al del arco que lo subtiende. Esto se expresa diciendo

jue todo dngulo central se mide por el arco que lo subtiende, 0 lo

jue es igual, por el arco comprendido entre sus lados.

Fig. 5.5 Concepcidn de la medida de un angulo por un arco

En este punto se considera que se confunde la concepcion de angulo, como abertura, con la
longitud de la abertura.

5.3  APORTACION DE LA INVESTIGACION AL SISTEMA ESCOLAR

Un comudn denominador que arrojaron investigaciones, como respuesta a la problematica
planteada, es que la medida del angulo en radianes sea natural, es decir, hacer una
costumbre didactica medir los angulos en radianes. Por lo que se proponen las siguientes
lineas de accion a implementar en el sistema escolar:

5.3.1 EL TRANSPORTADOR EN RADIANES

Como fruto de la investigacion podemos aseverar que la utilizacion del transportador, desde
la primaria, tiene gran impacto cognitivo y didactico en el aprendizaje de la medicion del
angulo en grados, ya que persiste la idea, en el contexto escolar, que medir los angulos en
grados es la Uinica manera “natural” para hacerlo. Juzgamos conveniente recomendar, para
la ensefianza del concepto de angulo en la secundaria y para el bachillerato, la utilizacion de
una herramienta que permita medir los &ngulos en radianes, un transportador graduado en
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unidades de angulo en radianes (o fabricarlos uno mismo como actividad didactica), para
volver natural el uso de esta unidad angular, el radian.

LINEX 7154

Transportador en grados sexagesimales. Transportador en grados centesimales.

Un prototipo del transportador en radianes:

1716 15 14
1.8 4 53
18 -
20 il ! )2

100 30 gp
- 110 Degrees 70

A 10
e 180 --.\\

Radians

Degrges
e 180 .
n

45 45 47 48 48

Fig. 5.5 Transportador en radianes™*

El radian, como medida angular, ha extendido su uso a diferentes sectores en la actividad
profesional como submdultiplos de la misma. ElI mili-radian se utiliza en la artilleria y la

orientacion, ya que corresponde a un error de 1 m en una serie de 1000 m. La divergencia
de rayos laser también normalmente se mide en mili-radianes.

1 Wales, J. y Sanger, L. (2 noviembre de 2009). Wikipedia la enciclopedia libre. Radian [en linea].
Recuperado el 22 de enero de 2010 de

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Degree-Radian _Conversion.svg
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Notas sobre la Epistemologia y Transposicion Diddctica del Radidn Como Unidad de
Medida Angular

Unidades més pequefias como micro-radianes (urads) y nano-radianes (nrads) se utilizan en
astronomia, y también se puede utilizar para medir la calidad del haz de laser con ultra-baja
divergencia. Del mismo modo, méas pequefios que los prefijos mili-son potencialmente muy
atiles en la medicion de &ngulos pequefios.

Como multiplos de la unidad no tienen utilidad aparente, debido principalmente a superar
2w radianes se iniciard el mismo circulo de nuevo.

5.3.2 PREPONDERAR AL RADIAN COMO UNIDAD ANGULAR EN EL PLAN
CURRICULAR.

Esta propuesta de evolucién surge de los docentes, como alternativa de solucion a la
problematica planteada. En los planes y programas de estudio generalmente se considera al
radian como una unidad mas de medida del angulo, sin que se perciba su significado
matematico conceptual; hay una desocupacion al significado analitico de la expresion y una
trivializacion del uso del radian como Unica unidad angular. Por lo que se hace necesaria
una adecuacion en los programas de estudio que remedie tal realidad.

Es curioso que el sistema de numeracion sexagesimal, que es obsoleto hoy en dia, haya
sobrevivido y tenga utilizacion al estar presente, tanto en los planes y programas de estudio,
como en los libros de texto de matematicas. Consideramos que tal fendbmeno es atribuido a
ciertas préacticas escolares, como:

v' Se cree que la matematica es acumulativa, las interpretaciones tradicionales y
modernas presentan a las matematicas como un continuo desarrollo acumulativo y
I6gico. Lo nuevo —el radian—, se debe construir sobre lo viejo —el grado—.

v’ La utilizacién desde la primaria del transportador cuyo borde circular estd marcado
con 180 divisiones, de manera que sirve para medir angulos comprendidos entre 0°
y 180°, herramienta que se opina tiene gran impacto cognitivo y didactico en el
aprendizaje de la medicion del angulo; medir los &ngulos en grados da la impresion
de ser la inica manera “natural” para hacerlo.

v" A la desafortunada relacion didactica que se establece entre unidad angular y
unidad de tiempo; la division de la hora en 60 minutos y el minuto en 60 segundos,
con la de 1° cuenta con 60 minutos y un minuto cuenta con 60 segundos.

v La transposicion didactica del concepto de radian como unidad angular no se ha
consolidado en el escenario escolar.

Considero que el uso del grado como unidad angular ha quedado limitado, su concepcion
matematica ha sido rebasada por las necesidades que demanda del concepto la matematica
de variacion y cambio. Es hora de abrir la puerta al radian como Unica unidad angular dada
su funcionalidad, pero no es facil el cambio de un sistema a otro, ni éste se puede darse por
decreto, aunque se cuente con toda una legitimidad matematica. En lo personal, creo que
este cambio esta en proceso y alcanzara su culminacion tarde o temprano, paraddjicamente,
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debido al mismo uso que limita su actuar, es el que catalizara su aparicién en escena dada
por su utilidad funcional.

Medir los angulos en radianes resulta extrafio, sin embargo, como ya se expuso, s6lo es
cuestion de costumbre.

En el prologo del libro “Matemadticas e imaginacion”, escrito por Edward Kasner y James
Newman, se cita de Jorge Luis Borges: “Un hombre inmortal, condenado a carcel
perpetua, podria concebir en su celda toda el algebra y la geometria”. Esta breve
metafora, que tiene todo el sabor de los relatos del escritor argentino, resume el poder de la
imaginacion cuando se aboca a las matemaéticas: con suficiente tiempo, todos seriamos
capaces de reconstruir la ciencia de los nimeros. En este contexto de ficcién, cada uno
crearia su unidad de medida para el angulo, producto de dividir la circunferencia en el
numero de partes que a uno le conviniera; no es dificil suponer que en su momento y al
tiempo, cada uno concebiria el significado de la unidad angular como es el radian. El radian
como concepto de unidad angular expresa de manera matematica una verdad universal.
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Capitulo 6

CONCLUSIONES

En el presente trabajo de investigacion se profundizo en el entendimiento de fendmenos ya
reportados en otras investigaciones centrados en el Nivel Medio Superior (NMS) y que
extendimos al Nivel Superior (NS). En el planteamiento del problema cuestionamos la
ausencia de argumentos entre estudiantes y profesores, para establecer por qué, en
matematicas superiores, la medida mas conveniente para el angulo es el radian. La
intencion de esta investigacion fue estudiar y reportar los fendmenos didacticos que se
producen en el tratamiento de la funcion trigonométrica y, especificamente, estar al tanto de
la evolucion que ha tenido el argumento de la funcién trigonométrica, es decir, conocer el
argumento por el cual x debe transitar para pasar de ser una medida angular expresada en
grados, convertirse en una unidad ciclica, expresada en radianes, para finalmente ser
considerada como un numero real, transicion grados—radianes<—reales. L0 anterior nos
indujo adoptar un estudio sistémico de tal transicion de las unidades angulares que implicd
el pronunciamiento de la principal interrogante de la investigacion: cémo es la transicién de
las unidades angulares grados—radianes<>reales en términos de lo didactico, lo cognitivo
y lo epistemoldgico.

Del anélisis didactico realizado a los programas de estudio y libros de texto, aunado a lo
reportado por investigaciones que anteceden a la presente, se identifican tres posibles
escenarios que permiten dar cuenta de la transicion grado—radidn<real: el primero es un
procedimiento escolar tradicional que esta presente en el tratamiento del concepto de FT en
el NMS, es una presentacién secuenciada, l6gica y coherente de los temas y conceptos
matematicos, la secuencia es trigonometria — circulo trigonométrico — funcién
trigonométrica, ésta es una extension de la Trigonometria Clasica que encuentra en el
circulo trigonométrico una explicacion necesaria y suficiente para dejar claro el dominio de
la funcion en todos los reales. Un segundo escenario es la definicion de la FT para dos
contextos diferentes (division de la trigonometria), a partir de un método clasico utilizado
por los griegos de la antigiiedad, en el cual es “conveniente” la utilizacion del angulo en
grados, método clasico adecuado para una matematica estatica; y mediante el desarrollo
de un método moderno donde interviene “una circunferencia unitaria”, usando al radian
como un numero real. Este procedimiento moderno surge en respuesta a una problematica
que trae consigo la matematica de variacion y el cambio. Un tercer escenario es el que
presenta al radian como la unidad propia para el angulo; a partir de la definicion de una
funcién especial P: R—C que asocia a cada nimero real un punto sobre el circulo unitario
C, funcion llama funcion enrolladora o de dar vueltas, se definen las funciones
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trigonométricas y la transicion de grados a radianes se expone como una necesidad de
transito entre la geometria plana, donde la medida del angulo central es independiente
del radio de la circunferencia; y el calculo, donde la medida del angulo central es el radian
que depende del radio de la circunferencia.

Tras el andlisis cognitivo a profesores y estudiantes de matematicas, se lograron identificar
fendmenos ya reportados por Méndez (2008), en el NMS, realidad que también se hace
presente de forma notable en profesores y estudiantes de NS; estos fendbmenos son rupturas
conceptuales referente a la transicion grados—radianes<»reales. Una explicacion de tales
rupturas conceptuales es el de considerar a éstas como una “dificultad proptomatematica.”
Una dificultad de este tipo surge de la falta de dominio de una capacidad requerida por el
contrato didactico para su buen entendimiento. Las nociones protomatematicas, como
puede ser considerada la nocion de transicion de las unidades angulares, se sitda en un nivel
implicito més profundo (para el docente y para el alumno). Este caracter implicito se
expresa en el contrato didactico por el hecho de que estas nociones son obvias salvo,
precisamente, cuando se produce dificultad protomatematica y ruptura del contrato. La
transicion de las unidades angulares grados—radianes«<>reales, es una nociéon cuyas
propiedades son utilizadas en la practica para resolver ciertos problemas, pero de manera
que la nocién misma, no es reconocida ni como objeto de estudio ni siquiera como
instrumento Util para el estudio de otros objetos.

El anélisis epistemologico, la evolucion de la unidad angular nos aport6 evidencia
significativa que muestra la génesis del radidn como un concepto emergente. El grado ha
sido utilizado desde el afio 2120 a. C. hasta nuestros dias, cuenta con méas de 4100 afios de
permanencia social. Con todo, el grado del sistema sexagesimal ya no satisface las
necesidades de la matematica del cambio y de la variacion, en donde se hace evidente tratar
analiticamente a la FT e ir mas alld de los principios béasicos de la trigonometria y
geometria, especificamente para demostrar que el arco puede medirse asociandole un
namero real que representa la longitud del arco. Es en este escenario en que aparece el
radian como concepto emergente, ya que permite establecer una correspondencia entre el
angulo y arco de la circunferencia. El radidn como unidad de medida angular aporta
homogeneidad en las ecuaciones matematicas.

La propuesta que se presenta retoma ideas ya concebidas en las investigaciones sefialadas,
que coinciden con el diagnostico de la problemaética planteada en la investigacion realizada
como: el no hacerse explicito la transicion de radianes a reales en el discurso matematico
escolar (Maldonado, 2005), el que haya rupturas conceptuales entre el significado
matematico y el significado construido por el discurso matematico escolar que considera
como “natural” la medida del angulo en grado (Méndez, 2008) y la falta de recursos
didacticos que permitan al profesor el transito constructivo entre tridngulo rectangulo —
circulo trigonométrico — funcidon trigonométrica (Montiel, 2005), transicion
(grados—radianes<>reales). Son sintomas inequivocos de que es la transposicion
didactica del concepto del angulo, medido en radianes, que todavia esta en proceso, que no
ha madurado lo suficiente, la causante de tales incertidumbres.
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Conclusiones

El andlisis didactico, cognitivo y epistemoldgico de la investigacion emprendida, nos
proporcionod elementos consistentes que apuntalan la transposicion didactica del concepto
de angulo medido en radian, no consolidada en el contexto escolar, es la respuesta a la
problematica planteada. El trabajo de la transposicion didactica es un trabajo que se
continda después de la introduccién didactica del objeto del saber (Chevallard, 1998).

El radian, como concepto de unidad de medida angular, tiene escasamente 136 afios de vida
escolar; tiempo que resulta insuficiente para dispersar y adecuar el concepto en cada uno de
los niveles de educacion, ya que no se ha madurado la concepcién del concepto para
permitir su institucionalizacion en todo el contexto escolar. El grado como unidad angular
ha quedado limitado, su concepcion matematica ha sido rebasada por las necesidades que
demanda del concepto la matematica de variacién y cambio. Los grados sexagesimales
cuentan con una costumbre didactica histéricamente adquirida de miles de afios, de la cual
no goza la unidad ciclica, por lo que no ha sido facil el cambio de un sistema a otro, ni éste
puede darse por decreto, aunque se cuente con toda una legitimidad matematica —para el Sl
el radian es la unidad natural de la medida angular, por lo que debiera ser adoptada de
manera universal para forjar una comunicacion cientifica apropiada y efectiva—. En lo
personal, creo que este cambio esta en proceso y alcanzard su culminacion tarde o
temprano, paraddjicamente, debido al mismo uso que limita su actuar, es el que catalizara
su aparicion en escena dada por su utilidad funcional. No deja de ser interesante vivir el
proceso de transposicion didactica de tal concepto matematico.

Podemos conjeturar que el uso del grado, como unidad angular, es valido en una
matematica estatica, donde las configuraciones no cambian; mientras que el radidn, como
unidad angular, sea la unidad de variacion y cambio en la matematica. En la misma
definicion de funcion tenemos: una funcion es una relacion o asociacion entre los
elementos de dos conjuntos en donde a cada valor de la variable independiente le
corresponde un so6lo valor de la variable dependiente, uno de ellos, el llamado dominio de
la funcion, pertenece al conjunto de los nimeros reales, por lo que el radian es considerado
como un numero real.

Y nuevamente surge la interrogante, por qué considerar al radian de la unidad angular como
un namero real. Pensamos que tal consideracion es una convencion matematica. En los
cursos de ensefianza media superior y superior, por lo general, se estudian las funciones de
variable real; por tal motivo, se introduce una idea intuitiva del concepto de funcidn
restringiéndose al caso de los nimeros reales, 0 en un subconjunto de éstos. Asi es como a
la variable independiente se le asignan valores de los reales. Al conjunto donde toma
valores la variable independiente se le denomina dominio de la funcion y al conjunto de
Ilegada donde la funcion deposita los valores se le llama contradominio o conjunto imagen
de la funcion. Lo que articula para que la gréafica de la funcion sea una curva dibujada
con respecto a un sistema coordenado. Este tipo de representacion es importante porque
modela el comportamiento de la funcion, resume el comportamiento que sufre la variable
independiente, segun varia la dependiente y, ademas, podemos verificar visualmente si la
curva de la representacion es una funcion, si lo es, saber si es creciente, decreciente, si tiene
ceros, maximos y minimos, etcétera., por mencionar algo. El uso de las formas gréaficas
contribuyé a la formulacién actual del concepto de funcién (Castafieda, 2008).

101



“La transicién grados — radianes <> reales en la construccion de la funcion
trigonométrica: un andlisis sistémico”

Fenomeno Fepresentacion Representacion
fisico figurativa grafica
R |

Conjuwio

Imagen [

Dominke

e 4
Conjunto imagen —
U e r

Convencion Matematica

Fig. 6.1 Por convencion matematica la grafica de una funcion es una curva
dibujada con respecto a un sistema coordenado R?

La convencion matematica radica en considerar el transito de los radianes a los niumeros
reales, concepto que articula y da coherencia a la transicion de los mismos, para la
definicién de las funciones trigonométricas como funciones de variable real. Juzgamos que
la aceptacion de esta convencion matematica, haciéndola explicita en el discurso
matematico escolar, aporta seguridad en la construccién de la FT.

El caracter sistémico de la investigacion, proporciond los siguientes elementos como
argumentos que pueden responder nuestra pregunta de investigacion:

v La transicion grados—radianes es una nocién protomatematica, ya que las
rupturas conceptuales reportadas satisfacen las cualidades de una dificultad
protomatematica.

v' Latransicién de radianes«<reales es una convencion matematica;

o pues articula y provee de coherencia para que la grafica de la funcion
trigonométrica sea una curva dibujada con respecto a un sistema
coordenado,

o el simbolo rad suele ser utilizado ventajosamente, omitiéndolo por ser una
magnitud sin dimensiones o colocandolo para hacer énfasis del sistema de
medicién empleado.

Finalmente, considero que el trabajo de investigacion que se realizd genera nuevas
interrogantes que permiten el desarrollo de méas investigaciones, fundamentalmente en los
siguientes puntos:

v En la epistemologia del concepto del radian como unidad angular.

v" Laevolucién del concepto de funcion con relacién al concepto de la unidad angular.

v" En la transposicion didactica del concepto de radian como unidad angular.

102



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Antonio, R. (2006). Una construccion de la potencia cero como convencion matematica en un contexto
aritmético-algebraico. Un estudio en nivel secundaria. Tesis de Licenciatura. Universidad
Auténoma de Guerrero-Facultad de Matematicas. México.

Antonio, R. (2008). Una construccion del significado del nimero complejo y su operatividad a través del
proceso de convencion matematica. Tesis de Maestria. Universidad Auténoma de Guerrero-
Maestria en Matematica Educativa de la Facultad de Matematicas. México.

Antonio, R. y Martinez-Sierra, G. (2005). Una alternativa para la construccion de aritmética-algebraica para
la construccion de las convenciones matematicas de los exponentes. En J. Lezama, M. Sanchez y G.
Molina (Eds.). Acta Latinoamericana de Matematica Educativa. Vol. 18 (pp. 445-450). México:
CLAME. ISBN: 970-9971-00-X.

Antonio, R. y Martinez-Sierra, G. (2009). Una construccion del significado del namero complejo y su
operatividad. P. Leston (Ed.). Acta Latinoamericana de Matematica Educativa. Vol. 22. México:
CLAME.

Albert, A. (1998). Introduccion a la epistemologia. En Farfan (Coord. Edit), Antologias, numero Il (pp.
128). México: Cinvestav IPN (programa editorial, area de Educacion Superior, Departamento de
Matematica Educativa).

Baley, J. (2004). Trigonometria, México. Mc. Graw Hill
Beckmann, P. (2006) Historia de =, México. Conaculta

Benitez, R. (2008), Célculo diferencial para ciencias basicas e ingenieria. México. Trillas.

Bosch M., Fonseca C., Gascon, J. (2004).Incompletitud de las organizaciones matematicas locales
en las instituciones escolares. Recherche en Didactique des Mathématiques, 24(2/3): 205—
250.

Brousseau, G. (1993). Fundamentos y métodos de la didactica de las matematicas. En Sanchez, E.
y Zubieta, G. (comps.) Lecturas en didactica de las matematicas (pags. 1-67). DME
Cinvestav-IPN, México. Original en Recherches en Didactique des Mathématiques. (1986)
7(2), 33-115.

Canul, E. (2009). De la concepcion euclidiana a la concepcion leibniziana: El caso de la tangente en el
marco de la convencion matematica. Tesis de Maestria. Universidad Autonoma de Guerrero-
Maestria en Matematica Educativa de la Facultad de Matematicas. México.

Cantoral, R., Farfan, R. M., Lezama, J., Martinez, G. (2006). Socioepistemologia y representacion: algunos
ejemplos. Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica Educativa. Special Issue on
Semiotics, Culture and Mathematical Thinking. L. Radford & D'Amore, B. (Guess Editors) 27 - 46.

Cantoral, R. et al (2000). Desarrollo del pensamiento matematico. México: Trillas.

103



“La transicién grados — radianes <> reales en la construccion de la funcion
trigonométrica: un andlisis sistémico”

Cantoral, R. y Farfan, R. M. (1998). Pensamiento y lenguaje variacional en la introduccién al analisis.
Epsilon, Revista de la S.A.E.M. “Thales” 42, 353-369.

Cantoral, R. y Farfan, R. M. (2003). Matemética Educativa: Una vision de su evolucion. Revista
Latinoamericana de Investigacion en Matematica Educativa 6(1), 27- 40.

Castafieda, A. (2008). Desarrollo de la nocién de graficacion en la antigiedad. . P. Leston (Ed.). Acta
Latinoamericana de Matemética Educativa. Vol. 21. México: CLAME.

Cordero, F., y Flores, R. M. (2007). El uso de las gréaficas en el discurso matematico. Un estudio
socioepistemologico en el nivel basico a través de los libros de texto. Revista Latinoamericana
de Investigacion en Matemética Educativa 10(1), 7 - 38.

Cantoral, R., Farfan, R. M., Lezama, J., Martinez, G. (2006). Socioepistemologia y representacion: algunos
ejemplos. Revista Latinoamericana de Investigacién en Matematica Educativa. Special Issue on
Semiotics, Culture and Mathematical Thinking. L. Radford & D'Amore, B. (Guess Editors) 27 - 46.

Colin, M. P. (2006). De la aritmética al Calculo: un estudio transversal de la raiz cuadrada. Tesis de
Maestria. Centro de Investigacion en Ciencia Aplicada y Tecnologia Avanzada de IPN (CICATA-
IPN), México.

Collete, P., (1988). Historia de las matematicas 11, Espafia, Siglo XXI

Chevallard, Y. (1998). La transposicion didactica. Del saber sabio al saber ensefiado. Argentina:
Aique.

Cruz, M. (1997), Funciones circulares. México. Universidad Nacional Autdnoma de México.

Cruz, M. (2008), Temas de matemdticas para bachillerato: Funciones circulares. México.
Universidad Nacional Autbnoma de México.

D"Amore, B. (1999). La didactica de la matematica como epistemologia del aprendizaje matematico.
En: D’Amore, B (Ed). Elementi di didattica della matematica (caps. 1y 2, pp. 13-54 y 55-98).
Italia. Pitagora Editrice,

Ferrari, M. (2001). Una vision socioepistemolégica. Estudio de la funcion logaritmo. Tesis de maestria
no publicada. Departamento de Matematica Educativa, Cinvestav-IPN, México.

Finney, R. (2000) Célculo de una variable, México. Prince Hall
Fuenlabrada, S. (1994). Matematicas Il. Geometria y Trigonometria. México: McGraw-Hill.
Gieck, K. (1989). Manual de formulas técnica. México: Alfaomega.

Gobierno del Estado de México, (2008). Plan y programa de estudios de bachillerato general tercer
semestre ciclo escolar 2008-2009. Estado de México, México.

104



“La transicién grados — radianes <> reales en la construccion de la funcion
trigonométrica: un andlisis sistémico”

Gonzalez, M. y Sierra, M. (2004). Metodologia de analisis de libros de texto de matemaéticas. Los
puntos criticos en la ensefianza secundaria en Espafia durante el siglo XX. Departamento de
Didactica de la Matematica y de las Ciencias Experimentales. Universidad de Salamanca.

Granvillle, Smith y Mikesh. (1982). Trigonometria plana y esférica. México: UTHEA.
Gowing. (2002). Roger Cotes, Natural Philosopher. NY, USA: Cambrige University Press.
Guzman, A. (1991). Geometria y Trigonometria. México: Publicaciones Cultural.

Hit, F., (2002) Funciones en contexto, México. Prince Hall

Hogben, L., Mathematics for the Million, Nueva York, W.W. Norton, 1937 (reimpresion: Nueva York,
Pocket Book, 1965)

Hornsby, J. (1990). A method of graphing f(x) = A sen (Bx + C) + D. Mathematics Teacher 83(1), 51-
53.

Juarez, S. (2007). La vida escolar de las operaciones raiz cuadrada y elevar al cuadrado. Tesis de
Maestria. Universidad Autonoma de Guerrero-Maestria en Matemética Educativa de la
Facultad de Matematicas. Meéxico.

Larson, R. (2005), Calculo diferencial e integral. México. Mc Graw Hill.

Martinez-Sierra, G. (2003). Caracterizacion de la convencion matematica como un mecanismo de
construccion de conocimiento. El caso de su funcionamiento en los exponentes. Tesis doctoral
no publicada. CICATA-IPN. México

Martinez-Sierra, G. (2002). Explicacion sistémica de fendmenos didacticos ligados a las convenciones
matematicas de los exponentes. Revista Latinoamericana de Matematica Educativa. 5(1). pp.
45-78

Martinez, G, (2005). Los procesos de convencion matematica como generadores de conocimiento.
Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica Educativa 8(2), 195 — 218.

Martinez, J. y Rodriguez, P. (2005). La didactica y la cognicion de los angulos negativos y mayores de
360° y sus funciones trigonométricas. (Un estudio en el NMS). Tesis de licenciatura no
publicada, CIMATE, Guerrero, Chilpancingo, México.

Martinez-Sierra, G. (2008). From the analysis of the articulation of the trigonometric functions to the
corpus of eulerian analysis to the interpretation of the conceptual breaks present in its scholar
structure. In R. Cantoral, F. Fasanelli, A. Garciadiego, R. Stein., C. Tzanakis
(Eds.)Proceedings of the HPM 2008. History and Pedagogy of Mathematics. The HPM
Satellite Meeting of ICME 11.

Martinez-Tecolapa, J. (2005). La didactica y la cognicién de los angulos negativos y mayores de

360° y sus funciones trigonométricas. (Un estudio en el nivel medio superior). Tesis de
licenciatura, CIMATE, Guerrero, Chilpancingo, México.

105



“La transicién grados — radianes <> reales en la construccion de la funcion
trigonométrica: un andlisis sistémico”

Maldonado, E. (2005) Un analisis didactico a la funcion trigonométrica. Tesis de maestria. No
publicada. Departamento de Matematica Educativa, Cinvestav — IPN, México.

Maor, E, (2006) e: historia de un nimero. México. CONACULTA-Qed

Méndez, C, (2008). Sobre la construccion escolar de las funciones trigonométricas: La transicion
grados — radianes — reales en el NMS. Tesis de maestria. Facultad de Matematicas -
Universidad Auténoma de Guerrero. México.

Montiel, G. (2005). Estudio socioepistemolégico de la funcion trigonométrica. Tesis doctoral no
publicada. CICATA-IPN. México

Navarro, C. (2004). Elaboracion y funcionamiento de una ingenieria didactica basada en la
. . -z P . . sen x . 1—cos x . .
visualizacion de los limites especiales llmx—»OT y lim,_, . Tesis de maestria no

publicada. DME, Cinvestav-IPN, México.

X

Kline, M (1976) El fracaso de la matematica moderna Por qué Juanito no sabe sumar. México: siglo
veintiuno editores.

Purcell, E. (2007) Calculo diferencial e integral, México. Pearson Prentice Hall.

Rotaeche, A. (2008). La construccion del concepto de angulo en estudiantes de secundaria. Tesis de
maestria no publicada. CICATA- IPN, México

Ruiz, J (2005) Matematicas. Geometria y Trigonometria, México: Publicaciones Cultural

Ruiz, L. (1998). La nocion de funcion: Analisis epistemoldgico y didactico. Tesis de doctorado
publicada. Universidad de Jaén, Servicio de publicaciones e Intercambio Cientifico, Jaén
Espafia.

Sierpinska, A. & Lerman, S. (1996). Epistemolgies of mathematics and of mathematics education. En:
A. J Bishop et. Al (eds.), Internacional Hanndbool of Mathematics Education (pp. 827-876).
Dordrecht, HL: Kluwer, A. P.

Smit, R. (2003), Célculo diferencial e integral. México. Mc Graw Hill

Stewart, J. (1999), Célculo conceptos y contextos. México. Internacional Thomson Editores.

Swokowsky-Cole (2002). Algebra y Trigonometria con geometria analitica. México:
International Thompson.

Swokowski, E. (1989). Calculo con geometria analitica. México. Iberoamérica.
Wentworth, J. (1915). Geometria plana y el espacio, Ginn and Company. USA.

Zill, D. (1992). Algebra y trigonometria. México. Mc Graw Hill

106


http://www.matedu.cicata.ipn.mx/tesis/maestria/rotaeche_2008.pdf

“La transicién grados — radianes <> reales en la construccion de la funcion
trigonométrica: un andlisis sistémico”

PAGINAS DE INTERNET CONSULTADAS

Departamento de Electronica e Informatica (s. f.). Antenas parabolicas. Angulo sélido [en linea].
Asuncion, Paraguay: Universidad Catolica Nuestra Sefiora de la Asuncién. Recuperado el
25 de febrero de 2009, de
http://www.dei.uc.edu.py/tai2002/ANTENA/webtai.htm#contenido

Fernandez, R. (abril de 2009). Para libros y medios. Exploracion de Marte [en linea]. Argentina.
Recuperado el 16 de diciembre de 2009, de
http://www.paralibros.com/jonas/j90926n.htm

International System of Units. (diciembre de 2003) International system of units (SI). Derived
quantity. [en linea]. Recuperado el 22 de noviembre de 2009 de
http://physics.nist.gov/cuu/Units/

Mancebo, F. (2001). P4gina personal. Grados cuadrados [en linea]. Espafia. Recuperado el 10 de
noviembre de 2009 de
http://ferman.fortunecity.es/grados-cuadrados.htmi

Ministerio de Educacién de la Nacion Argentina. (2006). Aportes para la ensefianza en el nivel
medio. Matematicas [en linea]. Argentina. Recuperado el 20 de noviembre de 2009 de
http://aportes.educ.ar/matematica/nucleo-teorico/tradiciones-de-ensenanza/index.php

Pierce, R. "Disfruta Las Matematicas" (15 de agosto del 2008). Geometria. Estereorradian [en
linea]. Recuperado el 10 de marzo de 2010 de
http://www.disfrutalasmatematicas.com/geometria/estereorradian.htmi

Secretaria de Educacion Publica (2007, 12 enero). Educacion Media Béasica. Programa de estudio
de matematicas tercer afio [en linea]. México: Secretaria de Educacion Publica.
Recuperado el 22 de julio de 2008, de
http://www.reformasecundaria.sep.gob.mx/matematicas/programa/programa.pdf

Universidad Nacional Autonoma de México, (1 de agosto de 2008). Planes de estudio UNAM [en
linea]. Recuperado el 26 de septiembre de 2009 de
https://www.dgae.unam.mx/planes/carrerax.htmi

Wales, J. y Sanger, L. (2 noviembre de 2009). Wikipedia la enciclopedia libre. Radian [en linea].
Recuperado el 22 de enero de 2010 de
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Degree-Radian_Conversion.svg

107


http://www.dei.uc.edu.py/tai2002/ANTENA/webtai.htm#contenido
http://www.paralibros.com/jonas/j90926n.htm
http://physics.nist.gov/cuu/Units/
http://ferman.fortunecity.es/grados-cuadrados.html
http://aportes.educ.ar/matematica/nucleo-teorico/tradiciones-de-ensenanza/index.php
http://www.disfrutalasmatematicas.com/geometria/estereorradian.html
http://www.reformasecundaria.sep.gob.mx/matematicas/programa/programa.pdf
https://www.dgae.unam.mx/planes/carrerax.html
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Degree-Radian_Conversion.svg

“La transicién grados — radianes <> reales en la construccion de la funcion
trigonométrica: un andlisis sistémico”

Anexo A

Cuestionarios para profesores y
alumnos del nivel medio superiory
superior.
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Froyecte de imvestigacion educativa IPN 2008: 5IPI0030424
Estimado profesor(a):

A continuacion le presentamos una serie de preguntas v actividades matematicas que le agradecemos
realice con todo el detalle que le sea posible. Sus respuestas nos serviran para tener informacion sobre fa
vida escolar de las flmciones trigonomeérricas en el nivel medio syperior del Instituto Politécnico
Macional; que forma parte del provecte de mvestigacion financiado por la Secretaria de Investigacion v
Posgrado (5IP) del IPN Clave: SIP20080424 “Esrudios sobre la construccion escolar de conocimiento
maremdtico”.

Atentamente
Tnvestigadores responsables

Datos generales

Nombre (Opcional):

Edad: Género:

Afios de experiencia en el IFIV:

Afios de experiencia como profesor del nivel medio superior:

Materias impartidas en los ultimos tres afios:

Libros usados para la planeacion de sus clases:

;Cuantas veces ha impartido el tema de fimciones frigonomérricas? ;Donde? ;Cuando?

;Ha notado alguna(s) dificultades en los estmudiantes en el tema de fimciones frigonoméiricas?
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Proyecte de imvestigacion educativa IPN 21008 SIPI0030424
Actividad 1
;Como le explicaria a un estudiante el valor de las siguientes expresiones’

a) sin(-3)=

b) cos(3)=

c) sin(-10) =

d) sin(-380) =

&) cos (680)=
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Proyecio de investigacion educativa IPN 2008: 5IP20030424

Actividad 2
;Como le explicaria a un esmdiante la construccidn de 1a grafica de la fimcidn v = f{x)=cosx ?
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FProyecte de imvestigacion educariva IPN 2008 5IP20030424
Actividad 3
La sigmiente figura es la grafica de la funcion. v = f(x) =sinx . Encuentre las coordenadas de los puntos

sefialados:
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Proyecto de investigacion educariva IPN 2008: 5IP20030424
Actividad 4
JComo le explicaria a un estudiante la construccion de la grifica de la funcidn v=f{x)=x +smx 7
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FPrayecto de mestgacon educativg an o drag de o maemdioas (CruesTonario para aimmes de Novel Madio Superior

Estimado companero{a):

A contimscion le presentamos uns serie de actividsdss matematicas que le apradecemos realice con todo &l
detalle que l= sea posible. Sus respuestas, que seran de caracter confidencial nos serviran para temer
informacion soboe la vida escolar de las finciones oigonoméiricas en ¢ nivel medio Superior mEicans.

Atentamenie
Imvestigadore: responsables

Datos zenerales

Mombre:
Edad: Sexo: Grupa:
Escuela:

Actividad 1
i Cual es el valor de cada una de las sigmentes expresiones?

a) sin (-3) =

bicos(3)=

c) s (-10) =

d) sm (-380) =

e) cos (680) =
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FPrayects de restgacion educativa en of dred de las maoemdroas [ Cuestonario para aivmnaos de Nnel Medio Superior

Actividad 2

Construye un bosquejo de la grafica de la fimeion y = f(x) = cos x. 51 lo deseas ufiliza la
sigiiente tabla como ayuda.

x y=cosxy
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Proyects de fvesggacion educativg en of dred de las motemdioas / Cuestonario para aimnes de Nvel Madio Supart

Actividad 3

La sigmente figura es la grafica de la fimcion. ¥ = f(x) = smn x. Encuentra las coordenadas
de los pumtos sefialados:

[}

Coordenadas de A ..
Coordenadas de B ..
Coordenadas de C ...
Coordenadas de D ..
Coordenadas de E ...
Coordenadas de F ..

Coordenadas de G ..
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FProvecto de mmestpacion educativa en of drea & los mmemdioas S Cuesdonario para aitmnos de Novel Madio Superior

Actividad 4

Construye 1m bosquejo de la grafica de la fime1on y = f(x) = x + sin x. 51 lo deseas utiliza la
sigiente tabla como ayuda.

x R [
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Frovecto de fesgracion educativa en o drea de o moemdiioas S Ceestonario para aiumnes de Novel Madio Superior

Actividad 4

Construye 1m bosquejo de la grafica de la fimeion y = f(x) = x + sin x. 51 lo deseas uhliza la
sigiente tabla como ayuda.

x P =X+ 50X
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