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Mono-Objective Function Analysis Using an
Optimization Approach

J. B. Clempner

Abstract— In this paper we propose an evolutionary technique
based in a Lyapunov method for mono-objective optimization,
that associate to every ergodic controllable finite Markov Chains
a Lyapunov-like mono-objective function. For representing the
trajectory-dynamics properties local-optimal policies are defined
to minimize the one-step decrement of the cost-function. We
propose a state-value function that increase and decrease
between states of the Markov decision processes. Then, we show
that a Lyapunov mono-objective function, which can only
decrease over time, can be built for the system. For illustration
purposes, we present a simulated experiment that shows the
trueness of the suggested method.

Keywords— Lyapunov, problem solving control methods,
search heuristic methods, artificial intelligence, genetic
algorithms, optimization, vector optimization.

I. INTRODUCCION

A OPTIMIZACION de funciones objetivo es un tema
importante, tanto para investigadores como para
practicantes, por el hecho de que todavia existen problemas
abiertos en esta area. En muchos problemas cientificos y de
ingenieria es dada una funcion f(x) . El objetivo es buscar

un valor numérico x* que minimice (maximice) la solucién
de la funcién objetivo, esto es, un valor x* para el cual la

desigualdad f(x) < f(x") no sea viable [21]. El concepto de
Pareto optimo fue formulado por Vilfredo Pareto [16] en el
siglo XIX y constituye por si mismo el origen de la
investigacion en la optimizacion de funciones objetivo.
Decimos que un punto x* en una regién dada es Pareto 6ptimo
si para para toda x sucede una de ambas cosas:

Ner (S = 1(x)

o0, existe al menos una ie / tal que
fG)> f(x)

En palabras, esta definicién dice que x; es Pareto 6ptimo si

no existe un vector dado x que pueda hacer decrecer uno de
los criterios sin causar un incremento simultaneo en al menos
uno de los otros criterios. Desafortunadamente, el criterio de
Pareto 6ptimo no da una solucién Unica, sino un conjunto de
soluciones llamada soluciones no dominadas.

En la literatura han sido propuestas diferentes
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aproximaciones para tratar con funciones que tienen una
solucién tnica o soluciones multiples. En ese sentido, muchos
métodos han sido sugeridos que van desde combinaciones
suaves de objetivos multiples en un objetivo unico, hasta el
proxima y el extremo receptor de la cadena de comunicacion.

Una clase muy amplia de procesos estocasticos controlables
de Markov (usualmente llamados Modelos de Decision de
Markov) han sido estudiados por practicantes en las areas de
matematicas, investigacion de operaciones, ingenieria eléctrica
y economia ([11], [7], [13], [2], [3], [9], [10], [17]), y también
en algoritmos genéticos ([8], [14], [19] y [20]). El disefio de
controles 6ptimos ha sido usualmente basado en la obtencién
de ecuaciones de Bellman estocasticas (Programacion
Dinamica [1]), las cuales, en casos simples de procesos finitos,
se ha demostrado que pueden ser transformadas en un
problema de programacion lineal de horizonte de tiempo
infinito. Las ecuaciones de Bellman relacionan la funcion
objetivo, por si misma, con un problema dinamico. Para los
problemas de horizonte con tiempo finito esta aproximacion
requiere de la aplicacion un procedimiento ‘“backward”
especifico que, en general, es una tarea dificil de ejecutar. Por
el contrario, la aplicacion de politicas localmente 6ptimas no
requiere de ningan procedimiento ‘“backward” (inclusive
aplicando cualquier tipo de optimizacion local) y utilizan
solamente la informacién actual en el pasado y la informacién
actual de los estados del proceso que deberan ser optimizados.
Los resultados mas avanzados relacionados con los problemas
de optimizacion han sido obtenidos para una clase especifica
de procesos finitos de Markov, donde el comportamiento
futuro depende en solamente el estado actual del proceso y es
independiente de su prehistoria [17].

En este trabajo, se introduce un paradigma de modelado que
asocia a todo proceso ergodico una funcién Lyapunov mono-
objetivo para desarrollar la representacion de procesos de
decision ([4], [S]). Si el proceso ergodico converge, entonces
se alcanza un punto de equilibrio, inclusive uno justificable
([17], [18]). La utilizacién de una funciéon Lyapunov para el
proceso de seguimiento de una trayectoria garantiza la
convergencia e inclusive tiene propiedades particulares y
fortalecidas. En ese sentido, se presenta la construccion de una
funcion Lyapunov (con un comportamiento monotdnico
decreciente) que tiene una relaciéon uno a uno con la funcién
de costo dada (ecuacion de Bellman). Acotada por abajo una
funcion Lyapunov decreciente asegura la existencia de un
punto de equilibrio, o en otras palabras, la convergencia en la
aplicacion de politicas localmente Optimas y, ademas, asegura
la convergencia de la funcién de costo a un valor minimo.

Se considera una clase especifica de cadenas controlables
de Markov soportadas por una funciéon de costo dada. Las
politicas localmente 6ptimas son definidas para minimizar el
decremento “un-paso” de la funcidn de costos. Para formalizar
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la premisa, se propone una funcién no convergente que se
incrementa y decrementa entre los estados del proceso de
decision. Entonces demostramos que es posible representar
esa funcién en un formato recursivo usando politicas (fijas)
localmente optimas. Se muestra que una funcién Lyapunov
puede ser construida utilizando la expresion recursiva para un
proceso de decision de Markov, esto es, la funciéon Lyapunov
resultante es una funciéon monotoénica que solo puede decrecer
(o permanecer igual) en el tiempo.

Las principales contribuciones de este articulo consisten en
lo siguiente: a) se muestra a través de ejemplos numéricos que
el comportamiento de la secuencia de costos, correspondiente
a una politica localmente Optima, usualmente tiene un caracter
no monoténico que no permite probar exactamente la
existencia de un punto de equilibrio; b) se sugiere un mapeo
uno a uno entre la funcion de costos actual y la funcion de
energia nueva (Lyapunov) que no crece de manera
monotonica sobre las trayectorias del sistema bajo la
aplicacion de politicas localmente optimas. Esta funcion, dada
la politica no monotodnica, puede ser tratada como una funcién
especificamente construida para el proceso considerado. La
funcion (Lyapunov) acotada por abajo converge por el
teorema de Weierstrass, lo que implica que la secuencia de
costos correspondiente también converge, c) para la clase de
cadenas finitas controlables de Markov [17] la convergencia
de la politica localmente Optima es alcanzada. Ademas, se
provee una férmula analitica para la realizacién numérica de la
politica localmente 6ptima

El articulo esta estructurado de la siguiente manera. La
siguiente seccion presenta los antecedentes matematicos y la
terminologia necesaria para entender el resto del articulo. La
seccion 3 presenta el modelo de decision donde todas las
suposiciones estructurales son introducidas dando un anélisis
detallado del proceso de decision. En la seccion 4 se muestra
un meétodo para la construccion de la funcidon objetivo de
Lyapunov. Un experimento de simulacion es presentado en la
seccion 5. Finalmente, en la seccidbn 6 se presentan
conclusiones y trabajos futuros.

II. ANTECEDENTES

El objetivo de esta seccion es introducir un modelo de
decision y todas las suposiciones estructurales relacionadas
con el modelo de Markov ([17]).

Sea X un conjunto contable, llamado el espacio de estado,
que consiste de todos lo posible enteros N € N de estados

{x(1)...,x(N)}. Una cadena de Markov es una secuencia de

X -valores de variables aleatorias x,, ne N, que satisfacen

ne

la siguiente condicion de Markov:

P(x,,; = x(j) | x, = x(0)) = 72(f) (1)

La cadena de Markov puede ser representada por una
grafica completa cuyos nodos son los estados y cada

(x(@),x(j)e X*
transicion (1). La matriz TT= (7)) (i) nex € [0,117Fy

es etiquetado por la probabilidad de

determina la evolucién de la cadena: para cada ke N | la

potencia I1* tiene en cada entrada (x(i),x(;)) la probabilidad

de ir desde el estado x(i) al estado x(j) en exactamente k

pasos.
Un proceso de Decision de Markov es una 5-tupla

PDM ={X,A,0,I1,L} 2
donde: 1) Xes un conjunto contable de estados posibles,
X cN , dotado de una topologia discreta; 2) A4 es el
conjunto de acciones, que es un espacio métrico. Para toda
xe X, A(x)c Aes un conjunto no vacio de acciones
admisibles en el estadoxe X . Sin perder generalidad se
considera A =U,_y A(x); 3) G)z{(x,a)|xe X,ae A(x)} es
el conjunto de pares estado-accion admisible, que es un
subconjunto medible de XX A4; 4) H(k)z [Jl'(ij | k)] es una
matriz de transicion estacionaria controlada, donde

7(ij | k)= P(x,y =x()) | x, = x(),a, = a(k))

que representa la probabilidad asociada con la transicion desde
el estado x(7) al estado x(;j) bajo una accion a(k)e A(x(i)); 5)
L:X—>R es (funcién de
trayectoria), que asocia a cada estado un valor real.

El modelo de control (2) representa un sistema estocastico
de tiempo discreto en el cual un estado estd disponible en
tiempo ne N. Sise denota por x, y a, al estado del

una funcion estado-valor

sistema y la accion aplicada en tiempo 7, respectivamente, la
interpretacion de la dindmica del PDM es la siguiente: para
cada tiempo discreto ne N el estado del sistema
x,=x()e X estd  disponible. Para toda

a, =a(k)e A(x), laprobabilidad del sistema de encontrarse a

accion
si mismo en el proximo estado x,,, en el tiempo n+1 es
P(x,., |x, =x(),a, = a(k)). Considerando los estado previos
de la trayectoria (camino, orbita, etc.) (xy,x,,...,x,) se obtiene

el valor de la funcién de trayectoria L y, entonces el siguiente
estado x,,; es seleccionado de acuerdo a L aplicando algun

‘criterio’. La propiedad del criterio del proceso de decision de
Markov en (2) se dice que esta completo si

P(xp | %, (t=1,n=1),x, = x(0),a, = a(k)) =
P(x,41 | x, = x(0),a, = a(k))

Para toda ne N el producto H,=0"xX es el conjunto
de historias admisibles hasta el tiempo n. El vector
h, =(xy,4q.., X,_1,a,_1,%,)€ H, denota la historia del
proceso hasta el tiempo 7. Considerando los estados previos
de la trayectoria (xy,xp,...,X,), y para toda accién
a, € A(x(i)), la probabilidad del sistema de encontrarse en el
7(ij | k).
(probabilidad aleatorea) regla medible para escoger acciones,
que dependen del estado actual. La politica

estado x(j)e X es Una politica # es una

u, (ki) = P(a(k)| x, = x(i)) €)
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representa la probabilidad medible asociada con la ocurrencia
de una accion a, desde el estado x, =x(i). Si se denota

por S el simplex unitarioen R* ydado u,(k|i)e S ,esto

es,
S=tfu(k|)e R* | D" ulk|i)=Luk|i)=0} @

En este articulo se investiga la clase de politicas localmente
optimas definidas a continuacion.

Una politica {S,’,”C}nzo se dice que es localmente optima si
para toda n2>0se minimiza la expectativa condicional
matematica de la funcién de costo L(x,,;) bajo la condicion
de que la prehistoria del proceso

F, ={Sy, Pixy =x(j)} j=L N;...;8

n—1»
- Q)
Pix, =x(j)} j =1L N}

es fija y no puede ser cambiada en lo sucesivo, esto es, realiza
la regla de optimizacion condicional "un-paso adelante"

Sloc = arg n;in E{Ll (x,41) | F, } (6)

III. MODELO DE DECISION

El objetivo de esta seccion es introducir el modelo de
decision y todas las suposiciones estructurales relacionadas
con el modelo de Markov ([17]). Para abordar este problema
proponemos representar la funcion estado-valor L usando un
modelo lineal (con respecto al control ue S). Después
obtenemos la politica u# que resulta en el valor minimo de la
trayectoria. Finalmente, presentamos L en un formato de
matriz recursiva.

La probabilidad de que el sistema se encuentre en el
siguiente estado es la siguiente:

P(x,, = x(j) | x, = x(i)) =
S P = x() | x, = x(i),a(k)u, (k| ) =

S (i | K, (k| )

La funcién estado-valor L para cualquier politica dada u
estd definida sobre todas las posibles combinaciones de
estados y acciones, e indica el valor esperado cuando tomamos
la accion a en el estado x siguiendo la politica . Los L -
valores para todos los estados de (2) pueden ser expresados
por

B (L(xX,01)) =
S Il L = x() | @)

x, = x(i),a, = a(k))- 7(ij | Ky, (k | )P(x, = x(0))
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donde L(x,,, =x(i)|x, = x(i),a, = a(k)) es una constante en

>n

el estado x(i) cuando el control a(k) es aplicado (sin perder
generalidad se puede asumir positivo) y P(x,) para cualquier

P(x,) dado esta definido de la siguiente manera:
P(xy1 = X()) = 25 P(x,01 = X()) | 3, = x(0))

P(x, =x() =X, (Zkle (@i | k)u, (k | i))P(xn =x())
o, en forma de vector,

P11 = (Hn )Tpn

(TL,), =30l il G | o, (K | )

En formato de vector, la formula (7) puede ser expresada
como

Ln+l = Eu (L(xn+l )) =
S X L(Xar = X()) | X, = X (),

a, =a(k)7z(ij | (k| )] P(x, = x@O)=(v,.p,)

donde
(v, =30 5 LG o 1o ek 1)

L(ij | k) = L(x,,,, = x(i) | a,, = a(k))

Entonces, sea S el simplex unitario en R* | esto es,

S=tre R 1D rk)=1r(k)20)

tenemos que,

y la igualdad es alcanzada por r(k) = (0, 0,...,0,1 ,0,...,0) .
—
En efecto, es evidente que
Sl v(kr(k) 2 3L, (min v(k)r(k)

=minv(k) Y}, r(k) = min v(k) = w(c)

y la igualdad es alcanzada por r(k)=|0,0,...,0,1,0.,...,0
S —

o
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Entonces se tiene que

Ln+l = <Vn >pn> = Z;jil (Vn )i(pn )i 2

Z,—Zl minu,, (ke s (Vn ),- (Pn ),- =

Dada la historia (fija) del proceso (g, uq,t;s..rtt, ;)

miny, L= (0, ),[Zjile )i | k)] ®)

la identidad en (8) es alcanzada por la politica estacionaria
localmente optima

u,(k|i)= (. Paratodan=0,1,..

donde k" (i) es un indice para el cual
©
SOLLGG G | k@) < X0 LG | )z | k) =

V(ilk) Vk=1,..,M
Como resultado se puede establecer el siguiente Lema.
Lema: Sea PDM ={X,A,0,I1,L} un proceso de decision de
Markov. Dada una politica (fija) localmente 6ptima, los L -

valores para todo par estado-accion de (7) en el formato de
matriz recursiva se convierte en

L, = <V*,pn> (10)

donde

(1)

v)

Observacion: Bajo la politica localmente oOptima (9) la
probabilidad del vector estado p, satisface la siguiente

=2 LG | )m | k (@) = ming_y V(| k)

relacion
) n+l
b=, :[(Hm Po (12)
donde
M
), = 7105, =76 1K ) (13)
k=1

IV. FUNCION MONO-OBIJETIVO
El objetivo de esta seccion es asociar a cualquier funcion Ly R

gobernada por (10), una funciéon a Lyapunov que decrezca
monotonicamente sobre las trayectorias de un sistema dado.

L
Se representa 7+ como

Ly =(VoP, ) = (YRt +(V P, =Pyt ) =

y si se denota

®, = <[1'I —I]v*,pn_1>L;' =

. (14
<[H 7[:‘v*,pn_l>
<Vy,Pn71>
asi se obtiene
L,,=0+%9,L, (15)
Si se define @, como
D if®d, >0
@n — n .1 n
0 ifd, <0
se obtiene
Ln+l = (1+(Dn)Ln < (1+®n)Ln (16)

que nos lleva a la siguiente declaracion.

Teorema: Sea PDM ={X,A4,0,I1,L} un Proceso de
Decision de Markov y sea la matriz de forma recursiva
representada por (15). Entonces, una funcion Lyapunov

posible £, (que es monoténicamente no creciente) para el
PDM tiene la forma

_ n—1 1 _ (4D,
<,=L,II,5 ((1+®,))_ (1+® ; )‘4’!—1

n—1
)
£, =L,
Demostracion: Sea considerada la recursion

Ayl < (1 + gn)an + ¢n

con &,,a,,0, =0 .Sise define

a, =a, 7:_11(”15”1 b =0, H?:l(ﬁ)
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y
b, =a, - Z::ll @
se obtiene
bn+l < bn
En efecto,

~ — n 1
Apy1 =4y H1:1(1+§n )S

o &)+ 0, (2 )=2, +4,

eso implica

bn+1 = 67,”1 _Z7=1 ¢l <
-1
an +¢n _Z7zl¢/ = an +Z;1:1 ¢l =bn
y por lo tanto b, <b, . Entonces, se obtiene

2,0 =L, IT5 ((]%@))5 (1+®,)L, 1., (<1+£?5,) ):

n—l1 1 _
L, H1=1 ((1+$,) )_ <
que demuestra el resultado.

V. RESULTADOS NUMERICOS

Ejemplo: Sea N =3el numero de estados y sea M =2 el
numero de acciones. La funcion de costos para k=1,2esta

definida por
4.447 29.218 1.057
L(i,j)=|6.154 19.382 1.355
7919 1.763 22.169

y sea la matriz de transicion para k =1,2 definida de la
siguiente manera

50.4548 40.3912  10.1540 |

7(i, j,1)=|40.1900 9.7958 400.1062
90.2172  80.0370  70.7457 |
0.9893 0.0098  10.6008|

7(i, j,2)=|95.1833 990.5029 0.3138
90.1871 850.4189 0.0040 |

Suponemos que el perfil inicial es uniforme, esto es,
P(xy=j)=0.3 1y sus estado j=1,2,3 . De lo establecido
anteriormente sigue que en el caso ergddico este perfil puede
ser seleccionado arbitrariamente sin ninguna influencia en el
punto de equilibrio final.
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Para las politicas localmente optimas ', u>*, u** (9)
los siguientes resultados fueron obtenidos: a) en la Fig. 1 el
comportamiento de la funcion de estado-valor muestra un
comportamiento completamente no monoténico; b) en la Fig.
2 la funcion de Lyapunov correspondiente (17) es graficada
mostrando definitivamente un comportamiento monoténico
decreciente. El resultado del método muestra claramente que
bajo la misma politica localmente 6ptima la funcidén original
de costos converge no monotonicamente al valor 2.8725 y la
funcion de Lyapunov correspondiente converge al valor
2.6837, los cuales, obviamente, son muy cercanos.

292 T T T T T

29 =
291 i

2891 —

7 /\/\/\/\ 7
ni LA |

288

cost function value

2EE

285 . . . . .
0 5 10 15 20 25 30
time

Figura 1. Comportamiento no monoténico de la funcioén de costos dada.

29

2851 b

2781 G

Lyapunov-like function value

27r B

. . . . .
0 o} 10 15 20 25 30
time

Figura 2. Comportamiento de la funciéon mono objetivo.

VI. CONCLUSIONES.

Este articulo es una contribucién tedrica a las técnicas
evolutivas para la optimizacion de un mono-objetivo que
considera un Proceso de Decisiéon de Markov. El marco de
optimizacién propuesto y los formalismos proveen una
diferencia significativa en la conceptualizaciéon del dominio
del problema. Con la introduccion de una funcion de
Lyapunov mono-objetivo como un concepto de solucién para
un proceso de decision, se propone un modelo que es natural y
que garantiza la existencia de un punto de equilibrio Yy,
ademas, es computacionalmente tratable.
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Como puede ser visto en el experimento numérico, el

comportamiento de la funcion de pérdida L, , generada por
(10) bajo una politica localmente 6ptima (9), no es siempre
monotonicamente decreciente. Este hecho no permite
establecer la convergencia de {Ln}nZO basados directamente

en el comportamiento de la secuencia costo-valor. Todo esto
requiere otro concepto para analizar las propiedades
asintoticas de esta secuencia de pérdida. Existen dos
aproximaciones posibles para analizar la convergencia de las
politicas localmente O6ptimas (9): a) el analisis de la
ergodicidad de las cadenas homogéneas de Markov
correspondientes con la matriz de transicion IT* dada por
(12); b) la construccion de una funcion Lyapunov (energia)
£, que es monotonicamente decreciente (no-creciente) en la

trayectorias de la dinamica considerada (12).

Sin duda existen varios retos tedricos que requieren ser
considerados en trabajos futuros bajo la teoria basada en
Lyapunov para Procesos de Decision de Markov. Como se
menciond anteriormente el uso de una funciéon Lyapunov
puede producir mejores resultados para encontrar la
trayectoria mas corta para un tipo de problemas dado. Por otro
lado, la incorporacion de mas de un objetivo en la funcion de
trayectoria se ha convertido en un area popular de
investigacidn, como consecuencia una aproximacion evolutiva
nueva y variaciones de las técnicas existentes pueden ser
desarrolladas considerando el método de Lyapunov propuesto.
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