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RESUMEN

La investigacién en el area de la enseflanza de las matematicas nos permite identificar
fendmenos sobre ciertos aspectos del proceso ensefianza-aprendizaje en esta materia. Asi,
de los resultados obtenidos, podemos proponer secuencias de aprendizaje que permitan al
estudiante tener mejores resultados en la adquisicion de habilidades y conceptos
matematicos. Por ello, el inicio de esta investigacion sobre el concepto “raiz cuadrada” fue el
gque este concepto desempefia un papel fundamental en todos los niveles escolares, desde
los basicos hasta los universitarios. A pesar de ello, no encontramos evidencia de que se
hubiera investigado sobre su problematica escolar. Asi, al encontrarnos en nuestra
experiencia docente con concepciones recurrentes de estudiantes cuando se trabaja con
expresiones que involucran a la raiz cuadrada como

a) la ecuacion x*=4 tiene sélo una solucion la cual es x=2;

b) la expresion /4 +-/9 tiene cuatro valores que se obtienen de combinar los resultados
Ja =42 y /9 = +3, detectamos la complejidad propia de este concepto matematico.

En este trabajo mostraremos algunas concepciones que tienen estudiantes de todos los
niveles educativos sobre conceptos relacionados con la “raiz cuadrada”.

PALABRAS CLAVE: raiz cuadrada, fendmeno didactico, propiedad radicalizadora,
disfuncionalidad
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ABSTRACT

Research in the area of mathematics allows us to identify certain aspects of the phenomena
on the teaching-learning process in this matter. Thus, the results obtained, we propose
learning sequences that allow the student to have better results in the acquisition of
mathematical skills and concepts. Therefore, the initiation of this investigation on the concept
of "square root" was that this concept plays a fundamental role in all school levels, from basic
to university. Despite this, we found no evidence that it had investigated their problems at
school. Thus, we find the teaching experience of students with recurring concepts when
working with expressions involving the “square root” as

a) the equation x?=4 has only one solution which is x=2;

b) the term /4 +./9 has four values that are derived from combining the results Ja=+2

and /9 = 3. This results show us the complexity of this mathematical concept. In this work

we have some ideas that students of all levels of education on concepts related to the
"square root".

KEY WORDS: square root, a phenomenon teaching, radical property, dysfunctional

INTRODUCCION

Nuestra investigacion se centra en estudiar este concepto desde el punto de vista de la
aritmética, posteriormente del algebra y por ultimo del calculo, mediante el andlisis de libros
de texto y la aplicacion de un cuestionario desde el nivel basico hasta el superior.
Finalmente mostraremos concepciones especificas relativas a la raiz cuadrada que
permanecen en los estudiantes a lo largo de su vida escolar.

Nuestro marco de referencia es la Matematica Educativa, la cual tiene como uno de sus
objetivos el hacer descripciones del funcionamiento del sistema didactico: saber - profesor
—alumno

Como ya lo habiamos mencionado, nuestra investigacion surge de las concepciones de
estudiantes de diversos niveles educativos sobre la funcién raiz cuadrada, y, siendo el
sistema didactico nuestro objeto de estudio, reconocemos la importancia del estudio de
fendmenos didacticos; es decir aquellos fendmenos que suceden al seno del sistema
didactico conformado con la intencion comunicar contenidos, métodos y significados
matematicos, de entre los cuales se derivan los fendbmenos ligados a las concepciones y
representaciones de los estudiantes.

Este trabajo encuentra su marco de referencia en la linea de investigacién denominada
desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional (Cantoral y Farfan, 1998); la cual busca
determinar los procesos de construccion social del conocimiento relacionado con la
matematica de la variacion y el cambio. En estas investigaciones se encuentran aquellas
gue prestan atenciébn a la construccibn de la nocion de funcién, especificamente,
investigaciones que elaboran explicaciones que dotan de particularidades a las funciones
trascendentes como lo son las funciones logaritmicas, exponenciales y trigonométricas.
Nuestro objetivo es mostrar que también las funciones racionales, en particular la
construccion de la raiz cuadrada, posee particularidades especificas que generan
fendmenos didacticos especificos.

Asi, describiremos los fendmenos didacticos ligados a las concepciones de los estudiantes
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respecto a la raiz cuadrada a lo largo de su vida escolar?

De acuerdo con nuestra perspectiva sistémica la descripcion de las concepciones se
encuentran estrechamente ligados a los aspectos escolares y a la naturaleza y significados
de la raiz cuadrada, como ejemplo podemos mencionar que en matematicas la nocién de
“raiz” posee al menos dos significados explicitos. La primera es usada para sefalar cada
uno de los valores que puede tener la incognita de una ecuacion. La segunda acepcion es
usada para seflalar a la cantidad que se ha de multiplicar por si misma una o0 mas veces
para obtener un nimero determinado. En este sentido la radicacion (la accién de determinar
la cantidad que se ha de multiplicar por si misma una 0 mas veces para obtener un nimero
determinado) es considerada la operacion inversa de la potenciacion (la accion de
multiplicar por si misma una o mas veces para obtener un ndmero determinado). En
particular, la raiz cuadrada es la operacion inversa de elevar al cuadrado. Asi, la nocion de
raiz cuadrada es un operador’ matematico relacionado con otro operador (elevar al
cuadrado) a través de un proceso inverso. De esta manera los significados y funcionalidad
de la raiz cuadrada esta fuertemente condicionado a aquellos presentes en el operador
elevar al cuadrado y aquellos presentes en los procesos inversos de un operador.

DESARROLLO METODOLOGICO

Analisis epistemol6gico: En este apartado pretendemos responder a la pregunta ¢ Cual es la
naturaleza y significados de la raiz cuadrada? Asi, trataremos de determinar los
significados y funcionalidad de la raiz cuadrada desde un punto de vista historico-
epistemolégico; estudiamos a grosso modo diferentes épocas rastreando que tipo de
construcciones fueron realizadas en relacion a la raiz cuadrada en tanto un operador
matematico que se desarrolla e incluye en al menos cuatro contextos diferentes: el
geomeétrico, el aritmético, el algebraico y el funcional. En el contexto aritmético el operador
raiz cuadrada se aplica a nimeros concretos, en el contexto algebraico es aplicado a
nameros generalizados e incégnitas y en el contexto funcional es aplicado a variables. En el
contexto geométrico, se entiende como el proceso inverso al de construir un cuadrado a
partir de un segmento de recta, es decir, también puede ser identificado como el proceso de
“cuadrar” una figura.

En el contexto aritmético, os babilonios elaboraron tablillas que contienen tablas de
cuadrados de nameros, e incluso un problema resuelto en el que se muestra un algoritmo
para calcular raices cuadradas.

En el contexto algebraico existen diversas interpretaciones que pueden darse a la letra en
contextos algebraicos (Rojas et al., 1997; Ursini, 1996), para nuestra investigacion interesan
las siguientes: a) Letra como incégnita. y b) Letra como nimero generalizado. En términos
bastante resumidos, encontramos informacion en el Libro primero de Arithemetica
Algebratica de Marco Aurel (publicado en Valencia en 1552) y al que hace referencia
(Melvilla, 1993) y al de Chuquet en La triparty en la Science des Nombres (documento
fechado en 1484) del cual hace referencia (Paradis, 1993).

2 para lograr esto tomamos una muestra de estudiantes de los diferentes niveles educativos mexicanos
% En este trabajo entenderemos como operador a un simbolo matematico que denota un conjunto de operaciones que han de

realizarse.sobre cierto tipo de.objetos
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Por ultimo, en el contexto funcional, encontramos obras de finales de siglo XVI en donde no
es posible encontrar curvas con ecuaciones del tipo Yy =-/x, pero si la curvas con

ecuaciones del tipo y2 = X. Esto sefala que el operador raiz cuadrada no es necesario en
contexto en donde las variables no guardan ninguna jerarquia una respecto a otra

Analisis didactico: En este apartado pretendemos contestarnos la pregunta ¢,Cuales son las
costumbres escolares al momento de tratar la raiz cuadrada? En esta parte realizamos
una revision bibliografica de los libros de texto de matematicas que se utilizan en los
diferentes niveles educativos mexicanos. Encontramos que el operador raiz cuadrada es
oficialmente introducido en el primer afio de Educacion Secundaria. En este grado, es
utilizado implicitamente como la operacion inversa de elevar al cuadrado nimeros naturales,
es decir, Gnicamente se obtienen raices cuadradas exactas. El tema es nuevamente tratado
hasta tercer afio, con el calculo de raices cuadradas por diversos métodos (algoritmo
tradicional o método de la “casita”, babilonio, grafico, de newton y aproximacién). Aqui, la
raiz cuadrada de un nimero puede ya tener parte decimal.

En general, los libros de texto autorizados por la SEP para la Escuela Secundaria definen al
proceso de calcular raices cuadradas como

“La raiz cuadrada de un numero a (donde a>0 ) es otro numero b tal que al elevarlo al
cuadrado sea igual a a , es decir, b es la raiz cuadrada de a si b®=a”

En cuanto a los libros de texto utilizados para los niveles medio superior y superior,
encontramos que éstos manejan la nocion de raiz cuadrada en tres contextos, el algebraico,
el aritmético y el funcional.

En el plano aritmético las definiciones que encontramos sobre la raiz cuadrada son las
siguientes:

¢ (Baldor, 1990) "a=b significa que b" =a. Ademas, la raiz cuadrada exacta de un
namero es el numero que elevado al cuadrado reproduce exactamente el nimero dado. Asi,
3 es la raiz cuadrada exacta de 9, porque 3% = 9y 5 es la raiz cuadrada exacta de 25 porque
5% = 25.

¢ (Wentworth y Smith,1985) define dos significados de la palabra raiz

a) la raiz de un nimero es todo numero del cual el primero es una potencia y b) Se le llama
raiz al valor de la incégnita o incognitas de una ecuacién. Este autor afirma que:

“Todo numero positivo tiene dos raices cuadradas que son numeéricamente iguales pero de
signos contrarios”, asi, 9 tiene dos raices cuadradas, el 3 y el -3". Una vez que se ha
definido la raiz cuadrada, se introduce el concepto de raiz aritmética, la cual es la real
positiva, es decir, sélo se tomaran las raices cuadradas positivas y se hace la consideracion
de que el radical por si solo representa la raiz cuadrada aritmética

Asi, en el plano aritmético, se conviene que la raiz cuadrada de un ndmero sera la raiz
cuadrada aritmética.

En el plano algebraico encontramos que Lehmann (2001) afirma que Ja+-J9 significa 2 +

3 yno £ 2+ 3, pero los valores de la ecuacién x> =5 se expresan como X = +./5 y no
como x =-/5
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Es asi como en el discurso matemaético escolar encontramos disfunciones” tales que hacen
gue el concepto raiz cuadrada cambie de significado al pasar de un contexto aritmético a un
contexto algebraico.

En un plano funcional, encontramos que de acuerdo a la definiciéon usual de funcion (funcién

uniforme) la expresion y = +/X no representa una funcion. Asumiendo que en el contexto

algebraico, se habia convenido que la raiz cuadrada tendria dos valores, (X = £2) podemos

decir que el significado de la raiz cuadrada cambia en el transito del contexto algebraico al

contexto funcional.

Es asi como en el discurso matematico escolar encontramos disfunciones tales que hacen

que el concepto raiz cuadrada cambie de significado al pasar de un contexto algebraico a un

contexto funcional.

Por lo tanto, el significado del operador raiz cuadrada dependera del contexto en el que nos

encontremos

Andlisis _cognitivo: Con este apartado pretendemos contestar la pregunta ¢Qué

concepciones poseen los estudiantes respecto a la raiz cuadrada? Para contestar esta

pregunta utilizamos un cuestionario el cual aplicamos a estudiantes de distintos niveles
educativos: Educacion Secundaria, Educacion media superior y superior®. Las concepciones
resultantes fueron las siguientes:

El operador raiz cuadrada es proceso que permite encontrar nimeros tales que al
multiplicarlos por si mismos nos den el nimero que se encuentra dentro del operador,
pero los numeros negativos NO SON CONSIDERADOS como raices cuadradas
independientes

La ecuaciéon x*—4 =0 tiene una sola solucién, puesto que sélo se toman en cuenta las

raices principales

La radicacion es la operacion inversa de la potenciacion, y podemos extenderla a todos los

reales, por lo cual es valido lo siguiente
Jen=a

La expresion 2/a representa una divisiéon en la cual voy a encontrar la mitad del nimero
dentro del operador

Las propiedades de la igualdad se extienden a los radicales, por lo cual es valido que Si

a=b entonces -/a=-/b

1 1
Las leyes de los exponentes se cumplen: (a2)® = (a?)? = a para cualquier valor de a
RECOMENDACIONES

Investigaciones de este tipo permiten mirar con detenimiento la problematica que implica el
manejo del operador “raiz cuadrada”, el cual se encuentra presente en todos los niveles
educativos. Estudios como este permiten al investigador proponer secuencias de estudio que
permitan al estudiante reflexionar sobre el manejo de este operador en diferentes contextos.

* Entenderemos por disfuncion escolar a la ambigiiedad que produce el empleo escolar de significados que en un contexto
son validos pero fuera este no lo son
5 Estudiantes entre 10s 15 v 10s 22 afios
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CONCLUSIONES:

Tanto profesores como estudiantes establecen el “teorema de facto™

siguiente: Si a,b,c
son numeros cualesquiera, tales que a=Db, entonces %/E:C\/B. En particular, si
c=2:Si a=b entonces \/E:\/B

A esta “propiedad” le llamamos “propiedad radicalizadora de la igualdad” para designar
la practica escolar cotidiana que determina que +/a’® = (ﬁ)z =a ySi a=b entonces

Ja=+b

La radicacion es la operacion inversa de la potenciacion, la cual genera que se llegue a
resultados del tipo

T i)
JE2t = —A
Pero que funciona en el caso
et V¥ = xt2
\v{ )t.)) LA
V4o =[G = 24

La raiz cuadrada tiene dos valores, pero de signos contrarios, es decir, el operador V0
genera dos resultados, pero en el contexto aritmético, Unicamente se utiliza el valor
positivo o raiz principal. Esta concepcién genera respuestas como la siguiente cuando el
estudiante se encuentra en el contexto algebraico

Xl; o = o= \ii
K 2

Como nuestro trabajo tiene un enfoque sistémico, la integracion de los resultados obtenidos
en cada uno de los apartados es la siguiente:

Nuestro analisis epistemoldgico muestra evidencia de la necesidad de introducir un
algoritmo para el céalculo de raices cuadradas. Chuquet nos muestra un método para
resolver ecuaciones de segundo grado. El andlisis didactico muestra que existen diversos
algoritmos para calcular raices cuadradas, asi como la formula general para encontrar
soluciones de ecuaciones de segundo grado. El andlisis cognitivo nos muestra los “métodos”

® Segin (Vergnaud, 1992) citado en (Farfan, 1997), estos teoremas estan ligados a la “induccion de las
prnnindadpc validas” v en el “recurso de 1a analogia”
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que utilizan los estudiantes para hacer este tipo de célculos. Tomando como antecedente
estos hallazgos, tenemos lo siguiente:

e Chuquet, a pesar de aceptar y manejar ndmeros con signo (ﬁRlee’para

indicar —/12x° ), no parece considerar el signo — para encontrar las soluciones de una
ecuacion cuadratica.

e Los libros de texto nos muestran que al calcular raices cuadradas de nimeros concretos,
s6lo se tomara la positiva (a la que se llamara raiz principal)

e Los estudiantes omiten el signo negativo de la raiz al considerar Unicamente la raiz

positiva para el célculo de soluciones de una ecuacién del tipo. x* +a =0

¢ Finalmente concluimos que, el operador \f tiene diferentes significados cuando se
aplica a numeros concretos (contexto aritmético), nimeros generalizados (contexto
algebraico) y variables (contexto funcional). Las disfunciones escolares en el manejo de este
operador en el transito de contextos (aritmético, algebraico y funcional) generan fenémenos
didacticos especificos.
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