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Resumen

El estudio de las neoplasias malignas ha llevado a descubrir algunas de las caracteristicas comunes
que tienen este grupo de enfermedades, a identificar las consecuencias que puede presentar un paciente
e incluso se ha determinado que el comportamiento anormal de las células cancerosas es debido a un

desorden en el material genético.

Sin embargo, a pesar de estos logros, existe una gran brecha por recorrer para entender, describir,
modelar e incluso simular este tipo de enfermedades. La modelacién matematica y el uso de las
computadoras han demostrado su eficacia en el campo de la biologfa del cancer, al crear modelos

matematicos que simulan de manera parcial el comportamiento y desarrollo de las neoplasias malignas.

En la presente tesis, se muestran dos analisis enfocados a incrementar el conocimiento que se tiene
sobre las neoplasias malignas. Ambos analisis se enfocan en el estudio del proceso de angiogénesis que
es vital para el desarrollo de las neoplasias malignas.

El primer analisis, estudia las redes vasculares producidas por este proceso en pacientes con cancer
de higado y brazo, modelandola como una red de nodos y aristas. Esta modelacion nos servird para
conocer la geometria y la estructura de este tipo de redes. Los resultados muestran que estas redes
poseen caracteristicas de una red compleja y propiedades fractales. Lo que las hace factibles para
obtener una simulacién.

El segundo analisis estd enfocado a determinar la importancia de los inhibidores y promotores de la
angiogénesis en el surgimiento de nuevas neoplasias malignas. Se utiliza para ello, un modelo de
ecuaciones diferenciales que simulan el comportamiento del crecimiento celular. Los resultados indican
que los inhibidores y promotores son una fuerza que maneja el patrén de comportamiento de las
células cancerosas.



Abstract

The study of diseases such as cancer has lead to discover some features common in this group of
diseases, identify the consequences that affect to the patients if not addressed timely and even has been
determined that the cells have a abnormal behavior because a genetic disorder in their material.
However, despite these achievements, we don’t yet completely understand this type of diseases.

The mathematical modeling and computer use have demonstrated its effectiveness in the field of
cancer biology by creating mathematical models that simulate the behavior of partial and development
of cancer.

In this thesis is show two analyses focused on the study of the process of angiogenesis that is very
important for the development of cancer.

The first analysis examined the vascular network produced by this process in patients with cancer;
this vascular network has been modeled as a network of nodes and edges, using concepts of fractals
and complex networks. This modeling will help us to understand the geometry and structure of such
networks. The results show that these networks have features of a complex network and are self-
similar. This makes it feasible for modeling.

The second analysis is focused on determining the importance of inhibitors and promoters of
angiogenesis in the emergence of new cancers. We used a model of differential equations to simulate
the behavior of cell growth. The results indicate that the inhibitors and promoters are a force that

controls the behavior of the cancer cells.
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Glosario

Apngiografia: La angiografia es un procedimiento radiografico para examinar los vasos sanguineos. Antes
de tomar las imagenes radiograficas, se inyecta un medio de contraste en una arteria. El medio de
contraste define los vasos sanguineos en las imagenes radiograficas. La angiografia muestra las arterias
que suministran sangre a un cancer del higado.

Angiogénesis: Proceso fisiol6gico que consiste en la formacion de vasos sanguineos nuevos a pattir de los
vasos preexistentes.

Apoptosis: Forma de muerte celular programada, que esta regulada genéticamente.

Aprteria: En anatomia una arteria es cada uno de los vasos sanguineos que llevan la sangre desde el
corazon a las demas partes del cuerpo.

Atagune: Eliminacién de nodos de la red, pueden ser aleatorios o dirigidos.

Auto-similar: Objeto donde sus partes tienen la misma forma o estructura que el todo, aunque pueden
presentarse a diferente escala y pueden estar ligeramente deformadas.

Auto-similitnd estadistica. Es un tipo de auto-similitud que se exige que el fractal tenga medidas numéricas
o estadisticas que se preserven con el cambio de escala.

Centro de una red R: esta formado por todos aquellos vértices cuya excentricidad coincide con el radio de

R.

Coeficiente de Agrupamiento J Transitividad C: Probabilidad de que dos nodos conectados directamente a un
tercer nodo, estén conectados entre si.

Didmetro de una red R: Es el maximo de las excentricidades de todos sus vértices (la maxima distancia
posible entre un par de vértices de R).

Diferenciacion celular: Es el proceso por el que las células adquieren una forma y una funcién determinada
durante el desatrollo embrionario o la vida de un organismo pluricelular, especializindose en un tipo
celular.

Dimension fractal. Nos da una medida cuantitativa de la auto-similitud y el escalamiento. Nos dice cuantas
nuevas piezas de un objeto son relevantes como si fueran vistas con un gran aumento.

Distribucion de Grado P (&): Probabilidad de que un nodo escogido al azar tenga £ conexiones.

Escalamiento. Propiedad de un objeto que indica que las formas pequefias del objeto son copias
pequenas de las grandes formas. El valor de esta propiedad depende de la resolucién, con la que es
medida.
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Esqueleto de una imagen: Intenta representar la forma de un objeto con un nimero relativamente pequefio
de pixeles, la posicion, orientaciéon y longitud de las lineas del esqueleto corresponden a la imagen

original.

Excentricidad de un nodo v: La distancia maxima desde un nodo v a cualquier otro nodo de la red R
siguiendo caminos de longitud minima.

Factores de crecimiento: Son un conjunto de sustancias, la mayorfa de naturaleza proteinica cuyas funciones
son la estimulacion para la proliferacion celular, la migracion celular, la diferenciacion celular e incluso

la apoptosis.

Fractal. Es un objeto sema-geométrico cuya estructura bdsica, fragmentada o irregular, se repite a
diferentes escalas.

Grado: Es el numero de atistas o conexiones incidentes en un nodo y se denota p (k).
Linealizacion: El proceso de obtencién de un modelo lineal a partir de uno no lineal.

Longitud Minima €ij entre dos nodos vi y vj : Numero minimo de saltos necesatios para llegar de un nodo v/ a
otro nodo #/ de la red.

Longitud Promedio de la red R: Promedio de las longitudes minimas entre todas las posibles patejas de
nodos (v, vj) de la red R.

Neoplasia. Tumor producido por la multiplicacién incontrolada de células. Segun el grado de
diferenciacién de sus células y la capacidad invasiva y metastasica se dividen en benignas y malignas.

Neoplasia maligna: también llamada tumor maligno o cancer es un grupo de enfermedades caracterizado
por el desbalance en la replicacién y muerte celulat, lo que provoca la formacién de nuevos tejidos.
Estas células también llamadas células cancerosas tiene la capacidad de invadir el tejido a su alrededor y

diseminarse a otros 6rganos dentro del cuerpo.

Metdstasis: Es la propagacion de las células cancerosas a un 6rgano distinto de aquel en el que se
originaron.

Percolacion: Percolacion se refiere al movimiento y filtraciéon de fluidos a través de matetiales porosos no
saturados. Por ejemplo el movimiento de un solvente a través de papel filtro (cromatografia) y el

movimiento de petréleo a través de una roca fracturada.

Plano fase. Son las soluciones del sistema de dos dimensiones y se pueden representar como curvas en el

plano, que llamaremos también Orbitas.

Punto de equilibrio: Un punto x = x™ en el espacio de estados se llama punto de equilibtio para el sistema
X = f(x), cuando el estado (trayectoria o solucion) del sistema comienza en X*, permanece en x* para
todo tiempo futuro, también se le llama punto fijo o punto estacionario. Para sistemas los auténomos

los puntos de equilibrio son las raices reales de la ecuacion f(x) = 0.
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Punto de equilibrio inestable. Si todas las posibles perturbaciones crecen con el tiempo. La estabilidad esta
representada geométricamente por puntos fijos inestables

Punto de equilibrio estable. Si todas las posibles perturbaciones disminuyen con el tiempo. La estabilidad
estd representada geométricamente por puntos fijos estables.

Tamario: Es el nimero de aristas en el grafo.
Radio de R: es el minimo de las excentricidades de todos sus vértices.

Robustez: Es el grado de capacidad que presenta un sistema o un componente para funcionar

correctamente frente a entradas de informacion erréneas, o carga de trabajo elevada.

Segmentacion: Etapa del andlisis de una imagen digital, consistente en subdividir la imagen digital en sus

partes constituyentes u objetos.

Sistema anténomo o invariante en el tiempo: Es aquél en el que el campo vectorial f no depende

explicitamente del tiempo t, X = f(x).

Sistemas de dimension dos o sistemas de dos variables de estado: Se representan por dos ecuaciones diferenciales
escalares.

Vaso sanguineo: Es una estructura hueca y tubular con una accién o efecto que hace conducir la sangtre
impulsada por la accién del corazén. Se clasifica en tres grupos: Arterias, capilares y venas.

Vena: Es un vaso sanguineo que conduce la sangre desde los capilares al corazon y lleva, generalmente,

di6éxido de carbono y desechos de los organismos, aunque hay venas que llevan sangre oxigenada.
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Capitulo 1
Introduccion

Las neoplasias malignas también llamadas tumores malignos o cancer es un grupo de enfermedades
caracterizado por el desbalance en la replicacion y muerte celular, lo que provoca la formaciéon de
nuevos tejidos. Estas células también llamadas células cancerosas tiene la capacidad de invadir el tejido a
su alrededor y diseminarse a otros 6rganos dentro del cuerpo, impidiendo el correcto funcionamiento
de los 6rganos donde se encuentran.

Este grupo de enfermedades pueden causar la muerte de las personas si no son tratadas
adecuadamente y a pesar de que cada dia se conoce mas sobre la forma de prevenir y tratar a las

neoplasias malignas, cada afilo aumenta el nimero de personas que las padecen.

En los paises altos ingresos, son la segunda causa de muerte, mientras que en los pafses de bajos
ingresos se encuentra entre las primeras tres causas de muerte. En el afio 2004, 7.4 millones de personas
murieron por su causa. Lo que significa el 13% del total de las muertes en todo el mundo. Estudios
realizados por la World Health Organization, calcula que este porcentaje se vera incrementado de un 2%
aun 4% para el 2030[1].

En México, las neoplasias malignas fueron la tercera causa de muerte, tan solo en el afio 2005, 63,
128 personas fallecieron por este grupo de enfermedades, lo que representa el 12.7% del total de las
defunciones registradas [2].

El estudio del desarrollo de las neoplasias malignas ha llevado a identificar al menos 100 tipos de
éstas, sin embargo a pesar de su diversidad existen caracteristicas similares y distintivas en su
crecimiento.



Una de estas caracteristicas es el proceso de angiogénesis, proceso que es fundamental para la
supervivencia la neoplasia maligna en su sitio primario, al proveerle de nutrientes y oxigeno para
mantener vivas a las células cancerosas.

Este proceso también es fundamental para la formacién de nuevas neoplasias malighas en otras
partes del cuerpo, al ofrecer un canal de escape a las células cancerosas a través del torrente sanguineo,
lo que les permite viajar fuera de su sitio primario e invadir otras partes del cuerpo. Investigaciones
recientes consideran que si se llegasen a entender los mecanismos de formacién del proceso de
angiogénesis se podrian elaborar nuevas estrategias terapéuticas que inhiban el desarrollo de las
neoplasias malignas [4].

11 Planteamiento del problema

Entendiendo la importancia que tiene el proceso de angiogénesis en el crecimiento de las neoplasias
malignas y a pesar de los grandes logros hasta ahora obtenidos sobre el conocimiento de los factores
que provocan su aparicion, ain se desconoce la estructura y geometria de la red vascular producida por
el proceso de angiogénesis o el porque de la importancia de los inhibidores y promotores de la
angiogénesis en el crecimiento de las neoplasias malignas. L.o que hace necesaria la utilizacién de otros

enfoques que incrementen este conocimiento, para as{ poder disefiar nuevas terapias.

La aparicién de la geometria fractal, de las redes complejas y el estudio los sistemas no lineales ha
permitido analizar y caracterizar fenémenos naturales que hasta ahora no se podian analizar con las
técnicas de analisis clasicas. Por esta razén, se propone utilizar los conceptos de geometria fractal y
redes complejas para analizar las redes vasculares producidas por el proceso de angiogénesis y utilizar el
analisis de un sistema no lineal para analizar el papel que juegan los factores de inhibicién y promocién

del angiogénesis en el crecimiento celular.

1.2 Solucién propuesta

La tesis que se presenta, muestra los resultados obtenidos de dos analisis enfocados al proceso de la

angiogénesis y al crecimiento celular.

El primer analisis se encuentra enfocado a estudiar la red vascular producida por el proceso de
angiogénesis utilizando conceptos de redes complejas y geomettia fractal. Modelando la red vascular a
partir de imagenes de tomografia (en pacientes que desarrollaron neoplasia malignas) como una red de
nodos y aristas. El analisis mide algunas caracteristicas de estructura y de geometria de estas redes

vasculares.

Para la caracterizacion de la estructura de la red se utilizaron conceptos relacionados con redes
complejas como son: el promedio de la distancia mas corta, el coeficiente de agrupamiento y la
distribucién de los nodos en la red. En cuanto a la caracterizacion de la geometria de la red se utiliz6 la
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dimension fractal, ptes suponemos que la red es un objeto fractal y que si la dividimos en pequefias
partes, estas son parecidas a las partes mas grandes de la red aunque no sean copias exactas de las
grandes partes. Estudios anteriores mostraron que la red vascular tumoral en ratones posee
caracteristicas de un objeto fractal, dicho analisis solo estudia la geometria de la red vascular [17].

Una vez modelada la red vascular como una red nodos y aristas se busca conocer su vulnerabilidad a
la pérdida de nodos, lo que nos podria ayudar a disefiar nuevas terapias disefladas para destruir la nueva
vasculatura y asi detener el desarrollo o crecimiento de la neoplasia maligna, evitando el suministro de

oxigeno y nutrientes.

Con base en las mediciones obtenidas de la estructura y la geometria de las redes vasculares, se
realizé una aproximacién para la generacién de redes que puedan emular las caracteristicas de éstas,
utilizando un nuevo algoritmo. Para evaluar este algoritmo, se realizé una comparaciéon las medidas
obtenidas de redes reales contra el algoritmo propuesto y el algoritmo de invasién-percolacion,
algoritmo que es utilizado para simular el comportamiento que presentan las redes vasculares [17].

El segundo andlisis que se presenta es un analisis de estabilidad lineal a un modelo matematico
propuesto por Wodarz e Iwasa [20]. Lo que nos permitirda examinar la dinamica del proceso del
crecimiento celular, tomando en cuenta solo tres variables, las células cancerosas C, los promotores P y
los inhibidores 1.

La idea general se basa en la existencia varios tumores como lesiones dentro de un tejido. Estas
lesiones pueden surgir independientemente o pudieron ser monoclonales [20]. En este analisis se usa un
modelo matematico para analizar el surgimiento de las lesiones multiples relacionadas dentro del tejido.
Nos referiremos a estas como canceres multifocales. Se pueden demostrar que los canceres multifocales
pueden surgir a través de analizar la dindmica entre la promocién tumoral y los factores de inhibicién.
Esto requiere que los promotores tumorales actien localmente, mientras que los inhibidores tumorales
pueden tener mayor rango de accion. Un ejemplo de tales factores de promocion e inhibicién podrian

ser aquellos que surgen en la angiogénesis.

El modelo surge de los canceres multifocales que representan una etapa intermedia en las
progresion del cancer conforme el tumor evoluciona fuera de la inhibicién hacia la promocién. Por lo
tanto, se puede establecer la dinimica entre tres variables de interés que nos indiquen el crecimiento de
una poblacién de células cancerosas, asumiendo que la cantidad de suministro sanguineo al tumor
influencia la taza de divisién celular por medio de la dinamica entre promotores e inhibidores.

Si el nivel de promotores es alto comparado con el de los inhibidores la poblacién de célula
cancerosas crecen, si el nivel es cero 6 a favor de los inhibidores las células cancerosas no pueden crecer
y permanecen dormidas. Lo anterior es posible de analizar si hacemos un estudio de estabilidad lineal a
partir de las ecuaciones dindmicas para las tres variables de interés (células cancerosas C, promotores P
e inhibidores I). Por medio de este analisis, descubriremos el comportamiento de la poblacién de
células cancerosas en un régimen estacionario, consideraremos la estabilidad de los puntos fijos

encontrados as{ como la robustez de ellos para obtener finalmente conclusiones biologicas de éstos.



1.3 Objetivos
1.3.1 Objetivo general

Analizar algunas de las caracteristicas mas importantes de las neoplasias malignas desde otro punto

de vista diferente a la biologfa.

El analisis de estas caracteristicas se llevara a cabo realizando dos analisis que utilizan la modelacion

matematica y la simulacién de sistemas como herramientas.

1.3.2  Objetivos especificos

1. Estudiar la red vascular producida por el proceso de angiogénesis en pacientes con cancer,

analizando su estructura y geometria
a. Verificar la robustez de la red vascular realizando un estudio de vulnerabilidad.

b. Realizar una aproximacién a las caracteristicas obtenidas de las redes vasculares, a
través de un nuevo algoritmo.

c.  Realizar una comparacion de las redes vasculares contra las redes generadas por el
algoritmo propuesto y las redes generadas por el algoritmo de invasién-percolacion

[22].

2. Estudiar la influencia que tienen los inhibidores y promotores de la angiogénesis sobre el
crecimiento de las células cancerosas. Realizando un anilisis de estabilidad lineal a un
sistema de ecuaciones propuesto por Wodarz e Iwasa [20]

a. Obtener los puntos fijos del sistema de ecuaciones y determinar su naturaleza.

1.4 Contribucion

De los resultados obtenidos del primer analisis realizado en la tesis se tienen las siguientes

contribuciones:

Se muestra un analisis mas completo que el realizado por James Baish y Rakesh Jain [17], para
estudiar las redes vasculares producidas por el proceso de angiogénesis al incluir conceptos de redes

complejas y fractales.

Los resultados de estos analisis nos permitieron concluir que este tipo de redes son factibles para su

modelacién, por lo que se propuso un algoritmo que simula las redes vasculares. Los resultados



muestran que las redes generadas con este algoritmo tienen propiedades de una red compleja y de un

objeto fractal, logrando simular algunas de las caracteristicas de las redes vasculares.

Como parte del analisis a las redes vasculares se present6 un estudio sobre la vulnerabilidad de la red
modelada, para determinar la robustez de la red. Este estudio es muy importante porque puede ser
utilizado para generar nuevas terapias enfocadas a la eliminacién de nodos muy conectados con el fin

de detener el crecimiento de la neoplasia maligna.

Finalmente, los resultados arrojados del segundo analisis hecho a un sistema de ecuaciones no lineal
nos permiten verificar la importancia del balance entre inhibidores y promotores de la angiogénesis para

el crecimiento de nuevas neoplasias malignas.

1.5  Trabajos surgidos de la tesis

% Poster:
»  Analysis of tumor vascular networks using nonlinear dynamic, Erandi Castillo Montiel
and Juan Carlos Chimal Eguia, SMB 2008, Toronto Canada.
% Conferencia:
> Redes complejas, Erandi Castillo Montiel, 15° Semana Nacional de la Ciencia y
Tecnologfa, CETIS No.7, D.F. México 2008.
% Articulo:
» Comparaciéon de algunas de las propiedades de las redes vasculares producidas por
angiogénesis en pacientes con cancer de higado, Erandi Castillo Montiel y Juan Carlos
Chimal Egufa, Roc&c’2008, Acapulco México.

1.6  Organizacion

La estructura de la tesis queda definida de la siguiente manera:

En el Capitulo I, se encuentran el objetivo general de la tesis, los objetivos especificos, la
contribucién y los trabajos surgidos de esta tesis.

En el Capitulo II, se define los fundamentos teéricos utilizados a lo largo de la tesis, como son el
concepto de neoplasias malignas, sus caracteristicas principales y el proceso de angiogénesis indicado la
importancia de su estudio. Se estudian conceptos sobre redes complejas, auto-similitud y dindmica no
lineal que nos ayudaran a entender los andlisis que se proponen. En este mismo capitulo se introduce el
estado del arte en cuanto a modelacién matematica utilizando redes complejas y fractales para el estudio

de las neoplasias malignas.

En el Capitulo 111, se describen de forma detallada el desarrollo de los dos analisis propuestos. Para
el primer andlisis se describe la metodologia para el analisis digital de las imagenes de tomografia, se
incluyen la forma en que se modelo red vascular, el analisis de estructura y geometria propuestos, la



metodologia para estudiar la vulnerabilidad de la red y por dltimo se muestra el algoritmo propuesto
para la simulacién y el algoritmo de invasién-percolacién [20], algoritmo que nos sera util para la
comparacion de los resultados. En cuanto al segundo analisis se muestra el desarrollo del analisis de
estabilidad lineal, la obtencién de los puntos fijos y la linealizacion del sistema.

En el Capitulo IV se describe las caracteristicas de las imagenes de tomografia que fueron utilizadas
como conjunto experimental para el primer analisis, se muestran los resultados del analisis hecho a las
redes vasculares incluyendo algunas tablas de resultados, se muestra también los resultados obtenidos
del estudio de vulnerabilidad y los resultados de la comparaciéon entre los dos algoritmos de simulacion.
Por dltimo se muestran los puntos fijos obtenidos del andlisis de estabilidad lineal.

Finalmente en el Capitulo V, se presentan las conclusiones y el trabajo futuro surgidos de esta tesis.



Capitulo 2
Marco teorico

La idea de estudiar a las neoplasias malignas desde otro punto de vista nos lleva a utilizar conceptos
que si bien si han sido utilizados para estudiar las neoplasias malignas, lo han hecho desde otro punto de
vista y en algunos casos solo se utilizan de forma parcial.

En este capitulo mostramos conceptos que seran utilizados en el desarrollo de la tesis. Conceptos
fundamentales sobre las neoplasias malignas y el proceso de angiogénesis, para entender la importancia
de los dos analisis propuestos, conceptos relacionados como redes complejas y fractales que seran
necesarios para el desarrollo del primer analisis. Se explica ademads la metodologia de conteo por cajas
para determinar la dimensién fractal. También se incluyen conceptos de dinamica no lineal, que nos
servirin para realizar el segundo analisis, nos enfocamos en la linealizacién de un sistema y la obtencién
de los puntos fijos para determinar su naturaleza y asi conocer la estabilidad del sistema.

2.1  Neoplasias malignas

Las neoplasias malignas o también llamadas cancer es un grupo de enfermedades [ver tabla 1]
caracterizadas por un crecimiento celular irregular y por la invasién y proliferaciéon de estas células
(lamadas células cancerosas) dentro de su sitio de origen (o sitio primario) y otros sitios dentro del

cuerpo [6].



Tabla 1. Clasificacion de las neoplasias malignas segin su origen.

Tipo Origen
, La neoplasia maligna se encuentra en las
Carcinomas ) oo
células epiteliales
La neoplasia maligna deriva de células
Sarcomas : i
mesodermas (ej. Hueso, musculo)
. La neoplasia maligna se desarrolla en el
Adenocarcinomas

tejido glandular (ej. cincer de Mama)

Los organismos pluricelulares como el hombre, se encuentran formados por millones de células.
Estas células realizan tres procesos importantes durante su vida, el primero es la proliferacion (division y
crecimiento celular), el segundo es la eliminacién programada de las células (apoptosis). Y por ultimo, el
proceso de diferenciacién donde las células pueden entrar en una fase inactiva en la etapa de crecimiento
(la célula no muere ni se divide). Estos tres procesos se encuentran regulados genéticamente dentro del
ADN de cada célula. Asi cada tipo de célula sabe qué proceso debe seguir y en qué lugar donde debe
permanecer.

Muchos de los agentes que causan el cancer son agentes que producen alteraciones en la secuencia del
ADN de las células normales, y si estas alteraciones no son reparadas antes de la siguiente division,
entonces éstas son pasadas a sus células hijas en la siguiente generacion.

Estas alteraciones permiten el desbalance entre la divisiéon celular y la diferenciacién de una célula
normal. Dando como resultado también un desbalance en la replicacién celular y la muerte celulat,
favoreciendo el crecimiento del la poblacién de células cancerosas y a su vez el crecimiento de un nuevo

tejido o tumor [ver figura 1].
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Figura 1. Divisién de una célula normal y una célula cancerigena. Las alteraciones en el material genético (ADN) pueden
producir mutaciones en una célula normal, afectando su crecimiento y division, lo que favorece la formacién de nuevos tejidos
también llamados tumores [4].

En el anio 2000 Hanahan y Weinberg [5], definieron seis caracteristicas o marcadores que las células

deberan presentar para que sean consideradas células cancerosas [ver tabla 2].



Tabla 2. Marcadores de las neoplasias malignas.

Marcador Células normales Células tumorales
Sefiales de Son necesarias sefiales -

o o No depende de estas sefales
crecimiento externas de crecimiento para

] o externas.
auténomas. poder dividirse.

Evasién del
crecimiento,
inhibiendo las senales

de crecimiento.

Evasion de la
Apoptosis (muerte
programada de la

célula).

Potencial ilimitado de

replicacion.

Angiogénesis
(formacién de nuevos

vasos sanguineos).

Invasién y metastasis.

Responden a las sefiales de
inhibicién para mantener la
homeostasis (muchas de las
células del cuerpo no son

dividas).

Son removidas por apoptosis,
con frecuencia en respuesta de
un dafio en el ADN.

Células
mecanismo

normales tienes un
autébnomo  de
conteo que define el numero
de duplicaciones por célula
antes de la senescencia. Este
mecanismo de conteo se
encuentra al final del los
cromosomas  (telémeros) y
ocurre durante la replicacién

del ADN.

Dependen de los  vasos
sanguineos pues las proveen
de oxigeno y nutrientes la
arquitectura vascular es mas o

menos constante en un adulto.

Mantiene  su  localizacion

del

generalmente no emigran.

dentro cuerpo y

No responden a las sefiales de
inhibicién del crecimiento.
Adquieren mutaciones que
interfieren con el camino de la

inhibicion.

Evaden las sefiales de la

Apoptosis.

Células cancerosas, mantienen
la longitud de los telémeros.
Una regulacion alterada del los
resulta en

telémeros una

limitada replicacién potencial.

Inducen  angiogénesis, el
crecimiento de nuevos vasos
sanguineos, pues los necesitan
para que el tumor sobreviva y

se expanda.

El movimiento de las células
cancerosas a otra parte el
cuerpo es la mayor causa de

muertes por cancet.




2.1.1 Proceso de angiogénesis

La angiogénesis es un proceso que conduce a la formacién de nuevos vasos sanguineos a partir de la
vasculatura pre-existente, a esta nueva vasculatura también se le conoce como red vascular.

Este proceso es normal durante toda la vida de los seres humanos [6], por ejemplo: se lleva a cabo
durante el crecimiento y desatrollo embrionario, continuando después del nacimiento del feto, para
proveer de manera adecuada el oxigeno y los nutrientes requeridos por los 6rganos en crecimiento.
También ocurre en las mujeres menstruantes dentro de sus ovarios y en la placenta durante el embarazo.
Incluso puede darse durante la reparacién y cicatrizacién de algunas heridas.

Sin embargo, es un paso fundamental entre la transicién de un tumor en estado benigno a un estado
maligno, ya que la proliferacion de células cancerosas hace posible que el equilibrio entre los
estimuladores e inhibidores que promueven el proceso angiogénesis, cambien para favorecer la obtencién
del oxigeno y los nutrientes necesarios para sobrevivir [ver figura 2]. El proceso de angiogénesis también
se encuentra asociado a enfermedades tales como la obesidad, asma, diabetes, cirrosis, esclerosis multiple,
endometriosis, SIDA, infecciones bacterianas y enfermedades auto-inmunes.

La importancia del estudio sobre del proceso de angiogénesis en el desarrollo de las neoplasias
malignas tiene dos motivos principales, el primero de ellos es un estudio realizado en los afios 70s, por
Judah Folkman quién descubre que al inhibir la angiogénesis, la expansion tumoral solo podtia alcanzar
un tamafio de 1-2 mm de diametro [3], el segundo motivo es que la angiogénesis también es un elemento
fundamental para la formaciéon de metastasis al proveer un sitio de entrada al torrente sanguineo. En
resumen su estudio es una estrategia clave para atacar el crecimiento tumoral y el desarrollo de metastasis

[7]-
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Figura 2. Angiogenesis patolégica y normal. Se presenta cuando los estimuladores e inhibidores de la angiogénesis sobre pasan
los umbrales normales.

La angiogénesis puede conducir a un tumor rodeado de una red vascular que le permitira alimentarse.
Esta nueva red vasculatura es irregular, tortuosa y poco organizada, en apariencia es ineficiente para flujo
sanguineo. Sin embargo no lo es ya que a pesar de estas desventajas el tumor puede crecer y desarrollar
metastasis [7].

La wvasculatura aparentemente se encuentra en una constante remodelacion que envuelve

simultaneamente la formacién y regresiéon de vasos sanguineos, se cree que el desbalance entre los

10



promotores e inhibidores de la angiogénesis son la causa principal de la activacién e inhibicién de este
comportamiento atipico [29].

2.2 Redes complejas

Algunos sistemas en la naturaleza pueden modelarse como una red compleja, donde sus componentes
e interacciones entre ellos pueden ser abstraidos como un conjunto de nodos conectados entre ellos, lo
que permite analiza el comportamiento general del sistema [21].

Ejemplos de estos sistemas modelados como una red compleja incluyen el internet, las redes sociales,
redes de negocios (relacién entre companias), redes tréficas, las redes vasculares y muchas otras mas.

El estudio matematico de las redes, se realiza tradicionalmente a través de la teorfa de grafos, Euler al

encontrar la soluciéon de los puentes de Kénigsberg fue el primero en utilizar esta teorfa [14].

Utilizando esta teorfa podemos definir a una red utilizando la definicién de un grafo, entonces los
nodos de una red también se les llama nodos o vértices, representados por los simbolos vy, Vy, ..., VN
donde N es el nimero total de nodos en la red. Si un nodo V; estd conectado con otro nodo Vj, esta

conexi6n se representa con la pareja ordenada (vj, vj). Formalmente,

Una red R consiste de un conjunto de nodos V = {vq,Vy,...,VN}, y un conjunto de parejas
ordenadas (aristas) e = {(Vi,vj) C VXV}. Cada pareja ordenada (Vi,vj) se llama conexién dirigida del

nodo vj al nodo vj.

La red R se llama no dirigida si para cada pareja (Vi, Vj) € ¢ también existe la pareja (V-, Vi) €e Delo
contrario, la red se denomina dirigida. Llamaremos a todos los nodos que estén conectados directamente

a un nodo Vj, los vecinos de vj [ver figura 3] [14]

©©© ©© o ©

©
« © O (b) O © @ (A

OoT

@@

Figura 3. Ejemplos de tipos de redes: (a) grafo no dirigido con un solo tipo de nodos y arista; (b) red con un nimero de
nodos y aristas discretos; (c) red con vatiedad de nodos y aristas con pesos; (d) red dirigida con aristas de una direccion.

Finalmente, el nimero k; de vecinos del nodo v; (nimero de conexiones de V;) se llama la
conectividad o grado del vj, y el promedio de estas conectividad o promedio de grado, es la conectividad
de la red (ecuacién 1).
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El estudio de las redes puede dividirse en tres campos diferentes y complementarios:

I Estructura. Determina las propiedades de estructura (o topoldgicas) de la red, es decir
las propiedades que nos dicen como estan conectados los nodos unos con otros.

II. Geometria. Estudia las propiedades del espacio que ocupa la red.

III. Dinamica. Una vez determinada la estructura y geometria de una red es posible hacer
un estudio sobre su dinamica. Estos estudios incluyen la sincronizaciéon de la red, su evolucion
en el tiempo, los cambios de transicién, el modo de su transmisién de un estado a otro, etc.

El estudio propuesto solo determina la estructura y geometria de la red, por lo que los conceptos

sobre el estudio del Dinamica no se explican en la tesis.

2.2.1 Estudio de la estructura de una red

El estudio de la estructura de las redes de termina sus propiedades topoldgicas, tradicionalmente se
estudian tres de ellas [14] las cuales son:

La longitud del camino mas corto de la red que es el promedio de las longitudes minimas ¢;; entre

todas las posibles parejas de nodos (vi, vj) de la red, y esta dada por la ecuacién 2, también es llamada

distancia geodésica.

1
sz(N_l)iZjdij @)

Donde d;; es la distancia mas corta del nodo i al nodo j.

Este concepto es fundamental en la teorfa de grafos y se define como la distancia entre dos nodos (el
numero de aristas a lo largo del camino mas corto entre ellos), lo que es lo mismos el nimero de aristas

minimas por las que se encuentran unidos [ver figura.4].

(2,5)

(1,2) @ Nodos | 1|2 ]3| 45| d;
Q :

1 112216

(2,4) :

(1,3) 2 2 2111116
© s
@ 3 1] 2 11216
)

(3I4

1

Figura 4. Ejemplo del cilculo de la distancia mds corta.
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La segunda caracteristicas es el coeficiente de agrupamiento, que nos indica la probabilidad de que dos
nodos conectados directamente a un tercer nodo, estén conectados entre si. Si se selecciona un nodo I de
la red, teniendo k; aristas que es conectado a k; nodos, los vecinos cercanos al nodo original serin parte
de un clique [14] y podran existir k;(k; — 1)/2 aristas entre ellos. Entonces el valor del coeficiente de
agrupamiento para el nodo i esta dado por el radio E; (nimero de aristas que actualmente existen entre

esos k; nodos) y niimero total de aristas k;(k; — 1) /2 (ecuacion 3).

_ 2l{Ey} 3)

C. =
ok - 1)

En la figura 5, se muestra un ejemplo para el calculo del coeficiente de agrupacién del nodo i = 1, el

radio sera igual al numero las aristas existentes entre los nodos vecinos del nodo i.

Figura 5. Célculo del coeficiente de agrupamiento. Las lineas que salen del nodo 1 representan las conexiones entre sus vecinos,
las lineas mas gruesas indican la conexién entre los vecinos del nodo 1, por dltimo las lineas punteadas muestran la ausencia de

conexion.

El coeficiente de agrupamiento de todo el grafo es el promedio de todos los coeficientes de
agrupamiento de los nodos del grafo.

C= 2 @

LER
La tercera caracteristica, es el tipo de distribucién de grado que tienen los nodos en red. Esta
caracteristica nos indica que no todos los nodos en la red tiene el mismo numero de atistas (el mismo
grado por cada nodo). Si graficamos el grado de los nodos (k) contra la fraccién de nodos P(k) que

poseen esos grados en la red se pude formar un histograma que muestra la distribucién de grado de los
nodos en la red [13].

La forma en que el grado de los nodos esta distribuido es caracterizada por la funcién de distribucién
P(k), que es la probabilidad de que un nodo seleccionado al azar tenga exactamente K aristas. Existen
tres tipos de distribuciones muy importantes, las cuales determinan tres estructuras o topologfa diferentes
de las redes,
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. VA
T logia de P —e Z — 5
opologia de Poisson P(k)=e 7 ®)
Topologia Exponencial P(k) = Ce™ 9k (6)
Topologia Libre de escala P(k) =Ck™¢ (7

Las redes con topologia tipo Poisson también son llamadas Erdés-Réngy en honor a los matematicos
hungaros que las estudiaron por primera vez en la década de los 50s, este tipo de redes poseen nimero

similar de aristas, es decir, las aristas estan distribuidas homogéneamente entre sus nodos.

Desafortunadamente, se ha descubierto que la mayoria de las redes en la naturaleza no poseen una
distribucién de tipo Poisson, si no que su distribucién se encuentra sesgada hacia la derecha, lo que
significa que su distribucién estd muy por encima de la media. Este tipo de distribucién es caracteristica
de las distribuciones de tipo ley de potencia y exponencial.

Las redes que presentan una distribucion tipo ley de potencia son llamadas de libres de escala. Estas
redes surgen del contexto del crecimiento de las redes, en el cual cada nuevo nodo se conecta
preferentemente a los nodos que se encuentren conectados con el mayor nimero de nodos en la red. Las
redes libres de escala también son redes del mundo pequefio, porque tienen un coeficiente de
agrupamiento mds grande que una red aleatoria y el promedio de la distancia mas corta se incrementa

logaritmicamente con el nimero de nodos N [20].

Si se grafica de forma logaritmica el valor de una propiedad encontrada un nimero de veces contra el
logaritmo de ese valor de esa propiedad, el resultado es una linea recta que tiene por nombre ley de
potencia. En esencia lo que se dice es que, hay un distribucién de los resultados tal que, cuando mayor es
el efecto menor es la frecuencia con la que se muestra.

Su forma matematica es:

P(k) = Ak™@ ©

Donde P (k) es el nimero de eventos con tamafio K y & es el exponente (el signho menos indica el

decaimiento cuando incrementa k)
Aplicando logaritmos a ambos lados tenemos,

logP(k) = —alogk + logA 8)
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2.2.2 Caracteristicas de las redes complejas

Las redes complejas presentan las siguientes caracteristicas:

® Heterogeneidad en el conexionado. Se refiere a la existencia en la red de nodos con pocas,

medias y muchas conexiones. No existe una conectividad caracteristica.

® LEfecto mundo pequefio. El fenémeno Swall World, o Mundo Pequefio, indica que la distancia
media entre cualquier par de nodos no conectados directamente es pequefia. Esta propiedad
dota a las redes de alta eficiencia en la transmisién de informacion [14].

A este respecto, el psicologo S. Milgram, realizé6 un experimento pionero en redes sociales,
donde cada individuo constituye un nodo que se conecta a otro si son conocidos mutuos. El
numero de nodos intermedios, que separan en promedio a dos personas escogidas al azar de

entre la poblacion, es de seis personas, este resultado se conoce como “seis grados” [28].
® Alto coeficiente de agrupamiento. Indica elevada transitividad en la red.

¢ Alta modularidad. Los médulos de la red son conjuntos de nodos muy interconectados. Algunas
redes complejas presentan elevada modularidad. En estos casos, los médulos suelen organizarse

jerarquicamente con una baja interconectividad.

2.2.3 Estudios realizados con redes complejas

El interés en las redes complejas radica en dichas redes abundan en la naturaleza, son parte de nuestra
vida diaria y se presentan a diferentes niveles de organizacién. Por ejemplo, algunas redes biolégicas que
encontramos en el nivel microscépico son las redes de regulacion genética, redes de proteinas, redes
neuronales, redes metabdlicas. Por otro lado, a un nivel de organizacién mucho mayor, encontramos
redes de comunicacién e informaticas (la red internet, la red www, redes telefénicas, etc.), redes sociales
(amistades, contactos sexuales, colaboradores cientificos, propagacion de enfermedades, etc.), redes

ecoldgicas (interacciones tréficas en un ecosistema).

Numerosos sistemas biologicos pueden representarse utilizando las redes complejas. Uno de los mas
exitosos modelos tedricos de los efectos de la estructura de la red y el comportamiento del sistema en red
es el de vasos sanguineos y su equivalente en las redes vasculares de plantas. Sin embargo, aun no se tiene
estudios cuantitativos de las estadisticas de la estructura de estas redes [24, 25,20].

Este tipo de redes, tan diferentes en naturaleza y en tamafio, poseen caractetisticas estructurales
similares. Este hecho, tan simple como sorprendente, hace posible que pueda formular modelos
matematicos para entender y explicar las propiedades estructurales (y en algunos casos también las
propiedades dinamicas) de las redes complejas.
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2.3  Estudio de la geometria de una red

La geometria tradicional se encarga de las propiedades y de las mediciones de objetos tales como
puntos, lineas, planos y volimenes. A diferencia de estos objetos geométricos clasicos, que poseen
propiedades de continuidad, existen otros objetos geométricos irregulares que presentan estructura a
cualquier escala y tienen un numero infinito de singularidades (puntos no diferenciables). Ejemplos de
estos objetos son las formas encontradas en la naturaleza, como montafas, franjas costeras, sistemas
hidrograficos, nubes, hojas, arboles, vegetales, copos de nieve, y un sin nimero de otros objetos entre
ellos las redes que no son facilmente descritos por la geometria tradicional. La geometria fractal provee

una descripcién matematica de estas formas irregulares que se denominan fractales.

Un fractal se encuentra formado por pequefias piezas que su vez forman una estructura mas grande
con caracteristicas similares a las piezas pequefias. Las propiedades de los fractales son la auto-similitud,
el escalamiento y la dimension fractal.

2.3.1 La auto-similitud

Un sistema es geométricamente auto-similar si pequefias partes de un objeto son exactas copias
pequefias de todo el objeto [15].

En los sistemas biolégicos estas partes no son exactamente pequefias copias de todo el objeto.
Entonces, esto no puede decirse que sea geométricamente auto-similar. Sin embargo, las pequefias piezas
de los sistemas biolégicos pueden verse como un tipo parecido a las piezas mas grandes. Las propiedades
estadisticas de las pequefias piezas pueden ser geométricamente similares a las propiedades estadisticas de
las grandes piezas, que son llamadas auto-similitud estadistica.

Por ejemplo, una propiedad estadistica puede ser la longitud del perimetro de un érgano. La auto-
similitud estadistica indicard que la medida de longitud a una resolucién es geométricamente similar es
decir, es proporcional a la longitud medida a otras resoluciones. Si Q (") es la medida de la longitud a una
resoluciéon 1, y Q(ar) es la medida de la longitud a la resolucion ar, entonces Q(ar) = kQ(r) donde k
es la constante de proporcionalidad.

Cuando se usa le expresion auto-similar denota la auto-similitud estadistica de objetos biologicos en un
espacio o proceso en el tiempo. Esto significa que pequefias partes son parecidas las partes mas grandes
pero éstas no son exactas copias de las grandes partes.

Ejemplos de auto-similitud en el espacio son:

®  Patrones de ramificacion de los brazos de los nervios de las células en crecimiento en la
retina del ojo.

e [as arterias o venas en la retina.

®  Los tubos que llevan aire a los pulmones.
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Estos objetos son auto-similares porque el patrén de ramificacion de las estructuras grandes se repite

en la ramificacién ain en las estructuras mas pequefias.

El analisis fractal de los patrones de ramificacién proporciona una idea de cémo las dendritas de las
células nerviosas crecen y como las vias respiratorias son formadas dentro del pulmén en el embrién. Las
propiedades fractales de los vasos sanguineos en la retina pueden ser usadas en el diagnéstico de algunas

enfermedades severas en los o0jos.

2.3.2 Escalamiento

La auto-similitud de un sistema especifica como las pequefias partes o piezas estan relacionadas con
las partes mas grandes, determinando asi una relacién de escalamiento de como el valor de una medida

de la propiedad Q(r) depende de la resolucion r usada para hacer las mediciones [15].
La forma matematica de la auto-similitud determina la forma de la relacion de escalamiento.

Una relacion de escala, puede ser satisfecha con una ley de potencias, la cual nos proporciona una
forma simple de esta relacion de auto-similitud y se encuentra dada por, Q(r) = BrP donde B y b son

constantes.

En una grafica del logaritmo de la medida de la propiedad log[Q(r)] contra el logaritmo de la
resolucién usada para realizar las medias log[r], se puede observar esta relacion de escala es del tipo ley

de potencia si es una linea recta [ver figura 6].

Q(r) Log Q(r)

2}

P <
Q w
= Y o
g T g
O 9 =
5 3}
g .g %
5]

<
go 8

Q

—

T Logr
Resolucién usada para Logaritmo de la resolucién usada
hacer las medidas para hacer las medidas

Figura 6. Forma comin de la relacién de escala. Las relaciones de escala tipo ley de potencia son caracterfsticas de los
fractales.
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2.3.3 La dimensién fractal (d)

La dimension fractal da una medida de auto-similitud y escalamiento, al indicar cuantas piezas nuevas
de un objeto son relevantes cuando estas son vistas con una resoluciéon mas pequefia o mas grande [15].
Ademis describe como un objeto llena el espacio en el que se encuentra, dando informacién acerca de la
longitud, area o volumen de un objeto. Este valor puede ser un entero o una fraccion. La dimension
fractal también es llamada dimensién auto-similar.

Si se considera un objeto fractal geométricamente auto-similar hecho de segmentos de linea, para
evaluar la dimensiéon auto-similar se divide cada segmento de linea en M segmentos de linea mas
pequefios. HEsto produce N objetos pequefios. Si el objeto es geométricamente similar, cada uno de los
objetos pequefios es una exacta pero reducida copia de todo el objeto. La dimensién auto-similar d es
encontrada con la siguiente ecuacion,

N = M4 )
Esta ecuacion puede ser escrita como,
log (N
= ﬂ (10)
log (M)

La resolucion espacial en la dimension requiere que cada pequefio objeto formado debe ser una copia
exacta de todo el objeto y entonces solo puede analizar objetos que sean geométricamente auto-similares.
Para determinar la dimension de objetos de forma irregular se requiere de una forma mas general de la
dimension fractal, dada por la ecuacion 11.

_lim log N(7)
- 11
g () "

Donde M indica nimero de las partes en que se divide el objeto y 7 el tamafio de esas partes por lo
que la relacion entre M y 1 es proporcional, es decir M = 1/7. En lugar de contar el nimero de copias
dentro del objeto N, se cuenta el nimero de copias de tamafio 7 que hay dentro del objeto N(7). El

limite indica como el tamafio de 7 va variando hasta llegar a 0.
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2.3.3.1 Conteo por cajas

El método de conteo por cajas es utilizado para determinar la dimensién fractal de un objeto irregular.
Consiste en cubrir el objeto con una cuadricula y contar cuantas cajas de la cuadricula contienen partes
del objeto. Este proceso se repite, varias veces utilizando cajas con lados igual a 1/2 del tamafio de la

caja anterior [13].

La dimension es entonces es la pendiente que se obtiene de graficar log N(r) contra log (1/7)
ecuacién 17 o de forma equivalente, el negativo de la pendiente de graficar log N(r) contra log (r)

ecuacion 18.

_ Alog N(7) ”
Alog (%) (12

_ Alog N(r)
- Alog (1) (13)

Si el objeto es auto-similar, entonces la pendiente de log N () contra log (1/7) es la misma cuando
el limite de 7 en log N(r) /log(1/7) tiende a cero.

Usando este algoritmo, de conteo por cajas es un método bueno para evaluar la dimensién fractal de

imagenes en fotografias.

2.3.4 Fractales y las neoplasias malignas

En 1995 Rakesh K. Jain et al. [10], realiz6 un estudio de las redes vasculares producidas por el
proceso de angiogénesis en ratones, proponiendo la obtencién de la dimensién fractal como una medida
de las propiedades de invariancia a la escala de estas redes.

Ely su equipo de colaboradores midieron la dimension fractal en una variedad de redes vasculares en
tejido normal y en tejido tumoral, que fue implantado en el dorso de un ratén. La imagenes de las redes
fueron obtenidas cuando el tumor media aproximadamente 4mm de didmetro, para después obtener el
esqueleto de la red. Para la medicién de la dimension fractal se utilizé el método de conteo por cajas
dando como resultados, para el tejido normal implantado en ratones una dimension fractal de 1.70£0.03

y para el tejido tumoral una dimensién de 1.8810.04.

Ellos observaron que las redes vasculares del tumor no formaban estructuras compactas y usaron el
modelo de percolacién que es un modelo de crecimiento para simular el crecimiento de este tipo de redes
obteniendo dimensiones alrededor de 1.896 [16].
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2.4 Sistemas dinamicos

Durante muchos afios los sistemas y modelos lineales han sido utilizados sistematicamente para

describir y modelar la dindmica de muchos sistemas fisicos, quimicos, econémicos, etc.

La teorfa de los sistemas dinamicos estudia aquellos modelos que evolucionan en el tiempo y que
pueden ser descritos o bien mediante funciones o mapas (sistemas discretos), o bien mediante ecuaciones

diferenciales (sistemas continuos).
Existen dos tipos principales de sistemas dinamicos:

A) Aquellos representados por ecuaciones diferenciales
B) Aquellos representados por mapas iterados también conocidos como ecuaciones en
diferencias

Los primeros describen la evolucién de sistemas en un tiempo continuo mientras que los segundos en
un tiempo discreto, las ecuaciones diferenciales se usan en la ciencia y la ingenierfa y por el momento nos
concentraremos en éstas. Asi, centremos nuestra atenciéon en las ecuaciones diferenciales de la cuales
podemos tener dos tipos:

A) Las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO)
B) Las ecuaciones diferenciales parciales

Ejemplo de estas dos son,

O ™ k=0
e dr T

Esta es una ecuacion diferencial ordinaria la cual representa a un oscilador arménico amortiguado, se
. . . L dx d%x .
dice que es un EDO ya que solo contiene derivadas ordinatias de la forma prl e decir, solo hay una
sola variable independiente, el tiempo t.

., ou _ 0%u S . .
En contraste, la ecuaciéon de calor — = — es una ecuacién diferencial parcial, en este caso tanto x

ot~ dx?
como t son variables independientes. Nuestro estudio se basa principalmente en la conducta temporal de
los sistemas por lo que casi siempre trataremos con EDO, en una forma muy general se puede pensar

que a cualquier sistema se le puede describir por medio de un conjunto de ecuaciones diferenciales dado

por,
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X1 = fi(xq, -, Xp)
Xy = fo(Xq, s Xn)

X3 = f3(X1, e, X) (14)

Xn = fa(Xn, s Xn)

Donde el punto que se encuentra arriba de las variables Xxq, ..., X, denota la derivada respecto al

. ;. dx; . i .
tiempo t, asi X; = —, las variables X1, ..., X, representan caracteristicas del sistema.
> i de’ 1 n

Un sistema /neal es un sistema que obedece las propiedades de escalado (homogeneidad) y de
superposicion (aditiva). Es decir un sistema es lineal, cuando la entrada de un sistema dado es escaldado
por un valor, la salida del sistema es escalado por la misma cantidad.

Un sistema lineal también obedece el principio de superposicién. Esto significa que si dos entradas
son sumadas juntas y pasadas a través del sistema lineal, la salida serd equivalente a la suma de las dos
entradas evaluadas individualmente.

Mientras que un sistema no-lineal es cualquier sistema que no obedece al menos una de estas
propiedades. Los sistemas no lineales representan sistemas cuyo comportamiento no es expresable como
la suma de los comportamientos de sus descriptores. Mas formalmente, un sistema fisico, matematico o
de otro tipo es no lineal cuando las ecuaciones de movimiento, evolucién o comportamiento que regulan
su comportamiento son no lineales.

2.5  Puntos fijos y estabilidad

Para cualquier sistema X = f(x), solo se necesita dibujar X contra f(x) y graficar el campo vectorial
sobre la linea real, para interpretar el sistema como un campo vectorial [31]. Como se muestra en la
siguiente figura 7.

Punto fijo Punto fijo
estable inestable

Punto fijo
table

Figura 7. Campo vectorial sobre una linea real.

La idea intuitiva es pensar en un fluido imaginario llamado “fluido fase”. Si f(x) > 0 el flujo entones
va hacia la derecha, si f(x) <0 el fluyjo va hacia la izquierda. Si deseamos la solucién al sistema

colocamos una particula imaginaria llamada punto fase en X y observamos como el flujo lo dirige. Con
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forme el tiempo avanza el punto fase se mueve sobre la linea la cual representa el espacio fase de acuerdo
a cierta funcion x(t). Esta funcion se llama “Trayectoria” y representa la solucion a la ecuacion
diferencial. Una grafica como la figura 7, que muestra cualitativamente todas las trayectorias del sistema

se llama “Figura fase”, la forma de este “retrato” esta controlado por los puntos fijos x* definidos como

f&x) =0

En términos de ecuaciones diferenciales los puntos fijos representan soluciones de equilibrio, es decir
puntos donde no hay variaciéon (también llamadas estacionarias, constantes). El equilibrio es estable si
todas las posibles perturbaciones (pequefias) disminuyen en tiempo. Asi el criterio de estabilidad esta
representado geométricamente por puntos fijos estables. Analogamente el equilibrio es inestable, si las

perturbaciones crecen al pasar el tiempo estan representadas por puntos fijos inestables.

2.6 Linealizacion de un sistema no lineal

Hemos visto que nuestros métodos graficos nos dan cierta idea sobre la estabilidad de un sistema.
Frecuentemente a uno le gustaria tener una medida mas cualitativa de estabilidad algo asi como la taza de
decaimiento hacia un punto fijo. Esta informacién se obtiene linealizando alrededor del punto fijo como

a continuacion se explica:

Sea x* un punto fijo y sea n(t) = x(t) —x* = x(t) = x" + n(t) una perturbaciéon pequefia
alrededor de x™ para observar si la perturbacion crece 6 decrece generamos una ecuacion diferencial para

n, esta diferenciaciéon nos da,
n=x(t) —x"(t).
Como x* es constante,
n = x(t).
Asiquen = x = f(x) = f(x* + n) usando una expansion en setie de Taylor obtenemos que,
fx* +n) = f(x*) +nf (x*) + 9(n?).

Donde 9(n?) el error 6 término de orden (2) en n ahora notemos que f(x*) = 0 ya que x* es un
punto fijo por lo que,

f(x* +n) =nf (x*) +9(n?).

Ahora si f ‘(x*) # 0, los términos 9(n?) podrian despreciarse y se pueden escribir la siguiente

aproximacion,
n=nf(x")

Esta ecuacion lineal en n se le conoce como linealizacion alrededor de x* y muestra que la

perturbacién n(t) crece exponencialmente si f'(x*) > 0 y decae si f'(x*) < 0. Si f'(x*) =0, los
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términos 9(n?) ya no se pueden despreciar y un analisis no lineal se necesita para determinar la
estabilidad y como podemos ver la magnitud de f (x™) determinar que tan estable es el punto fijo y el
reciproco 1/|f'(x*)| se le conoce como escala de caracteristica temporal y determina el comportamiento

de x(t) en una vecindad de x*.

2.7 Estabilidad lineal

Como hemos visto, en espacios fase de una dimensién el flujo estd extremadamente confinado, esto
significa que todas las trayectorias se mueven monétonamente 6 permanecen constantes. En espacios
fase de mas dimensiones, esto no sucede y existe mas libertad de movimiento y por lo tanto hay mas
efectos dindmicos. Asi entonces, procederemos a analizar los espacios fase de dos dimensiones. Estos
sistemas son muy interesantes y juegan un rol importante en la clasificaciéon de los puntos fijos de
sistemas no lineales.

Empezaremos con algunas definiciones:
Un sistema lineal 2-dimensional estd dado de la siguiente forma,
X =ax+ by
y=cx +dy.
Donde a, b, ¢, d son parametros, esto lo podemos poner en forma matricial como,
X =AX

Donde,

1= o=

El sistema es lineal en el sentido de que si X; y X, son soluciones, entonces cualquier combinacién
lineal c1xq + €3X; es solucion, notemos que X = 0 cuando X = 0; por lo que x* = 0 es un punto fijo

independientemente de como escojamos a A.

La soluciones de X = AX puede visualizarse como trayectorias moviéndose a lo largo del plano

(x,¥), lo lamamos “plano fase”.

Recordemos que x y y juegan un papel geométrico trascendente, estas determinan la direccion de las

trayectorias conforme t — . Es decir nos gustaria buscar trayectorias de la forma,
x(t) = eMv (15)

Donde ¥ # 0 es algin vector fijo a determinar y A la taza decrecimiento también a determinar. Para

encontrar las condiciones sobte v y A sustituimos (15) en X = AX y obtenemos,
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leMy = eMpyg
Es decir,
Av = v (106)
La cual es una ecuacién de vectores propios y nos dice que las lineas solucion existen si ¥ es un vector
propio de A con valor propio 4 y (15) de alguna manera es la solucién propia. En general, si encontramos
los “valores propios de la matriz A”, los cuales estan dados por la ecuacion caracteristica det(4 — Al) =
0 donde I es la matriz identidad.

Para una matriz 2*2
_(a b
A= ((; d)

a;)l dﬁl)

La ecuacidn caracteristica es:

det(

Operando el determinante nos queda,
(a=2A)d—-21)—bc=0
ad —al—dA+A* —bc=0

A2 —(a+b)A+ (ad —bc) =0

A —1A+A=0 17
Donde,

T=TrazaA=a+d
A =detd=ad — bc

Por lo que entonces,

T+ VT2 —4A T—V12 —4A 1
AL y 2, =Y T8 (18)

Son las soluciones de la ecuacién 17, es decir los valores propios solo dependen del a traza de A y el
determinante A. El caso tipico es que A; # A, y para este caso existen V1 y Vs, los cuales pueden
expanderse en todo el plano (vectores propios), en particular para cualquier condicion inicial xg se puede

escribir como una combinacion lineal digamos,
Xg = C1Vq + Cr Uy
Esto nos permite escribir la solucién general x(t),

x(t) = cieMtv, + cet2ty, (19)
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2.7.1 Clasificaciéon de los puntos fijos

Finalmente, haremos una clasificaciéon de los puntos fijos ademas de su estabilidad, la cual podemos

visualizar de acuerdo a la figura 8 [31].

AT

T2 —4A=0
Nodos inestables

Centros

Espirales inestabIeAsf‘

Espirales estables

Puntos silla

Puntos fijos no j Nodos estables

aislados vufstrellas y nodos

degenerados

Figura 8. Clasificacién de los puntos fijos.

Analizaremos ahora este diagrama. Los ejes del diagrama son a traza T y el determinante A de la

matriz A. Toda la informacion en el diagrama esta dada por:

T+ V12 —4A A= 14,4, T=4+4

11,2 =

Para llegar a la figura 8 debemos hacer las siguientes observaciones,

Si A < 0, los valores propios son reales y tienen signos opuestos por lo que el punto fijo es un punto

silla.

Si A > 0, los valores propios son tanto reales con el mismo signo (nodos) 6 complejos conjugados
(espirales 6 centros). Los nodos satisfacen que T2 —4A > 0 y espirales satisfacen 72 —4A < 0. La
parabola 72 — 4A = 0, es el borde entre nodos y espirales, nodos estrella y nodos degenerados, estin
sobre esta pardbola. La estabilidad de los nodos y las espirales esta determinada por T. Cuando T < 0,
ambos valores propios tienen partes reales negativas, por lo que el punto fijo es estable. Los nodos
inestables y las espirales inestables se dan cuanto T > 0 y los centros estables estan sobre T = 0, donde

los valores propios son puramente imaginarios.

Si A = 0, al menos uno de los valores propios es cero, entonces el origen no es punto fijo, en este

caso 6 existe una linea completa de puntos fijos 6 el plano esta lleno de puntos fijos, si 4 = 0.
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También, se puede observar que los punto silla, nodos y espirales son los tipos de puntos fijos mas
comunes, ya que estin en regiones grandes del plano T vs A . Centros estrella, nodos degenerados y
puntos fijos no aislados son casos de frontera que ocurre a lo largo de curvas en el plano (7, A). De estos
casos de frontera, los centros son de los menos importantes, estos ocurren comunmente en sistemas

mecanicos donde la energia se conserva [31].
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Capitulo 3
Desarrollo

En este capitulo, se muestra el desatrollo de los dos analisis propuestos en la tesis, ambos enfocados
al analisis del proceso de angiogénesis. Como se indicé en el primer capitulo, el objetivo de estos
analisis es mostrar desde otro enfoque el estudio de las neoplasias malignas, para obtener mas
informacién acerca del desarrollo y formacion de éstas, lo que nos permitira en algin momento hacer
inferencias sobre la importancia de los promotores y los inhibidores de la angiogénesis o proponer
nuevas terapias enfocadas a detener el proceso de angiogénesis, para ello utilizamos los conceptos y

metodologfas vistas en el capitulo dos.

El primero andlisis estd enfocado al analisis de las redes vasculares producidas por el proceso de la
angiogénesis, para lo cual modelamos la red vascular como una red de nodos y aristas con el objetivo de
caracterizar la red obtenida. Se muestra también, un estudio de vulnerabilidad a la red encontrada.

Ademas, en este andlisis se muestra el desarrollo de un algoritmo nuevo que se propuso en esta tesis
con la finalidad de simular las caracteristicas encontradas.

Por dltimo, se muestra del desarrollo del segundo andlisis, que esta enfocado en conocer la

naturaleza de los puntos fijos de un sistema de ecuaciones para conocer su estabilidad.
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3.1 Desarrollo del analisis de las redes vasculares
generadas por el proceso de angiogénesis en
pacientes con cancer

Si se considerard que la red vascular real de un tumor prosee caracteristicas de una red compleja y

propiedades fractales entonces podemos hacer el siguiente analisis:

® la primera parte es modelar de la red vascular producida por el proceso de angiogénesis
como una red de nodos y aristas, a partir de imagenes de tomografias proporcionadas por
INNSZ.

® Una vez obtenida la red se analiza su estructura y geometria.

® la tercera parte del analisis consiste en comprobar la vulnerabilidad de la red angiogénica
mediante la simulacién de ataques a ella (eliminacién de nodos).

® En cuarta parte del andlisis se propone un nuevo algoritmo que simule las propiedades la
red vascular, utilizando las mediadas obtenidas en la primera parte.

® DPor ultimo, se muestra el algoritmo de Invasidon-percolacién, que es utilizado para
generacion de este tipo de redes [17].

Para la elaboracién del estudio, se desarrollé un software que hace el procesamiento de la imagen
para obtener el modelado de la red a partir del esqueleto de la imagen. Una vez obtenida la red, el
software mide algunas de caracteristicas principales de la red que permiten analizar la geometria y
estructura de la red bajo el enfoque de las redes complejas y la auto-similitud, ademas de comprobar la
vulnerabilidad de la red.

Por otra parte, se elaboraron dos programas mas, uno para la generacién del algoritmo de invasion
percolacion y el otro para la generacién del nuevo algoritmo, ambos obtienen redes a las cuales también
se les mide su estructura y geometria, que nos permitird realizar un analisis comparativo de los
resultados obtenidos. A continuacién, se detalla cada una de las partes del estudio.

3.1.1 Modelacion de una red vascular a partir del
esqueleto obtenido del analisis de la imagen de
tomografia

Para estudiar la red vascular que envuelve a las neoplasias malignas y que es generada por el proceso
de angiogénesis se propone un analisis digital a las imagenes de tomografia de pacientes con cancer de
higado y brazo, que fueron proporcionadas por el INNSZ. El primer paso serd seleccionar la
vasculatura generada por el proceso de angiogénesis de las imagenes para después mediante un
algoritmo de adelgazamiento obtener la vasculatura con un pixel de ancho.
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La obtencién del esqueleto de la red vascular, se llevé a cabo a través de un procesamiento digital de
la imagen de tomograffa de la siguiente manera:

Las imagenes tomografifa fueron sometidas a un pre-procesamiento que ayudard a obtener la red
vascular tumoral. El primer paso sera visualizar la imagen a color en escala de grises, para tener mayor
facilidad en el manejo de la imagen [ver figura 9].

Figura 9. Imagen de escala de grises, tamafio de la imagen: 128*128 pixeles.

Como se puede observar las imagenes de tomografia contienen mucho ruido, lo que dificulta la
identificacién de los vasos sanguineos, por lo que se opté por hacer un mejoramiento de la imagen
ajustando el contraste de la misma [ver figura 10].

Figura 10. Imagen con ajuste de contraste para mejorarla, tamafio de 128*128 pixeles.

El siguiente paso, es extraer la mayor parte de los vasos sanguineos que se encuentren conectados
dentro de la imagen haciendo una segmentacién a la imagen para después almacenarlos en una matriz.
Para lograr esto, utilizamos un umbral el cual segmentard la imagen en dos clases de objetos: vasos
sanguineos y fondo de la imagen. El umbral puede se puede escoger de dos formas:

a) Manual. Donde se obtiene el histograma de los niveles de intensidad de gris para las imagenes
de tomografia, el software permite seleccionar el umbral de forma manual, en base a la
observacién del histograma. Este método es muy subjetivo pues depende de la apreciacion del
usuario [ver figura 11]. En la figura 11 también se pude observar el histograma de la imagen.
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50 100 150 200 250 300

Figura 11. Umbralado manual. (a)Imagen obtenida después de hacer un umbralado a un nivel de intensidad de gris
igual a 165. (b)Histograma de la imagen.

b) Automatica. Se ocupé el método de Otsu para calcular el umbral de forma automatica, este
método se basa también en los niveles de intensidad de la imagen [ver figura 12].

Figura 12. Umbralado automatico obtenido con el método de Otsu.

Todos los experimentos se realizaron con metodologia de Otsu pues se determiné que aunque se
pierde mucha informacién, es més importante quitar el factor subjetivo que le da la forma manual de
escoger el umbral para de la segmentacion [30].

Para extraer la red vascular, se etiquetd la imagen obtenida y se seleccién el objeto mas grande,
utilizando una conexioén de 8 [ver figura 13].

Figura 13. Imagen segmentada utilizando un umbral automatico.
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Una vez segmentada la red vascular el siguiente paso es obtener su esqueleto. Para estudio, el ancho
de los vasos sanguineos no se toma en cuenta por que el objetivo del estudio es medir caracteristicas de
estructura y geometria de la red y no caracteristicas dinamicas, donde si influirfa el ancho de los vasos
sanguineos [ver figura 14]. El proceso de esqueletizacion genera una imagen binaria, la cual es
almacenada en una matriz de 0’s y 1’s, donde el valor de 1 correspondera al esqueleto del imagen,
mientras que el valor de 0 sera considerado como el fondo de la imagen.

Figura 14. Esqueleto de los vasos sanguineos, tamafio de la imagen de tomograffa 126*126.

3.1.2 Modelacidon de la red

Una vez realizado el analisis de la imagen de tomografia, el siguiente paso para modelar la red
vascular es analizar el esqueleto que se obtuvo, donde cada pixel de la imagen representa una celda
dentro de una matriz binaria. Para formar la red, se analiza esta matriz y se propone que cada celda que
se encuentre ocupada (valor es igual a 1) serda modelada como un nodo dentro del la red, y si esta celda
tiene adyacentes otras celdas ocupadas entonces esta adyacencia serd modelada como una conexién del
el nodo hacia a sus nodos vecinos, creandose asi las aristas en la red [ver figura 15], matematicamente la
red quedarfa definida como:

R=(V,¢)
Donde:
V = {vy,V,, ..., vn} Es el conjunto de nodos en la red, pixel del esqueleto de la imagen.

€= {(Vi, V]-) C VXV} Son las conexiones que existen entre los nodos de la red.

Figura 15. Modelacién de la red vascular tumoral. Ejemplo de la modelacién de la red vascular tumoral a una red a partir del

analisis de las imagenes de tomografia.
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Algunas consideraciones y observaciones que se hicieron para la modelacion fueron las siguientes,
para las mediciones no se toma en cuenta cuando la red tiene sola una arista pues dentro de las
imagenes se pierde mucho detalle y es dificil saber si es ahi donde termina un vaso sanguineo. El
maximo numero de aristas que puede contener un nodo es ocho, esto se debe al tipo de modelacién
que se esta utilizando y por ultimo la red formada a partir de las tomografias es una red no dirigida,

donde no existe peso en los caminos y los nodos son de un solo tipo.

3.1.3 Analisis propuesto para estudiar la de estructuray
la geometria de las redes

Una vez hecha la modelacion de la red vascular tumoral, se continuara con el analisis de su
estructura y de su geometria. Este andlisis también es usado para caracterizar las redes generadas por el

nuevo algoritmo propuesto y por el algoritmo de invasiéon-percolacion.

El andlisis de la estructura propuesto se enfoca en tres propiedades caracteristicas de las redes

complejas:

®  Promedio de la longitud del camino mis corto (£).
®  Grado de distribucién ().

e  Cocficiente de agrupamiento (C).

En cuanto al andlisis de geometria se seleccioné a la dimensién fractal (d) como medida de auto-
similitud y escalamiento de la red, donde se utiliz6 el método por conteo de cajas explicado

anteriormente.

A continuacion se definen las propiedades de las redes complejas.

3.1.4 Analisis de la estructura de la red modelada

La primera propiedad medida es el promedio de la longitud del camino mas corto, que se define
como 1/el promedio de las longitudes minimas €;j de todas las posibles parejas de nodos (vi, vj) en la red,

utilizado la ecuacién 2 para calcularla. Los algunos resultados son mostrados en la tabla 4 y en el
apéndice A.

La segunda propiedad analizada fue el grado de distribucién, es decir cémo las conexiones se
distribuyen entre los nodos dentro de la red, mediante de un histograma, donde k es el nimero de
aristas que posee un nodo y p(k) es la fraccién de nodos que poseen esos grados en la red. El cual a su
vez nos ayudo a encontrar el tipo de distribucion a la que se ajustan las redes obtenidas de las imagenes
de tomograffa. Los resultados del histograma de las tomografias analizadas, mostraron que sus
distribuciones estan sesgadas hacia la derecha por lo que se utilizaron funciones de tipo exponencial y
libre de escala para ajustarlas y encontrar su tipo de distribucién. Se calculé un error cuadritico medio
para determinar el mejor ajuste.
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En la figura 16(a) se observa el histograma de las distribucién de los grados de los nodos patra un
recorte de tamano 128*128 hecho a la tomografia A, las siguientes dos graficas muestran esta mismas
distribuciones pero en escala logaritmica y semi-logaritmica para conocer el mejor ajuste. El resultado
del error cuadritico medio para la distribucion tipo ley de potencia fue de 0.635 y para la distribucién
exponencial fue de 0.967, por lo tanto, el tipo de distribucién a la que mejor se ajustan las conexiones
en la red es de tipo exponencial, para este caso en particular.
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Figura 16. Distribucién de grados. (a) histograma de la distribucion de los grados de los nodos. (b) grafica de la
distribucién en escala log-log y (c) grafica la distribucion en escala semi-log. Donde Kk el nimeto de aristas que posee un nodo

y P(K) es la fraccién de nodos que posee esos grados en la red.

La tercer propiedad para analizar la estructura de las redes, es el promedio de los coeficientes de
agrupamiento de las redes, el cual da una medida de que tan conectada se encuentra la red. Para calcular
el coeficiente de forma individual utiliz6 la ecuacién 3 y para calcular el promedio de toda la red se
utilizo la ecuacién 4 [ver figura 17].

- 211
173B3-1)" 3

Figura 17. Coeficiente de agrupamiento. Las lineas punteadas indican la ausencia de conexién entre los nodos vecinos.
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3.1.5 Analisis de la geometria de la red modelada

Para analisis de la geometria de las redes, se hizo la hipétesis de que las redes obtenidas de las
tomografias y de las simulaciones son objetos fractales [10], es decir suponemos que estas redes se
encuentran formadas por copias de si mismas a menor escala. Se propuso calcular la dimensién fractal,
como una medida de auto-similitud y escalamiento en las redes.

Para determinar la dimension fractal de una red, obtenida ya sea de las tomografias o de las
simulaciones, se utilizé el método de conteo por cajas, este método cuenta numero de cajas de tamafio

T necesarias para cubrir a la red dentro de una cuadricula de tamafio M * M.

Este conteo se repiti6 utilizando cuadriculas con cajas de lados igual a 1/2 del tamafio de las cajas
anteriores, iniciando con un tamano igual con 1 hasta alcanzar el tamafio del ancho la imagen, entonces
la dimensién quedara definida por la ecuacion 12.

La dimensién nos permitira conocer como se encuentra distribuida la red dentro del espacio en el
que se encuentra. Debemos recordar que la dimension fractal es la pendiente que se obtiene de graficar
log N(r) contralog (1/7), donde N(r) es el nimero de cajas de tamafio 1 necesarias para cubrir toda
la red y M es igual a2 1/7 que es el nimero de cajas en las que se divide uno de los lados imagen. Para

encontrar la pendiente utilizamos un ajuste por minimos cuadrados.

En la figura 18, se muestra la grifica de N(7) contra 1, donde el nimero de cajas necesarias para
cubrir la red fueron N(r) = [1,3,8,23,60,163,338,599] y el tamafio de las cajas utilizadas fueron
r=1[1,1/2,1/4,1/8,1/16,1/32,1/64,1/128], entonces la dimensién fractal para el recorte de
tamafio 128*128 pixeles de la tomografia A es de 1.357.

Ajuste de la dimension fractal

Q) ‘

Figura 18. Grafica de la dimensién fractal para la imagen A de tamafio 128*128, en escala log-log, eje X representa la
resolucion usada para hacer las medidas 1, y el ¢je Y indica las mediciones hechas a esa resolucion Q(I), en este caso la
dimensién obtenida fue de 1.357.
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3.1.6 Comprobacién de la vulnerabilidad de la red
obtenida de las imagenes de tomografia.

La forma en que los nodos de las redes complejas se interconectan nos permite darnos una idea de
cémo es la propagacion de eventos dentro de ella (en el caso de la angiogénesis nos indicard el
suministro de nutrientes y oxigeno a la red). Para estudiar su vulnerabilidad en la red, es decir, cuando la
red se colapsa mediante la pérdida de nodos y aristas dentro de ella, se analizan a que porcentaje del
total de nodos en la red o cual es nimero de aristas por nodo que debe ser eliminado para que las
caracteristicas de estructura y geometria de la red sean perdidas completamente.

El analisis propuesto para conocer la vulnerabilidad de la red, se realiza eliminando un determinado
nimero de nodos de forma aleatoria (por porcentaje del total de los nodos) y de forma dirigida (nodos
con el mayor numero de aristas) que simula ataques a la red. Una vez eliminados estos nodos se
remueven las partes pequefias que quedaron desconectadas de la red.

El siguiente paso del analisis de vulnerabilidad es caracterizar la red ya atacada, utilizando los
mismos andlisis de estructura y de geometria propuestos para caracterizar las redes obtenidas de las
tomogtrafias, con la finalidad de obtener los mismos parametros y poder comparatlos.

El andlisis revelara, cuando la red perdera sus caracteristicas de red compleja y similitud provocados
por cambios en las rutas mas cortas y los cambios en la distribuciéon de grado dentro de la red.

Se proponen dos tipos de ataques para conocer la vulnerabilidad de la red:

®  Aleatorio. Se tomara un porcentaje de forma aleatoria del total de los nodos en la red y
se eliminan junto con sus aristas. Se realizaron en porcentajes de 1%, 2%, 3%, 10% y 15%.

e Dirigido. Se eliminaran los nodos y sus aristas que contengan un numero de aristas
determinado, para el estudio se tomé en cuenta las conexiones con el mayor numero de aristas
7,0,5 y 4 aristas.

El analisis se realiz6 solo para dos imagenes de tomograffa, tomando las partes de ellas hasta ahora
analizadas: 32%32, 64*64 y128*128 dando un total de 48 experimentos |[ver apéndice B].

3.1.7 Simulacion de la generacion las redes vasculares
con el nuevo algoritmo propuesto

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos del andlisis de las imagenes de tomografia, que indican
que este tipo de redes son factibles para la modelacion y el trabajo del doctor Jain et al. [17], presentado
en el afio 2000, donde se propone el algoritmo de invasién-percolacion para la simulacion de las redes
vasculares en ratones, ahora se propone un nuevo algoritmo que simule las propiedades de estructura y
geometria obtenidas del analisis de la tomografias.
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Este algoritmo es motivado por la generacion de los nuevos vasos sanguineos y las divisiones que se
dan dentro de ellos para formar nuevas ramas en la red. Como se sabe la formaciéon de nuevos vasos
sanguineos se da por un cambio en el medio como pueden ser: el desbalance entre los promotores o
inhibidores de la angiogénesis, un cambio en las caracteristicas del medio en el que se desarrolle la
neoplasia maligna, etc. Sin embargo, hasta ahora se desconoce el como y el cuando se dan estos

cambios [6].

El algoritmo propuesto para la generacién de nuevos vasos sanguineos asume que un cambio en el
medio, produce un cambio en el comportamiento de la formacién de la red y estos cambios se

simularan en un tiempo aleatorio.

Mediante la observacién de las propiedades de estructura y geometria obtenidas de las tomografia
del anadlisis anterior y en base al algoritmo invasién-percolacion [17] que es utilizado frecuentemente
para modelar este comportamiento. Se determiné que el objetivo del nuevo algoritmo seria encontrar
un camino que atraviese el medio en el que se encuentra, dando prioridad al avance en una direccién
privilegiada (hacia el frente en este caso). Es decir, la generacién de los nuevos vasos sanguineos
preferira ir en linea recta hacia el tumor para proveerlo de nutrientes y oxigeno. Al igual que el
algoritmo de invasion percolacion se asume un medio ideal para la formacion de la red y este medio

sera representado por una mattiz.

Asi para la formacién de nuevos vasos sanguineos en la red se tomaran las siguientes consideraciones:

® (Cada vaso sanguineo serd un nodo en la red.

® Se producen un numero de divisiones por cada nuevo vaso sanguineo de forma aleatoria.

® Y por cada nuevo vaso sanguineo generado se producira un avance aleatorio dentro de la red
dando prioridad al avance frontal.

® Se puede dar el caso en que el nuevo vaso sanguineo se quede igual.

Se tomaron en cuenta algunas de medidas de estructura del estudio de imagenes de tomografia de

pacientes con cancer, éstas fueron:

¢ Tamafo maximo del camino entre cada nodo: 10
® Numero maximo de aristas por cada nodo: 8

® Promedio de grado: 2

Los resultados completos se muestran el apéndice C.
3.1.7.1 Algoritmo propuesto

El algoritmo propuesto, contempla los siguientes pasos:

¢ Se inicializa una matriz A de tamafio M * M

® Se le asigna un valora aleatorio entre 0 y 1 a la variable x
® [.avariable y se inicializa con 1

® La primera posicion serd (x,y) y serd igual a la orilla
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® Mientras quede una posicion en la orilla sin dividir y no llegue a la posicion M:
- Se recorre la matriz hasta encontrar una orilla y se almacena su posicién
- Se calcula las direcciones que va a tomar la orilla y el avance por cada direccién
- Se efectian los cambios y se almacenan en la matriz A
- Se calculan las nuevas orillas generadas

Para la experimentacion, se generaron 30 redes con el algoritmo propuesto, 10 de ellas en matrices
de 32*32 celdas, 10 en matrices de tamafio 64*64 y 10 en matrices de tamafio 128*128 celdas, los

resultados completos se pueden observar en el apéndice C.

3.1.8 Simulacion de la generacion las redes vasculares
con el algoritmo Invasion-percolacion

El modelo de invasién-percolacion es motivado por el problema de un fluido al dispersatse en un
medio poroso, este principio puede ser aplicado a cualquier tipo de proceso de invasién en el cual el
camino ofrece resistencia al paso del fluido [22].

El medio poroso puede ser representado como una red de poros unida por delgadas conexiones
entre los poros. En un medio ideal la red puede verse como una matriz en el cual las celdas y sus
adyacencias representan los poros y las conexiones entre ellas. De forma aleatoria se le asigha numeros
aleatorios a las celdas para representar el tamafio de los poros.

La simulacién del recorrido del fluido por los poros serd una serie de brincos, discretos en el cual
cada paso del fluido por los poros se dard por los mas viables, es decir aquellos que ofrezcan menor

resistencia (menor numero aleatorio).

El modelo de invasién-percolacién implica un solo tiempo, en el cual se genera el avance en la

interfaz y proporciona un tnico camino para atravesar el medio poroso.

Para la experimentacién se generaron 10 redes con el algoritmo de invasién-percolacién, el tamafio
de las matrices utilizado es de 32*32 celdas. Estas redes fueron sometidas al analisis de estructura y al

analisis de geometria, ambos propuestos anteriormente para el estudio de las tomografias.
3.1.8.1 Algoritmo

El algoritmo de invasion-percolacion sigue los siguientes pasos:

] Se inicializa una matriz A de tamafio M * M con numero aleatorios
o Se le asigna un valora aleatorio entre O y I a la variable x

. La variable y se inicializa con 1

° Se inicializa un vector C con el valor 0.

] Se inicializa una matriz B de tamafio M * M con ceros
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o Mientras x < M repetir
- SecolocaB(x,y) =1
- Se obtiene el vecindatio de la posicién A(x, y)
- Ordenar y almacenar el vecindario en el vector C
- Extraer del vector C el camino que ofrezca menos resistencia
- Sealmacena en (x,Y)

3.2 Desarrollo del analisis de estabilidad lineal

Consideremos el modelo basico el cual describe el crecimiento de una poblaciéon de células
cancerosas, asumiendo que el aumento de suministro de sangre no influencia la muerte celular si no la
tasa de divisién celular (Wodarz e Iwasa, 2004) [20]. Por lo tanto, el modelo tomard en cuenta
explicitamente la dindmica de promotores e inhibidores. El modelo toma en cuenta tres variables;
células cancerosas C, promotores P e inhibidores 1. Se asume que tanto promotores como inhibidores
pueden ser producidos por células cancerosas. Adicionalmente, los inhibidores pueden ser producidos
port el tejido sano. El modelo esta dado por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales, el cual
describe el crecimiento de cancer como una funcién del tiempo.

dc ( rC )( P )—(SC 20)

dt  \ec+1/\I+1
dpP
E == apC - pr (21)
dl
a= €+ a,C _bII (22)

La poblacién de células cancerosas crece a una tasa 7, el crecimiento se asume que es dependiente
de la densidad y se satura si la poblaciéon de células cancerosas se hace grande (expresando en el
parametro €). Adicionalmente, la tasa de crecimiento de células cancerosas depende del balance entre
promotores e inhibidores expresada como P/I + 1, entre mis grande sea el numero de promotores
relativo a los inhibidores la tasa de crecimiento de células cancerosas es mas rapido. Si el nivel de
promotores es cero o el balance entre promotores e inhibidores es en favor de los inhibidores las
células cancerosas no pueden crecer y permanecen dormidas. Las células cancerosas mueren a una tasa
8. Los promotores se producen a una tasa ap y decaen a una tasa bp andlogamente a los inhibidores.

Finalmente, el modelo permite la produccién de inhibidores por el tejido normal a la tasa €.

St simplificamos el modelo pensando que el nivel de los promotores se ajusta inmediatamente a su

nivel estacionario P = Cap/bp, entonces la ecuacion (20) quedara,
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ac €\ (Cap/bp
E‘(E)( I+1 ) *)

3.2.1 Obtencion de los puntos fijos

Si tomamos el sistema 2-dimensional,

ac rC\ [ ap/bp
a0 [(Z) <5(1 + 1)) B 1]

con,
rap
W=—
6bp
entonces,
= 5¢C we 1]
T la+e0)1+D
ademis,
dl
a = E + a,C - bII
¢ aq
— b (— iy —1)
AR
con,
4 _u
= — ]/ e
@ bI bI
entonces,

dl—b( +yC-1)
dt \ary

Ahora analicemos los puntos fijos del sistema, haciendo las derivadas iguales a cero de la ecuacion

20 tenemos que



s wc
1+eO)(I+1)

1] =0
=2 3C=0=C=0
Si sustituimos en la ecuacién 21 tendremos,
bi(a+yC—-1)=0
pero C = 0,
S a-1=0=1I=ay 1=€/bl.

Es decir un punto fijo se encuentra en,

p1 = (Cy, P, 1y) = (0,0, f/bl)‘
Por otro lado,

wc
1+eC)(1+1D)

1=0,

wc _,
1+e0)@+D

WC=0+eC)I+1),
WC=1+1+€Cl+e€C,
WC—eCl—eC=1+1,
CIW—el—€]l=1+1,
entonces,

I+1

Cp=————
ZTW-e(+1)

El cual es el segundo valor de C. Si sustituimos en la ecuacién 22 tenemos que

I+1
a+y[W_E]—I=O

I+1

“_IZ_V[W—E(1+1)

a—IW-e(l+1)]=—-yI+1)

(a—D(W—-€el—¢e)=—yI+1)
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aW —ael —ae —IW + €l + el = -yl —y
aW —ael —ae—IW +el?+el+yl +y =0
elP+1(e+y—-W-—ae)+a(W—-e)+y=0

Resolviendo esta ecuacién tenemos,

(e+y—W—ae)i\/(e+y—W—ae)2—46(0:W—a'e+y)
2e€

Ii =
y entonces tendremos los siguientes puntos fijos que habra que buscar:

P, = (Cz,Pz»I+)

P; = (C3;P3:I—)

Ahora hay que analizar la estabilidad de estos puntos fijos. Esto se puede realizar por los métodos
tradicionales. De acuerdo con el analisis planteado por Strogatz [29], si tenemos un sistema lineal dado

port;
X = AX

donde

=) 4= ) x=()
X1 = axq + bx,

.9.C2 =CXq + de

Entonces, usando lo expuesto en el capitulo 111, se puede analizar la estabilidad del sistema, que para

nuestro caso es:

24)
—6C

a

dC_( rC ) c P/bp

dt  \eC +1 I+1
dI (25)

a=f+a1C—1b1

Se puede observar que no tenemos un sistema lineal, por lo que habra que linealizarlo para poder

usar el analisis dado por Strogatz, lo cual hacemos a continuacion.
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3.2.1.1 Linealizacion del sistema

Como podemos observar aunque la ecuacién 25 esta puesta de una manera lineal, la ecuacién 33 no
por lo tanto tenemos que hacer una linealizacién del sistema. Como dice Strogatz [31] la idea es que
tenemos la esperanza que podemos aproximarnos a un sistema lineal cerca del punto fijo de la siguiente
manera.

Consideremos el sistema:
x=flxy)
y=9xy)

Y suponiendo que (x*,y*) es un punto fijo es decir;
fG&hy) =0
gx*y) =0

Ahora tenemos,

u=x—x"; v=y—y*

La cual es una perturbacién del punto fijo. Para ver si la perturbacion crece 6 decrecen necesitamos

derivar un conjunto de ecuaciones diferenciales para u y v. Hagamoslo primero para u.

u=x=f(u+x"y +v)

St hacemos su expansién en serie de Taylor, tendremos,

_ * % of , ., 9f 2 .2
—‘}é,y)+uax+vay+z9(u , V%, Uv)

0
i) 0
= u—f + v—f +9(u?,v?uv)
d0x dy

d 5} . P
Donde debemos recordar que é y é, estin evaluadas en el punto fijo (x*,¥) y por lo tanto son

nameros. Si consideramos que los términos cuadraticos son extremadamente pequefios entonces
tenemos,

of  of
1=u— —. 26
u=u o +v 3y (26)

De manera analoga para v tenemos
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ag ag
) = U — — 27
v uax+vay 27)

Asf entonces tenemos que de forma matricial, las ecuaciones (26) y (27) pueden colocarse de la

siguiente manera:

/ (')f/ dx af/ ay\

" = 1 28)
(1;) \ag/ax ag/ay/( )

Donde 4 = es la matriz jacobiana alrededor del punto fijo (x*, y*).

Como podemos observar, ahora tenemos un sistema lineal, el cual podemos aplicar la teorfa para
estos sistemas. Es decir ahora buscaremos trayectorias de la forma

- -0
a

a
Donde A es el valor propio y ( ,3) es el vector propio. Para algin ( ,3) # que es un vector fijo a ser

561 (t) = elta

x'z (t) = elt'l_])

determinado. Y A la tasa de crecimiento, también a ser deteminada. Si las soluciones existen, estas

a
corresponden a movimientos exponenciales a lo largo de la linea dada por el vector ( 'B)Para encontrar

a R N t [ .
las condiciones para Ay (,3) sustituimos 7(t) = e*W con r(t) = (17( )) y W (,3) en la ecuacion 8,

u(t)

con lo cual obtenemos Aetw = e AW entonces:
AW = Aw (29)

En general los valores propios A estan dados por la ecuacion caracteristica det(A — AI) = 0 es

decir,

/af/ax_l af/ay \
l\ ag/ax ag/ay_A/'=O.

Para nuestro caso tenemos que de acuerdo a las ecuaciones (24) y (25)

- 6C

a
rC ) c P/bp

f(C’I)=<EC+1 I+1
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g(C,I) = f +a1C _Ibl

Por lo tanto,

ap
of /bp 2rC(eC + 1) —rC?(e) 5

ac I+1 (eC + 1)? ’
Valuada en (0, f/ bl) que es el primer punto fijo tendremos o _ —0.

ac

Analogamente

-5 )

Valuado en (O, f/ bI) tendremos,

of
— =0,
ol
Asi mismo,
dg dg b
ac~ M ar T
Por lo tanto, la matriz Jacobiana esta dada por,
-5 0
4= (al _bI)'

con
tT==6—b; y A=6b;
Y por lo tanto, la ecuacién caracteristica sera:
(—5 + 1 0 )
a; —b;+ 1

De la ecuacién anterior podemos encontrar A, y A,, es decir,

2 T+ T2 — 4A

1 2
T—V12 —4A

Azz 2
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_ (=6 —by) + /(=6 — b))? — 48b;
- 2

e

N —(8 + by) + /(8 + b))% — 48b;
1 =
2

s —(8 + by) + /82 + 28b; + b? — 48b,
1 =
2

I —(8 + by) ++/62 — 28b;+b?

1=

M

_ =6 +b)++(6—bp)?
B 2

Al =_6y12=_6

Ahora bien, debemos hacer exactamente los mismo para los otros 2 puntos fijos es decir encontrar

of of dg 0 . .
a—i,é, ﬁ,% y evaluarlos en €, y C3 ver que tipo de puntos fijos son (nodos, saddle, etc.).

St hacemos operaciones podemos establecer que para los puntos fijos:
P2 = (CZ,P2;1+)
ps = (C3,P3,1)
I, =yC, y [L=yC

Tomando € =0y

_—(y+e-W)+(y +e—W)2 —dey
- 2ey

&

_—(y+e—W)—\/(y+e—W)2—4ey

C
3 2ey

De aqui se pueden obtener los valores propios que seran para (Cy, ),

1

donde,

Y, =2b,W +8(E —y—W +T)
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F=JE+y-w)3?2 -4y

A, = ﬁ(-y_ + \/y_z —16b,6WT )

Donde,

Y. =2b,W +8( —y—W +T).

El analisis de los valores propios encontrados se hace en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4
Analisis de los resultados

En el capitulo anterior, se mostrd el desarrollo, para realizar los dos andlisis propuestos, enfocados al
estudio de las neoplasias malignas y el proceso de angiogénesis. En este capitulo se muestran los resultados
de estos analisis.

Como se indicé anteriormente, el primer analisis, estd enfocado al estudio las redes vasculares
producidas por el proceso de angiogénesis, obteniéndolas a partit de una imagen de tomografia y
realizando una modelacién de estas redes vasculares a una red de nodos y aristas, en este capitulo se
muestran los resultados obtenidos del analisis de estructura y el analisis geométrico propuestos para
analizar estas redes. Se muestra ademas, los resultados obtenidos del estudio de vulnerabilidad hecho a
estas redes. Y por ultimo, se muestra una comparacion de los resultados obtenidos de los analisis
realizados a las redes generadas por un nuevo algoritmo propuesto, contra las redes generadas por el

algoritmo de invasion-percolacion y las redes obtenidas a partir de las imagenes de tomografia.

En cuanto al segundo analisis propuesto, como se indico se encuentra enfocado al estudio de la
importancia de los promotores e inhibidores de la angiogénesis, en este capitulo se muestra el analisis
hecho a los puntos fijos encontrados como resultados del analisis de estabilidad lineal hecho al sistema de
ecuaciones no lineales mostrado en el capitulo anterior.
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4.1 Descripcion de las imagenes de tomografia
utilizadas como conjunto experimental en el
primer analisis

Las imagenes utilizadas en durante el desatrollo del primer analisis de la tesis, son parte de los estudios

médicos que se realizaron a cuatro pacientes con cancer para valorar el estado en el que se encontraban

[Tabla 3].

Los estudios se realizaron en el departamento de radiologifa del Instituto Nacional de Ciencias Médicas
y Nutricién Salvador Zubiran (INNSZ).

Tabla 3. Caracteristicas de los pacientes estudiados.

. Localizacion de la Fecha del
Paciente Sexo Edad . . .
neoplasia maligna estudio
A Femenino 44 Higado 23/11/2007
B Masculino 57 Higado 05/02/2008
C Masculino 63 Brazo 30/10/2007
D Femenino 55 Higado 08/03/2007

Para estudiar el proceso de la angiogénesis y el progreso del Cancer en los pacientes, el INNSZ realiza
los estudios con un tomégrafo computatizado que posee dos detectores largos que permiten una cobertura
y flexibilidad, para tomar las tomografias. Este tomégrafo no solo permite el diagnéstico del proceso de
angiogénesis sino también de enfermedades cancerosas, vasculares, abdominales, cerebrales y cardiacas [ver
figura 19]. Las imagenes proporcionadas por el INNSZ tienen una resoluciéon de 960 por 1240 pixeles.
Para el analisis las imagenes se dividieron en cuatro partes de distintos tamafios, tomando las partes donde
se observaron mejor los vasos vasculares.

En la figura 19(a) se muestra el tomoégrafo computarizado que utiliza el INNSZ para realizar los
estudios de angiograffa. En la figura 19(b) se observa una de las imdgenes utilizadas en el estudio, se puede
observar que las imdgenes poseen una iluminacién uniforme pero contienen mucho ruido. Cabe resaltar
que las tomograffas son tomadas con poco cuidado ya que los especialistas solo las utilizan para determinar
la posicién en el que se encuentra el tumor y saber si este es factible para ser extraido. Por lo que, no
ponen énfasis en tomarlas con mayor cuidado.
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Figura 19. Imégenes utilizadas: (a)Arist zee Biplan system. Tomografo computarizado marca Siemens que es utilizado en el
INNSZ, (b) ejemplo de una imagen utilizada en el estudio.

Los resultados de los estudios se encuentran almacenados en formato DICOM, por lo que se utiliz6 el
software MedimalView para visualizar y leer las imagenes, el mismo software permite leer los datos
adjuntos (informacién del paciente) y manipular de las imagenes de tomografia al exportarlas a formato
BMP.

Para leer la informacién del paciente y obtener las imigenes de tomografia, se utilizé el softwate
MedimalView que nos permitié grabar la imagen en formato BMP, con las siguiente caracteristicas, una
resolucion de 960 por 1240 pixeles (8 bits por pixel) y con un tamafio en memoria fisica aproximado de 1,
049,654 bytes.

4.1.1 Recorte de las imagenes de tomografia

Para el estudio se tomaron solo algunas partes de las tomografias con el fin de obtener propiedades de
la red como la auto-similitud y el escalamiento. Los tamafios de las imagenes recortadas son:
32%32,64%64,128*128,256*256 pixeles, estos tamafios estin dado en base a los métodos utilizados, los
cuales indica que la matriz debe ser cuadrada M * M con valor igual a M = 2" para medir las
caracteristicas de la red [13].

En total se hicieron cuatro recortes por cada imagen de tomografia, obteniéndose en total 16 imdgenes
de tomografia que seran utilizadas para realizar el analisis propuesto. Cabe resaltar que el recorte de la
imagen se llevé de forma externa al software utilizado.

4.2 Resultados del analisis de las redes vasculares

Para analizar las caracteristicas de las redes vasculares (promedio de la longitud del camino mas corto,
coeficiente de agrupamiento, tipo de distribuciéon de grado y dimensién fractal) se presentan los resultados
en tablas (tabla 4, 5, 6, y 7) de imagenes mas pequefias obtenidas de las tomografia. El objetivo de realizar
el analisis en estas tablas, es buscar comportamientos repetibles de las redes vasculares y observar como
evolucionan estas caractetisticas conforme al tamafio del recorte aumenta.
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4.2.1 Analisis de la imagen de tomografia del paciente A

En tabla 4, se muestran los resultados obtenidos el andlisis de la geometria y estructura de las redes
obtenidas a partir de la de tomografia A, donde N es igual al nimero total de nodos en la red, Z es el
promedio de grado, € es el promedio del coeficiente de agrupamiento, € es el inverso de la longitud
promedio del camino mas corto, @ es el exponente de distribucion tipo ley de potencia, Error de « es el
error del ajuste a la distribucién tipo ley de potencia, recordemos que se utilizé un error cuadratico medio
para calculatlo, B es el exponente de distribucion exponencial, Error de g es el error del ajuste a la

distribucién exponencial y d es la dimension fractal.

Tabla 4. Resultados del analisis de estructura y geometria de la tomografia del paciente A.

Imagen Error Error del
A N z ¢ ¢ a del @ B B d
32 98 2 0.169 0.061 3.256 0.575 0.8 0.616 1.304
64 340 3 0.279 0.035 3.0304 0.735 0.743 0.485 1.395
128 630 2 0.231 0.020 4.0624 0.635 0.967 0.298 1.357
256 2301 2 0.226 0.010 4.334 1.031 1.062 0.670 1.409

Como se indic6 en el desarrollo para realizar el andlisis de estructura propuesto, se obtuvieron tres
parametros, los cuales se encuentran relacionados con los conceptos de redes complejas. El primero de
ellos es el coeficiente de agrupamiento, el segundo es el promedio de la distancia mas corta y por dltimo el
tipo de distribuciéon que guardan los nodos en las redes obtenidas de la imagen del paciente A, [ver tabla 4].

Los resultados nos indican que las redes obtenidas de la imagen del paciente A se encuentran poco
conectadas, pues su promedio de grado se encuentra entre 2 y 3, dando como resultado un coeficiente de
agrupamiento entre 0.16 y 0.27. Sin embargo, estas redes poseen promedios de la distancia mas corta
pequefios, es decir que dentro de estas redes existen saltos grandes o conexiones largas entre los nodos, lo
que hace posible que cualquier par de nodos se puedan conectar a través de pocos saltos.

Ahora, si analizamos los resultados de la distribucién de los nodos las redes de la imagen del paciente
A, podemos observar que el error del ajuste, en 3 de los 4 recortes hechos a la imagen del paciente A, fue
menor al ajustar a una distribucién tipo exponencial, por lo que podemos considerar que estas redes
poseen distribuciones tipo exponencial [ver tabla 4].

En cuanto al analisis de la geometria de la red, se obtuvo una dimensioén fractal entre 1.3 y 1.4, las
mediciones obtenidas del espacio que ocupa las redes, en escala logaritmica ajustan a una recta,
indicandonos que estas redes son auto-similares.
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Si ahora analizamos por columnas la tabla 4, podemos observar que conforme el tamafio de la red
aumenta, el promedio de agrupamiento, la dimensién fractal y el promedio de la longitud del camino mas
corto también aumenta, y esto se debe a que el numero de nodos en la red aumenta. Pero el tipo de
distribucién sigue estando sesgada hacia la derecha en todas las graficas, aunque en no siempre se ajusta
mejor a una distribucién tipo ley de potencia.

Las otras medidas tomadas para esta red fueron el nimero de conexiones (K) que es igual a 3252, un
didmetro de 292, radio igual a 146, su centro se encuentra en el nodo [1184] y excentricidad igual a 223.
Estas medidas no fueron analizadas, para este trabajo, sin embargo pueden ser utilizadas para realizar un
analisis mas robusto de la estructura de la red.
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Figura 20. Obtencién de la estructura y geometria de la red, para un recorte de 256%256 pixeles de la tomografia A. La figura 20(a)
muestra el esqueleto obtenido a partir del recorte de la tomografia A, en la figura 20(b) se observa la distribucién de los nodos en
la red, donde P(k) es el nimero de nodos que tienen K conexiones, y en la figura 20(c) se presenta la grifica del ajuste de una
recta para calcular la dimension fractal, donde N(77) el nimero de cuadros que cubre la red dentro una cuadricula cuyos cuadros
son de tamafio 7', ambos ejes estan en escala logaritmica.

En la figura 20, se observa el esqueleto obtenido tras procesar la imagen de tomografia del paciente A;
el recorte hecho a la tomografia es de tamafio 256*256 pixeles.

Para este recorte, se obtuvieron los siguientes resultados [ver tabla 4], un coeficiente de agrupamiento
0.2206, lo que nos indica que esta red es encuentra poco conectada y esto de debe a que el promedio del
grado (Z) es de 2. Como se puede observar en la figura C (b), la distribucién de las conexiones en la red se
encuentra segada hacia la derecha, esta distribucion se ajusta a una ley de potencia con un error de 1.031 y
se ajusta a una distribucién exponencial con un error de ajuste de 0.670, por lo que la distribucién que

guarda esta red es de tipo exponencial. La medicién del promedio del camino mas corto (£) fue de 0.010,
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lo que quiere decir que en esta red de 2301 nodos (N), cualquier par de nodos se puede conectar
aproximadamente con 100 saltos.

4.2.2 Analisis de la imagen de tomografia del paciente B

El analisis de estructura de la imagen del paciente B, basado en las tres medidas obtenidas para
caracterizar las redes modeladas nos muestran que estas redes se encuentran poco conectadas, pues el
promedio de agrupamiento para todas las redes es de 2 y sus coeficientes de agrupamiento, se encuentran
entre 0.12 y 0.2 [ver tabla 5].

En cuanto al promedio de la distancia del camino mas corto, los resultados de las mediciones se
encuentran entre 0.066 y 0.009, lo que nos indica que las redes de la tomografia del paciente B, poseen
caminos cortos. Un ejemplo es la red de 2274 nodos, obtenida del recorte hecho a esta tomografia de
tamafio 256*256 pixeles, en donde el promedio del camino mas corto es de 0.009, es decir que en
promedio solo se necesitan 111 saltos para conectar cualquier par de nodos en esta red [ver tabla 5].

Las graficas obtenidas de los recortes hechos a la tomografia del paciente B, muestran que las
distribuciones se encuentran sesgadas hacia la derecha, estas se justan mejor a una distribucién
exponencial, pues sus errores son menores que la distribucién tipo ley de potencia [ver tabla 5].

Los resultados del analisis geométrico hecho a las redes obtenidas de la tomografia del paciente B,
muestran que las mediciones tomadas para calcular la dimensién fractal de cada red, si se hace una
transformacion a un espacio logatitmico, éstas se ajustan a una ley de potencias, lo que nos indica que estas
redes guardan una relacién en cuanto al espacio al que ocupan. La dimensién fractal para estas redes se
encuentra entre 1.27 y 1.39 [ver tabla 5].

Tabla 5. Resultados del analisis de estructura y geometria de la tomografia del paciente B.

I Etror del Error
m;gen N 7 c ? « (Zx € B 2B d
32 79 2 0.122 0.066 3.302 0.358 1.187 0.264 1.278
64 234 2 0.201 0.036 4.168 0.643 1.072 0.441 1.332
128 1248 2 0.180 0.009 4.481 0.674 1.057 0.395 1.470
256 2274 2 0.187 0.009 4.222 0.697 1.007 0.366 1.396

En la figura 21, se muestra un ejemplo de una de las redes obtenidas de la tomografia B. Esta red fue
obtenida de un recorte hecho de 128*128 pixeles. En la figura 21(a) se puede observar que el esqueleto de
este recorte, nos proporciona una red poco conectada al ser modelada, y esto se refleja en los resultados
obtenidos de la medicién de su coeficiente de agrupamiento al ser de 0.180 y su promedio de grado igual a
2.
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Si ahora observamos la grafica de las distribuciones de sus conexiones esta red [ver figura 21(b)],
veremos que ésta se encuentra sesgada hacia la derecha, y que se ajusta a una distribucién tipo ley de
potencia con un error de 0.674 y un error de ajuste a la distribucién exponencial de 0.395.

Por dltimo la grafica del ajuste de la dimensién fractal, figura 21(c), nos indica que en esta red existe una
relacién de escala entre el espacio que ocupa la red dentro de una cuadricula (numero de cajas necesarias

para cubrirla) y el tamafio de esta cuadricula (tamafio de las cajas) y que esta relacion es tipo ley de
potencia.

Distibucidn de Nodos

Hmr_h—‘—._l__x_
2 3 4 5 § 1

B

k

Ajuste de la dimension fractal

N(r)

Figura 21. Obtencién de la estructura y geometria de la red, para un recorte de 128*128 pixeles de la tomografia B. La figura 21(a)
muestra el esqueleto obtenido a partir del recorte de la tomografia B, en la figura 21(b) se observa la distribucién de los nodos en la
red, donde P (k) es el nimero de nodos que tienen K conexiones, y en la figura 21(c) se presenta la grifica del ajuste de una recta
para calcular la dimension fractal, donde N() el numero de cuadros necesarios para cubrir la red dentro una cuadricula cuyos
cuadros son de tamafio 7, ambos ejes estin en escala logaritmica.

4.2.3 Analisis de la imagen de tomografia del paciente C

Al realizar el analisis de la estructura de la imagen del paciente C, los resultados muestran que todas las
redes obtenidas a partir de la modelacién y recorte de la tomografia del paciente C, se encuentran poco
conectadas al tener un promedio de grado igual a dos y con coeficientes de agrupamiento entre 0.15 y 0.23.

Las mediciones del promedio de la distancia del camino mas corto, muestran que para cualquier par de

nodos en estas redes se puede conectar a través de pocas conexiones, por ejemplo la red obtenida del
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recorte de 64*64 pixeles hecho a la tomografia del paciente C, puede conectar cualquier par de nodos
realizando solo 34 conexiones dentro de esta red.

Las distribuciones de las cuatro redes obtenidas de la tomografia del paciente C se encuentran sesgadas
hacia la derecha, en este caso dos de las cuatro redes, se ajustan mejor a una distribuciéon exponencial que a

una distribucion tipo ley de potencia [ver tabla 6].

Para el analisis de la geometria de las redes obtenidas partir de la tomografia del paciente C, la
dimension fractal se encuentra entre 1.34 y 1.49. Estas dimensiones nos proporciona una relacion de escala
sobre como las redes obtenidas de las tomografia del paciente C llenan el espacio que ocupan. La relacién
de escala que se encontrd, fue tipo ley de potencia, lo que significa que entre menor sea el tamafio de las
cajas dentro de las cuadriculas utilizadas para cubrir a las redes, mayor es el numero de cajas que se

necesitan para cubrirlas.

Tabla 6. Resultados del analisis de estructura y geometria de la tomogratia del paciente C.

Imz(l:gen N z C f a E“(:: del 4 Error del d
32 111 2 0.156  0.063 2.552 0.182 0.625 0.263 1.342
64 211 2 0.152  0.029 3.507 0.384 1.108 0.234 1.301
128 987 2 0.214  0.015 2.703 0.361 0.603 0.441 1.425
256 3570 2 0.230 0.009 2.907 0.340 0.678 0.177 1.494

En la figura 22, se puede observar un ejemplo de las redes obtenidas a partir de la tomografia del
paciente C, las mediciones obtenidas para analizar la estructura de red modelada a partir del recorte de
tamafio 64*64 pixeles hecho a tomografia fueron las siguientes, el promedio de grado es igual a 2 y su
coeficiente de agrupamiento es de 0.156, indicandonos que la red se encuentra poco conectada [ver figura

22(2)].

Mientras que la medicién del promedio de la longitud del camino mas corto fue de 0.029, lo que indica
que son necesarios 34 saltos o conexiones para conectar cualquier par de nodos dentro de la red.

Para completar el andlisis de la estructura, falta solo conocer la forma en que se distribuyen las
conexiones dentro de la red, en la figura 22(b) se muestra la distribucién de estas conexiones, como se
puede observar la distribucién se encuentra sesgada hacia la derecha y se ajusta a una distribucion tipo

exponencial con un exponente 1.1 y un error de aproximacion de 0.23 [ver tabla 6].

El resultado del analisis de geometria hecho para el recorte de tamafio 64*64 pixeles, muestra que la red

tiene una dimension fractal igual a 1.301.
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Figura 22. Obtencion de la estructura y geometria de la red, para un recorte de 64*64 pixeles de la tomografia del paciente C. La
figura 22(a) muestra el esqueleto obtenido a partir del recorte de la tomografia del paciente C, en la figura 22(b) se observa la
distribucién de los nodos en la red, donde P (k) es el nimero de nodos que tienen Kk conexiones, y en la figura 22(c) se presenta la
grafica del ajuste de una recta para calcular la dimension fractal, donde N(77) el nimero de cuadros necesatios pata cubrtir la red
dentro una cuadricula cuyos cuadros son de tamafio T, ambos ejes estan en escala logaritmica.

4.2.4 Analisis de la imagen de tomografia del paciente D

Las cuatro redes obtenidas a partir de los recortes hechos de la imagen del paciente D, muestra que
estas redes se encuentran poco conectadas al presentar un promedio de grado igual con 2 para todas las

redes y coeficientes de agrupamientos bajos todos menores a 0.3 [ver tabla 7].

La medida del promedio de la longitud del camino mas corto de estas redes, arrojo resultados que
muestran que estas redes poseen nodos que conectan partes distantes de las redes, esto permite que

cualquier par de nodos se pueda conectar utilizando solo pocas conexiones o saltos dentro de la red.

Las distribuciones de las conexiones dentro de estas redes, se encuentran todas sesgada hacia la
derecha, ajustandose a una distribucion tipo exponencial [ver tabla 7]. Estas distribuciones nos indican que

existen varios nodos con pocas conexiones y pocos nodos con muchas conexiones.

El analisis geométrico para estas redes, nos muestra que la dimensién fractal de estas redes se
encuentran entre 1.29 y 1.46, lo que nos indica que esta red guarda una relacion de escala en relacion con el

espacio que ocupan estas redes.
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Tabla 7. Resultados del analisis de estructura y geometria de la tomograffa del paciente D.

I E del Error

maDgen N z c ¢ o rr(:; e P deloﬁ d
32 103 2 0.251  0.071 3.101 0.5404 0.8803 0.436 1.322
64 428 2 0.207 0.026 3.320 0.57 0.866 0.351 1.463
128 894 2 0.204  0.014 3.921 0.7278 0.940 0.434 1.390
256 1260 2 0.169 0.010 4.250 0.7396 1.013 0.443 1.291

La red que se presenta a continuacion, es un ejemplo de uno de los recortes hecho a la tomografia del
paciente D, en este caso el recorte fue de 32*32 pixeles, que es el minimo tamafio que se utilizo para
realizar los analisis. El resultado del promedio de grado fue de 2, mientras que el coeficiente de

agrupamiento obtuvo un valor de 0.251, mostrando que la red se encuentra poco conectada.
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Figura 23.0btencién de la estructura y geometria de la red, para un recorte de 32*32 pixeles de la tomografia del paciente D. La
figura 23(a) muestra el esqueleto obtenido a partir de este recorte, en la figura 23(b) se observa la distribucién de los nodos en la
red, donde P(k) es el nimero de nodos que tienen Kk conexiones, y por ultimo en la figura 23(c) se presenta la grafica del ajuste de
una recta para calcular la dimension fractal, donde N(1) el numero de cuadros necesatios pata cubtir la red dentro una cuadricula
cuyos cuadros son de tamafio 7", ambos ejes estan en escala logaritmica.

El resultado de la longitud del camino mas corto es igual a 0.071, lo que significa que en promedio
dentro de esta red, cualquier par de nodos se encuentran separados por tan solo 14 conexiones o saltos

entre ellos.

La grafica mostrada en la figura 23(b), es la distribucién de las conexiones dentro de la red, como se
puede observar esta distribucién se encuentra sesgada hacia la derecha, sin embargo como se puede
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observar también esta distribucién no es tipo ley de potencia, es mas se pude pensar que es una
distribucién tipo exponencial.

El resultado de la dimension fractal es igual a 1.322, que es igual a la pendiente que se obtuvo de
graficar log N(r) contra log (1) [ver figura 23(c)], donde N(7) es el nimero de cajas de tamafio r
necesarias para cubrir toda la red.

4.3 Resultados del analisis de vulnerabilidad

A continuacién se muestran algunos de los resultados obtenidos del analisis de vulnerabilidad hecho a las
tomografias de los pacientes A y B, utilizando los recortes anteriores de tamafio 32*32, 64*64 y 128*128
pixeles. Como se explicé en el capitulo anterior el analisis de vulnerabilidad se llev6 a cabo atacando a las
redes, de forma aleatoria y dirigida para después ser caracterizadas utilizando los analisis de estructura y
geometria propuestos. Los resultados completos del andlisis de vulnerabilidad se pueden observar en el
apéndice A.

4.3.1 Ataque aleatorio

El andlisis de estructura pata las redes obtenidas después de sufrir un ataque aleatorio muestra que el
promedio de grado (Z) de las redes se mantiene, es decir la forma en que se conectan los nodos no se
altera. En tanto que el coeficiente de agrupamiento (C), si cambia ligeramente, sin embargo sigue siendo

bajo, lo que significa que estas redes se encuentran poco conectadas [ver tabla 8].

En cuanto al promedio de la longitud del camino mas corto (€), con forme el porcentaje de eliminacién
aleatoria aumenta este se va haciendo mas pequefio, y esto se debe a que la red también se va haciendo
cada vez mas pequefia. Cabe destacar que a pesar de que las redes se hacen mas pequefias éstas siguen
conservando caminos cortos dentro de ellas.

Las distribuciones de las conexiones obtenidas para estas redes contindan estando sesgadas hacia la
derecha, sin embargo las redes pierden su distribucion original y los errores del ajuste a una distribucién
tipo ley de potencia (Error del &) y una distribucion tipo exponencial (Etror del f8), van disminuyendo

conforme el porcentaje del ataque aleatorio va aumentado [ver apéndice A].

La disminucién en los errores del coeficiente de distribucién, no se debe a un ajuste mejor a la
distribucién tipo ley de potencia o exponencial, se debe a que el nimero de nodos que poseen un
determinado nimero de conexiones desapatece por completo haciendo que se tengan pocos datos para
calcular el error.

Los resultados de la dimensiéon fractal (d), muestran que para las tres redes analizadas, cuando se
eliminan nodos de forma aleatoria, la dimension fractal ya no se puede calcular de forma correcta, porque
el método de conteo por cajas no puede comprobar que estas redes sean auto-similares y que posean
relaciones de escala, pues la forma en que las redes llenaban el espacio que las contenia cambio. En la tabla
8, se puede observar que con eliminar de forma aleatoria el 10% del total de los nodos, la medicién de la

dimension fractal ya no es correcta.
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Tabla 8. Resultados del analisis de vulnerabilidad hecho a la tomografia del paciente B, utilizando
eliminacién aleatoria.

A N ‘E{::;s;: 7 C P Error del Etrror del d
eliminados a B
Matriz 35 79 2 0.122 0.066 0.358 0264 1278
1% 39 2 2 0.068 0.102 0.278 0149 1038
Porcentaje 5% 50 5 2 0.106 0.100 0.364 0260 1121
10% 23 9 2 0.144 0.185 0.356 0258 0909
15% 26 13 2 0.128 0.150 0313 0206 0962
Mattiz (s 340 30279 0.035 0.735 0.441 1.395
1% 334 6 30279 0.033 0.721 0344 1390
Porcentaje 5% 268 18 2 0262 0.039 0.471 0298 1411
10% 183 35 2 0267 0.051 0.512 0087 1326
15% 70 52 30303 0.122 0.294 0162 1.144
Mattiz - ogiog 1248 2 0180 0.009 0.674 0395 1470
1% 1117 10 2 0193 0.009 0.680 0402 1.449
Porcentaje 5% 379 63 2 0213 0.024 0.500 0240 1203
10% 129 126 2 0213 0.044 0.678 0649 0953
15% 105 188 2 0251 0.055 0.647 0442 1.032

En la figura 24(a), se observa el esqueleto del recorte de tamafio 128*128 hecho a la tomografia del
paciente B, y en la figura 24(c), se muestra el mismo esqueleto solo que después de haber eliminado 1% del
total de nodos en la red de forma aleatoria.

Si observamos lo resultados del andlisis de estructura para este ejemplo [ver tabla 8], podemos observar
que esta red conserva una estructura similar a la red original, es decir la red atacada sigue siendo una red
poco conectada al conservar un coeficiente de agrupamiento bajo, con una distribucién sesgada hacia la
derecha y con un promedio de la longitud del camino mads corto igual a 0.009, lo que le permite a la red

seguir siendo eficiente en el transporte.

Para el andlisis de la geometria, la red que queda después de ser atacada posee una dimension fractal igual
a 1.449, dimension que es muy parecida a la red original que fue de 1.470, es decir que la red después de
eliminar sus nodos de forma aleatoria continua describiendo el espacio que ocupa la red de forma similar a

la original.
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Figura 24. Ejemplo de una taque aleatorio. En la figura 24(a) se muestra el esqueleto del recorte hecho a la tomografia del paciente
B de tamafio 128*128 pixeles, la figura 24(b) muestra la distribucién de los nodos en la red modelada a partir del recorte, donde
P(K) es el nimero de nodos que tienen K conexiones, en la figura 24(c) se observa el esqueleto que queda después de haber
eliminado de forma aleatoria el 1% del total de los nodos en la red y en la figura 24(d)se muestra la distribucién después de
realizado la eliminaci6én de los nodos.

4.3.2 Ataque dirigido

Los resultados del analisis de estructura, obtenidos de la eliminacién de nodos de forma dirigida
muestran que tanto el promedio de grado para los nodos de las redes como el coeficiente de agrupamiento
cambian muy poco, dando como resultado que después de ser atacadas las redes de forma dirigida, estas
redes siguen estando poco conectadas.

En el caso de las mediciones del promedio de la longitud del camino mas corto, los resultados muestran
que este promedio va disminuyendo, por lo que aun cuando la red es atacada cualquier par de nodos se
pueden conectar a través de pocas conexiones.

Las distribuciones obtenidas para las 24 redes analizadas, todas se encuentran sesgadas hacia la derecha,
sin embargo al eliminar los nodos con grado 4, estas redes pierden este sesgo hacia la derecha, por lo que la
distribucién ya no es tipo ley de potencia ni exponencial.

Los resultados de la dimensién fractal muestran que la red, pierde sus propiedades de objeto fractal al
eliminar los nodos con grado 4, como se pude observar en la tabla 9 cuando se eliminan estos nodos de
forma dirigida, las mediciones obtenidas de la dimensién fractal no son correctas, esto debe a que ya no se
puede encontrar una relacion entre el espacio que cubre el objeto y la resolucién a la que es medido este

espacio.
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En la tabla 9, se pueden observar los resultados obtenidos del analisis de estructura y del analisis
geométrico hecho a las redes obtenidas a partir de la tomografia del paciente A, después de eliminar los
nodos de forma dirigida, los resultados completos pueden observarse en el apéndice A.

Tabla 9. Resultados del estudio de vulnerabilidad para la tomografia del paciente A, utilizando eliminacién

dirigida.
Nimero de Error del  Etrror del
A N nodos Z C £ d
eliminados @ B
Matri
atrz 32*32 98 2 0.169 0.061 1.3049 0.575 0.616
7 97 1 2 0.158 0.061 1.3028 0.206 0.159
Dirigido 6 95 3 2 0.126 0.059 1.2985 0.250 0.172
5 97 1 2 0.166 0.060 1.3028 0.320 0.352
4 56 10 2 0.108 0.085 1.1703 0.187 0.044
Matriz
64*64 340 3 0.279 0.035 1.395 0.735 0.485
7 334 6 2 0.262 0.03 1.392 0.709 0.409
Dirigido 6 290 19 2 0.217 0.036 1.391 0.776 0.628
5 167 21 2 0.226 0.048 1.237 0.405 0.267
4 98 64 2 0.118 0.060 1.089 0.503 0.341
Matriz
120*128 630 2 0.231 0.0206 1.357  0.63561 0.298
7 627 3 2 0.228 0.020 1.356 0.6542 0.440
Dirigido 6 618 12 2 0.205 0.020 1.355 0.5414 0.389
5 599 20 2 0.204 0.020 1.347 0.7029 0.555
4 59 84 2 0.106 0.080 0.916 0.4427 0.473

En la figura 24, se puede observar un ejemplo de un ataque dirigido a los nodos con grado igual con 5,
hecho a la red obtenida a partir del recorte de tamafio 128*128 de la tomografia del paciente A. Si
tomamos en cuenta los resultados del promedio de grado que fue igual a 2 y el coeficiente de agrupamiento
igual a 0.204, a red obtenida después de ser atacada, esta ain conserva las caracteristicas de la red original,
es decir la red continua siendo una red poco conectada [ver tabla 9].

La figura 24(c), muestra el esqueleto que se obtuvo después de que se eliminaron los nodos con grado
igual a 5 y como se pude observar en la figura 24(d) la grafica de la distribucién de grados dentro de la red
una vez que ha sido atacada, pierde parte el sesgo hacia la derecha que tenia, ademds de disminuir el
numero nodos que poseen grados inferiores a 5.

En cuanto a la dimension fractal pasa de 1.357 a 1.347, lo que nos indica que cuando esta red es atacada
de forma dirigida a los nodos con grado 5, ésta ain describe el espacio que ocupa la red de forma similar a
la red original.
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Figura 25. Ejemplo de una taque dirigido. En la figura 25(a) se muestra el esqueleto del recorte hecho a la tomografia del paciente
A de tamafio 128*128 pixeles, la figura 25(b) muestra la distribucién de los nodos en la red modelada a partir del recorte, donde
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P(K) es el nimero de nodos que tienen K conexiones, en la figura 25(c) se observa el esqueleto que queda después de haber
eliminado de forma dirigida los nodos con grado igual a 5 en la red y en la figura 25(d)se muestra la distribucion después de
realizado la eliminacién de los nodos.

4.4 Analisis de los resultados de las redes obtenidas
con el algoritmo propuesto

Los resultados del analisis de estructura muestran que las 30 redes generadas poseen una distribucion
sesgada hacia la derecha, sin embargo estas redes no poseen una distribucion caracteristica, provocando
que en ocasiones se ajuste mejor a una distribucién exponencial y en otras a una distribucion tipo ley de
potencia|ver apéndice B].

El promedio del coeficiente de agrupamiento se encuentra entre 0.017 y 0.358, lo que indica que las

redes se encuentran medianamente conectadas.

En cuanto al promedio de la longitud del camino mas corto para las 30 redes analizadas se encuentra
entre 0.009 y 0.083. Mostrando que es posible conectar cualquier par de nodos a través de pocas

conexiones.

Los resultados del analisis geométrico para las 30 redes generadas, muestran que estas redes poseen
relaciones de escala en la forma en que estas redes ocupan el espacio que las contiene, lo que nos indica
que las redes son similares a diferentes escalas.
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En la tabla 10, se encuentran los resultados del analisis hecho a las redes obtenidas con el nuevo
algoritmo, estas redes se generaron dentro de matrices de tamanio 32*32 celdas.

Tabla 10. Redes generadas por el nuevo algoritmo

Error del Etrror del

Matriz N Z C £ o B d
A 110 3 0.375 0.039 0.423 0.367 1.423
B 201 3 0.329 0.071 0.629 0.473 1.533
C 42 2 0.170 0.081 0.267 0.385 1.081
D 101 2 0.286 0.063 0.553 0.308 1.302
E 91 2 0.175 0.082 0.504 0.376 1.284
F 111 2 0.265 0.060 0.257 0.188 1.364
G 97 3 0.358 0.071 0.644 0.508 1.278
H 178 3 0.347 0.058 0.437 0.323 1.493
I 79 2 0.128 0.083 0.178 0.095 1.256
J 99 2 0.236 0.049 0.310 0.333 1.340

En la figura 26 se puede observar un ejemplo de las redes obtenidas a partir del nuevo algoritmo

propuesto, esta red es generada en una matriz de 64*64 celdas.

Las mediciones obtenidas para analizar la estructura de red fueron las siguientes, el promedio de grado
es igual a 2 y su coeficiente de agrupamiento es de 0.261 [ver apéndice B], indicindonos que la red se

encuentra poco conectada [ver figura 26(a)].

Mientras que la medicién del promedio de la longitud del camino mas corto fue de 0.035, es decir que
son necesarios 28 saltos o conexiones para conectar cualquier par de nodos dentro de esta red.

La forma en que se distribuyen las conexiones dentro de la red se puede ver en la figura 26(b), como se
puede observar la distribucion se encuentra sesgada hacia la derecha y se ajusta a una distribucion tipo ley
de potencia con un error de aproximacion de 0.484 y a una distribucion exponencial con error de 0.316
[ver apéndice B].

El resultado del analisis de geometria hecho para el recorte de tamafio 64*64 pixeles, muestra que la red
tiene una dimension fractal es igual a 1.36, mostrando que esta red posee relaciones de escala.
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Figura 26. Red obtenida con el algoritmo propuesto, tamafio de la matriz de 64*64 celdas: (a) Imagen de la red obtenida, (b)
distribucién de los nodos donde K es el nimero de conexiones que pueden tener los nodos en la red, p(k) son el nimero de
nodos que poseen esas conexiones y (c) grafica de la dimensién fractal donde 7 es el tamafio de la caja y Q(r) el nimero de
mediciones hechas por cada caja, en escala log-log.

En la figura 27(a) se observa el esqueleto de una de las redes generadas por el algoritmo propuesto, la
red fue creada dentro de una cuadricula de 128*128 celdas.

Si observamos lo resultados del analisis de estructura para este ejemplo [ver apéndice B], podemos
concluir que esta red conserva una estructura similar a las redes generadas con el nuevo algoritmo
propuesto y en un tamafio de cuadricula igual. Esta red se encuentra poco conectada al conservar un
coeficiente de agrupamiento bajo, con una distribucién sesgada hacia la derecha y con un promedio de la
longitud del camino mas corto igual a 0.009, lo que le permite a la red seguir conectando cualquier par de
nodos a través de pocas conexiones. La red posee una dimensién fractal igual a 1.638.
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Figura 27. Red obtenida con el nuevo algoritmo, tamafio de la matriz 128*128. (a) Es la imagen de la red obtenida, (b) es la
distribucién de los nodos donde k es el nimero de conexiones que pueden tener los nodos en la red, p(k) son el nimero de
nodos que poseen esas conexiones y (c) es grafica de la dimensién fractal donde 7 es el tamafio de la caja y Q(r7) el nimero de
mediciones hechas por cada caja, en escala log-log.

4.5 Analisis de los resultados de las redes obtenidas
con el algoritmo de invasion-percolacion

Para realizar el analisis de las redes producidas por el algoritmo de Invasion-percolacién, como se
indic6 en el capitulo anterior se generaron 10 redes con este algoritmo. El espacio en el que las redes se
desarrollaron fueron en cuadriculas de 32*32 celdas Los resultados completos de andlisis se puede observar
en el apéndice C.

Los resultados del analisis de estructura, muestran que las redes obtenidas por el algoritmo de Invasién-
percolacién presentan notables diferencias con respecto a las estructuras encontradas en las redes
obtenidas de las imagenes de tomografia. Para las 10 redes generadas, el promedio de grado es 4 [ver tabla

12], provocando que las mediciones del coeficiente de agrupamientos sean altas entre 0.47 y 0.54.

El tipo de distribucién que se encontré redes generadas por el algoritmo de invasién- percolacion, es
una distribucion tipo Poisson, esta distribucién nos indica que la mayorfa de los nodos en la red poseen el
mismo numero de conexiones.
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Los resultados del promedio del camino mas corto indican que es posible conectar dos pares de nodos
a través de pocas conexiones, haciendo que este tipo de redes también sean eficientes para el transporte.

El andlisis geométrico de las redes, muestra que la dimension fractal para estas redes se encuentra entre
1.36 y 1.67, lo que nos indica que estas redes son objetos fractales y que son capaces de llenar de un 50%

en adelante el espacio donde se desarrollaron.

Tabla 11 .Redes generadas por el algoritmo de invasién-percolacién

Matriz N Z c 4 a d Error del
A 130 4 0.530 0.082 0.157 1.363 1.0699
B 236 4 0.548 0.082 0.879 1.570 1.0782
C 308 4 0.477 0.070 0.407 1.660 0.7251
D 320 4 0.490 0.076 0.490 1.669 0.9407
E 289 4 0.488 0.078 0.512 1.632 1.1339
F 501 4 0.514 0.075 0.825 1.597 1.2255
G 324 4 0.496 0.075 0.571 1.673 1.4048
H 256 4 0.513 0.078 0.104 1.589 0.6932
I 130 4 0.530 0.082 0.157 1.363 1.0699
J 236 4 0.548 0.082 0.879 1.5706 1.0782

En la figura 25, se muestra ejemplo de una red generada con el algoritmo de Invasién-percolacion, en
una cuadricula de 64*64 celdas, como se puede observar en esta figura, el espacio que ocupa la red es
superior al 50% del total del espacio donde se encuentra, obteniendo se una dimensién fractal de 1.545[ver
figura 25(c)].

El resultado del promedio de grado para esta red es de 4 y el resultado del coeficiente de agrupamiento
fue de 0.521, lo que nos indica que esta red se encuentra mas conectada que las redes obtenidas de las

imagenes de tomograffa y las redes obtenidas del algoritmo propuesto.

La grafica de la distribuciéon de grados dentro de la red, muestra que la distribucién es de tipo Poisson,
esta distribucion es caracteristica de las redes formadas aleatoriamente. Al formarse un nuevo nodo y sus
conexiones dentro de la red, este no tiene preferencia sobre un nodo en particular, recordemos que la
forma en que es escogido el lugar de un nuevo nodo en la red, se hace a través de las probabilidades dentro
de la red [ver figura 25(b)].
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Figura 28. Red obtenida con el algoritmo de Invasion percolacién de un tamafio de matriz de 64*64 celdas. (a)Imagen de la red
obtenida, (c) distribucién de los nodos y (c) cilculo de la dimensién fractal.

4.5.1 Comparacion de los resultados del analisis de las
imagenes de tomografia contra dos algoritmos de
simulacion

Con la intencién de evaluar los resultados obtenidos de los analisis realizados a las redes generadas por
el algoritmo de Invasién-percolacién y a las redes producidas por el nuevo algoritmo, se realizé una
comparacion contra los resultados obtenidos del andlisis hecho a las redes obtenidas de las imagenes de
tomografia, utilizando graficas por cada una de las caracteristicas analizadas.

Se compararon 10 redes generadas por el nuevo algoritmo y 10 redes generadas por el algoritmo de
percolacion, contra los resultados obtenidos de las redes vasculares modeladas. Todas estas redes son de

tamafio 32*32 pixeles.

En la figura 29, se puede observar la comparacién de los resultados obtenidos de la medicién de la
longitud promedio del camino mas corto. En el eje de las ordenas se encuentra la dimension obtenida y en
el eje de las abscisa se encuentra el nimero de experimento. Los puntos de la grafica de forma redonda
corresponden a los resultados obtenidos de las redes generadas por el algoritmo de Invasién-percolacion,
mientras que los puntos en forma de diamante corresponde a las mediciones hechas a las redes obtenidas
de las imdgenes de tomografia, por dltimo los puntos en forma de estrella corresponden a los resultados de

las redes generadas con el algoritmo propuesto. Como se puede observar las longitudes promedio del
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algoritmo de Invasién-percolacion son mds pequefias que las obtenidas el algoritmo propuesto y las

longitudes de las redes reales (recordemos que la medicién es 1/f).

Comparacidn de los resultados de la longitud promedio del camine mas corto

12| +  algoritmo nueve
+ real
percolacion

Nimero de experimento

0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 01
Longitud promedic del camine mas corto

Figura 29 Resultados de la comparacién del camino mas corto.

En la figura 30, se observa de forma muy clara como los resultados del exponente de distribucién
hechos a las redes generadas por el algoritmo de Invasién-percolacién (puntos redondos), estin muy
alejados de los resultados obtenidos de las redes reales y de las redes generadas con el nuevo algoritmo,
esto se debe a que la distribucién de las redes generadas por el algoritmo de Invasién-percolacion es de
tipo Poisson, lo que provoca que su exponente al ajustarlo a una distribucién tipo ley de potencias quede
muy por debajo de las otras redes. El exponente de las otras redes es mas alto y esto se debe a que poseen
una distribucion sesgada a la derecha, es decir en este tipo de redes existen nodos muy conectados y nodos
poco conectados. Observamos también que los resultados de las rede reales y la redes generadas con el

algoritmo propuesto se traslapan, lo que indica que guardan una distribucién patecida.

Comparacidn de los resultados del exponente de distribucidn
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Exponente de distribucién

Figura 30. Resultados de la comparacién del exponente de distribucion.
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Los resultados de las mediciones del coeficiente de agrupamiento como se puede observar en la figura
31, para el algoritmo de Invasién-percolacion, se encuentra en un rango de 0.4 y 0.6 (puntos redondos) lo
que indica que estas redes se encuentran muy conectadas, en cuanto a los resultados obtenidos de las redes
reales son muy bajos entre 0.1 y 0.3 (redes poco conectadas), los resultados del nuevo algoritmo se traslapa
con los resultados de las redes reales, aunque el rango en que se encuentra las mediciones es mayor dando
como resultado redes un poco mas conectadas.

Comparacidn de los resultados del coeficiente de agrupamiento

126 +  algoritmo nuevo
+  real
percolacion

Nimero de experimento

S I S

1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 089 1
Coeficiente de agrupamiento

Figura 31. Resultados de la comparacién del coeficiente de agrupamiento.

La medicién de la dimensién fractal que es una medida de auto-similitud y escalamiento hecha a las
redes, nos indican que los tres tipos de redes son objetos fractales, y que por lo tanto pequefias partes de
las redes son similares a partes mas grandes de las redes. Para el algoritmo de Invasién-percolacion, sus

dimensiones son mas grandes que las obtenidas por el algoritmo nuevo y las redes reales.

Comparacidn de los resultados de la dimensién fractal

+  algoritmo nuevo
4 real
percolacion

Nirmero de experimento

I I I
1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2
Dimensién fratal

Figura 32. Comparacion de los resultados de la dimensién fractal.

Se puede observar que las redes generadas con el algoritmo de invasién percolaciéon no cumple con
ninguna de las caracteristicas de las medidas tomadas a las redes reales, esto se debe que el algoritmo de
percolacién genera redes altamente conectadas y con una distribucién tipo Poisson, lo que significa que
casi todos los nodos tienen las mismas conexiones, en este caso la redes generadas tiene un promedio de
conexiones de 4 muy superior al encontrado en las redes reales.
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Sin embargo, el algoritmo de invasién percolacién frecuentemente se utiliza para simular estos
fenémenos [13] y esto debe a que el algoritmo modela el comportamiento fractal de las redes “muy bien”.
Estudios realizados donde es inducido el cancer en ratones muestran que la dimension fractal para ellos es
alta entre 1.8-19 y es entonces que el algoritmo de invasién percolacion es un buen modelo que representa

su comportamiento fractal, aunque no la estructura de las redes.

4.6 Resultados del analisis de estabilidad lineal

Los puntos fijos encontrados después de hacer el analisis de estabilidad fueron:

p1 = (C1'P1,11) = (0'0' f/bl)
para este punto,

_6_b1 y A= 8b1,

)
I

Obteniendo los valores propios
/11 =-6 ylz = 6.

Como los valores propios son reales del mismo signo, entonces el punto fijo es un nodo, la estabilidad
del nodo esta dada por T < 0 entonces el nodo es estable. Incluso podriamos decir que, los tiempos de
relajacion t; = 1/A; y t; =1/A, son t; =—=1/b; y t, =—1/8 y lo que nos dice esto es que la
perturbacion decae muy rapidamente al estado estacionario ya que 44,4, < 0 por lo tanto son estables

ante pequefias pertubaciones.

Para los otros dos puntos fijos
P, = (Cz,P2,1+)
P3 = (C3, P3’I_)

El valor de los inhibidores y de las células cancerosas sera:

I, =yC, I_=vyCs
CZ:—(y+e—W)+\/(y+e—W)2—4ey
2ey
y
C3=—(y+e—W)—\/(y+e—W)2—4ey

2ey

Obtenemos los siguientes valores propios
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1
A = W<_Y+ + JY+2 - 16b,6WF>

1
=— |-y + 2 _
=7 < Y__\/Y_ 16b,6WF>

Para el caso (Cy,1,) la solucion es estable mientras que para (C3,I3) es inestable, siempre y cuando

Y, > 0.
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Capitulo 5
Conclusiones y trabajo futuro

La importancia del proceso de Angiogénesis en el desarrollo del las neoplasias malignas ha llevado a
buscar nuevos enfoques que incrementen el conocimiento sobre sus caracteristicas y desarrollo, lo que

permitiria en un futuro generar nuevas terapias para su control.

Los analisis presentados en esta tesis son una muestra de estos nuevos enfoques utilizados, al
modelar la red vascular producida por el proceso de angiogénesis a partir de imagenes de tomografia,
como una red nodos y aristas. Y al analizar el porque de la importancia de los inhibidores y promotores
de la angiogénesis en el crecimiento de las células cancerosas en un sistema de ecuaciones diferenciales

no lineales. A continuacidon se muestran las conclusiones de estos analisis.

5.1 Conclusiones

Los resultados obtenidos del andlisis estructura hecho a las 16 redes obtenidas a partir de las
imagenes de tomografia muestra que estas redes se encuentran poco conectadas al poseer promedios de
grado entre 2 y3, dando como resultado que las 16 redes posean coeficientes de agrupamiento bajos

menores a 0.4.

A pesar de que estas redes se encuentran poco conectadas, los resultados de la mediciéon del
promedio del camino mas corto para las 16 redes son pequefios, lo que hace posible que cualquier nodo
en la red se pueda llegar a cualquier otro nodo a través de pocos saltos, haciendo a este tipo de redes
eficientes para el transporte.
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La siguiente caracteristica medida en las 16 redes obtenidas de las imagenes de tomografia fue la
distribucién que presentan las conexiones dentro de las redes, los resultados muestran que estas redes
presentan un sesgo hacia la derecha en sus distribuciones, este sesgo es caracteristico de las
distribuciones tipo exponencial y tipo ley de potencia. Al medir el error del ajuste hacia las dos
distribuciones, se obtuvo que las redes se ajustan mejor a una distribucién tipo exponencial.

En cuanto al resultado del andlisis de geométrico hecho a las 16 redes, los resultados muestran que
estas redes poseen caracteristicas fractales, es decir éstas redes se encuentran formadas por partes
pequefias que a su vez forman una estructura mas grande con caracteristicas de ocupacién similar a las
piezas pequefias.

Para continuar con el analisis de las redes vasculares, también se propuso realizar un analisis de
vulnerabilidad a estar redes. Los resultados muestran que las 16 redes obtenidas pierden sus
propiedades de forma mas rapida, si la eliminacién de los nodos se hace de forma aleatoria. Aunque
esto no garantiza que en todos los casos se cumpla debido a la misma naturaleza con que se realizan la
eliminacién. Es por esto que, una forma mas segura de realizar la eliminacién es haciéndola de forma
dirigida, por que esto, nos asegura que al quitar las conexiones de 4 se perderan las propiedades de la
red. Este andlisis podria ayudarnos a diseflar nuevas terapias enfocadas suspender el suministro de
oxigeno y nutrientes a las neoplasias malignas, al encontrar los nodos mas conectados para as{ realizar

de alguna forma su eliminacion.

El que las 16 redes posean caracteristicas de las redes complejas y sean consideradas como objetos
fractales hace posible de que este tipo redes sean factibles para su modelacién y simulacién porque si
logramos obtener un algoritmo que simule el comportamiento de la red a una escala pequefia entonces
este comportamiento serfa similar al que se tendria a una escala superior.

Durante el desarrollo de esta tesis también se propuso un nuevo algoritmo que simulara las
caracteristicas medidas de las redes vasculares. Los resultados del analisis de estructura hecho a 10 redes
generadas con este algoritmo, muestran que estas redes poseen promedios de la longitud del camino
mas corto, iguales o mas grandes que los encontrados en las redes vasculares, es decir, que se necesitan
mas conexiones para conectar cualquier par de nodos en la red, que las que se necesitan en las redes
obtenidas de las imagenes de tomograffa. Los resultados del promedio de grado muestran que este se
encuentra entre 2 y 3, haciendo que su coeficiente de agrupamiento se encuentre entre 0.17 y 0.35,

rango en el que se encuentran los coeficientes obtenidos de las redes vasculares.

Las distribuciones de las conexiones en las redes muestran que se encuentran sesgadas hacia la

derecha y la medicion del error del ajuste indica que estas redes poseen distribuciones tipo exponencial.

El siguiente andlisis que se realizo a las redes generadas con el nuevo algoritmo es el analisis de
geométrico, en el cual se obtuvieron dimensiones fractales entre 1.05 y 1.5, lo cual indica que este tipo
de redes también guarda una relacién en la forma en la que esta ocupa el espacio que la contiene, es

decir posee un comportamiento de objeto fractal.

Si embargo el comportamiento de objeto fractal en las redes vasculares de algunos ratones fue
descubierto en el afio 2000 por James Baish y Rakesh Jain [17], ellos utilizaron el algoritmo de Invasion-
percolacion para simular el comportamiento de las redes vasculares, utilizando solo el analisis

geométrico para su caracterizaciéon. Es por ello que también utilizamos este algoritmo para la
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comparacion de los resultados del nuevo algoritmo propuesto y los resultados de las redes obtenidas de
las imagenes de tomografia.

Al simular este algoritmo, los resultados obtenidos del analisis de estructura muestran que las redes
generadas, poseen coeficientes de agrupamientos entre 0.47 y 0.54 valores que son altos considerando
los valores obtenidos de las redes modeladas a partir de las tomografias y las redes generadas por el
nuevo algoritmo.

Estos valores de agrupamiento y el promedio de grado igual a 4 obtenido para todas las redes
generadas hacen que estas redes posea promedios de la longitud del camino mas corto, mas pequefios
que todas las redes hasta ahora analizadas haciendo que estas redes sea aun mas eficientes que las
anteriores al poder conectar cualquier par de nodos utilizando menos conexiones que los anteriores, en
cuanto al tipo de distribucién, se encontr6 que este tipo de redes poseen una distribucién tipo Poisson.

Para el analisis de geométrico de estas redes se obtuvieron dimensiones fractales entre 1.36 y 1.66,
los que nos indica que estas redes también son objetos fractales, pero estas dimensiones no coinciden
con las dimensiones encontradas en las redes vasculares.

Finalmente para concluir el analisis de las redes vasculares, podemos decir que las redes generadas
por el algoritmo de Invasion-percolaciéon a pesar de que son objetos fractales, no cumplen con las
caracteristicas de estructura encontradas en las redes vasculares. Sin embargo las redes generadas por el
algoritmo propuesto, mostraron que si poseen algunas de las caracteristicas encontradas y que por lo
tanto es un mejor algoritmo de simulacién para generar este tipo de redes.

El analizar el sistema no lineal nos ayudo a determinar que las células cancerosas no pueden crecer y
consecuentemente extinguirse. Esto ocurre cuando C=0, P=0 e I=0. El tumor se extingue en nuestro
modelo ya que solamente estamos considerando células que requiere de la presencia de promotores
para la divisioén celular. Si el nivel de promotores no es suficiente, la tasa de muerte es superior que la
tasa de division celular. En la realidad, sin embargo, es posible que un pequefio grupo de células
tumorales sobreviva.

La poblacién de células cancerosas crece hasta niveles significativos C = C. Como las células
cancerosas requieren promotores para crecer y los promotores son producidos por ellas mismas. Asi
entonces, si comenzamos con un numero relativamente pequefio las células cancerosas, esta pequefa
poblaciéon no podra producir suficientes promotores para cambiar el balance respecto a los inhibidores.
Consecuentemente, las células cancerosas se extinguen. De otra manera si comenzamos con un
conjunto de células cancerosas suficientemente grande como para producir promotores de tal manera
que supete al de los inhibidores entonces el crecimiento de células cancerosas se garantiza hasta el nivel

A~

C.

Por lo tanto el modelo concuerda con la hipétesis de que el balance entre inhibidores y promotores
tumorales es la fuerza que maneja el patron de comportamiento de las células cancerosas. Y si las
condiciones son adecuadas entonces las células cancerosas iniciarin un camino estable hacia la

ocurrencia de canceres multifocales. El mejor ejemplo de tal promocién—inhibicién es la angiogénesis.
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5.2 Trabajo futuro

A continuacién se presentan algunas posibles lineas de trabajo a futuro derivadas de los resultados
obtenidos de los dos analisis realizados durante la tesis.

5.2.1 Nueva modelacion de la red vascular

En 1999 West, Brown y Enquist [25] propusieron un modelo general para generar la estructura del
sistema vascular en algunas plantas basados en naturaleza jerarquica de las ramificaciones en forma de
arbol. Analisis hechos a este modelo muestra que no se requiere necesariamente tener una estructura de
arbol ni tampoco se requiere la naturaleza jerarquica de la red para obtener redes auto-similares. Sin
embargo, la forma de arbol acorta la distancia de la longitud total de la red, aumentando asi su

viabilidad y eficiencia.

Debido a estas investigaciones y tomando en cuenta los resultados obtenidos de la modelacién
hecha a la red vascular en esta tesis, que muestra que este tipo de red es auto-similar y que ademas es
una red que necesita ser eficiente en el transporte, se propone utilizar este nuevo tipo de modelacién
para la formacién de la red, en forma jerarquica basindonos mas en la forma en que estas se forman de

manera natural.

La nueva modelacién podra describir la ramificacién continua de la red, iniciando desde un nivel
cero hasta un nivel L de ramas. La arquitectura serd caracterizada por dos parametros, relacionados con
el nimero de ramas (hijas) derivadas de otra rama que las genera (el padre) y el tamafio de cada rama.

El procedimiento inicial de la nueva modelacién sera muy similar al utilizado en la tesis. El analisis
de la imagen se llevara de la misma forma, haciendo un pre-procesamiento a la imagen, para después

segmentarla y extraer la red vascular, para finalmente encontrar su esqueleto.

Después de realizar el analisis de la imagen de tomografia, el siguiente paso sera analizar el esqueleto
de la red vascular. Y entonces se analizard cada pixel de la imagen representada por una matriz binaria.
Para formar la red se analiza esta matriz, la celda que tenga valor igual con uno y que tenga mas de dos
ramas sera tomada como un nodo en la red (padre), las celdas adyacentes que tenga valor igual a uno
formaran las ramas hijas. Las ramas encontradas tendran una longitud igual al nimero de pixeles que
tengan valor igual (adyacencia de 8) mientras que no se ramifique. La modelaciéon propuesta se muestra

en la siguiente figura 32.
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Figura 33. Modelacién de la red vascular tumoral. Ejemplo de la modelacién de la red vascular tumoral a una red a partir del
analisis de las imagenes de tomografia

5.2.2 Analisis de estabilidad lineal con retardos

Como se vio el sistema no lineal analizado es muy limitado, por la dependencia que tiene hacia los
parametros iniciales. Sin embargo este sistema nos permite observar como los puntos fijos se crean,
desaparecen o cambian su estabilidad. Para ello incluiremos cambios cualitativos en la dinamica de estos
parametros también llamadas bifurcaciones y los valores de los parametros donde sucede estos cambios
se les conoce como “puntos de bifurcacion”.

Las bifurcaciones son importantes porque nos dan modelos de transicién e inestabilidad teniendo
un parametro de control. Es por esto que, el siguiente paso para nuestro andlisis del sistema no lineal
sera incorporar un parametro temporal (retardos) al modelo para incluir conductas mas complejas
como son las bifurcaciones.

5.2.3 Modificacion del sistema no lineal

Con la idea de incluir conductas mas complejas y reales al sistema analizado, se propone incorporar
al sistema no lineal analizado términos de difusion, que simulen a las células que cambian con respecto
a su posicion y no al tiempo.

Los resultados del andlisis realizado en la tesis muestran que las células cancerosas dependen de los
promotores e inhibidores y también de una tasa de mortalidad, pero recordemos que una caracteristica
de las neoplasias malignas es el desplazamiento de estas células a través del torrente sanguineo, es por
esta razén que, se propone la incorporacion del término de difusion, el cual nos permitira simular este
comportamiento, con la finalidad de poder analizar un modelo mas real.
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Apéndice A

A continuacién se muestran los resultados obtenidos del analisis de vulnerabilidad (aleatorio y dirigido) hecho a la tomografia del paciente A, el
recorte utilizado es de tamafio 32*32 pixeles. Las caracteristicas obtenidas son: el numero total de nodos en la red N, el promedio de grado Z, el
promedio del coeficiente de agrupamiento C, el inverso de la longitud promedio del camino mas corto €, el exponente de distribucion tipo ley de
potencia @, el error del ajuste a la distribucion tipo ley de potencia ETror de a, recordemos, el exponente de distribucion exponencial B, el error del

ajuste a la distribucion exponencial Error de By la dimension fractal d.

Resultados del analisis de vulnerabilidad hecho a la imagen de tomografia del paciente A considerando un recorte de 32*32 pixeles

Numero de

Error del
A N nodos z C £ a d k o B Etror del 8
eliminados
NORMAL 32 98 2 0.169 0.061 3.256 1.3049 125 0.575 0.8 0.616
1 63 1 2 0.173 0.091 2.787 1.1853 82 0.491 0.674 0.563
5 61 5 2 0.139 0.091 3.259 1.1787 72 0.305 1.005 0.277
PORCENTAJE
10 35 10 2 0.184 0.148 2.449 0.99592 47 0.335 0.599 0.382
15 27 15 2 0.179 0.184 2.119 0.9515 34 0.287 0.650 0.285
7 97 1 2 0.158 0.061 2.875 1.3028 118 0.206 0.888 0.159
6 95 3 2 0.126 0.059 2.750 1.2985 110 0.250 0.983 0.172
DIRIGIDO
5 97 1 2 0.166 0.060 3.530 1.3028 120 0.320 0.874 0.352
4 56 10 2 0.108 0.085 3.810 1.1703 62 0.187 1.178 0.044
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En la siguiente tabla se muestran los resultados obtenidos del andlisis de vulnerabilidad (aleatorio y dirigido) hecho a la tomografia del paciente A, el
recorte utilizado es de tamafio 64*64 pixeles. Las caracteristicas medidas son las mismas que se utilizaron para el analisis de la imagen de tomografia del

paciente A.

Resultados del analisis de vulnerabilidad hecho a la imagen de tomografia del paciente A considerando un recorte de 64*64 pixeles

Numero de

A N nodos z C £ a d k Error del B Error del 8
eliminados
NORMAL 64 340 3 0.279 0.035 3.030 1.395 530 0.735 0.74399 0.485054
1 334 6 3 0.279 0.033 3.022 1390 518 0.721 0.74064 0.4744
5 268 18 2 0.262 0.039 2.616 1411 401 0.471 0.68715 0.2836
PORCENTAJE
10 183 35 2 0.267 0.051 2.669 1326 270 0.5121 0.70479 0.3168
15 70 52 3 0.303 0.122 2.176 1.144 105 0.294 0.55045 0.2418
7 334 6 2 0.262 0.03 3.222 1392 491 0.709 0.79847 0.4095
6 290 19 2 0.217 0.036 3.903 1391 395 0.776 1.0072 0.6284
DIRIGIDO
5 167 21 2 0.226 0.048 3.379 1237 228 0.405 0.78551 0.2672
4 98 64 2 0.118 0.060 4.078 1.089 113 0.503 1.2928 0.3414
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En la siguiente tabla se muestran los resultados obtenidos del andlisis de vulnerabilidad (aleatorio y dirigido) hecho a la tomografia del paciente A, el

recorte utilizado es de tamafio 128%128 pixeles. Las caractetisticas medidas son las mismas que se utilizaron para el andlisis de la imagen de tomografia

del paciente A.

Resultados del analisis de vulnerabilidad hecho a la imagen de tomografia del paciente A considerando un recorte de 128*128 pixeles

Numero de

A N nodos C £ a d k Etrordela B Error del B
eliminados
NORMAL 128 630 0.231 0.0206 4.062 1.357 864 0.63561 0.96768 0.298382
1 550 7 0.226 0.022 4.318 1332 742 0.7162 1.0242 0.4408
5 227 33 0.244 0.041 3472 1.178 308 0.5262 0.81995 0.3891
PORCENTAJE
10 149 64 0.157 0.049 4.308 1.051 178 0.7432 1.3922 0.5554
15 81 96 0.241 0.078 2.673 0931 109 0.3955 0.60176 0.4731
7 627 3 0228 0020 4173 1356 844  0.6542 1.003 0.3327
6 618 12 0205 0020 3004 1355 801  0.5414 1.0042 0.3959
DIRIGIDO
5 599 20 0.204 0.020 4.383 1.347 768 0.7029 1.0203 0.6416
4 59 84 0.106  0.080 3.894 0916 66 0.4427 1.2055 0.2589
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A continuaciéon se muestran los resultados obtenidos del analisis de vulnerabilidad (aleatorio y dirigido) hecho a la tomografia del paciente B, el
recorte utilizado es de tamafio 32*32 pixeles. Las caracteristicas obtenidas son: el numero total de nodos en la red N, el promedio de grado Z, el
promedio del coeficiente de agrupamiento C, el inverso de la longitud promedio del camino mas corto €, el exponente de distribucién tipo ley de
potencia @, el error del ajuste a la distribucion tipo ley de potencia ETror de a, recordemos, el exponente de distribucion exponencial B, el error del

ajuste a la distribucion exponencial Error de By la dimension fractal d.

Resultados del analisis de vulnerabilidad hecho a la imagen de tomografia del paciente B considerando un recorte de 32*32 pixeles

Numero de

Etrror del
B N nodos  Z C e a d k oree B Error del 8
eliminados *
NORMAL 32 79 2 0.122 0.066 3.3027 1.278 90 0.358 1.187 0.264
1 39 2 2 0.068 0.102 4.6043 1.038 41 0.278 1.629 0.149
5 50 5 2 0.106 0.100 3.6817 1.121 55 0.364 1.319 0.260
PORCENTAJE
10 23 9 2 0.144 0.185 3.4619 0.909 25 0.356 1.242 0.258
15 26 13 2 0128  0.150  3.7988 0962 28 0.313 1.354 0.206
7 79 0 2 0122 0066 33027 1278 90 0.358 1.187 0.264
6 79 0 2 0.122 0.066 3.3027 1.278 90 0.358 1.187 0.264
DIRIGIDO
5 79 0 2 0.122 0.066 3.3027 1.278 90 0.358 1.187 0.264
4 42 4 2 0.047 0106 41285 1.058 43 0.009 1.674 1.91E-15
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En la siguiente tabla se muestran los resultados obtenidos del analisis de vulnerabilidad (aleatorio y dirigido) hecho a la tomografia del paciente B, el

recorte utilizado es de tamafio 64*64 pixeles. Las caracteristicas medidas son las mismas que se utilizaron para el analisis de la imagen de tomografia del

paciente B.
Resultados del analisis de vulnerabilidad hecho a la imagen de tomografia del paciente B considerando un recorte de 64*64 pixeles
Numero de
Error del
B N nodos Z C £ a d k orde B Error del 8
eliminados «
NORMAL 64 340 3 0.279 0.035 3.030 1.395 530 0.735 1.072 0.441
1 334 6 3 0.279 0.033 3.022 1.390 518 0.721 0.944 0.344
5 268 18 2 0.262 0.039 2.616 1.411 401 0.471 1.074 0.298
PORCENTAJE
10 183 35 2 0.267 0.051 2.669 1.326 270 0.512 0.626 0.087
15 70 52 3 0.303 0.122 2.176 1.144 105 0.294 0.578 0.162
7 334 6 2 0.262 0.035 3.222 1.392 491 0.709 1.008 0.364
6 290 19 2 0.217 0.036 3.903 1.391 395 0.776 1.223 0.440
DIRIGIDO
5 167 21 2 0.226 0.048 3.379 1.237 228 0.405 0.870 0.200
4 98 64 2 0.118 0.060 4.078 1.089 113 0.503 0.775 0.163
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En la siguiente tabla se muestran los resultados obtenidos del analisis de vulnerabilidad (aleatorio y dirigido) hecho a la tomografia del paciente B, el
recorte utilizado es de tamafio 128%128 pixeles. Las caracteristicas medidas son las mismas que se utilizaron para el andlisis de la imagen de tomografia
del paciente B.

Resultados del analisis de vulnerabilidad hecho a la imagen de tomogratia del paciente B considerando un recorte de 128*128 pixeles

Numero de

Error del
B N nodos  Z c ¢ a d koo B Eror del 8
eliminados @
NORMAL 128 1248 2 0180 0009 4481 1470 1636 0674208 10575 0.395068
11117 10 2 0193 0000 4368 1449 1482  0.6804 10328 0.4029
5 379 63 2 0213 0024 3702 1203 511 05001 095634 0.2403
PORCENTAJE
10 129 126 2 0213 0.044 383 0953 162  0.6784 1.0606 0.6496
15 105 188 2 0251 0055 3226 1032 145  0.6477  0.94621 0.4424
7 1246 2 2 0178 0010 4993 147 1622 08538 1.1883 0.5139
6 1135 18 2 0163 0000 5285 1447 1421  1.0321 15439 0.7092
DIRIGIDO
5 720 38 2 0133 0.011 4639 1335 865 04882 1.0645 0.5238
4 181 154 2 002 0019 6206 1075 184  0.0002 25165 2.53E-15
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Apéndice B
En la siguiente tabla se muestran 10 redes generadas con el nuevo algoritmo, utilizando una matriz de 32*32 celdas. Las caracteristicas obtenidas para
estas redes son: el namero total de nodos en la red N, el promedio de grado Z, el promedio del coeficiente de agrupamiento C, el inverso de la longitud
promedio del camino mas corto €, el exponente de distribucién tipo ley de potencia @, el error del ajuste a la distribucién tipo ley de potencia

Error de a, recordemos, el exponente de distribucion exponencial B, el etror del ajuste a la distribucién exponencial Error de g y la dimension
fractal d.

Resultados de las redes generadas por el nuevo algoritmo, utilizando una matriz de 32*32 celdas.

Matriz N Z C 1 a d k  Ertrordela B Error del 8
A 110 3 0.375 0.039 1.738 1.423 175 0.423 0.656 0.367
B 201 3 0.329 0.071 2.388 1.533 330 0.629 0.641 0.473
C 42 2 0.170 0.081 3.298 1.081 55 0.267 0.979 0.385
D 101 2 0.286 0.063 3.543 1.302 133 0.553 1.011 0.308
E 91 2 0.175 0.082 3.557 1.284 119 0.504 1.004 0.376
F 111 2 0.265 0.060 2.346 1.364 158 0.257 0.655 0.188
G 97 3 0.358 0.071 2.100 1.278 152 0.644 0.640 0.508
H 178 3 0.347 0.058 1.940 1.493 278 0.437 0.571 0.323
I 79 2 0.128 0.083 2.968 1.256 94 0.178 1.05 0.095
J 99 2 0.236 0.049 3.342 1.340 125 0.310 0.912 0.333
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En la siguiente tabla se muestran los resultados de 10 redes generadas con el nuevo algoritmo, utilizando una matriz de 64*64 celdas. Las
caracteristicas medidas son las mismas que se utilizaron para el analisis de las redes generadas con el nuevo algoritmo utilizando una matriz de 32*32
celdas.

Resultados de las redes generadas por el nuevo algoritmo, utilizando una matriz de 64*64 celdas.

Matriz N z C ' a d k Error p Error del 8
del a
A 483 3 0.334 0.041 2.366 1.48 808 0.650 0.644 0.470
B 256 2 0.261 0.035 3.156 1.36 358 0.484 0.903 0.316
C 502 3 0.316 0.039 2.902 1.53 830 0.902 0.796 0.696
D 376 2 0.236 0.032 4.186 1.438 507 0.693 1.206 0.453
E 434 3 0.285 0.035 2.556 1.459 678 0.473 0.672 0.290
- 632 2 0.258 0.030 3.115 1.572 895 0.532 0.898 0.358
G 733 3 0.311 0.036 2.839 1.61 1170 0.695 0.767 0.471
H 249 2 0.235 0.044 3.412 1.362 358 0.673 0.885 0.520
I 651 3 0.324 0.041 3.450 1.614 1122 1.094 0.873 0.789
] 264 2 0.229 0.029 2.961 1.374 369 0.373 0.842 0.201
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En la siguiente tabla se muestran los resultados de 10 redes generadas con el nuevo algoritmo, utilizando una matriz de 128*128 celdas. Las
caracteristicas medidas son las mismas que se utilizaron para el analisis de las redes generadas con el nuevo algoritmo utilizando una matriz de 32*32
celdas.

Resultados de las redes generadas por el nuevo algoritmo, utilizando una matriz de 128*128 celdas.

Matriz N z C ' a d k Etror del a B Error del 8
A 1463 2 0.264  0.009 3.937 1.559 2079 0.691 1.035 0.385
B 1959 2 0.260 0.009 3.766 1.592 2876 0.782 1.002 0.493
C 1102 2 0.243 0.009 4.052 1.457 1613 0.733 0.975 0.382
D 1529 3 0.276 0.009 3.996 1.533 23064 1.051 0.989 0.712
E 1911 3 0.324  0.009 3.204 1.614 3324 1.057 0.813 0.776
F 2476 3 0.291 0.009 4.196 1.655 3989 1.257 1.055 0.884
G 2399 3 0.276 0.009 3.459 1.638 3745 0.703 0.839 0.402
H 1583 3 0.294 0.009 3.525 1.564 2571 0.895 0.873 0.575
I 1124 2 0.253 0.009 4.737 1.464 1558 0.922 1.255 0.554
J 2174 3 0.310 0.009 3.170 1.617 3475 0.860 0.862 0.621
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Apéndice C
En la siguiente tabla se muestran 10 redes generadas con el algoritmo de Invasién-percolacién, utilizando una matriz de 32*32 celdas. Las
caractetisticas obtenidas para estas redes son: el nimero total de nodos en la red N, el promedio de grado Z, el promedio del coeficiente de
agrupamiento C, el inverso de la longitud promedio del camino mids corto €, el exponente de distribucion tipo ley de potencia @, el error del ajuste a la
distribucion tipo ley de potencia Error de a, recordemos, el exponente de distribucion exponencial B, el error del ajuste a la distribucién exponencial

Error de By la dimension fractal d.

Resultados de las redes generadas por el algoritmo de Invasion-percolacion, utilizando una matriz de 32*¥32 celdas.

Mateis N z C £ a d k Error del a B Error del B
A 130 4 0.5304 0.082 0.157 1.3638 296 1.0699 0.18967 1.0053
B 236 4 0.548 0.082 0.879 1.570 516 1.0782 0.40295 0.9076
C 308 4 0.477 0.070 0.407 1.660 684 0.7251 0.21887 0.6332
D 320 4 0.490 0.076 0.490 1.6694 720 0.9407 0.26884 0.8322
E 289 4 0.488 0.078 0.512 1.632 661 1.1339 1.0221 0.29427
F 501 4 0.514 0.075 0.825 1.597 501 1.2255 0.40307 1.061
G 324 4 0.496 0.075 0.571 1.673 762 1.4048 0.33911 1.2824
H 256 4 0.513 0.078 0.104 1.589 621 0.6932 0.056605 0.6871
i 130 4 0.530 0.082 0.157 1.363 296 1.0699 0.18967 1.0053
J 236 4 0.548 0.082 0.879 1.570 516 1.0782 0.40295 0.9076
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