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Introducción

El trabajo de tesis tiene como objetivo principal el obtener resultados para
encontrar distribuciones estacionarias de cadenas de Markov, basándose fun-
damentalmente en el importante Teorema de Perron-Frobenius. El trabajo
está compuesto de tres caṕıtulos y un apéndice; el apéndice contiene el desar-
rollo de Cadenas de Markov resaltando los resultados importantes en forma
matricial aśı como la clasificación de los estados.
El caṕıtulo 1 consiste principalmente del estudio de la Matriz de Equilibrio y
bajo que condiciones podemos determinar su existencia dado que sus filas que
son iguales representan a la distribución estacionaria asociada a la cadena. Se
establece un resultado que relaciona la distribución con el tiempo esperado
de retorno, que es de importancia en las aplicaciones de estos procesos y para
realizar los cálculos se aplica el Teorema de la representación espectral para
matrices diagonalizables.
Como se mencionó, el interés es utilizar la Teoŕıa de Perron-Frobenius, que
conforma el contenido del caṕıtulo 2 en donde se desarrolla un estudio en
la estructura de las matrices no negativas que da un conocimiento de sus
valores y vectores propios aśı como de una representación canónica dada por
una relación de equivalencia en su conjunto de ı́ndices. Ésto permite obtener
una serie de importantes resultados que se aplicarán en el desarrollo del
caṕıtulo 3 sobre el estudio de las matrices estocásticas para la obtención de la
distribución estacionaria, concluyendo con ejemplos de cadenas importantes
como la caminata aleatoria.
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Caṕıtulo 1

Matriz de Equilibrio y

Representación Espectral

En este caṕıtulo se contempla un estudio en la estructura de la
Matriz de Equilibrio y una serie de resultados en Álgebra Lineal
para obtener el teorema de Representación Espectral.

1.1. Tiempo Esperado de Recurrencia

Bajo ciertas condiciones existe una distribución estacionaria para
una cadena de Markov la cual está dada en términos del Tiempo
Esperado de Recurrencia, que determina el tiempo promedio de
espera del proceso para retornar. En este caṕıtulo se presentan
resultados que determinan las condiciones para la existencia y
unicidad.

Definición 1.1.1. Se define el Tiempo Esperado de Recurrencia µ(i)

del estado i ∈ S como

µ(i) =











∞ si i es Transitivo
∞
∑

k=i

kP(Ti = k | X0 = i) si i es Recurrente
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En base a esta definición podemos clasificar a los estados recurrentes por

El estado i es llamado Recurrente Positivo si

µ(i) <∞

El estado i es llamado Recurrente Nulo si

µ(i) =∞

Espacios de Estados Finitos

Teorema 1.1.1. Una Cadena de Markov irreducible finita con Espacio de

Estados S tiene una única Distribución Estacionaria π′ dada a saber por:

π′(i) =
1

µ(i)
(1.1)

Demostración. (Unicidad)

Si π′ = (π(i1), π(i2), · · · , π(in)) es una Distribución Estacionaria, entonces

π′P = π′

esto significa que

N
∑

i=1

π(i)P (i, j) = π(j) ∀j ∈ S

consideremos la Distribución Inicial P(X0 = i) = π(i)

demostremos que el producto

π(i)µ(i) = 1
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en efecto

π(i)µ(i) = π(i)

∞
∑

j=1

jPi(Ti = j)

=
∞
∑

j=1

jPi(Ti = j)π(i)

=

∞
∑

j=1

Pi(Ti ≥= j)π(i)

=
∞
∑

j=1

P(Ti ≥ j, X0 = i)

= P(X0 = i) +

∞
∑

j=2

P(X0 = i, X1 6= i, · · · , Xj−1 6= i)

= P(X0 = i) +

∞
∑

j=2

[P(X1 6= i, · · · , Xj−1 6= i)

−P(X0 6= i, X1 6= i, · · · , Xj−1 6= i)

dado que la distribución inicial es Estacionaria

= P(X0 = i) +

∞
∑

j=2

[P(X0 6= i, · · · , Xj−2 6= i)]

−[P(X0 6= i, X1 6= i, · · · , Xj−1 6= i)]

esta suma es telescópica, por lo tanto

= P(X0 = i) + P(X0 6= i)

− ĺım
j→∞

P (X0 6= i, X1 6= i, · · · , Xj 6= i)
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como el estado es recurrente se tiene

= P(X0 = i) + P(X0 6= i)

= 1

de aqúı que:

π(i) =
1

µ(i)

Antes de demostrar la existencia de la distribución estacionaria se da la
siguiente definición

Definición 1.1.2. Dados los estados i, j ∈ S se define ai(j) como el número

esperado de visitas al estado i entre visitas al estado j esto es:

ai(j) =

∞
∑

k=0

P(Xk = i, Tm > k | X0 = m)

Demostración. (Existencia)

Si la Cadena de Markov es finita e irreducible entonces existe una única

distribución estacionaria la cual está dada por la ecuación (1.1)

Es de esperarse que

µ(i)ai(m) = µ(m)

y por lo tanto

1

µ(i)
=

ai(m)

µ(m)
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Se tienen las siguientes dos afirmaciones.

Afirmación 1
N
∑

i=1

ai(m) = µ(m)

en efecto

µ(m) =

∞
∑

k=0

P(Tm > k | X0 = m)

=
N
∑

i=1

∞
∑

k=0

P(Xk = i, Tm > k | X0 = m)

=

N
∑

i=1

ai(m)

Afirmación 2

aj(m) =
N
∑

i=1

ai(m)pij

supongamos primero que j 6= m entonces

aj(m) =
∞
∑

k=0

P(Xk = j, Tm > k | X0 = m)

=
∞
∑

k=1

P(Xk = j, Tm > k | X0 = m)

dado que j 6= m

=
∞
∑

k=1

P(Xk = j, Tm > k − 1 | X0 = m)

=

∞
∑

k=1

N
∑

i=1

P(Xk = j, Xk−1 = i, Tm > k − 1 | X0 = m)
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por la propiedad Markoviana

=

∞
∑

k=1

N
∑

i=1

p(i, j)P(Xk−1 = i, Tm > k − 1 | X0 = m)

=
N
∑

i=1

p(i, j)
∞
∑

k=0

P(Xk = i, Tm > k | X0 = m)

=

N
∑

i=1

p(i, j)ai(m)

si i = j entonces

am(m) = 1

por recurrencia

=

∞
∑

k=1

P(Tm = k | X0 = m)

=
∞
∑

k=1

N
∑

i=1

P(Xk−1 = i, Tm = k | X0 = m)

=

∞
∑

k=1

N
∑

i=1

p(i, k)P(Tm > k − 1 | X0 = m)

=

N
∑

k=1

p(i, k)ai(m)

en base a estas dos afirmaciones se tiene la existencia de la distribución

estacionaria la cual esta dada por la ecuación (1.1)
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1.2. Matriz de Equilibrio

Dado que los coeficientes de la matriz Pm representa las probabilidades de
transición en m-pasos y las filas distribuciones condicionales. Nuestro interés
es analizar el comportamiento de éstas cuando m→∞
Si existe el ĺımite

ĺım
m→∞

Pm = H

H = (hij) es llamada la Matriz Ĺımite , dado que

hij = ĺım
m→∞

p
(m)
ij

se tiene

0 ≤ hij ≤ 1

∑

j hij = 1

Definición 1.2.1. Si las filas son idénticas, esto es:

hij = hkj ∀i ∀k

y dado que

p
(m)
ij = P(Xm = j|X0 = i)

se concluye que la distribución Ĺımite es independiente de la distribución

inicial y en este caso se le llama La Matriz de Equilibrio.

Se define

πi(j)
.
= hij

Supóngase que la distribución ĺımite H satisface:

HP = H

entonces se tiene la igualdad
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π′
iP = π′

i

esto implica que la distribución π′
i dada por la fila i es una distribución

estacionaria.

Valores Propios de una Matriz Estocástica

La matriz P tiene como vector propio al vector columna (1, 1 · · · , 1)t con
valor propio 1 ya que

P











1
1
...
1











=











1
1
...
1











Los valores propios de una matriz estocástica tienen la siguiente caracteŕısti-
ca.

Proposición 1.2.1. Si λ es un valor propio de la matriz estocástica P en-

tonces

| λ |≤ 1

Demostración. Sea (x1, x2, · · · , xn)t el vector propio asociado al valor propio

λ entonces

P













x1

x2

...

xn













= λ













x1

x2

...

xn













para cada i se tiene

∑

j

p(i, j)xj = λxi

por lo tanto

| λ || xi |≤
∑

j

p(i, j) | xj |
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consideremos

| xk |= max{| x1 |, | x2 |, · · · , | xn |}

entonces

| λ || xk |≤
∑

j

p(k, j) | xj | ≤| xk |
∑

j

p(k, j) =| xk |

por lo tanto

| λ |≤ 1

En base a este resultado se tiene

Proposición 1.2.2. Si la matriz P es diagonalizable entonces la distribución

ĺımite existe si el único valor propio con magnitud 1 es λ = 1

por lo tanto

H = ĺım
m→∞

C−1DmC = C−1EC

donde E = diag{e11, e22, · · · , enn} con

eii =

{

0 si dii < 1
1 si dii = 1

Dado que P = C−1DC entonces

PC−1 = C−1D

de aqúı que las columnas de C−1 son los vectores propios por la derecha de
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P y como

CP = DC

las filas de C son los vectores propios por la izquierda de P

Supóngase que P tiene como único valor propio de magnitud 1 a λ = 1 y que
los vectores propios por la izquierda asociado a λ = 1 está generado por el
vector

ν = (ν1, ν2, · · · , νn) 0 ≤ νi ≤ 1∀i

y además

∑

i

νi = 1

entonces P tiene una distribución de equilibrio dada por ν en efecto











1 · · ·
1 · · ·
...

. . .

1 · · ·





















1 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0























ν1 · · · νn

...
...

...
...

...
...

...
...

...













=











ν1 ν2 · · · νn

ν1 ν2 · · · νn

...
...

. . .
...

ν1 ν2 · · · νn
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1.3. Representación Espectral

Si la matriz P es Diagonalizable entonces

P = C−1DC

donde D es una matriz diagonal formada por los valores propios, esto es:

D
.
= diag{λ11, λ22, · · · , λnn}

entonces

Pm = C−1DmC

donde

Dm .
= diag{λm

11, λ
m
22, · · · , λ

m
nn}

Definición 1.3.1. Consideremos la matriz P diagonalizable entonces existe

una matriz no singular C y una matriz diagonal D que satisface:

P = C−1DC

Denotemos por α(j) la j-ésima columna de C−1 y por β(i) la i-ésima fila de
C,dado que

CP = DC

entonces

β(i)P = λiβ(i)

donde D = {λ1, · · · , λn} por lo tanto la matriz C está formada por los vec-
tores propios fila de Py como

PC−1 = C−1D

entonces

Pα(j) = λjα(j)

esto nos dice que C−1 está formada por los vectores propios columna de P
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Observación 1.3.1. Dado que P = C−1DC entonces

Pk = C−1DkC

tenemos los siguientes dos lemas

Lema 1.3.1.

tr(AB) = tr(BA)

Lema 1.3.2.

tr(Pk) =
∑

i

λk
i

Si v es un vector propio columna de Pcon λ1 como valor propio y w es un
eigenvector fila con valor propio λ2 con λ1 6= λ2 entonces los vectores propios
son ortogonales, en efecto

Pv = λ1v ⇒ wPv = λ2wv = λ1wv ⇒ (λ1 − λ2)wv = 0 ⇒ wv = 0 ⇒
w & v son ortogonales

La representación espectral que estableceremos está considerada para matri-
ces diagonalizables.

P = C−1DC

dado que

CC−1 = I ⇒ β(i)α(j) = δij

Definición 1.3.2. definamos las matrices Bk k = 1, 2, · · · , n como

Bk
.
= α(k)β(k)

ahora bien:
BkBl = α(k)β(k)α(l)β(l)

= α(k)δklβ(l)

por lo tanto

BkBl =

{

0 si k 6= l

Bk si k = l
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notemos que

pij =
∑

l

∑

k

c
(−1)
ik dklclj =

∑

k

λkc
(−1)
ik ckj

se tiene que c
(−1)
ik ckj es el coeficiente en la fila i columna j de α(k)β(k) y por

consiguiente se tiene la representación de P como:

P =

n
∑

k=1

λkBk

que es llamada la representación espectral de la matriz P

Teorema 1.3.1. Sea Puna matriz diagonalizable con valores propios asoci-

ados λ1, · · · , λn y tal que

P = C−1DC

donde D = diag{λ1, · · · , λn}

Sea Bk la matriz que se obtiene al múltiplicar la k-ésima columna de C−1

con la k-ésima fila de la matriz C entonces se tiene que:

P = λ1B1 + · · ·+ λnBn

y además

Pk = λk
1B1 + · · ·+ λk

nBn

Este resultado nos permite saber de la existencia y obtener la matriz ĺımite
H
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Ejemplo
Consideremos una C.M. (Xn)n≥0 cuya matriz de transición es

P =









1
2

0 1
2

0
0 1

2
0 1

2
1
2

0 1
2

0
0 1

2
0 1

2









Los valores propios de la matriz son λ1 = λ2 = 1, λ3 = λ4 = 0
por lo tanto la matriz P se representa por

P = B1 + B2

donde

B1 =









0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1

2
1
2

0 0 1
2

1
2









B2 =









1
2

1
2

0 0
1
2

1
2

0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









de aqúı que la matriz ĺımite es

H =









1
2

1
2

0 0
1
2

1
2

0 0
0 0 1

2
1
2

0 0 1
2

1
2
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Caṕıtulo 2

Matrices positivas

En el presente caṕıtulo se desarrolla una serie de resultados sobre
matrices cuadradas positivas, sobre todo las importantes Matrices
Primitivas, sobre las cuales presentamos el teorema de Perron-
Frobenius, se define a su vez las llamadas Matrices Irreducibles
sobre las cuales se tiene una versión del teorema de Perron-
frobenius. Para realizar el estudio se dará una relación de equiv-
alencia entre los elementos de un conjunto I de enteros llamados
los ı́ndices de la matriz y mediante esta relación daremos la forma
canónica de la matriz en términos de submatrices irreducibles y
otras submatrices no irreducibles.

Consideremos una matriz T = (tij) de orden n× n se dice no negativa si

tij ≥ 0 ∀i, j ∈ {1, · · · , n}

Dadas la matrices no negativas A = (aij) y B = (bij) decimos que

A ≤ B⇐⇒ aij ≤ bij ∀i, j ∈ {1, · · · , n}

por x′ = (x1, · · · , xn) representamos un vector fila y por x el vector columna.

Tk = (t
(k)
ij ) es la k-ésima potencia de T

Definición 2.0.3. La matriz A se dice que es una Matriz Primitiva si

Ak > 0 para algún entero k ≥ 1
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El hecho de que una matriz sea no negativa no implica que sea primitiva.

La matriz no negativa A =

(

0 0
0 1

)

es ejemplo de que no es primitiva ya

que
Ak = A k ≥ 1

Para cada matriz no negativa T le asociamos una mat́ız T̃ que consta de unos
en los lugares donde los tij > 0 esta matriz es llamada la matriz incindente
asociada a T. T es primitiva si y solo si T̃ lo es.

2.1. Teorema de Perron-Frobenius para

Matrices Primitivas

Teorema 2.1.1. Consideremos T = (tij) matriz positiva primitiva de orden

n. T tiene un valor propio r que satisface:

a) r es real positivo y es ráız simple de su polinomio caracteŕıstico

b) r tiene asociados dos vectores propios estrictamente positivos por la

derecha y por la izquierda esto es.

∃ w′ > 0 y v > 0 tal que w′T = rw′ y Tv = rv

c) si λ es un valor propio λ 6= r entonces | λ |< r

d) Si O ≤ A ≤ T y α es un valor propio de A entonces | α |≤ r. Si

| α |= r entonces A = T

Demostración. consideremos un vector fila x′ 6= 0, x′ ≥ 0 tenemos

x′T =

(

∑

i

xitij

)

j=1···n

se define
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r(x) =























mı́nj

∑

i

xitij

xj
xj 6= 0

∞ xj = 0

para cada j = 1 · · ·n se tiene:

r(x)xj ≤
∑

i

xitij

en forma matricial

x′r(x) ≤ x′T

si 1 es la matriz columna de 1’s tenemos

x′1r(x) ≤ x′T1

Si K = máxi

∑

j

tij entonces se tiene T1 ≤ K1 se sigue que

r(x) ≤
x′1K

x′1
= K

aśı r(x) está uniformemente acotada para toda x

ya que la matriz T es primitiva no debe de tener una columna de ceros y por

lo tanto r(1) > 0 por lo que se sigue que:

r = sup

x ≥ 0

x 6= 0

mı́n
j

∑

i xitij

xj

satisface

0 < r(1) ≤ r ≤ K <∞

más aún, la iguadad no se altera si normalizamos el vector x esto es
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r = sup

x ≥ 0

x′x = 1

mı́n
j

∑

i xitij

xj

la región {x | x′x = 1} es un compacto y la función r(x) es semi-continua

superior en este conjunto, por lo tanto el supremo se alcanza en un x digamos

que sea x̂

r = mı́n
j

∑

i

x̂itij

x̂j

se tiene

∑

i

x̂itij ≥ rx̂j o x̂′T ≥ rx̂′

para cada j = 1, · · · , n;con igualdad para algún elementode x̂

consideremos el vector

z′ = x̂′T− rx̂′ ≥ 0′

Mostremos que z = 0 tenemos que Tk > 0 k > k0 por ser una matriz

primitiva ahora bien si z > 0 entonces

z′Tk = x̂′Tk+1 − rx̂′Tk > 0′

esto implica que

(x̂′TkT)j

(x̂′Tk)j

> r ∀j = 1, · · · , n

esto es una contradicción a la definición de r, por lo tanto z=0 y por lo tanto

x̂′T = rx̂′
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lo cual prueba que r es un valor propio positivo, llamado el valor propio de

Perron y x′ es su vector propio positivo

Consideremos un valor propio λ de la matriz T entonces existe un vector

x 6= 0 tal que

x′T = λx′ y x′Tk = λkx′

en términos de sus coordenadas

∑

i

xitij = λxj

∑

i

xit
(k)
ij = λkxj (2.1)

ahora bien

| λxj |=|
∑

i

xitij |≤
∑

i

| xi | tij

de aqui que

| λ |≤

∑

i

xitij

xj

xj 6= 0 ∞ si xj = 0

y por lo tanto de la definición de r se tiene

| λ |≤ r

Si | λ |= r entonces

r | xj |=| λ || xj |≤
∑

i

| xi | tij

en una situación similar se tiene la siguientes identidades

∑

i

| xi | tij = r | xj |, > 0; j = 1, 2, · · · , n

y por lo tanto
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∑

i

| xi | t
(k)
ij = rk | xj |, > 0; j = 1, 2, · · · , n

es decir

|
∑

i

xitij |=| λ
kxj | (2.2)

donde k puede ser seleccionado tan grande tal que T k > 0 ; escribiendo

xj = |xj | exp iθj por la ecuación (1.2) implica que θj = θ es independiente de

j cancelando la exponencial y de (1.1) se tiene λ = r

La obtención del vector propio por la derecha es analogo a la demostración

anterior.

Consideremos Y 6= 0 un vector propio por la derecha de B con valor propio

β si Y+
.
= (|yi|) entonces

|β|Y+ ≤ BY+ ≤ TY+

se tiene

|β|X̂′Y+ ≤ X̂′TY+ = rX̂′Y+

y dado que X̂′Y+ > 0 entonces

|β| ≤ r

Si se cumple |β| = r entonces

rY+ ≤ TY+

de donde se sigue que TY+ = rY+ > 0 y aśı

rY+ = BY+ = TY+

por lo tanto se sigue que B = T
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Tenemos las siguientes identidades

(xI −T)adj(xI−T) = det(xI−T)I (2.3)

adj(xI −T)(xI−T) = det(xI−T)I

si ponemos x = r se tiene que cualquier fila de adj(xI − T) cumple alguna

de las siguientes afirmaciones

a) es un vector propio por la derecha correspondiente a r

b) es una fila de ceros

lo mismo para las columnas

también se cumple alguna de las siguentes afirmaciones sobre adj(xI−T)

a) no tiene elementos ceros

b) es la matriz nula

Se probara que que se tiene un elemento diferente de cero y por lo tanto

todos lo serán.

sea Tn−1 la matriz de orden n− 1 que se obtiene al omitir la fila y columna

n de T lo mismo In−1.

Se tiene

0 ≤

(

Tn−1 0

0′ 0

)

≤ T 6= T

y dado que T es primitiva no tiene columnas cero por lo tanto se tiene

det(rIn−1 −Tn−1) > 0

por lo tanto se deduce que adj(xI−T) tiene todos sus elementos positivos.

Se define ϕ(x)
.
= (xI −T) diferenciando (1.3)
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adj(xI−T) + (xI−T)
d

dx
adj(xI−T) = ϕ′(x)I

sustituyendo x = r y multipicando por X̂′ se obtiene

(0 >) X̂′adj(rI−T) = ϕ′(r)X̂′

por lo tanto ϕ′(r) > 0 y aśı r es simple

Proposición 2.1.1. se tiene la siguiente afirmación

mı́ni

∑

j

tij ≤ r ≤ máx
i

∑

j

tij

Demostración. Tenemos de la definición de r(X)

0 < r(1) = mı́n
j

∑

i

tij ≤ r ≤ K = máx
i

∑

j

tij <∞

como la tanspuesta de T es primitiva y tiene el mismo r entonces

mı́n
j

∑

i

tji ≤ r ≤ máx
i

∑

j

tji

combinando estas dos desigualdades se tiene el resultado.

Observación: si una de las desigualdades es una igualdad entonces la otra

también lo sera.

Corolario 2.1.1. Sean v′ y w los vectores propios por la derecha e izquierda

correspondientes al valor de perron r los cuales estan normalizados (v′w = 1)

entonces

adj(rI−T) = ϕ′(r)wv′
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Consideremos los valores propios de T

r > |λ2| ≥ |λ3| ≥ · · ·

si m2 es la multiplicidad de λ2 se tiene la siguiente proposición

Proposición 2.1.2. Para una matriz primitiva T se tienen las siguientes

afirmaciones:

Si λ2 6= 0 entonces para k ≫ 0 se tiene:

Tk = rkwv′ + O(km2−1|λ2|
k)

Si λ2 = 0 entonces para k ≥ n− 1

Tk = rkwv′

2.2. Estructura de las Matrices Positivas

en esta sección se presenta un forma de estudiar la estruc-

tura de una matriz positiva en terminos de una relación de

equivalencia entre entre los indices de sus terminos y a su

vez definimos los bloques de matrices irreducibles que la con-

forman.

Consideremos la matriz no negativa T = (tij) de orden n donde I =

{1, 2, · · · , n} es llamado el conjunto de indices.

Definición 2.2.1. Decimos que el indice i se comunica con el indice j

si exite una sucesión finita de elenentos de T

tii1 , ti1i2 , ti2i3 , · · · , tin−1j
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tal que el producto

tii1ti1i2ti2i3 · · · tin−1j > 0

pedimos que la longitud n de esta sucesión se mı́nima

también se representa por una n− ada

(i, i1, i2, · · · , in−1, j)

o por el d́ıagrama

i y i1 y i2 y · · ·y in−1 y j

cuando i = j decimos que tenemos un ciclo

esto permite dar una clasificación de indices.

Clasificación de indices

Definición 2.2.2. Decimos que el indice i se dirige al indice j si

t
(k)
ij > 0 k ≥ 1

lo simbolizamos por i→ j

Decimos que están comunicados si i → j y j → i y lo simbolizamos

por

i←→ j

El conjunto de indices se pueden clasificar y agrupar de la siguiente

forma.

• Si i→ j pero j 9 i para algún indice j entonces a i le llamamos

un estado no escencial en caso contrario le llamamos escencial
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• Si i es escencial y i→ j entonces i↔ j

• La relación de comunicación ↔ da una partición del conjunto de

indices en clases escenciales y clases no escenciales

Consideremos el siguiente ejemplo

Ejemplo La matriz de incidencia de T es

T̃ =







































1 1 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 0 1







































se observa que:

(1→ 2) ∧ (2→ 1)⇒ 1↔ 2

2.3. Forma Canónica

Definición 2.3.1. La matriz se dice Irreducible si todos sus indices

están comunicados entre ellos, es decir solo hay una clase de equiva-

lencia.

En base a la descomposición en clases de equivalencia del conjunto de

indices podemos restructurar la matriz T de tal manera que cada clase
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de indices escenciales genera una submatriz irreducible, esto permite

dar una nueva estructura de la matriz, a saber

T =



















T1 0 · · · 0 · · · 0

0 T2 · · · 0 · · · 0
... 0

. . . 0 · · ·
...

0
. . . Tr 0

R Q



















donde Ti es la submatriz asociada a la clase Ci de indices escenciales

y la matriz Q es

Q =













Q1

Q2 · · · 0

S
. . .

Qr













donde Qj es la submatriz asociada a la clase j de indices no escenciales.

La forma canonica de la matriz T̃ en el ejemplo

El conjunto de indices es I = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} las clases escen-

ciales son:

C1 = {5}, C2 = {4, 9}, C3 = {3, 7}

Las clases no escenciales son:

C4 = {1, 2}, C5 = {6}, C6 = {8}

por lo tanto la forma canónica se puede escribir como:
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1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 1 1 1 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 1 1 1







































Definición 2.3.2. Una matriz formada por una sola clase es llamada

una matriz irreducible

En nuestro ejemplo tenemos tres submatrices irreducibles que corre-

sponden a las clases escenciales.

Periodo de un Índice

Definición 2.3.3. Dado el ı́ndice i se define su periodo como el máximo

común divisor de los k ≥ 1 tal que t
(k)
ii > 0 y lo denotamos por d(i)

d(i) = mcd{ k | t
(k)
ii > 0 }

tenemos el siguiente resultado

Proposición 2.3.1. Si i↔ j entonces d(i) = d(j)

El periodo de una clase se define como el periodo de un elemento de la

clase.

Considerando nuestro ejemplo se tiene:

Clases Escenciales:
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{5} tiene periodo 1, dado que t55 > 0

{4, 9} tiene periodo 1, dado que t44 > 0

{3, 7} tiene periodo 2, dado que t
(k)
33 > 0

para k par, y es cero para k impar.

Clases No Escenciales:

{1, 2} tiene periodo 1, dado que t22 > 0

{6} tiene periodo 1, dado que t66 > 0

{8} tiene periodo 1, dado que t88 > 0

Si d(i) = 1 se dice que es aperiodico (aciclico)

El siguiente teorema nos caracteriza las matrices primitivas en términos

de su periodo.

Teorema 2.3.1. La matriz T es primitiva si y solo si es irreducible

aperiodica.

En el siguiente y último caṕıtulo aplicamos estos resultados a las Ma-

trices Estocasticas.
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Caṕıtulo 3

Matrices Estocasticas

Las matrices estocasticas que caracterizán a los procesos esto-

casticos conocidos como cadenas de markov homogéneas ser-

an de estudio usando los resultados obtenidos en el caṕıtulo 2

para lo cual se hara una analoǵıa entre el conjunto de ı́ndices

y el espacio de estados de la cadena con el fin de obtener

resultados de la distribución estacionaria.

3.1. Matriz Estocastica

Una Cadena de Markov homogenea con espacio de estados

S = {s1, s2, · · · , sn}

tiene asociada una matriz cuadrada P = (pij) no negativa de orden el

número de estados donde:

pij
.
= P(Xn+1 = sj | Xn = si)

y que satisface
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∑

j

pij = 1 ∀i (3.1)

Estas matrices no negativas se les conocen como Matrices Estocasticas

o Markovianas

Para su estudio haremos la siguiente analoǵıa; Dando un orden a los

estados de la cadena establecemos:

si ↔ i

La relación entre indices es equivalente a la relación entre los estados

establecida en el apéndice del trabajo. Esto determina la identificación

siguiente:

Estado Índice

si ↔ j

recurrente ↔ escencial

transitivo ↔ no escencial

En base a esta identificación se tiene

Clase de Recurrencia ↔ Clase Escencial

Clase Transitiva ↔ Clase no Escencial

3.2. Cadena Markov Irreducible

La Cadena de Markov se dice Irreducible si su matriz de transición P

lo es. De la ecuación (3.1) se tiene

P1 = 1
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de la proposición (2.1.1) se tiene

1 = mı́n
i

∑

j

Pij ≤ r ≤ máx
i

∑

j

Pij = 1

esto implica que el valor propio de Perron-Frobenius r de una matriz

estocastica es

r = 1 con vector propio por la derecha 1

Por el teorema de PERRON FROBENIUS se tiene un único vector

propio v′ tal que

v′P = v′

Lo anterior se resúme en el siguiente teorema

Teorema 3.2.1. Una cadena de markov irreducible tiene una única

distribución estacionaria dada por la solución

v′P = v′ v′1 = 1

De la proposición (2.1.2) se tiene el siguiente teorema

Teorema 3.2.2. Teorema Ergódico para cadenas de Markov primitivas

ĺım
k→∞

Pk = 1v′

esto es, existe la matriz de equilibrio H cuyas filas son dadas por la

distribución v’

Presentamos los siguiente ejemplos donde mostramos diferentes técni-

cas de compúto para obtener la distribución estacionaria.
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Ejemplo 1 (Caminata Aleatoria con barreras reflejantes)

Consideremos la cadena de markov con matriz de transición P

P =























1
2

1
2

0 0 0 0
1
2

0 1
2

0 0 0

0 1
2

0 1
2

0 0

0 0 1
2

0 1
2

0

0 0 0 1
2

0 1
2

0 0 0 0 1
2

1
2























Esta matriz es irreducible y aperiodica por lo tanto tiene una única

distribución estacionaria que es vector propio por la derecha. Si

diagonalizamos se tiene:

P =

























1√
6
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

1√
6
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

1√
6
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

1√
6
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

1√
6
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

1√
6
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

























Diag{1, · · · }























1√
6

1√
6

1√
6

1√
6

1√
6

1√
6

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗























por la teoŕıa de PERRON FROBENIUS se tiene que la matriz

ĺımite H es:

H =

























1√
6

1√
6

1√
6

1√
6

1√
6

1√
6

























(

1√
6

1√
6

1√
6

1√
6

1√
6

1√
6

)
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y la distribución estacionaria (vector de Perron) es

π =

(

1

6
,
1

6
,
1

6
,
1

6
,
1

6
,
1

6

)

Ejemplo 2 Consideremos la matriz estocástica

P =













1
2

0 1
2

0

0 1
2

0 1
2

1
2

0 1
2

0

0 1
2

0 1
2













Los valores propios de la matriz son λ1 = λ2 = 1, λ3 = λ4 = 0

por el teorema de Perron-Frobenius ésta no es primitiva. La matriz

incidente es:

P̃ =













1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1













Tiene dos clases de equivalencia escenciales a saber:

C1 = {1, 3} y C2 = {2, 4}

por por lo tanto la nueva matriz al reordenar los ı́ndices se tienen

I = {1, 3} ∪ {2, 4} y dos bloques de matrices primitiva a saber:
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P̃ =













1 1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 1













Aplicando el teorema de Perron-Frobenius a cada bloque se tiene

la disribución estacionarias

v1 = (
1

2
,
1

2
) para C1

v2 = (
1

2
,
1

2
) para C2

que generan las distribuciones

π1 = (
1

2
, 0,

1

2
, 0)

π2 = (0,
1

2
, 0,

1

2
, 0)

Para concluir se tiene la siguiente afirmación: Dado que el conjunto

de Distribuciones Estacionarias es un conjunto convexo se tiene que la

cadena tiene una única o una infinidad de distribuciones.
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Apéndice A

Cadenas de Markov

Definición A.0.1. Una Cadena de Markov es un Proceso de Markov

discreto cuyo Espacio de Estados S es también discreto y el cual lo

podemos representar por una sucesión de variables aleatorias (Xn)n≥0

(Xn)n≥0 una cadena de Markov, entonces tenemos que:

P(Xn+1 = j | X0, X1, · · · , Xn−1, Xn = i) = P(Xn+1 = j | Xn = i) ∀n , ∀i, j ∈ S

P(Xn+1 = j | Xn = i) es llamada la probabilidad de transición en un

paso.

Si las probabilidades de transición en un paso son independientes de n

la Cadena de Markov se dice Estacionaria u Homogénea y denotamos

por

pij
.
= P(Xn+1 = j | Xn = i)

que satisface:
∑

j∈S

pij = 1 ∀i ∈ S
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Se determina la matriz no negativa

P = (pij)

llamada matriz de transición asociada a la C.M.

Estas Matrices son tambien llamadas Estocásticas o Markovianas

Definición A.0.2. Denotamos por π′
n la Disribución de la v.a. Xn, la

cual se representara por un vector fila

π′
n = (πn(i))i∈S

donde

πn(i) = P(Xn = i)

π′
0 es llamada la Distribución inicial del Proceso

La Distribución Conjunta

La Distribución Conjunta de las variables X1, X2, · · ·Xn esta determi-

nada en términos de las probabilidades de transición y la Distribución

inicial a saber:

P(X0 = i0 · · ·Xn = in) =

P(Xn = in | X0 = i0, · · · , Xn−1 = in−1)P(X0 = i0 · · ·Xn−1 = in−1)

que es una relación recursiva que al resolverla nos da la siguiente iden-

tidad

P(X0 = i0, · · ·Xn = in) = π0(i0)pi0i1pi1i2 · · ·pin−1in (A.1)
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La Distribución Condicional del sistema en varias situaciones futuras

al conocer el pasado y el presente esta dada por:

P(Xn+1 = in+1, · · · , Xn+m = in+m | X0, · · · , Xn = in) = pinin+1
pin+1in+2

· · · pin+m−1in+m

La Distribución de la v.a. Xn

Observemos que

πn(j) =
∑

i∈S

pijπn−1(i)

en forma matricial

π′
n = π′

n−1P

que es una relación recursiva que al resolver da la siguiente identidad

πn(j) =
∑

i0∈S

∑

i1∈S
· · ·

∑

in−1∈S
π0(i)pi0i1pi1i2 · · · pin−1j

en forma maticial es:

π′
n = π′

0P
n

Probabilidades de transición en n-pasos

Se define la probabilidad de transición del sistema después de n evolu-

ciones como:

p
(n)
ij

.
= P(Xn = j | X0 = i)

se obtiene la siguiente identidad
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p
(n)
ij =

∑

i1∈S

∑

i2∈S
· · ·

∑

in−1∈S
pii1pi1i2 · · · pin−1j

esta identidad nos dice que

Pn =
(

p
(n)
ij

)

La Ecuación de Chapmann-Kolmogorov

La siguiente identidad es conocida como la ecuación de Chapmann-

Kolmogorov que es de gran importancia en los procesos markovianos

p
(m+n)
ij =

∑

k∈S

p
(m)
ik p

(n)
kj

en forma matricial

Pm+n = PmPn

Definición A.0.3. Distribución Estacionaria

Una Distribución π sobre el Espacio de Estados S de una C.M. con

matriz asociada Pes llamada una Distribución Estacionaria si sat-

isface:

π′P = π′

Observación A.0.1. Si la Distribución inicial π0 de una C.M. es Esta-

cionaria entonces se tiene que

π′
n = π′

0 ∀ n
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A.1. Clasificación de Estados

Tiempo de Éxito (Xn)n≥0 una Cadena de Markov con Espacio de

Estados S

Definición A.1.1. Se define el Primer Tiempo de Éxito del estado

i ∈ S como la variable

Ti
.
= inf{n > 0 | Xn = i}

para cada n > 1, i, j ∈ S se definen las siguientes probabilidades

f
(n)
ij

.
= Pi(X1 6= j, · · · , Xn−1 6= j, Xn = j) = Pi(Tj = n)

fij
.
=

∞
∑

n=1

f
(n)
ij = Pi(Tj <∞)

f
(n)
ij representa la probabilidad del primer éxito del estado j en el tiempo

n cuando la C.M. inicia en el estado i

fij es la probabilidad de tener éxito en el estado j cuando la C.M. inicia

el el estado i

Las probabilidades p(n)(i, j) se pueden dar en términos de los tiempos

de éxito

Proposición A.1.1. Dados los estados i, j ∈ S n ≥ 1 se tiene la

siguiente identidad

p(n)(i, j) =

n
∑

k=1

f
(k)
ij p(n−k)(j, j)

Definición A.1.2. Dado el estado j ∈ S se clasifica como:
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• Estado Transitivo si:

fjj < 1

• Estado Recurrente si:

fjj = 1

A.2. Distribución Estacionaria

Bajo condiciones generales existe una única distribución esta-

cionaria para una cadena de Markov la cual está dada en

términos del Tiempo Esperado de Recurrencia µ(i), que de-

termina el promedio de tiempo esperado del proceso que inicia

en el estado i, para retornar. En éste cápitulo se presentan

resultados para determinar condiciones para la existencia y

unicidad de la distribución estacionaria.

Tiempo Esperado de Recurrencia

Definición A.2.1. Se define el Tiempo Esperado de Recurrencia

µ(i) del estado i ∈ S como

µ(i) =











∞ si i es Transitivo
∞
∑

k=i

kP(Ti = k | X0 = i) si i es Recurrente

En base a esta definición podemos clasificar a los estados recurrentes

por

• El estado i es llamado Recurrente Positivo si

µ(i) <∞
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• El estado i es llamado Recurrente Nulo si

µ(i) =∞

En base a estas clasificación de los estados podemos dar condiciones

para la existencia y unicidad de la distribución estacionaria,analizamos

primeramente cuando el espacio Ses finito.

Consideremos una Cadena de Markov irreducible finita con Espacio de

Estados S = {x1, x2, · · · , xn} entonces los estados son recurrentes.Sea

µ(i) el tiempo Esperado de Recurrencia entonces tenemos una única

Distribución Estacionaria π dada a saber por:

π(i) =
1

µ(i)

Tiempos de Espera

En ésta sección se dan elementos que nos permitan establecer

condiciones para la existencia y unicidad de la distribución

estacionaria en términos de sus estados y de la propiedad de

periodicidad

Definición A.2.2. La transitividad o recurrencia de un estado se puede

caracterizar en términos de la Matriz de Potencial G definida por

G =

∞
∑

k=1

Pk

cuyas entradas son los valores esperados de visitas

V(i, j) =

∞
∑

k=1

pk(i, j)
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Ergodicidad

Un proceso es llamado ergódico si es posible encontrar alguna propiedad

estad́ıstica del proceso se puede ver con tan solo una trayectoria mues-

tral.Entre los teoremas ergódicos básicos más importantes esta la Ley

Fuerte de los Grandes Números la cual afirma:

Si X1, X2, · · · , Xn son variables aleatorias con idéntica distribución,

entonces existe µ tal que es casi seguro

ĺım
n→∞

1

n

n
∑

k=1

Xk = µ

si y solo si E(| X1 |) <∞ y µ = E(X1)

Decimos que la Cadena de Markov (Xn)n≥0 satisface el Teorema Ergódi-

co Medio si tiene una única distribución estacionaria π tal con prob-

abilidad uno se tiene

ĺım
n→∞

1

n

n
∑

k=1

Ij(Xk) = π(j)

es decir, la frecuencia de visitas de la cadena se aproxima a la distribu-

ción estacionaria.

Tiempos del Exito y Tiempos de Espera

Definición A.2.3. Se define el Tiempo del r Exito al estado j como

la variable aleatoria

Tj(r) = min{n | Nn(j) = r}

se tiene Tj(1) = Tj

Definición A.2.4. Se define la variable aleatoria Wj(r) como el tiempo

de espera entre el r-1 éxito y el r éxito cuando r ≥ 2 y W1 como el

tiempo de espera para el primer éxito esto es:
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Wj(1) = Tj Wj(r)
.
= Tj(r)− Tj(r − 1)

las variables Wj(1), Wj(2), · · · son independientes y con idéntica dis-

tribución y con Ej(Tj) = µ(j) entoces por la Ley Fuerte de los Grandes

Números se tiene

ĺım
n→∞

Wj(1) + · · ·+ Wj(n)

n
= µ(j)

además

Wj(1) + · · ·+ Wj(n) = Tj(n)

por lo tanto

ĺım
n→∞

Tj(n)

n
= µ(j)

Dado Nj(n) es el número de visitas en el tiempo n entonces se tiene

Tj(Nj(n)) ≤ n < Tj(Nj(n) + 1)

asi que

Tj(Nj(n))

Nj(n)
<

n

Nj(n)
<

Tj(Nj(n) + 1)

Nj(n)

por recurrencia cuando n→∞ sabemos que es casi seguro que Nj(n)→

∞ y por lo tanto

ĺım
n→∞

Nj(n)

n
=

1

µ(j)
(A.2)

Esto dice que una cadena irreducible recurrente positiva satisface el

Teorema Medio Ergódico. Tomando el valor esperado se tiene
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ĺım
n→∞

Vn(i, j)

n
=

1

µ(j)
(A.3)
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Conclusiones

Las Cadenas de Markov son procesos de mucha importancia

por sus aplicaciones en diferentes áreas de la Ciencias (Ex-

actas,Sociales,Económicas,..) y la Ingenieŕıa ya que per-

miten tener información previa sobre las probabilidades de

que ocurran o se repitan ciertos eventos de fenómeno, eso

da elementos para realizar toma de decisiones. El trabajo

de tesis da elementos y formas de como obtener la distribu-

ci—’on estacionaria y si ésta es única con base en el im-

portante Teorema de Perron-Frobenius dado que en base al

conocimento de la distibución obtenemos información sobre

los tiempos promedios de recurrencia de los eventos.



46

Bibliograf́ıa

[1] Bellman,R., Introduction to Matrix Analysis,

McGraw-Hill, New York, Third Edition, 1960.

[2] Seneta,E., Non Negative Matrices and Markov

Chains, Second Edition, Editorial Springer Ver-
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