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Introduccion

El trabajo de tesis tiene como objetivo principal el obtener resultados para
encontrar distribuciones estacionarias de cadenas de Markov, basandose fun-
damentalmente en el importante Teorema de Perron-Frobenius. El trabajo
esta compuesto de tres capitulos y un apéndice; el apéndice contiene el desar-
rollo de Cadenas de Markov resaltando los resultados importantes en forma
matricial asi como la clasificacién de los estados.

El capitulo 1 consiste principalmente del estudio de la Matriz de Equilibrioy
bajo que condiciones podemos determinar su existencia dado que sus filas que
son iguales representan a la distribucién estacionaria asociada a la cadena. Se
establece un resultado que relaciona la distribuciéon con el tiempo esperado
de retorno, que es de importancia en las aplicaciones de estos procesos y para
realizar los calculos se aplica el Teorema de la representacion espectral para
matrices diagonalizables.

Como se menciond, el interés es utilizar la Teoria de Perron-Frobenius, que
conforma el contenido del capitulo 2 en donde se desarrolla un estudio en
la estructura de las matrices no negativas que da un conocimiento de sus
valores y vectores propios asi como de una representacion canonica dada por
una relacién de equivalencia en su conjunto de indices. Esto permite obtener
una serie de importantes resultados que se aplicaran en el desarrollo del
capitulo 3 sobre el estudio de las matrices estocéasticas para la obtencion de la
distribucion estacionaria, concluyendo con ejemplos de cadenas importantes
como la caminata aleatoria.
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Capitulo 1

Matriz de Equilibrio y

Representacion Espectral

En este capitulo se contempla un estudio en la estructura de la
Matriz de Equilibrio y una serie de resultados en Algebra Lineal
para obtener el teorema de Representacion Espectral.

1.1. Tiempo Esperado de Recurrencia

Bajo ciertas condiciones existe una distribucion estacionaria para
una cadena de Markov la cual esta dada en términos del Tiempo
Esperado de Recurrencia, que determina el tiempo promedio de
espera del proceso para retornar. En este capitulo se presentan
resultados que determinan las condiciones para la existencia y
unicidad.

Definicién 1.1.1. Se define el Tiempo Esperado de Recurrencia (i)

del estado 1 € S como

00 si 1 es Transitivo

(i) = S KP(T;=k| Xo=1i)  siies Recurrente
k=1
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En base a esta definicion podemos clasificar a los estados recurrentes por
» FEl estado i es llamado Recurrente Positivo si
p(i) < oo
» Fl estado 7 es llamado Recurrente Nulo si
pu(i) = oo
Espacios de Estados Finitos

Teorema 1.1.1. Una Cadena de Markov irreducible finita con Espacio de

Estados S tiene una unica Distribucion Estacionaria 7' dada a saber por:

(i) = — (1.1)
p(i)
Demostracion. (Unicidad)
Si ' = (mw(iy), m(i2), - ,m(iy)) es una Distribucién Estacionaria, entonces
7P =

esto significa que

N

D m(PG,j)=n(j) VieS

i=1
consideremos la Distribucién Inicial P(Xy = i) = (i)

demostremos que el producto

m(i)p(i) =1
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en efecto
r(@p() = (i) gj%(Ti =J)
_ g T = (i)
_ f?nu;z:ﬁwm
_ iP(T;‘ > Jj, Xo =1)

j=1

= P(Xo=1i)+ > PXo=i,Xi#1,-+ , X;1 #1)

=2

= P(XO:Z)+Z[P(X17£Z7 7Xj*17éi)

_P(XO #Z’aXl # Za 7Xj71 7é 2)
dado que la distribucion inicial es Estacionaria

= P(Xo=i)+ Y [P(Xo#i, X0 #10)]

_[P(XO 7& i>X1 7é i) e 7Xj—1 7& Z)]
esta suma es telescopica, por lo tanto

— P(Xo = i)+ P(Xo # i)
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como el estado es recurrente se tiene

= P(Xo=1)+P(Xo #1i)
= 1

de aqui que:

O

Antes de demostrar la existencia de la distribucién estacionaria se da la
siguiente definicion

Definicién 1.1.2. Dados los estados i,j € S se define a;(j) como el nimero

esperado de visitas al estado © entre visitas al estado j esto es:

o0

a;(j) =Y P(Xp=1,Tpn >k | Xo=m)
k=0
Demostracion. (Existencia)
Si la Cadena de Markov es finita e irreducible entonces existe una tnica
distribucién estacionaria la cual estd dada por la ecuacion (1.1)

Es de esperarse que

y por lo tanto
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Se tienen las siguientes dos afirmaciones.

Afirmacion 1

en efecto

Afirmacion 2

N

aj(m) = Z a;(m)pi;

i=1
supongamos primero que j # m entonces

[e.9]

aj(m) = Y P(Xp=4Tn>k|Xo=m)

k=0
00

= Y P =T > k| Xo=m)

k=1

dado que j #m

= Y P(Xp=j,Tn>k—1]Xo=m)
k=1

oo N
= ZZP(Xij,Xk_1:i,Tm >k—1|X,=m)

k=1 i=1
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por la propiedad Markoviana

Nk

p(Z,j)P(Xk,1 = Z,Tm > k—1 ‘ XO = m)

i=1

B
Il
—

p(i,§) Y P(Xp =i, Ty, > k | Xo = m)
k=0

M-

s
I
N

p(i, j)ai(m)

M-

-
I
N

si ¢ = j entonces
am(m) =1

por recurrencia

= > P(Tn=k|Xo=m)
k=1
co N

= > > PXpo1=i,Tn =k | Xo=m)
k=1 i=1

= > Y pli,k)P(T >k —1] X =m)

k=1 =1

= > wli.k)ai(m)

en base a estas dos afirmaciones se tiene la existencia de la distribucién

estacionaria la cual esta dada por la ecuacién (1.1) O



1.2. Matriz de Equilibrio 7

1.2. Matriz de Equilibrio

Dado que los coeficientes de la matriz P™ representa las probabilidades de
transicion en m-pasos y las filas distribuciones condicionales. Nuestro interés
es analizar el comportamiento de éstas cuando m — oo

Si existe el limite

lim P" =H

m—0o0

H = (h;;) es llamada la Matriz Limite , dado que

se tiene
= 0 S hij S 1
= 2 hy =1

Definicién 1.2.1. 57 las filas son idénticas, esto es:

y dado que

P = P(Xp = j|Xo = 1)

se concluye que la distribucion Limite es independiente de la distribucion
inictal y en este caso se le llama La Matriz de Equilibrio.
Se define

mi(J) = hij
Supdngase que la distribucion limite H satisface:
HP =H

entonces se tiene la igualdad
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o
P = m

esto implica que la distribucién 7’/; dada por la fila i es una distribucién
estacionaria.

Valores Propios de una Matriz Estocastica
La matriz P tiene como vector propio al vector columna (1,1 ---,1)" con
valor propio 1 ya que

1 1
1 1
P = )
1 1

Los valores propios de una matriz estocastica tienen la siguiente caracteristi-
ca.

Proposicién 1.2.1. Si A es un valor propio de la matriz estocastica P en-

tonces
PYES!
Demostracidn. Sea (x1,xa,- -+ ,x,)" el vector propio asociado al valor propio
A entonces
L1 L1
L2 L2
P =A
:L‘n xn

para cada 7 se tiene

Zp(iaj)%' = Az
J
por lo tanto

| 1<) pling) | |
j
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consideremos

| @ [=max{] o | [ 2o |- [ @ [}

entonces

M e 1<) o p(k ) |2y | < an | Y p(k, ) =]z |

J J

por lo tanto

A<

En base a este resultado se tiene

Proposiciéon 1.2.2. Si la matriz P es diagonalizable entonces la distribucion

limite existe si el unico valor propio con magnitud 1 es A =1

por lo tanto

H= lim C'D™C = C"'EC

m—00
donde E = diag{ei1, €22, ,€nn} con

TV sidy;=1

Dado que P = C~!DC entonces

PC'=C'D

de aqui que las columnas de C~! son los vectores propios por la derecha de
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P y como

CP =DC

las filas de C son los vectores propios por la izquierda de P

Supdngase que P tiene como tnico valor propio de magnitud 1 a A =1y que
los vectores propios por la izquierda asociado a A = 1 estd generado por el
vector

v=(v,v 1) 0<y <1Vi

y ademas
St

entonces P tiene una distribucién de equilibrio dada por v en efecto

0 Vi Un Vi Uy ce Uy
0 : : : v, Vs - U
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1.3. Representacién Espectral

Si la matriz P es Diagonalizable entonces

P=C'DC
donde D es una matriz diagonal formada por los valores propios, esto es:
D = diag{ 1, Aoz, Ann }
entonces
P" =C'D"C
donde

D™ = dlag{Arlnla )‘72757 A, }

»'nn

Definicién 1.3.1. Consideremos la matriz P diagonalizable entonces existe

una matriz no singular C y una matriz diagonal D que satisface:

P=C'DC

Denotemos por «(j) la j-ésima columna de C™! y por 3(i) la i-ésima fila de
C,dado que

CP =DC
entonces
B(i)P = \iB(i)

donde D = {\{, -+, \,} por lo tanto la matriz C estd formada por los vec-
tores propios fila de Py como

PC!'=C'D
entonces

Pa(j) = X))

esto nos dice que C~! estd formada por los vectores propios columna de P
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Observacién 1.3.1. Dado que P = C'DC entonces

P* =C7'D"C
tenemos los siguientes dos lemas

Lema 1.3.1.
tr(AB) = tr(BA)

Lema 1.3.2.

tr(P*) =) A

Si v es un vector propio columna de Pcon \; como valor propio y w es un
eigenvector fila con valor propio Ay con \; # Ay entonces los vectores propios
son ortogonales, en efecto

Pv=XMNv = wPv=Xwv= wv = (M—Xwv=0 = ww=0 =
w & v son ortogonales

La representacion espectral que estableceremos esta considerada para matri-
ces diagonalizables.

P=C'DC
dado que
CC' =1 = B(i)a(j) = d;
Definiciéon 1.3.2. definamos las matrices By, k=1,2,---,n como
By = a(k)B(k)
ahora bien:

BB = a(k)p(k)a(l)s(1)
= o(k)oup()

por lo tanto

|0 sik#l
B’fBl_{Bk sik=1
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notemos que
-1 -1
i = D> ey =Y Ml Ve
Ik k

se tiene que cg,zl)ckj es el coeficiente en la fila ¢ columna j de a(k)G(k) y por
consiguiente se tiene la representaciéon de P como:

P= i B
k=1

que es llamada la representacion espectral de la matriz P

Teorema 1.3.1. Sea Puna matriz diagonalizable con valores propios asoci-

ados Ay, -+, A\, y tal que

P=C'DC
donde D = diag{ A\, , \n}

Sea By, la matriz que se obtiene al miltiplicar la k-ésima columna de C~!

con la k-ésima fila de la matriz C entonces se tiene que:

P=\B:+---+\B,

y ademas

P*=MB, +---+ B,

Este resultado nos permite saber de la existencia y obtener la matriz limite

H
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Ejemplo

Consideremos una C.M. (X,,),>0 cuya matriz de transicién es

w

Il
O~ Ol
= ON= O
O~ O
= ONI= O

Los valores propios de la matriz son Ay = Ao =1, A3 =Xy =0
por lo tanto la matriz P se representa por

P:Bl+BQ
donde
0000 200
o000 2 Loo
Bl_oo%% B2=1000 0
00 35 3 0000

de aqui que la matriz limite es

O O

O ORI
NI~ O O
= O O
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Capitulo 2

Matrices positivas

En el presente capitulo se desarrolla una serie de resultados sobre
matrices cuadradas positivas, sobre todo las importantes Matrices
Primitivas, sobre las cuales presentamos el teorema de Perron-
Frobenius, se define a su vez las llamadas Matrices Irreducibles
sobre las cuales se tiene una version del teorema de Perron-
frobenius. Para realizar el estudio se dard una relacion de equiv-
alencia entre los elementos de un conjunto I de enteros llamados
los indices de la matriz y mediante esta relacién daremos la forma
canodnica de la matriz en términos de submatrices irreducibles y
otras submatrices no irreducibles.

Consideremos una matriz T = (¢;;) de orden n x n se dice no negativa si
ti; >0 Vi,je{l,-- -, n}
Dadas la matrices no negativas A = (a;;) y B = (b;j) decimos que
A<B<< a;<b; Vi,je{l,---,n}

por x' = (x1,- -+, x,) representamos un vector fila y por x el vector columna.
Tk = (tgf)) es la k-ésima potencia de T

Definicién 2.0.3. La matriz A se dice que es una Matriz Primitiva si

AF >0 para algin entero k > 1
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El hecho de que una matriz sea no negativa no implica que sea primitiva.

La matriz no negativa A = ( ) es ejemplo de que no es primitiva ya

01
que

AF=A k>1

Para cada matriz no negativa T le asociamos una matiz T que consta de unos
en los lugares donde los #;; > 0 esta matriz es llamada la matriz incindente
asociada a T. T es primitiva si y solo si T lo es.

2.1. Teorema de Perron-Frobenius para

Matrices Primitivas

Teorema 2.1.1. Consideremos T = (t;;) matriz positiva primitiva de orden

n. T tiene un valor propio r que satisface:

a) r es real positivo y es raiz simple de su polinomio caracteristico

b) r tiene asociados dos vectores propios estrictamente positivos por la

derecha y por la izquierda esto es.
dw' >0y v>0ta que wT=rwy Tv=rv

c) si \ es un valor propio X # r entonces | A |< r

d) Si O < A< T ya es un valor propio de A entonces | a |< r. Si

| a |=r entonces A =T

Demostracion. consideremos un vector fila x’ # 0, x’ > 0 tenemos

X/T = (Z l’lt”>

j=1l-n

se define
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E l’lt”
oo
min; ———— z; #0

r(x) =

para cada j = 1---n se tiene:

T’(X)ZL‘j S Z .I'thj
)

en forma matricial

x'r(x) <x'T

si 1 es la matriz columna de 1’s tenemos

x'1r(x) < x'T1

Si K = max; Ztij entonces se tiene T1 < K1 se sigue que
J

x'1
asi r(x) estd uniformemente acotada para toda x
ya que la matriz T es primitiva no debe de tener una columna de ceros y por

lo tanto (1) > 0 por lo que se sigue que:

D ity

Lj

r= sup min
x>0
x#0
satisface

0<r(l)<r<K<oo

mas aun, la iguadad no se altera si normalizamos el vector x esto es
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la region {x | x'x =1} es un compacto y la funcién r(x) es semi-continua

superior en este conjunto, por lo tanto el supremo se alcanza en un x digamos

que sea X
E xztm
o
r=min ————
J Z;j
se tiene
E .fltzj 2 T.fj o )A(/T 2 T)A(/
i
para cada j = 1,--- ,n;con igualdad para algiin elementode x

consideremos el vector

Z =xXT—rx'>0

Mostremos que z = 0 tenemos que TF¥ > 0 k > ko por ser una matriz

primitiva ahora bien si z > 0 entonces
2TV = XT"! — T > 0
esto implica que

(X'T*T);
(X'T*);

esto es una contradiccién a la definicién de r, por lo tanto z=0 y por lo tanto

>r Vj=1,--,n

xX'T =rx’'
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lo cual prueba que r es un valor propio positivo, llamado el valor propio de
Perron y X' es su vector propio positivo

Consideremos un valor propio A de la matriz T entonces existe un vector
x # 0 tal que

XT =X y xXT¢=N\x
en términos de sus coordenadas
ahora bien

| Ay |=[ )ity |< )@ | 8y
7 [

de aqui que

> _aiti
N —+—— 2,40 o0 siz; =0
T
y por lo tanto de la definicién de r se tiene

[ Al<r

Si | A |=r entonces

el = g (<) |ty
7

en una situacién similar se tiene la siguientes identidades

lailty=rlzl, >0 j=1,2-n
%

y por lo tanto
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STl |t =k |2y ], >0, j=1,2,--.n

es decir

Y ity |=| Moaj | (2.2)

donde k puede ser seleccionado tan grande tal que T% > 0 ; escribiendo
x; = |xj| expi6; por la ecuacién (1.2) implica que ; = 6 es independiente de
j cancelando la exponencial y de (1.1) se tiene A = r

La obtencion del vector propio por la derecha es analogo a la demostracion
anterior.

Consideremos Y # 0 un vector propio por la derecha de B con valor propio

B si Yy = (|ys]) entonces

BlY+ <BY, <TY,

se tiene

|B‘X/Y+ S X/TY+ = TX/Y+

y dado que X'Y > 0 entonces

Bl <r

Si se cumple |3| = r entonces

rY, <TY,

de donde se sigue que TY, =7rY, > 0y asi

TY+ = BY+ = TY+

por lo tanto se sigue que B =T
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Tenemos las siguientes identidades

(I — T)adj(2I — T) = det(z1 — T)I (2.3)

adj(zI — T)(zI — T) = det(zI — T)I

si ponemos = = r se tiene que cualquier fila de adj(zI — T) cumple alguna

de las siguientes afirmaciones
a) es un vector propio por la derecha correspondiente a r
b) es una fila de ceros

lo mismo para las columnas

también se cumple alguna de las siguentes afirmaciones sobre adj(xzI — T)

a) no tiene elementos ceros

b) es la matriz nula

Se probara que que se tiene un elemento diferente de cero y por lo tanto
todos lo seran.

sea T,,_1 la matriz de orden n — 1 que se obtiene al omitir la fila y columna
n de T lo mismo I,,_;.

Se tiene

T, 0
0< ! <T #T
0 0

y dado que T es primitiva no tiene columnas cero por lo tanto se tiene

det(rl,—y —T,_1) >0

por lo tanto se deduce que adj(zI — T) tiene todos sus elementos positivos.
Se define p(z) = (I — T) diferenciando (1.3)
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adj(2T — T) + (21 — T)%adj(xl ST = ()

sustituyendo = r y multipicando por X' se obtiene

(0>) X'adj(rI—T) = ¢'(r)X’

por lo tanto ¢'(r) > 0 y asi r es simple

Proposicion 2.1.1. se tiene la siguiente afirmacion

min; g ti; <r < méix E Lij
K]
J J

Demostracion. Tenemos de la definicién de r(X)

0<r(1) :mjinztij SrSsziémetij < 00
! J

como la tanspuesta de T es primitiva y tiene el mismo r entonces

mjl'nthi <r< HliéXthi
¢ J

combinando estas dos desigualdades se tiene el resultado.
Observacién: si una de las desigualdades es una igualdad entonces la otra

también lo sera.
O

Corolario 2.1.1. Sean v’ yw los vectores propios por la derecha e izquierda
correspondientes al valor de perron r los cuales estan normalizados (v'w = 1)

entonces

adj(rI —T) = o' (r)wv’
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Consideremos los valores propios de T

si mq es la multiplicidad de A, se tiene la siguiente proposicién

Proposiciéon 2.1.2. Para una matriz primitiva T se tienen las siguientes

afirmaciones:

n Si Ay # 0 entonces para k > 0 se tiene:

TF = rfwv' + O(km2’1|)\2|k)

= Si Ay =0 entonces para k >n — 1

TF = rfwv’

2.2. Estructura de las Matrices Positivas

en esta seccion se presenta un forma de estudiar la estruc-
tura de una matriz positiva en terminos de una relacion de
equivalencia entre entre los indices de sus terminos y a Su
vez definimos los bloques de matrices irreducibles que la con-

forman.

Consideremos la matriz no negativa T = (t;;) de orden n donde I =

{1,2,--- ,n} es llamado el conjunto de indices.

Definicién 2.2.1. Decimos que el indice i se comunica con el indice j

st exite una sucesion finita de elenentos de T

tii17ti1i27 ti2i37 o 7tin—lj
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tal que el producto

tiilti1i2ti2i3 e tinflj >0

pedimos que la longitud n de esta sucesion se minima

también se representa por una n — ada

(i’ihi% e 7in—17j)

o por el diagrama

TN NNl NN Ty 1 NN ]

cuando i = j decimos que tenemos un ciclo
esto permite dar una clasificacion de indices.

Clasificaciéon de indices

Definiciéon 2.2.2. Decimos que el indice i se dirige al indice j si
£ >0 k>1
lo simbolizamos por i — j

Decimos que estin comunicados si i — j y j — 1 y lo simbolizamos
por

ie—]

El conjunto de indices se pueden clasificar y agrupar de la siguiente

forma.

e Sii— j pero j - 1 para algun indice j entonces a i le llamamos

un estado no escencial en caso contrario le llamamos escencial
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e Sii es escencial y i — j entonces i <> j

e La relacion de comunicacion < da una particion del conjunto de

indices en clases escenciales y clases no escenciales

Consideremos el siguiente ejemplo

Ejemplo La matriz de incidencia de T es

=

I
O O O O O O O = =
O R O O 0O O O K
e R R T == i == N e S S S
—_- o O O O Rk O O O
o O O O R, O O O O
O R O R O O O O O
O O 0O O O O = = O
S =B, O O O O o o o
—_ o O O O =k O O O

se observa que:

(1—-2)A2—=1)=1<2

2.3. Forma Canonica

Definicién 2.3.1. La matriz se dice Irreducible si todos sus indices
estan comunicados entre ellos, es decir solo hay una clase de equiva-

lencia.

En base a la descomposicion en clases de equivalencia del conjunto de

indices podemos restructurar la matriz T de tal manera que cada clase
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de indices escenciales genera una submatriz irreducible, esto permite

dar una nueva estructura de la matriz, a saber

T 0 --- 0 ---|0
0 T, o ---|0
T = 0 .0
0 . Ty | 0
R Q

donde T es la submatriz asociada a la clase C; de indices escenciales

y la matriz Q es

Q.

donde Q; es la submatriz asociada a la clase j de indices no escenciales.
La forma canonica de la matriz T en el ejemplo

El congunto de indices es I = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} las clases escen-

ciales son:

01:{5}a 02:{479}a 03:{377}

Las clases no escenciales son:

C14 = {1a2}7 C15 = {6}a 06 = {8}

por lo tanto la forma candnica se puede escribir como:
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10000O0O0O0®O
01 10000O0O00O0
01 10000O0O00O0
00001O0O0O0O0
0001O0O0O0O0O0
000O0O0OT1T1QO0®O0
000111100
0001O00O0T10O0
0001001T171

Definicién 2.3.2. Una matriz formada por una sola clase es llamada

una matriz irreducible

En nuestro ejemplo tenemos tres submatrices irreducibles que corre-

sponden a las clases escenciales.

Periodo de un Indice

Definicién 2.3.3. Dado el indice © se define su periodo como el mazrimo
(k

comin diwisor de los k > 1 tal que til) > 0 y lo denotamos por d(7)

d@)=med{ k | ¥ >0}
tenemos el siguiente resultado

Proposicién 2.3.1. Sii < j entonces d(i) = d(j)

El periodo de una clase se define como el periodo de un elemento de la

clase.
Considerando nuestro ejemplo se tiene:

Clases Escenciales:
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{b} tiene periodo 1, dado que ts5 >0

{4,9} tiene periodo 1, dado que t4y >0

(3,7} tiene periodo 2, dado que t%) >0

para k par, y es cero para k impar.

Clases No Escenciales:

{1,2} tiene periodo 1, dado que ty5 >0

{6} tiene periodo 1, dado que tgs >0

{8} tiene periodo 1, dado que tgg >0

Si d(i) =1 se dice que es aperiodico (aciclico)
El siguiente teorema nos caracteriza las matrices primitivas en términos

de su periodo.

Teorema 2.3.1. La matriz T es primitiva si y solo si es irreducible

aperiodica.

En el siguiente y ultimo capitulo aplicamos estos resultados a las Ma-

trices Estocasticas.
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Capitulo 3
Matrices Estocasticas

Las matrices estocasticas que caracterizan a los procesos esto-
casticos conocidos como cadenas de markov homogéneas ser-
an de estudio usando los resultados obtenidos en el capitulo 2
para lo cual se hara una analogia entre el conjunto de indices
y el espacio de estados de la cadena con el fin de obtener

resultados de la distribucion estacionaria.

3.1. Matriz Estocastica

Una Cadena de Markov homogenea con espacio de estados
S = {317827”' 78n}

tiene asociada una matriz cuadrada P = (p;;) no negativa de orden el

numero de estados donde:

Dij = P(XnJrl = 55 | X, = Sz‘)

y que satisface
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> piy=1 Vi (3.1)
J

Estas matrices no negativas se les conocen como Matrices Estocasticas

o Markovianas

Para su estudio haremos la siguiente analogia; Dando un orden a los

estados de la cadena establecemos:

SiH’l'

La relacion entre indices es equivalente a la relacion entre los estados
establecida en el apéndice del trabajo. Esto determina la identificacion

siguiente:

FE'stado Indice
Si — J
recurrente <  escencial

transitivo < no escencial

En base a esta identificacion se tiene

Clase de Recurrencia <+ Clase Escencial

Clase Transitiva <+ Clase no Escencial

3.2. Cadena Markov Irreducible

La Cadena de Markov se dice Irreducible si su matriz de transicion P

lo es. De la ecuacion (3.1) se tiene

P1=1
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de la proposicion (2.1.1) se tiene

1:rnil'nZPZ~j§7’§mZ§iXZPij:1
J J

esto implica que el valor propio de Perron-Frobenius r de una matriz

estocastica es

r=1 con vector propio por la derecha 1

Por el teorema de PERRON FROBENIUS se tiene un dnico wvector

propio v' tal que
vP=v

Lo anterior se resume en el siguiente teorema

Teorema 3.2.1. Una cadena de markov irreducible tiene una dnica

distribucion estacionaria dada por la solucion
vP=v v1=1

De la proposicion (2.1.2) se tiene el siguiente teorema

Teorema 3.2.2. Teorema Ergodico para cadenas de Markov primitivas

lim P* = 1v’

k—o0

esto es, existe la matriz de equilibrio H cuyas filas son dadas por la

distribucion v’

Presentamos los siguiente ejemplos donde mostramos diferentes técni-

cas de computo para obtener la distribucion estacionaria.
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Ejemplo 1 (Caminata Aleatoria con barreras reflejantes)

Consideremos la cadena de markov con matriz de transicion P

O O O O NN
S O O N O e
O O v O N O
O = O N O O
= O e O O O
=R O O O O

Esta matriz es irreducible y aperiodica por lo tanto tiene una unica
distribucion estacionaria que es vector propio por la derecha. Si

diagonalizamos se tiene:

Foree EERE
% ¥ x k ok ok * %k ok ok
P % ¥ x k ok ok Diag{l,--} * % ok ok ok
g * K K K X * ok k% ok
% ¥ x k ok ok * ok k% sk
% ¥ x k ok ok * ok ok ok ok

por la teoria de PERRON FROBENIUS se tiene que la matriz

limite H es:

an
Il
B e S
S
2
S
2
S
k-
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y la distribucion estacionaria (vector de Perron) es

/111111
T=\666666

Ejemplo 2 Consideremos la matriz estocastica

w

Il
O ik O N
o= O e O
O = O N
o~ O iR O

Los wvalores propios de la matriz son \y = Ao =1, A3 = Ay =0
por el teorema de Perron-Frobenius ésta no es primitiva. La matriz

incidente es:

sl

I
O = O =
_ O = O
O = O =
_— O = O

Tiene dos clases de equivalencia escenciales a saber:

Cy={1,3} y Cy={2,4}

por por lo tanto la nueva matriz al reordenar los indices se tienen

I ={1,3} U{2,4} y dos bloques de matrices primitiva a saber:
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1100
. 1100
P =

0011

0011

Aplicando el teorema de Perron-Frobenius a cada blogque se tiene

la disribucion estacionarias

1 1

T2 = (07 5707 57

0)

Para concluir se tiene la siguiente afirmacion: Dado que el conjunto
de Distribuciones Estacionarias es un conjunto convexo se tiene que la

cadena tiene una unica o una infinidad de distribuciones.
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Apéndice A

Cadenas de Markov

Definicién A.0.1. Una Cadena de Markov es un Proceso de Markov
discreto cuyo Espacio de Estados S es también discreto y el cual lo

podemos representar por una sucesion de variables aleatorias (X,,)n>0
(X3)n>0 una cadena de Markov, entonces tenemos que:
P(Xn+1 :j | X(),Xl,' . aXn—laXn = Z) = P(Xn-l—l :j | Xn = Z) \V/TL s VZ,j - S

P(Xns1 = Jj | Xn =1) es llamada la probabilidad de transicion en un

Paso.

Si las probabilidades de transicion en un paso son independientes de n
la Cadena de Markov se dice Estacionaria u Homogénea y denotamos

por
pij = P(Xpy1 =7 | Xy = 1)
que satisface:

jES
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Se determina la matriz no negativa

P = (pij)

llamada matriz de transicion asociada a la C.M.

FEstas Matrices son tambien llamadas Estocasticas o Markovianas

Definicién A.0.2. Denotamos por 7, la Disribucion de la v.a. X,,, la

cual se representara por un vector fila

donde

7y es llamada la Distribucién inicial del Proceso

La Distribuciéon Conjunta

La Distribucion Conjunta de las variables X1, Xo, -+ X, esta determi-
nada en términos de las probabilidades de transicion y la Distribucion

inicial a saber:

P(Xn = Zn ‘ XO = iOa e 7Xn71 = infl)P(XO = iO t 'anl = Z-n71>

que es una relacion recursiva que al resolverla nos da la siguiente iden-

tidad

P(Xo =g, Xy = i) = 70(90)Pigis Piris " Pin_1in (A1)
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La Distribucion Condicional del sistema en varias situaciones futuras

al conocer el pasado y el presente esta dada por:

P(XnJrl = ln41," " 7Xn+m = tn+m | XO, e 7Xn = Zn) = Pinins1Pint1inie

La Distribucion de la v.a. X,

Observemos que

m™(j) = Zpijﬂn—l(i)

i€S

en forma matricial

A |
Ty = 7Tn—l];)

que es una relacion recursiva que al resolver da la siguiente identidad

7Tn(j) = Z Z T Z 7T-O(Z->pi0i1pi1i2 “ o Digag

10ES 11ES in—1€S

en forma maticial es:

! / n
m, = TP

Probabilidades de transicién en n-pasos

Se define la probabilidad de transicion del sistema después de n evolu-

ciones como:

P = P(X, =4 | Xo=1)

se obtiene la siguiente identidad

e pin+m—1in+m
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pzj Z Z Z PiiyPiviz "+ " Pin_1j

11€ES i2€S in—1€S

esta identidad nos dice que

P" = <p§?)>

La Ecuacion de Chapmann-Kolmogorov

La siguiente identidad es conocida como la ecuacion de Chapmann-

Kolmogorov que es de gran importancia en los procesos markovianos

(m+n) _ § : (m)
pzy Dk pk]
keS

en forma matricial

Pm+n — PmPn
Definicién A.0.3. Distribucién Estacionaria

Una Distribucion m sobre el Espacio de Estados S de una C.M. con
matriz asociada Pes llamada una Distribucion Estacionaria si sat-

isface:

/ /
TP =

Observacion A.0.1. Sila Distribucion inicial mg de una C.M. es Esta-

cionaria entonces se tiene que
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A.1. Clasificacion de Estados

Tiempo de Exito (Xn)n>o0 una Cadena de Markov con Espacio de

FEstados S

Definicién A.1.1. Se define el Primer Tiempo de Exito del estado

1€ S como la variable

T, =inf{n>0| X, =}

para cadan > 1, 1,7 € S se definen las siguientes probabilidades

F5=PUXa A G Xaor # 3, X = §) = Pi(Tj = n)

[e.9]

fii =D 1) = PiT; < o)

n=1

fi(jm representa la probabilidad del primer éxito del estado j en el tiempo

n cuando la C.M. inicia en el estado i

fi; es la probabilidad de tener éxito en el estado j cuando la C.M. inicia

el el estado i

Las probabilidades p™ (i, j) se pueden dar en términos de los tiempos

de éxito

Proposiciéon A.1.1. Dados los estados i,7 € S n > 1 se tiene la

siguiente identidad

n) e E) (k) - -
PG, 5) =Y fPp ()
k=1

Definicién A.1.2. Dado el estado j € S se clasifica como:
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e FEstado Transitivo si:
fjj <1

e FEstado Recurrente si:

fis=1

A.2. Distribucion Estacionaria

Bajo condiciones generales existe una unica distribucion esta-
ctonaria para una cadena de Markov la cual estd dada en
términos del Tiempo Esperado de Recurrencia u(i), que de-
termina el promedio de tiempo esperado del proceso que inicia
en el estado i, para retornar. En éste capitulo se presentan
resultados para determinar condiciones para la existencia y

unicidad de la distribucion estacionaria.

Tiempo Esperado de Recurrencia

Definicién A.2.1. Se define el Tiempo Esperado de Recurrencia

(i) del estado i € S como

si 1 es Transitivo

00
(i) = Z EP(T; =k | Xo =1) st 1 es Recurrente
k=i

En base a esta definicion podemos clasificar a los estados recurrentes

por
e Fl estado i es llamado Recurrente Positivo si

(i) < oo
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o Fl estado i es llamado Recurrente Nulo s:
pu(i) = oo

En base a estas clasificacion de los estados podemos dar condiciones
para la existencia y unicidad de la distribucion estacionaria,analizamos

primeramente cuando el espacio Ses finito.

Consideremos una Cadena de Markov irreducible finita con Espacio de
Estados § = {x1, 2, ,x,} entonces los estados son recurrentes.Sea
w(i) el tiempo Esperado de Recurrencia entonces tenemos una unica

Distribucion Estacionaria © dada a saber por:

Tiempos de Espera

En ésta seccion se dan elementos que nos permitan establecer
condiciones para la existencia y unicidad de la distribucion
estacionaria en términos de sus estados y de la propiedad de

periodicidad

Definicién A.2.2. La transitividad o recurrencia de un estado se puede

caracterizar en términos de la Matriz de Potencial G definida por

G = ipk
k=1

cuyas entradas son los valores esperados de visitas

V(i,j) =Y " 4)
k=1
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Ergodicidad

Un proceso es llamado ergddico st es posible encontrar alguna propiedad
estadistica del proceso se puede ver con tan solo una trayectoria mues-
tral. Entre los teoremas ergodicos bdasicos mas importantes esta la Ley

Fuerte de los Grandes Niimeros la cual afirma:

Si X1, Xo,---, X, son variables aleatorias con idéntica distribucion,

entonces existe p tal que es casi sequro

1 n
lim — =
S, 5 2 X =
k=1
siysolosiE(] X1 |) <ooyp=EX)

Decimos que la Cadena de Markov (X,,)n>0 satisface el Teorema Ergédi-
co Medio si tiene una unica distribucion estacionaria m tal con prob-

abilidad uno se tiene

n

es decir, la frecuencia de visitas de la cadena se aprorima a la distribu-

cion estacionaria.

Tiempos del Exito y Tiempos de Espera

Definicién A.2.3. Se define el Tiempo del r Exito al estado 7 como

la variable aleatoria
Ti(r) = min{n | N,(j) = r}
se tiene T;(1) = T;

Definicién A.2.4. Se define la variable aleatoria W;(r) como el tiempo
de espera entre el r-1 éxito y el r éxito cuando r > 2 y Wy como el

tiempo de espera para el primer éxito esto es:
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W) =13 Wy(r) =T;(r) = T;(r = 1)

las variables W;(1),W;(2),--- son independientes y con idéntica dis-
tribucion y con E;(1;) = u(j) entoces por la Ley Fuerte de los Grandes

Numeros se tiene

n—oo n

ademas

por lo tanto

1 24 _ )

n—oo n

Dado N;(n) es el nimero de visitas en el tiempo n entonces se tiene

Tj(Nj(n)) < n < T;(N;(n) +1)
ast que

T(N;(n) o T(N;(n) + 1)
N SNm ST Ny

por recurrencia cuando n — 0o sabemos que es casi sequro que Nj(n) —
oo ¥y por lo tanto
N; 1
)

Esto dice que una cadena irreducible recurrente positiva satisface el

Teorema Medio Ergodico. Tomando el valor esperado se tiene
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(2, 1
lin Yo : (A.3)
n—oo m p(j)
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Conclusiones

Las Cadenas de Markov son procesos de mucha importancia
por sus aplicaciones en diferentes dreas de la Ciencias (Fx-
actas,Sociales, Economicas,..) y la Ingenieria ya que per-
maiten tener informacion previa sobre las probabilidades de
que ocurran o se repitan ciertos eventos de fenomeno, eso
da elementos para realizar toma de decisiones. El trabajo
de tesis da elementos y formas de como obtener la distribu-
ci— 'on estacionaria y si ésta es unica con base en el im-
portante Teorema de Perron-Frobenius dado que en base al
conocimento de la distibucion obtenemos informacion sobre

los tiempos promedios de recurrencia de los eventos.
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