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Introduccion

El objetivo de esta tesis es el de desarrollar los resultados fundamentales
correspondientes a la homologia y cohomologia de grupos e introducir la co-
homologia de Tate, para que de esta ltima se puedan obtener algunas apli-
caciones algebraicas. Para esto, se desarrollara la homologia y cohomologia
en bajas dimensiones, asi como la cohomologia de Galois. Ademads, a través
de la cohomologia de Tate, abordaremos la cohomologia de grupos ciclicos
finitos.

La metodologia aplicada a los temas abordados en esta tesis sera desde el
punto de vista algebraico, por lo cual se utilizaran algunas herramientas de
la teoria de grupos, anillos, teoria de Galois y, sobre todo, de la teoria de
modulos.

La cohomologia de grupos es un tema especializado el cual tiene su desarro-
llo mas acelerado se fundamenta en ciertas areas de las matematicas, como
en Topologia Algebraica, Teoria de Ntumeros y Geometria Algebraica, entre
otras. Sus raices provienen tanto del algebra como de la geometria.
Podemos considerar que el lado algebraico de la teoria empezo6 con los traba-
jos de Schur (1904, 1907, 1911). Schur estudié lo que ahora se conoce como el
primer y el segundo grupos de cohomologia H(G, A) y H*(G, A) alrededor
de la Teoria de Representaciones Proyectivas de Grupos. Las ideas de Schur
fueron prolificas en la década de los anos treintas y los anos cuarentas del
siglo veinte. Schreier en sus articulos de 1926 y Baer en 1934 trabajaron
sobre la Teoria de Extensiones de Grupos y sobre la Teoria de Productos
Cruzados de Algebras, respectivamente.

El trabajo de Baer fue sumamente relevante en el desarrollo de la parte de
la Teoria de Numeros llamada Teoria de Campos de Clases. Las bases de la
teoria de campos de clases es un tema de gran interés en la teoria de nimeros.



La forma cohomoldgica de la teoria de campos de clases, fue puesta de mane-
ra definitiva por Tate aproximadamente en el anio 1950 usando cohomologia
de grupos de Galois.

Por el lado topoldgico, al trabajo de Hurewicz (1936) en espacios no esféricos,
lo podemos considerar como la punta de lanza de esta teoria. De hecho,
Hurewicz habia introducido la homotopia en altas dimensiones de grupos
m,X con n > 2 de un espacio X. Durante este tiempo se concreta el estudio
de espacios X arco conexos cuyos grupos de homotopia en altas dimensiones
son todos triviales, pero cuyos grupos fundamentales 7 = 7 X son no trivia-
les. Estos espacios son los que se llaman esféricos.

Hurewicz probd, entre otras cosas, que el tipo de homotopia de un espa-
cio esférico estd completamente determinado por su grupo fundamental; en
particular, los grupos de homologia de X dependen tinicamente de 7. Por
tanto, es razonable pensar en ellos como grupos de homologia de 7. Para
cualquier grupo 7 tenemos que Hom = Z y Hym = 7, donde 7y, denota la
abelianizacion de 7, es decir m,, es igual a m mdédulo su subgrupo conmu-
tador. Sin embargo, para n > 2, lo anterior no es suficiente para describir
H, m algebraicamente. El primer progreso en esta ultima direccién fue hecha
por Hopf en (1942) quien expresa Hom en términos puramente algebraicos
y quien dio evidencia mas alld de su importancia en topologia, probando el
siguiente teorema:

Teorema: Para cualquier espacio arco-conexo X con grupo fundamental
existe una sucesion exacta mX — Hoy X — Hom — 0.

Incidentalmente la descripcion de Hopf de Haymr, fue como sigue. Escogiendo
una presentacion de m como F'/R, donde F' es un grupo libre y R es un sub-
grupo normal de F se tiene Hymr = RN [F, F|/[R, F], donde para A, B C F,
[A, B] denota el subgrupo generado por los conmutadores [a, b] = aba~ b7,
a€c€ Abe B.

Mas o menos por la mitad de los anos cuarenta del siglo pasado se tuvo una
definicion puramente algebraica de los grupos de homologia y de cohomologia.
Lo anterior nos da una clara idea de que el tema fue de interés tanto para
algebristas como para topologos. Por otro lado, los grupos de cohomologia
en bajas dimensiones se ha visto que coinciden con grupos, que habian sido
introducidos mucho antes y los cuales tienen conexiéon con varios problemas
algebraicos.

Por ejemplo, el primer grupo de cohomologia H' (G, A) consiste de clases de



equivalencia de homomorfismos cruzados o derivaciones médulo homomor-
fismos cruzados principales y el segundo grupo de cohomologia H?*(G, A)
consiste de clases de equivalencia de conjuntos de factores de G.
Mencionamos que el presente trabajo es un estudio estrictamente algebraico
de los grupos de cohomologia por lo cual no se estudiara el punto de vista
functorial. La construccién de los grupos de cohomologia se basa en tomar un
grupo abstracto G, al cual lo escribiremos multiplicativamente, y un segundo
grupo A el cual es abeliano, y que escribiremos aditivamente, sobre el cual
G va a actuar. Esta es la nocién de un G-maddulo.

Sea ahora una sucesion exacta de G-mddulos

0-ALBL =0

A esta sucesién le asociamos la sucesién exacta
0 — Homg(P, A) L5 Home(P, B) £ Homg(P, C) — 0

donde P es un G-médulo proyectivo. Probando que el grupo Hom(A, B)
tiene una estructura de G-modulo podemos demostrar ciertos teoremas im-
portantes en relaciéon con modulos proyectivos y sucesiones exactas que tam-
bién involucran al producto tensorial y sumas directas. Otros de los resulta-
dos son los concernientes a las resoluciones proyectivas, los cuales son usados
para definir los grupos de cohomologia, H"(P, A) y de homologia H, (P, A)
donde P es dicha resolucién y A es un G-modulo.

Por otro lado, si tenemos que Ay B son dos G-médulos y f: A — B es un
G-homomorfismo, se inducen de manera natural homomorfismos de grupos

H"(f) : H"(G, A) - H"(G, B) y H,(f):H,(G, A) — H,(G, B)

lo que nos da herramientas muy poderosas para analizar la aritmética de los
campos por medio de los grupos de cohomologia y de homologia.

Ademas calculamos los grupos de cohomologia y de homologia en dimensiones
bajas, es decir, para n = 0, 1,2 los cuales involucran médulos inducidos asi
como coinducidos. También definimos los grupos de cohomologia de Tate, los
cuales nos servirdn para tener en un solo concepto los grupos de cohomologia
y de homologia. Esto nos servira para el calculo de los grupos de cohomologia
de un grupo ciclico finito G. Otro concepto que veremos es el de norma de
un grupo. Finalmente, tratamos algunos teoremas importantes acerca del
cociente de Herbrand.



El contenido de esta tesis estd conformado por cuatro capitulos. En el
Capitulo 1 se desarrollan las propiedades de los G-médulos y las resolu-
ciones proyectivas. Las resoluciones proyectivas seran parte esencial en la
definicién de los grupos de homologia y cohomologia. La homologia y coho-
mologia de grupos se abordard en el Capitulo 2; aqui se estableceran cuales
son los n-ésimos grupos de homologia y cohomologia, calculdndose éstos en
bajas dimensiones. Ademads, se calcularan algunos grupos de homologia y
cohomologia, en particular para los G-mddulos inducidos y coinducidos, res-
pectivamente.

La conexion de la homologia y cohomologia de grupos se hara a través de la
cohomologia de Tate, la cual es introducida en el Capitulo 3. La aplicacion
de la cohomologia de Tate nos permitira calcular la cohomologia de grupos
ciclicos finitos. Finalmente, en el Capitulo 4 daremos algunos aplicaciones
de los resultados establecidos en el Capitulo 3.



Capitulo 1

(G-Moédulos y Resoluciones

Proyectivas

1.1 El Anillo Entero de Grupo

Definicién 1.1.1. Para un grupo G, se define el anillo entero de grupo

por:

Z|G] = {Z ay0 | a, €Z y a, =0 para toda excepto un nimero finito de o }

ceG

Las operaciones siguientes:

Z|G] x Z|G] — Z|G]
(UZG:G a0, U%:G b,,a) — U;(ag + b, )o
Z|G] x Z|G] — Z|G]

(Z aso, Y bgo> =) ( ) afbu) o

oedG oceG c€G \Tu=0o
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estan bien definidas. Obsérvese que, como a, + b, = 0, excepto para un

nimero finito de sigmas, se tiene que ) (a, + by)o € Z|G]. Analogamente,
oeG
lasuma ) a.b, contiene solamente un nimero finito de sumandos a,b, € Z
TU=0

diferentes de cero, por lo tanto > ( > afb#> o € Z|G].

c€G \Tp=0o

Dicho de otra manera, podemos decir que el anillo Z[G] consiste en el grupo
abeliano libre generado por los elementos de G' como base y tal que el pro-
ducto de dos esta inducido por el producto de G. También, podemos concebir
los elementos de Z[G] como funciones u : G — Z que toman el valor cero
para casi todo elemento de (G, junto con las operaciones:

(1) (u+v)(o) =u(o)+v(o).
(i) (w)(o) = % u(r)olu).

T=T

De hecho, si escribimos u = > a,0, v = Y. byo, con a, = u(o), b, =
oeG ocG
v(o), o € G, entonces obtenemos (i) y (ii).

Proposicién 1.1.1. Para cualquier grupo G, Z|G] es un anillo con identidad

donde el elemento identidad 1 de Z|G] corresponde al elemento > a,0 con
oeG
a. =1, y a, =0 para toda o # e. Ademds Z[G] es conmutativo <= G es

abeliano.
Demostracién: Es facil verificar que Z[G| es un anillo con identidad 1

como esta establecido en el enunciado de la proposicion. Por otra parte,
supongamos que G es abeliano y sean Y a,0, > b,0 € Z|G], luego

(5) () ()

Por ser G abeliano tenemos que 7 = o = pr. Asi que > < > aTbM) o=

oceG \Tu=o

> ( > buaT) o, por tanto Z[G] es conmutativo.

oG \ur=o
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Reciprocamente, suponga que Z|G| es conmutativo, es decir, para cualesquiera
> a,0, Y. byo € Z|G], tenemos que:

(Zee) () = (50) (Zer).

Sean ahora 6,9 € G, y escribdmoslos como elementos de Z[G] de la siguien-
te manera, a, = 0 para toda o # 60 y a, = 1si 0 =60 y b, = 0 para toda
oc#0yb, =1si0=09, luego tenemos que:

0=> a,0, 5= byo

ceG oelG

pero

v (B () () (Ze) 0

Por tanto G es abeliano. m

1.2 (G-moédulos

Definicién 1.2.1. Sea A un grupo abeliano escrito aditivamente y sea G
un grupo arbitrario escrito multiplicativamente. Decimos que A es un G-
mddulo (izquierdo) si existe un homomorfismo de grupos ¢ : G — Aut(A),

donde Aut(A) es el grupo de automorfismos de A.

Esta definicion es equivalente a establecer la existencia de una funcion v :
G x A — A, denotada por ¥(g,a) = g-a = ga tal que

(i) 1-a = a, para todo a € A.
(7i) (gh)a = g(ha), para todo g,h € G, a € A.

(13i) g(a+b) = ga + gb, para todo g € G, para todo a,b € A.
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Notemos que si A es un G-médulo, entonces es un Z[GJ]-médulo de manera
natural, esto es:

<Z aaa> (x) = Z%(UI) para Z%U € Z|G], =z € A.

ceG ceG ceG

Reciprocamente, si A es un Z[G|-mddulo, A es abeliano y consideremos la
funcion ¢ : G — Aut(A) dada de la siguiente forma.

Para 6 € G, ¢(0) : A — A, es el automorfismo de A dado por ¢(0)a = fa,
donde @ es el elemento considerado en Z[G] expresado como:

i 7
Zag(a), donde a, = { Osio#

= lsioc =40
Se tiene que ¢(f) € Aut(A) y que ¢ es un homomorfismo de grupos.
En efecto, ¢(0) es homomorfismo pues:

©(0)(a+b) =60(a+b) =0a+60b=p0)a+ (0)b.

Ahora bien, ¢(6) es monomorfismo ya que si p(6)a = ¢(0)b, entonces a = 6b.
Puesto que 6 € G, existe § € G tal que 0 = 03 = 1 donde 1 es la identidad
de dicho grupo, luego tenemos que fa = [B6b, es decir, a = 1la = 1b = b.

Finalmente, p(6) es epimorfismo pues dado b € A, existe a := 07D tal que
©(f)a = b. En efecto,

©(0)07b = 0(6~'b) = 1b = b.

Por otro lado, ¢(86)a = B0a = B(0a) = ¢(B)p(f)a, para todo a € A, es
decir, p(B0) = ¢(B)p(0), luego ¢ es homomorfismo.

Asi pues, tener un G-médulo es lo mismo que tener un Z[G]-mdédulo.
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Ejemplos

1. (Anillo Entero de Grupo). Si G es un grupo ciclico de orden n
generado por o € (G, entonces las potencias de o, 0°, 0 < s < n —1,
forman una Z-base de Z[G|, donde ¢ = 1. Definamos un epimorfismo
p : Zz] — Z[G], donde Z|x] es el anillo de polinomios con coeficientes
en Z, como sigue. Sea f(z) = ag + a1z + asx® + -+ + an,z™ € Z[z],
entonces p(f(x)) = ag+a,0+as0?+- - -+a,,0™. Notemos que al aplicar
el algoritmo de la division y el hecho de que ¢ — 1 = 0, tenemos que el
ntcleo de p es el ideal generado por el polinomio g(x) = 2™ — 1. Ahora,

por el Primer Teorema de Isomorfismo, se tiene que Z[z]/(z" — 1) =
Z|G].

2. (G-mddulo). Si A es cualquier grupo abeliano , entonces A se puede
hacer un G-moédulo con la accién trivial, esto es, ga = a para toda
a € Ay toda g € G. En este caso, decimos que GG actia trivialmente
sobre A o que A es un G-médulo trivial. Que A sea un G-mdédulo
trivial equivale, a que ¢ : G — Aut(A), satisfaga que ¢(G) = Id.

Definicién 1.2.2. Sean A, B G-mddulos. Un G-homomorfismo es un
homomorfismo de grupos ¢ : A — B tal que p(ga) = gp(a), g € G,a € A.
Notacion. Para dos G-médulos A y B denotamos por:

Hom(A, B) el grupo de homomorfismos de A en B,
Homeg (A, B) el grupo de G-homomorfismos de A en B.

Aqui Homg (A, B) sélo se considerara con su estructura de grupo.

Proposicién 1.2.1. El grupo Hom (A, B) tiene una estructura de G-mddulo
cuya accion estd dada por: para cada ¢ € Hom (A, B) yg € G, gop €
Hom (A, B) se define por

(go¢)(a) =ge(g'a).
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Demostracién: (10 p)(a) = 1p(171a) = p(a), esto es 1 o p = ¢ para toda
¢ € Hom (A, B). También,

go(p+v)(a) = go(p+v¥)g 'a)=g(elg " a)+ (g a))
= gplg'a) +g¥(ga),

esto es,

golp+v)=gop+got
para cualesquiera g € G, ¢, ¥ € Hom(A, B).
Finalmente, se tiene que para cualesquiera g, h € G, ¢ € Hom(A, B)ya € A,

(goh)(p)(a) = (gh)(e ((gh)"ta)) = g o (h(w(h ' (g7 a))))
= g(hoo)(g 'a)
= go(hoyp)(a),
es decir, (goh) (@)= g(h(p)). m

Definicién 1.2.3. Sea A un G-mddulo. Denotamos por A® al mdzimo G-
submdodulo trivial de A, esto es, A ={a € A | goa = a para todo g € G},

el cual es llamado el G-submodulo de A de puntos fijos.

Proposicién 1.2.2. Se tiene Homg (A, B) = (Hom (A, B))®. En particular,
Homg(Z, A) = (Hom (Z, A))¢ = A%,
Demostracién: Si ¢ € Homg(A, B), entonces ¢ € Hom(A, B). Ahora, para

g€ G, (goyp)(a)=gop(g'a) =gy pla) = ¢(a).
Por tanto g o ¢ = ¢ para g € Gy, de aqui que p € Hom(A, B)“.

Reciprocamente, si ¢ € Hom(A, B)%, entonces para a € Ay g € G se tiene

que p(ga) = (g0 ¢)(ga) = gp(g~'(g9a)) = gp(la) = gp(a), por lo tanto
¢ € Homg (A, B) y esto prueba la primera parte de la proposicion.

La tltima parte de la proposicién se sigue del hecho de que Hom(Z, A) = A
con isomorfismo de G-médulos 6 : Hom(Z, A) — A, dado por 6(¢) = ¢(1).
En efecto:
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i) Es claro que (1) € A.

ii) € es homomorfismo pues 0(¢p + () = (¥ + ()(1) = (1) + ¢(1) =
0(y) + 0(Q).

iii) # es monomorfismo pues si 6(¢) = p(1) = 0 entonces para toda n € Z
tenemos que p(n) = p(n-1) =np(l) =n-0=0 por tanto ¢ = 0.

iv) 0 es epimorfismo ya que si x € A, entonces definimos ¢, : Z — A
mediante la relacién ¢,(m) = mz, con m € Z.

Finalmente notemos que 6 respeta la accion de G es decir

0(ge) = (99)(1) = gp(g7'1) = go (1) = gf(p) m

Teorema 1.2.1. Sea 0 — A EN B L C — 0 una sucesién exacta de G-

modulos y sea P un G-mddulo proyectivo. Entonces

0 — Homg(P, A) L5 Home(P, B) £ Homg(P, C) — 0
es una sucesion exacta de grupos, donde f*(¢) = fop yg*(0) =gob.

Demostracién: Es facil probar que f* y ¢g* estdn bien definidas y son G-

homomorfismos. Veamos que la sucesion es exacta.

Si f*(p) = foe =0, como f es inyectiva, tenemos que ¢ = 0, por lo que f*

es inyectiva. Ahora, g*o f* = (go f)* = 0* = 0, por lo que im(f*) C ker(g*).
P

Sip € ker(g*), g*(p) = gop =0, 0 entonces p(P) C ker(g) =

B 5 C
im(f), por lo que f~' o € Homg(P, A)y f*(flop)=foflop=0y,
es decir, im(f*) = ker(g*).
Finalmente, si ¢ € Homg (P, C'), como P es proyectivo, existe § € Homg (P, B)
tal que go 0 = g*(f) = ¢, por lo tanto g* es suprayectiva. m
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Nota. Si P es un G-médulo arbitrario, y 0 — A — B — C es una sucesion
G-exacta, entonces 0 — Homg(P, A) — Homg(P, B) — Homg(P, C)
es exacta, como se sigue inmediatamente de la demostracion anterior. De
hecho, la proyectividad de P es equivalente a la exactitud de la sucesion del
teorema anterior.

Teorema 1.2.2. Sea 0 — A ER B L C — 0 una sucesién exacta de G-

mddulos y sea P un G-mddulo proyectivo. Entonces 0 — P ® A %/ p ®

B, p ® C — 0 es exacta. Aqui P ® X denota al producto tensorial de

los G-mddulos P y X, esto es, parap € P, x € X, g € G,g(pRx) = gp® gx.

Demostracién: Como P es proyectivo, P es sumando directo de un G-
moédulo libre, digamos que P & R = T = @ Z[G]. Ahora, el producto ten-
i€l
sorial conmuta con la suma directa y, ademas, para cualquier G-médulo M
tenemos que Z[G] ® M = M, por lo tanto se tiene que (P @& R) @ M =
(PM)d (R M)=E M.
iel
Ahora bien, f: A — B es inyectiva, y la funcién 1 @ f : T ® A — T ® B,
estd dada por (17 ® f)(e; ® a) = ¢; ® f(a), donde e; es el generador de Z[G|

de la componente i-ésima de T' = @ Z[G]. De esto se sigue que 1r ® f es
il

inyectiva, pues f lo es. Por ltimo, (17 ® f)|pga = 1p ® f, por lo que esta

ultima es inyectiva.

Veamos que 1p ® g es suprayectiva. Para p® ¢ € P ® C, existe b € B tal
que g(b) = ¢, por lo que (1p ® g)(p® b) = p® g(b) = p ® c. Ahora bien,
(1p®g)(1pRf) =1®gof =1p®0 =0, porloque im(1p® f) C ker(1p®g).

Sea ¢ : (P®B)/(ker (1p®g)) — P®C el isomorfismo inducido por (1p®g.)
Puesto que im (1p® f) C ker (1p®g), consideremos el epimorfismo inducido
por ¢

b (P®B)/(im(lp @ f)) = P& C.

Se tiene que ker(¢)) = ker (1p ® g)/ im (1p ® f).

Sea
0:PxC— (P®B)/(im (1p® f))
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dado por
0(p,c) =p®@b+im (1p @ f),

para ¢ = g(b) € C. Veamos que 6 esta bien definida.

Si g(b1) = g(be) = ¢, entonces g(by — by) = 0, por lo que

by — by € ker(g) = im(f), esto es, by — by = f(a) para algin a € A. Por tanto
PR =p@b+p® fla),

con p® f(a) €im (1p ® f).

De aqui que
p@bimod (im (1p® f) ) =p®bymod (im (1p® f)).

Asi pues, 6 estd bien definida y claramente es G-bilineal. Entonces, existe
0:PRC— (P®B)/(im (1p® f)) el G-homomorfismo inducido. Ademas,

se tiene que fo1p = Id, o = Id por lo que ¥ es un isomorfismo, probando
que ker (1 p®g)=im(1p® f). m

Observacién 1.2.1. En el tnico lugar en que usamos la proyectividad de
P en el Teorema 1.2.2 fue en la inyectividad de 1p ® f. Todo mdédulo que

satisface esta propiedad se llama plano.

Teorema 1.2.3. (Lema de la Serpiente) Sea

At p_2.c 0
\a B8 lv
0 U S

un diagrama conmutativo de G-mddulos, donde las filas son exactas. En-
tonces, existe un homomorfismo de conexion  : ker v — coker « tal que la

SUCESLON
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ker a L ker 8L ker v 9, coker a L coker 5L coker v

es eracta, donde 'y ¢ son los homomorfismos inducidos por f y ¢,
respectivamente, y f y g son las restricciones de [ y g, respectivamente.
Ademds, si [ es inyectiva, entonces f es inyectiva, y si ¢’ es suprayectiva,

g es suprayectiva.

Demostracién: Sea f inyectiva. Si x € kera, (3o f)(x) = (f oa)(x) =0,

esto es, f(x) € ker 3y, como f es inyectiva , f = fiker o : ker o — ker 3 es
inyectiva.

Ahora, siy € ker 8, (yog)(y) = (¢ o B)(y) =0, esto es, g(y) € ker~y con
y = f(x) para algun x € A, pero ademds sabemos que go f = 0, esto implica

que im f C ker g, ya que ambas son restricciones.

Siyekerg, y= f(x), v € A, entonces (f oa)(x) = (Bo f)(z) = B(f(x)) =
B(y) =0, lo cual implica que (z) € ker f* = {0}. Por lo tanto « € ker o,
asi que f(x) =y luego im f = ker g y la sucesion es exacta en ker f[3.

Ahora, sea f’ . coker a = A'/im o — B'/im 8 = coker3 dada por:

f(a+ ima) = f(a) + im 5.
Veamos que esta funcién esta bien definida.
Si a = ay mod im «v , entonces a —ay € im a, es decir a—a; = a(x) , para
algiin x € A; luego, f'(a—ay) = (fa)(x)=B(f(z)) € im B3, es decir, f’
esta bien definida.
Sea, ahora, ¢’ : coker3 = B'/im 3 — C'/ im~y = cokery dada por:

g (b+ imB) =g (b) +im.

Veamos que la funcion esta bien definida.

Si b= by modim f3, entonces b—by € im 3, es decir b—b; = B(y), y € B;
asi (o 3)(y) =~(g(y)) € im~y, es decir, ¢’ estd bien definida.
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Puesto que ¢ o f = 0, se tiene que ¢’ o f =0, de donde im f C kerg'.
Sea, ahora, z + im 8 € kerg’, ¢'(z + imB3) = ¢'(2) + im~y = 0, es decir
g (2) =7(t),t € C.Sea t = g(u), u € B, luego g'(2) = (yog)(u) = ¢'(B(u))
con lo cual ¢'(z — B(u)) = 0, de aqui que z — B(u) € kerg = im f . Sea
z— Bu) = f(x), 2z € A" Entonces f (z) + im 3 = z — B(u) + im 8 =
z+ im 3 = f'(z+ im«). Por lo tanto im f = ker g v la sucesién es exacta
en coker 3.

.o . N .
Ahora si g es suprayectlva, veamos que g' €S Suprayectlva.

Sea ¢ + im 7y € coker 7, y sea b € B tal que g(b) = ¢. Entonces, é’(b +
im ) = ¢ (b) + im~y = c+ im 7.

Resta definir d: ker v — coker a y probar que img = kerd, imd = ker f'. Para
esto, sea z € ker v con z = ¢(y),y € B. Entonces, v(z) = v(g(y)) = ¢ B(y) =
0. Por tanto se tiene que B(y) € ker g’ = im f', esto es, B(y) = f'(a), a € A".
Sea §(z) = a + im .. Veamos que § estd bien definida. Si z = ¢g(y) = g(y1),
entonces z = ¢g(y —y1) = 0, es decir, y — y; € ker ¢ = im f, por tanto
y =1y + f(z), con € A. Ahora B(y,) = f (a1), por tanto

Bly) = f'(a) = By) + B(f(2)) = [ (ar) + B(f () = [ (1) + [ (a()).

Como f' es inyectiva, tendremos que a = a; + a(x), por lo que a + im a =
ay, + im a.

Claramente 4 es un G-homomorfismo.

Si z € kervy, z € im §, entonces g(y) = z, y € ker 8. Luego, B(y) = 0= f'(0),
esto es, (0g)(y) = d(z) = 04 ima, por lo tanto im g C kerd. Si z € kerd, esto
es, 0(2) = 0, tenemos que z = g(y), y € B, B(y) = f(z), x € im a, o sea,
z=ala),a€ Ay By)=(fa)a)=p(f(a)), por tanto B(y— f(a)) =0,
es decir, y — f(a) €ker 8 y gy — f(a)) = g(y) — (9f)(a) = g(y) = 2. Por

lo que la sucesiéon es exacta en ker 7.

Finalmente, (f 00)(z) = f (a+ima) = f'(a)+im 3, donde z = g(y), B(y) =
f'(a). Por tanto (f o 6)(z) = B(y) +im 3 = 0, esto es, im d C ker f. Si
a+ima € ker f', f'(a) € im 3, es decir, f'(a) = B(y), entonces z = g(y), y
d(z) = a + im . Por tanto, la sucesién es exacta en coker v. =
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1.3 Resoluciones Proyectivas

Definicién 1.3.1. Una resolucion proyectiva P de 7. es una sucesion
exacta de G-maodulos

P: -~~—>Pn6—"> n_1—>-~~—>P1(L1P08—O>ZHO

donde Z es el G-mddulo trivial y cada P; es proyectivo. En particular, 0, o

On+1 = 0 para toda n.

Proposicién 1.3.1. Si P, P' son dos resoluciones proyectivas de 7, entonces

existen €; : Pi/ — P; tales que O;0e; = €;_1 oa;, para todo i, donde e_1 = Idz.

Demostracion: Se hara la demostracion por induccién. Sea e_; = Idz.
! . . ! / /
Como F, es proyectivo, existe ¢y : By — P, tal que 9, = dpoeg = Idz 00, =
/ .
€_100,, como se puede observar del diagrama

€0 /

Py Z

9o

Veamos como se construye 1. Sea x € P,. Tenemos que (g9 o 9,)(z) € P,
puesto que dyo (g0 © 9 )(x) = (Gpoep) 09y (x) = e-10(d0;)(x) = 0. Luego,
se tiene que (g9 0 9))(P;) C ker 0y = im 0; y, como P, es proyectivo, tenemos
que existe €1 : Pll — Py tal que 01061 =¢go0 (‘91.

o1 .
P1 - 1H181

N

. / .
Supongamos construidos €g, €1, ..., €, tales que los ¢; : P, — P, satisfacen
/ .
Oiog;=¢€;-100;,,1=0,1,....n.

/
€900,

!

Py
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8n+1

Ont1 8 P, —— im0 0
n +1 1
P,y . p, P, n nt
!
En {Enl ni1 €no 8n+1
/ ’
0 )
/ n+1 / n /
PnJrl > Pn > Pnfl P,+1
n

Seax € P,.q, (en0 0,,1)(x) € P,. Puesto que

On 0 (en © 041)(2) = (Bu 0 €n) 001y (2) = €010 (9,0 9,41)(2) = 0,

/

. / . / .
se tiene que (g, 0 0,,41)(P,,1) C kerd,, = im 0,41 y, como P, es proyectivo,
. / /
tenemos que existe e,41: P, — Poyq tal que 0,41 06pyp1 =€,00,,,. |






Capitulo 2

Cohomologia de Grupos

2.1 El n-ésimo Grupo de Cohomologia

on B a .
Sea P: --+-— P, %P, — - — P — Py = Z — 0 una resolucién

proyectiva sobre Z de G-mdédulos proyectivos P;. Sea K; = Homg(P;, A) y
R; = Pi®g A = P;®gzjq A, donde P; se hace G-mddulo derecho con la accién:
rog=g 'z, g€ G, v P, Entonces, se tienen las sucesiones

o5 a5 o5
O—>K0—1>K1—2>~~-—> o1 — K, —
ot i+
-— R, >R, 1—-—R — Ry—0

donde 0% (¢) = ¢ 00y, O (r ®a) = 0, ® a. Ademés,

n

O 00y 1 =(0,00,41)" =07 =0,

esto es, im 97 C ker 97, e im 9, C ker J;.
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Definicién 2.1.1. Se define el n-ésimo grupo de cohomologia de A

con respecto a P, paran=0,1,..., como el grupo
H"(P, A) =ker 0,,,/im 0,

y el n-éstmo grupo de homologia con respecto a P por
H,(P, A) = ker 9 /im 9, ;.

Aqui se define 05 =0; 95 =0.

Teorema 2.1.1. Si P y P’ son dos resoluciones proyectivas de Z, entonces

H"(P, A) = H"(P', A)

H,(P, A) = H,(P', A)
para todo n = 0,1, ...

Demostracién: Sean ¢, : PT'L —P,yo,: P, — P;l dadas en la Proposicion
1.3.1, esto es, 0, 06, = €,_1 0 8;1 , 8; 00, = 0,_1 0 d,. Se construirdn
homomorfismos h,, : P, — P, tales que

Onsrhn + hn10n = Id — 46, (2.1)

. . / /
y, similarmente, homomorfismos f,, : P, — P, tales que

O fo + frr0, = 1d — b,y (2.2)

Sea h_y : Z — Py, h_1 = 0. Ahora se quiere hy : Py — P; tal que 01hg +
h_10y = 01hg = Id — €¢dy, como se muestra en el siguiente diagrama:

P1i>1m614’0

N

Id—egdo

Py
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Siz e Po, 00(Id—5050)(x) = ag(ﬁ)—a()So(So(z) = 80(35)—5_10650@) = 80(1')—
d_100(x) = Op(x) — Op(x) = 0, por lo tanto (Id — godp)(z) € ker Jy = im 0.
Como P, es proyectivo, existe hg : Py — P; tal que 01 o hg = Id — (0.

Ahora, construiremos hq, es decir, se quiere hy : P, — P tal que yh1+ho0y =
Id — €101, como lo muestra el siguiente diagrama:

Py —2 v imdy — 0

N

O (Id — €101 — hoO1)(x) = 01(x) — O1e101(x) — O1hoO1 (T)
= O (x) — e00,61(x) — D10y (2)
= 01(z) — 00001 () — D1hoOr ()
= (Id — ¢dp) 1 (x) — D1hoO: ()
= (O1ho + h-100)01(x) — O1hoO1 ()
= O1ho0i(x) + h_1000:1(x) — O1hoO1 ()
= O1ho0i(x) — O1ho0r(x)
= 0.

Id—81(51

P

Si x € P;, entonces

Por tanto, (Id — 107 — ho01)(x) € ker 0; = im 0. Como P; es proyectivo,
existe hl . Pl — Pg tal que 82h1 + h081 =1Id - 8151.

Supongamos ahora construidos, hg, h1, ..., h, con la propiedad (2.1). Tene-
mos el diagrama:

an+2 .
Pyiog —— im 0,1

0

Id—en+10n+1—hnOnt1
b1

Pn+1
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Six € P,.1, entonces tenemos

Ont1(Id — €n110n41 — hnOny1)(x) = Onta(2) — Opy1€ny10n41(2)

—Ong1hnOny1(2)

= Opna(z) — 5n87/1+15n+1 (z)
_8n+1hn8n+1(x)

= On1(z) — €nbnOnia(z)
—Ong1hnOn 1 ()

= (Id = €,0,)(On11(2)) = Opy1hnOnya(z)

= (Ops1hn + hp-10,)0n41(x)
- n+1hnan+l(x)

= Opt1Mn0ni1(2) + hy—10,0n 41 ()
—Ong1hnOny1(2)

= On41hn0n1(7) — Ong1hnOpia (2)

= 0.

Por tanto, (Id — &,110p41 — hnOns1)(x) € ker 0,41 = im 9y, 4o. Como P, es
proyectivo, existe h,1 : Pyy1 — P,io tal que 0,19k, = Id — 410041 —
PnOny1.

Similarmente, para la contruccién de las f,, : P; — PT/L 41, procedamos como
sigue.

Para e, : P, — P,, sea ¢ : Homg(P,, A) — Homg(P,, A) v & =
£,®Idy : P®A — P,®Adadas por €%(p) = poe, y &H(r®a) = e,(z)®a,
respectivamente.

Por otro lado, si ¢ € ker 0,

/% *

d n+1(5n(90)) =poeEyo a;z—&-l =©00n410En41 = 5:;“(8:;“ o) =0,

€ " 1) C ker 8:;“. Pero también, &*(im 8*) C im 9’ ;
ef(kerd ) C kerd}; ef(im ', ;) C im &, pues si § € im J};, entonces

es decir, & ( ker 0

£(05(0) =€ (00d,) =0o0d,0e, =00, 100, =0, (e5_,(0))

. . . /%
es decir, € (im9}) C imJ ,,.
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’ +
Ahora, sea x ® a € ker 0, , tenemos que

ez ®a)) = Of(ep(r)®a)=0,0 en(z)®a
= o0 d(@)@a=c_, (0 (z®a))

es decir, et (kerd,) C ker 0;.

Finalmente, sea y®a € im 8':“, entonces existe v ® a € P, | ®zq) A tal
que 8';1(3: ®a) =y ® a, pero 8'n+1(x ® a) = 0,,,(z) ® a, luego

efy®a) = e:@’Lm@a)) ef (0 (2) ® a)

= ¢,0 6n+1((:c) a) = Opy1 0 Enp1((7) ® a)
= n+1 (5n+1((m) )

. . /+
es decir &/ (imd ,,,) C imI,,,.

Por lo tanto, tenemos homomorfismos inducidos:

g HY(P, A) — HY(P', A) , & :H,(P, A) — H,(P, A).

Similarmente tenemos homomorfismos inducidos para 6% y 4.

Ahora, si ¢ € ker 95,1, (Optihy + hy—10,)" ¢ = @Ops1hy + ©hy_10, =
0+ @h,—10, = 0} (¢h,—1) € im0}, por lo tanto (Opi1hn + hp_10,)* =0 =
(Id —€,0,)*.

Por otro lado, si ¢ € Homg(P,11, A) tenemos que:

(Id —,6,)*(p) = o Id —poe,00,
(po Id —poe,0d,)+ imd,
= (poId 4+ imd,) - (poey0d,+ imd)
= pold —pog,0d,
= 1d°(p) = (2a00)*(9)
= (Id" = (endn)")(9),
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de donde Id* = Id = _

Id yxek Similarmente se tiene Id =&
Andalogamente ¢, = Id, fef = Id. m

* Sk
n-n*

Definicién 2.1.2. Para un G-mddulo A yn =0,1,..., se definen los grupos
de cohomologia H*(G, A) por H*(P, A), y los grupos de homologia H, (G, A)

por H,, (P, A), donde P es cualquier resolucion proyectiva de Z.

Debido al Teorema 2.1.1, la definicién anterior sélo depende de Gy de A y no
de la resolucion. Por otro lado, para ver que en la Definicion 2.1.2 los grupos
de cohomologia y homologia se pueden construir, debemos dar al menos una
resolucién proyectiva de Z.

Sea G"t1 = G x---x G (n+1 copias), y sea A, = Z[G" "] el anillo de grupo.
Entonces, A,, es un grupo abeliano y G actia en A, como sigue:

xo(g()w"v.gn) = (x907"'7$gn)7

paraz € G,y (go,--.,9,) € G"™'. Ademds, A, es un Z—mddulo libre con
base {(go,.--,9n) | 9; € G}.

Proposicién 2.1.1. Para n > 0, A, es un Z|G|-mddulo libre con base
{(La1,... 20) |2 € G}

Demostracion: Sea x € A,,. Entonces,

ro= Z a(907~--,gn) (907 s 7gn)

(90 ----- gn)EGn+1

= Z a(go,---7gn)g0<1> g61g17 LR 7g61gn>

(90y--rgn ) EGP T

— -1 -1

- Z (Z a(goy---,gn)90> (17 9o 91,---,90 gn)7
(g1,---,9n)EG™ \go€G

es decir, {(1,95'g1,---,90'9) | 9 € G} = {(1,21,...,2,) | ¥; € G} generan
A,, como un Z|G]-médulo.
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Sean A(z1,....20) € Z[G]v Az1,yzn) = Z A(zo,21,...,20) L0y X(zg,x1,....,20) L0 € 7
oG

tales que Y Oz (L@, .., 2,) = 0. Entonces, se tiene:

Z a(z1,...,mn)(1a T1y... 7~Tn)
(21,eeeyxn) EG™

= Z (Z A(zg,21,..., xn)$0> (1, L1y ,]}n)

(21,0eeyn ) EG™ z0€G

- E Oé(xo,ml,‘..,wn)(xm ToZL1y - - - 7$Oxn)
($07~~-7xn)eGn+1

— Z Oé(y()vyl,--qyn)(y()? y17 e 7yTL)
(Y0yeeeyYn ) EGNT1

= 0,

con Yo = To, Yi = ToTi, 1 <1 <N Qyg,yn) = Xag,.wn)- COmMo A, es el
Z-mddulo libre generado por (yo, Y1, - -, Yn) € G™, a(yy.,...yn) = 0 para todo
(Yo, Y1, - -, Yn) € G™™ y, por tanto, a(y,, ..y =0, probando lo afirmado. m

Ahora escribamos P; = A; y sea 0, : P, — P,_, dada por:

n

8n(90791> s agn) = Z(_l)i(gmgl? s 7.@2’7 s 7gn)a

=0

donde el simbolo ¢; significa que el elemento g; no aparece, esto es,

(907917"'7gia"'7gn) = (g()vgl;"'agi—l)gi-i—la"'7gn)'

Si g € G, entonces

n

go (an(QOagla 7gn)) = g©° Z(_l)i(g(]?gl? s >§ia s 7gn)
=0

= D (=1)"(990:991+- -+ 3G - - - - 99

i=0
= 0n(990:991,---,99n)
= an(go(90>91>---agn)>>
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esto es, 0,, es un G-homomorfismo.

Ahora, 0y : Py = Ao = Z|G]| — Z esta dada por dy(g) = 1 para toda g € G.

Proposicién 2.1.2. La sucesion de G-maodulos

'—>Pnﬁ> n_1—>~~—>P18—1>P08—0>Z—>0
es G-exacta.
Demostracion: Paran =0,1,... se tiene
an—l o 8%(9&915 ] 7gn) - an—l (;}(_1)1(907gla s 7gi7 s 7971))

n i—1
= (—]_)Z ( (—1)j(90,91,---79Aj,---,§i,-‘-,gn)

+ Z (_]‘)j_1<goagl7 s Léi? s 7gAj7 s 79”))

j=i+1

Para cualesquiera 2 indices 0 < r < s < n, el elemento (go, ..., Gry - -+ Gsy - - -, Gn)
aparece exactamente 2 veces en la expresion anterior y su coeficiente es
(=1)"** + (=1)"**=! = 0, lo cual prueba que ,_; o 9, = 0. Por tanto
im 0,, C ker 0,,_1.

Ahora sea h,, : P,_1 — P,, dada por:
hn(907 s 7gn71) = (17907 cee 7gn71)7
n=1,2,... Definimos también hy : Py =7Z — Py, ho(1) =1 € Z|G] = F.

Se tiene que
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(8nhn + hn—lan—l)(gm s 7gn—1)

n—1
- 871(1’ g0, -+, gn—l) + hn—l (Z(_l)l(gm g1, ... ’gia s 7971—1))

1=0
n—1
- (907 s 7.971—1) + Z(_1)1+1(17 go, - - - 7gi7 S 7gn—1) +
1=0

n—1
+ (—1)i<1,go,...,gAZ‘,...,gn_l)
0

7

= (907 < 7gn71)

esto es, Ophy+hy 10,1 =1dp,_,, n=1,2,...

Notemos que h, se ha definido como Z-homomorfismo pero no como G-
homomorfismo.

Ahorasiz € ker 0,1, v =Idp, ,(z) = Onhn(T) +hn—10n-1() = On(hn(x))+
hp-1(0) = Oy (hy(z)), esto es, x = O,(h,(z)) € im J,, lo cual prueba la
exactitud de la sucesién.m

Siempre que se hable de una resolucién, si no se indica lo contrario, enten-
deremos la resolucién dada en la Proposicion 2.1.2, la cual recibe el nombre
de la resolucion candnica 6 resolucion barra.

Hemos probado la existencia de los grupos de homologia y de cohomologia
para cualquier G-médulo A. Ahora si Ay B son dos G-moédulosy f: A — B
es un GG-homomorfismo, se definirdan de manera natural homomorfismos de
grupos:

H"(f) : H*(G, A) - H*(G, B) vy H,(f):H,.(G, A) — H,(G, B).

On P B .,
Sea P: ---— P, P, — - ---— P - Py = Z — 0 una resolucién

proyectiva. Entonces, se tiene la sucesién exacta

PogA: = PoAX20 p oA ... s PoA2EN DoA 0,
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donde P; ® A significa P; @z A.

El G-morfismo f : A — Binduce f, : P,® A — P,® B, dada por f,(r®a) =
r® f(a) = (1p, ® f)(a). Ahora,

fn—lo(an®1A):8n®f:(an®1B)o(1Pn®f): (an®1B)ofn
Si o € ker (0, ® 1,4), entonces
fa10 (00 @ 1a)(@) = 0= (9, @ 1p) o (1p, ® f)(a) = (On @ 15) © fule),

por lo cual
fo(a) € ker(0, ® 1p).

Sia € im (anJrl & 1A)a a = (8n+1 ® 1A)(6)7 por lo cual fn(O‘) = fn © (an+l ®
14)(8) = ((Ont1 ® 1) © fn1)(B) € im (Opt1 @ 1p).

Asi pues, f, induce de manera natural los homomorfismos de grupos:
H,.(f) : H.(G, A) — H,(G, B), n=0,1,...

Consideremos ahora la sucesion

Homg(P, A): 0 — Homg(Fy, A) o, Homeg (P, A) % .

— Homg(P,—1, A) &, Homg(P,, A) — ---

Para B tenemos de forma similar:

Home(P, B): 0 — Homg(Py, B) 25 Homg(Py, B) 2 -
— Homg(Py_1, B) 2 Homg(P,, B) — -

Sean [ : Homg(P,, A) — Homg(P,, B) dadas por : f}(p) = fop. Se tiene

(faedp)(p) = fopody
(Gnofa)lp) = fowod.
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Lo cual implica que :

(faodp) = (9,0 fr1)

Si g € ker 95y . (O © F)(©) = (Frn 0 90)(#) = 0, por Io tanto
fi(p) € ker 9.,

Si ¢ € im 9} entonces existe § € Homg(P,_1, B) o Homg(P,_1, A) tal que
0, (0) = 600, = ¢, y por lo tanto f () = (f;0;)(0) = (9;0f;-1)(6) € im;.

Asi pues, f induce de manera natural un homomorfismo de grupos:

H"(f) : H*(G, A) — H"(G, B), n=0,1,...

El siguiente resultado nos da una poderosa herramienta para poder estudiar
la aritmética de los campos por medio de los grupos de cohomologia y de
homologia.

Teorema 2.1.2. Sea 0 — A EN B L C — 0 una sucesion exacta de G-

modulos. Entonces, existen homomorfismos de grupos

en i Mot (G, C) = Ho(G, A) v 6, : HYG, C) — H"(G, A),

n=20,1,..., tales que las sucesiones de homologia
o (G, B) 22 1 nH(G c> = Ha(G, A) H.(G, B) —
- 2% Hy (G, A) Hy(G, B) Ho(G, C) —

y de cohomologia

0—>HO(G A) V), (G B) 19 moG, o) 2 1Y@, A) —

(),

ot A) 2 1, B) Y 1 (G, 0) 2 1Y@, A) —

son sucesiones exactas de grupos.
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Demostracién: Sea

P: oo 2p . PP %70

una resolucién proyectiva.

Denotemos por:

Xp,=PFP,0X vy

X" = Homg(P,, X),

donde X = A, B o C.

También denotamos por:

K = H"(k),

donde k=f o g.

Entonces, se tiene que los diagramas
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On+1 On+1 On+1
v \ \
fn 9n
. An . Bn . Cn

In—1

87172 an—Q a’n72
4 Y Y
4 Y Y
fi g1
- Ay - B - () - 0
o) o 9o
4 Y Y
f g
- A - B - C - 0
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0

de grupos de homologia y cohomologia, respectivamente, son conmutativos.

A—1 p—2 . ¢ 0
o a0 a0
Y 1 Y 1 Y

-~ Al f . Bl g -~ Cl -0
81 81 81
Y 2 Y 2 Y

- A2 f B2 g o2 0
0?2 2 92
Y Y Y

n—1 n—1
An—l 4 - BT 1 g > Cm—l ~ 0
an—l an—l an—l
Y Y Y
> fqn fn l}n gn (jn
871/ aTL aTL
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Ahora bien,
an : Xn - anl

induce

Z?Nn : coker 0,1 — ker 0,1

ya que : im 0,1 C ker d,, con lo cual

coker 0,11 = X,/ 1m 0,11 n, X,/ ker 0, = imd,, C ker 0,,_;.

Luego,
ker 9,, = ker On/im 0,11 = Hy(G, X) v
coker 9,, = ker Op—1/im 0, = H,_1(G, X).
Similarmente,
A G ¢
induce

on : coker 0" ' — ker 91!

pues como im 0" ! C ker 9", se tiene
coker "t = X" /im 9" ! 2, X"/ ker 0" = im 0" C ker 9"
Luego,
ker 0" = ker 9"/ im "' = H" Y(G, X) y

coker 9" = ker 0"/ im 9" = H'(G, X).

Asi pues, se tiene el diagrama conmutativo
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0 0 0
0 ker 0, ker 0, ker 0,

Y f Y Y

0 . An n . Bn gn . Cn . 0
' fn—l ! n—1 !

0 Anfl anl ! Cnfl — 0
Y Y Y

coker 9,, — coker 9,, — coker 0, 0
Y Y Y

Por el Lema de la Serpiente (Teorema 1.2.3), las filas del diagrama anterior
son exactas.

Ahora bien, 0, : X,, — X,,_; induce

0 — H,(G, X) = ker 8, — coker 0,41 On,

On, ker &,,_; — coker 9, = H, 1(G, X).

De aqui que, obtenemos el diagrama
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H,(G, B) —*— H,(G, C)

coker 0,11 coker 0,41 coker 0,41
Y Y Y
0 ———  ker 0,1 ker 0,,—1 ker 0,,—1

Hn—1<Ga A) E’ Hn—l(Ga B) E’ Hn—l(G7 C)

0 0 0

Nuevamente, por el Lema de la Serpiente, se tiene que existe un homomor-
fismo de grupos ¢, : H,(G, C) — H,_1(G, A) tal que

H,(G, A) — H,(G, B) — H,(G, C) =5 H,_1(G, A)

- Hn_l(G7 B) - Hn_1<G, C)

es exacta.

Similarmente, para la cohomologia se tienen diagramas:




32

Capitulo 2. Cohomologia de Grupos

0 0 0
Y Y Y
0 ————— ker 9" ker 9" ker O™
AR R
871 8n 871/
Y n Y n Y
Anfl f + anl 9 + C«nfl — O
Y Y Y
coker 9" — coker 0" — coker 0"
Y Y 4
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0 0 0
H (G, A) L— H" (@, B) L H" (G, O)
coker 9" ! coker 9" coker 9" ! 0
0 —————— kero"*! ker 9" 1! ker 9"
(G, A) —+ (G, B) —L~ H"(G, O)
0 0 0

Por el Lema de la Serpiente (Teorema 1.2.3), existe 4§, ; : H*Y(G, C) —
H"(G, A), que hace exacta la sucesién

Y@, A) — H"Y(G, B) — H1G, ¢) 228 °HY(G, A)
— H"(G, B) - H"(G, C). m

2.2 (G-Moédulos Inducidos y Coinducidos

El propdsito de esta secciéon es el de proporcionar G-modulos especiales que
seran importantes para la obtencién de resultados.
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Sea A un G-médulo arbitrario. Entonces, la sucesién de homologia es

-— P, ®Aan®1‘4 P ®A— - - —-PA— H®la Ph® A—0,

con {P;}.;2, la resolucién canénica dada en la seccién anterior.

En particular, Py = Z[G] y Py ® A = A. Luego,

Ahora bien, se tiene que (0) ® 14)((g1, 92) ® a) = gra — goa, lo cual implica
que

m(0, ®1)=(a—ga|lge Gac Ay =DAC A,
ya que

g1a — g20 = a — g2a — a + g1a = (@ — gaa) — (a — g1a) € DA.

Puesto que By ® A = A, Ho(G, A) = Ac = A/DA, A es el médulo cociente
maximal de A en donde G actia trivialmente.

Sea g = { Yoao| Y a, = O} . Entonces, si

oeG oeG

Zagaelg, ay :—Zag,

oceG o#£l

se tiene que,

Y ao=a1-1+) a,0= (—Zao> 1+ ) a,0 =

oeG o#l o#l o#l

:Zag(a—l)é (o0 —1] 0 €q).
o#1
Reciprocamente, se tiene que 0 — 1 € I para ¢ € (G. Entonces

DA=(a—oca|o € G,acA) =IA
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Por lo tanto, Ho(G, A) = A/I¢A.

Proposicién 2.2.1. Para cualquier grupo G, se tiene que 15/1%, = G/G,

donde G es el subgrupo conmutador de G.
Demostracién: Sea f : G — I /1% el mapeo f(0) = (6—1)+I%. Ahora bien,
flog)=(cp—1)+1% =(cp—0+0—1)+ 1
=o(p—1)+ (0 -1)+1¢
=(@@-D@-D+(@-1+(c-1)+Ig

y puesto que (o — 1)(¢ — 1) € 12, se tiene que f(c¢) = f(o) + f(9), esto es,
f es un homomorfismo.

Puesto que Ig/I% es abeliano, G'/ker f es abeliano y, por tanto, [G,G] = G C
ker f. Entonces, f induce f : G/G" — Ig/1%, dada por:

fleG) = (o0 —1)+12.

Ahora bien, sea h : Iz — G/G' el mapeo h(c — 1) = 0G'. Si z € I se tiene

T = (Z (0 — 1)) (Z by(o — 1)) = agby(oc —1)(6 — 1)

oeG oeG o,0eCG

= %Gagbg[(UQ 1) —(e—=1)—(0-1)],

por lo tanto

h(z) = H [h(o0 — 1)h(o — 1) "' h(0 — 1),1}%1)9
= H (000_10_1)%69 G =d,

0,0eG
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por lo que h(z) = 1, esto es,]% C ker h y por lo tanto h induce h : I5/I% —
G/G" dada por:

h(o—1)+1%) = oG

Claramente f y h son isomorfismos inversos. m

Definicién 2.2.1. Sea X un grupo abeliano, X considerado con G-accion
trivial, y sea A el G-mddulo Hom(Z|G|, X). Cualquier G-mddulo de este tipo

se llama coitnducido.

La accién de G en A = Hom(Z[G], X) explicitamente estd definida por:
pEA gg €G goplg)=gelg'g) =¢lg7'9)

Definicion 2.2.2. Sea X un grupo abeliano y sea A el G-mddulo Z|G) @z X.

Un G-maodulo de este tipo se llama inducido.

La accién de Gen Aes: g,g € G,z € X, g(¢g @) =gg ® 2.

Proposicién 2.2.2. Sea A = Hom(Z[G], X). Entonces para cualquier G-

mddulo B, Homg (B, A) =2 Hom(B, X) como grupos.
A

, esto es, p(b) € Hom(Z[G], X) para
) = p(b)(1).

Demostracién: Sea ¢ € Homg(B,
be B. Sea 0, : B— X dada por: 6,(
Se tiene que:

)
)
b

Oo(b+01) = (p(b+b1))(1) = (0(b) + (b1))(1) = @(b)(1) + @ (br)(1)
= ew(b)+9<ﬂ(b1)

esto es, 6, € Hom(B, X).

(Op1) (D) = ((p + 1) (0))(1) = (p(b) +4(b))(1) =
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= @0)(1) + ¢ (0)(1) = b, + by,

por tanto O,y = 6, + 6y.
Por lo que 6 es un homomorfismo de grupos entre Homg (B, A) y Homgz(B, X).

Ahora, sif, =0, estoes, 0, : B — X, 0,(b) =0paratodob e B, p(b)(1) =0
para todo b € B. Puesto que ¢ € Homg(B, A), se tiene ¢(gb) = go(b) para
ge G, be B.

Ahora, si ¢ € G C Z[G], (g99(b))(g) = gle®)(g'g)] = w(b)(g~'g).

En particular, ¢(gb)(1) = (g(b))(1) = @(b)(g7 ') o, equivalentemente,
©(g7'b)(1) = ¢(b)(g). Por lo tanto, 6, = 0 implica que ¢(b)(g) = 0 para
todo g € G, b € B de donde ¢(b) = 0 para todo b € B, es decir, ¢ = 0. Esto
prueba que € es inyectiva.

Por otro lado, sea 0 € Homgz (B, X). Queremos hallar ¢ € Homg(B, A) tal
que o(b) = ¢(b)(1) para toda b € B. Sea ¢ € Homg(B, A), dada por

o(b): Z[G] — X, ¢(b)(g) =0o(g~'b).

Se tiene que:

/

p(b+b)(9) =olg " (b+b)) =0(g'b) +0(g'b) = @(b)(9) + (b )(9),
esto es, ¢ € Hom(B, A). Ahora bien,

[e(gD)(9) =0 ((9)ab) .
(90)(g) =g () (979 )) =) (979 ) =
= ((9)"9b) = lgb)(9).

Por lo tanto gp(b) = ¢(gb), es decir, tenemos que ¢ € Homg(B, A) y
0, = @(b)(1) = o(17) = o(b). luego 6 es suprayectiva, as{ que 6 es un
isomorfismo como se queria probar. m



38 Capitulo 2. Cohomologia de Grupos

Teorema 2.2.1. Si A = Hom(Z[G], X) es un modulo coinducido, entonces
H"(G, A) =0 paran > 1. (Si A es G-mddulo inyectivo, entonces también se
tiene que H"(G, A) =0 para n > 1.)

Demostracion: La sucesién en cohomologia es

0 — Home(Py, A) 2 Homea(Py, A) 2 ...

Por la Proposicion 2.2.2, esta sucesiéon es igual a la sucesion

0 — Hom(Py, X) 2% Hom(P,, X) & ...

87L 8 8 .
Como -+ — P, %P, 41— --—P =% P 2 7Z—0 esexactaa partir

de P, siendo los Ps grupos libres, se sigue que la sucesién de cohomologia
es exacta apartir del primer indice, esto es, H*(G, A) =0 paran>1. m

En general, para cualquier médulo A, de la resolucién

On 0 O
'—>Pn—>Pn_1—>"'—>P1—1—>P0—O—>Z—>O

se tiene que

0 — Homg(Z, A) & Home(Py, A) 2> Home(Py, A)

es exacta en Homg(Z, A) y Homg (P, A), por tanto
H°(G, A) = ker 0 = im 0} = Homg(Z, A) = (Hom(Z, A))® = A°.
Resumiendo lo obtenido hasta ahora, tenemos el siguiente

Teorema 2.2.2. Para cualquier G-mddulo A, se tiene Hy(G, A) = A/DA =
Ag, donde DA = (a—oa|o € G),y H(G, A) = A°. m
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Corolario 2.2.1. S0 - A — B — C — 0 es una sucesion exacta de G-
mddulos y B es un G-mddulo coinducido, entonces H1(G, C') = HIT (G, A)
para q > 1.

Demostracién: De los Teoremas 2.1.2 y 2.2.1 obtenemos la sucesién exacta
de grupos

0— A - B — C% - HY(G, A) — HY(G, B) - H' (G, C) — ---
— HY(G, A) — HY(G, B) — HYG, C) — H"™™ (G, A) — H"YG, B) — ---
Como HY(G, B) = 0 para ¢ > 1, se sigue el resultado.m

Ahora bien, se tiene el siguiente

Teorema 2.2.3. Si A es un G-mddulo inducido, A = Z|G] @z X. Entonces
H,.(G, A) =0 paran > 1. (Si A es un G-mddulo proyectivo, entonces A es
plano y H,(G, A) =0 paran > 1.)

Demostracién: Se tiene

P, ®¢ A= P, ®¢ (Z|G] @z X) = (P, ®¢ Z|G]) @z X = P, @7 X.

Asi, de la resolucién
--—>P,—-P,_ 41— —P—>F—-7Z—0,
obtenemos

=P, ®c¢A—>P,_1®¢A— - > P RQQcA—>FPhRqA—>ZRcA— D0,

la cual es equivalente a

i n®ZX_>Pn—1®ZX_>"'—>P1®ZX—>P0®ZX—>Z®ZX2X—>O.

Puesto que P; es un grupo abeliano libre, la sucesion es exacta. Por lo tanto
H,.(G, A) =0 paran > 1.
Paran =0, Hy(G, A) = (Z|G] ®z X)/im 0, = A/IcA. m
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Corolario 2.2.2. 51 0 - A —- B — C — 0 es una sucesion exacta de
G-mddulos y B es un G-mdodulo inducido, entonces Hy1(G, C') = Hy(G, A)
para q > 1.

Demostracién: Del Teorema 2.1.2 se tiene la sucesién exacta

-+ —H,1(G, B) = H;u(G, C) - Hy(G, A) - H,(G, B) — ---
Puesto que H,(G, B) = 0 para ¢ > 1, se sigue el resultado. m

2.3 Homologia y Cohomologia en Bajas Di-

mensiones

El propdsito de esta seccién es el calculo de algunos de los grupos de ho-
mologia H,, y de cohomologia H", para n = 0,1, 2.

Lema 2.3.1. Sea G un grupo finito. Se tiene que Z|G] = Hom(Z[G|,Z). En

particular Z[G] es coinducido.
Demostracién: Sea A = Hom(Z[G|,Z). Para f € A, sea o(f) = >_ f(o)o,
¢ : A — Z|G]. Entonces 7
o(f+9) =) _(f+9)(0)o=> (flo) +g(c) o =o(f) +¢(g).
oeG oeG
Claramente ¢ es suprayectiva y finalmente si p(f) = ZG f(o)o =0, entonces
o€

f(o) =0 para toda ¢ € G y por tanto f = 0, por lo que ¢ es biyectiva.

Ahora, si 0 € G,

p(0f)=> (0f)(o)o=> (0f(07'0)) o= f(07'0) o=

oelG oeG oeG

=" (070) 0 (070) =0 f(o) o = 0(f),

ceG ceG
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por lo que ¢ es un G-isomorfismo. =

Proposicién 2.3.1. Se tiene que Hy(G, Z) 215/ 122 G/ G'.

Demostracién: Sea 0 — I — Z[G] = Z — 0 la sucesién exacta donde

(Sar) =T

oceG oceG

Ahora bien, puesto que Z[G] es coinducido, se tiene la sucesién exacta.

0 = (G, Z[G)) — H,(G, Z) — Hy(G, 1g) L
L H(G, Z[G) & Hy(G, Z) — 0.

Por lo tanto H, (G, Z) = ker (HO(G, 1) L Hy(G, Z[G])) .
Ahora Hy(G, Ig) 2 1g/ 14 2 G/ G, Ho(G,Z[G]) = Z[G]) 1 = Z.
De la exactitud de la sucesion obtenemos que im f = ker h.

Por otro lado Ho(G, Z) =2 Z/1cZ = 7 y como h es suprayectiva, h :7Z — Z,
entonces ker h = 0 = im f, esto es, ker f = Ho(G, Ig) 21/ 12 =G/ G, lo
cual prueba la proposicién. m

Ahora analicemos la cohomologia. De la resolucion

On 0 0
--—>Pn——>Pn_1—>---—>P1—1—>PO—O—>Z—>O

donde P, = Z|G"], 3,(go, -y gn) = D (=1)(go, ---s Giy ---» gn), €ntonces, con
i=0

K, = Homg(P,, A), tenemos la sucesion exacta

o o oy,
0—-Ky—>K — 5K, —% ...,

H"(G, A) =ker 0;,,/im Oj.
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Notemos que f € Homg(P,, A) = Homg(Z[G" ], A) estd determinado por

sus valores en G" ™y f(go, ..., 9n) = gof (1,g51g1, ...,gglgn) por lo que f esta
determinado por sus valores en los elementos

(1,91, 9192, 919293, --» G1G2---gn) de G" 1.

Pongamos ¢ (g1, ..., 9n) = f(1, g1, 9192, G19293; ---, G192---Gn)-

Sea [g1] 92| -+ | gn+1) = (1,91, 9192, 919293, ---, §1G2---Gn)-
Entonces
Ons1([g1|g2| -+ | Gns1))

= (91,9192, 919203 -, §192---Gn+1)
n+1

+ > (=1 (L, g1, ooy G1oGis s 9192 Gnt1)
=1

= 91(1,92, 92 Gny1)
n+1

+ Z(_ly(la g1y s G1--Gim1, 91--GiJit 1, -+ §192---Gnt1)
i=1

n+1
= qilg2| -+ [ gnna] + Z(_l)l g - 1 gi1|gigisa | -+ | Gntal-
i=1

Por tanto f € ker 0}, < 0} ,,(f) = f 0 Opt1 =0 <= para g1, ..., g1 € G,

(foOm)gi]g2] - | gnti]
= guf(lg2] - [gnsi])
n+1
+ ) VTl 1gil gigia | -+ [ gnsa))
i=1
— 0. (2.3)
Por tanto, puesto que ¢(x1, T2, ..., Tpi1) = f([x1]| 22| -+ | 2na1]), la relacion

dada en (2.3), nos dice que ker 0;, consiste de las funciones ¢ : G" — A,
que satisfacen:
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n+1
910 (92, s 1) + D (1)@ (g1, s Gim1, GiGis1, Givar s Gn) = 0. (24)

i=1

Teorema 2.3.1. Se tiene HY(G, A) = 7} (G, A)/BYG, A), donde

ZMG, A) = {f : G — A| f(gh) = gf(h) + f(g) para todo g,h € G}

BY G, A)={f:G — Alexiste a € A con f(g) =ga—a para g € G}.

En particular, si A es un G-mddulo trivial, H'(G, A) = Hom(G, A).

Demostracién: Se tiene H'(G, A) = ker 95/ im ;. Ahora bien, por la
ecuacion (2.4)

kerd; = {f : G — A| gf(h) — f(gh) + f(g) = 0} = Z'(G, A).

Ahora sea f € imJf, esto es, f = 0j(p) = ¢o 0, con ¢ € Homg (P, A) = A.
Entonces f(g) = ¢ o di([g]). Sea a = (1) € A, f(g9) = podi(lg]) =
p(0i(1, 9) = (g — 1) = ¢(9) — (1) = gp(1) — ¢(1) = ga — a.

Por lo tanto im 97 = BY(G, A).

En particular, si la acciéon de G es trivial, ga — a = 0 para toda g € G,
por lo tanto BY(G, A) = {0} y f € Z!(G, A) <= f(gh) = gf(h) + f(9) =
f(g) + f(h) para todo g,h € G, es decir, f € Hom(G, A). m

7} (G, A) es el grupo de los homomorfismos cruzados o derivaciones de
G en A,y BY(G, A) el grupo de los homomorfismos cruzados principales
o 1-cofrontera de GG en A.

Por otro lado, tenemos que H*(G, A) = Z*(G, A)/B*(G, A).
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Por la ecuacién (2.4) se sigue que:
Z(G,A) = {f : G* — Algf(h, m) — f(gh, m) + f(g, hm) — f(g, h) = 0}.

Un elemento f € Z*(G, A) se llama un conjunto de factores de G. Estos
conjuntos nos determinan los grupos F tales que A< E y tal que E/A = G,
donde A es un grupo abeliano. En otras palabras, nos determinan los grupos
E dados por la sucesién exacta 0 = A - E 5 G — 0 ytal que g € G
actiia en A de la siguiente forma: si ¢ = 7(e), e € E,goa = eae™'. Como A
es conmutativo, la accion de g no depende de e € F.

Para ver como esta determinado F, sea s : G — FE una seccién, esto es,
s satisface m o s = Idg, s no necesariamente es un homomorfismo. Ahora,

m(s(g)s(h)) = (mws)(g)(ms)(h) = gh = (ms)(gh).

Por lo tanto s(g)s(h)s(gh)™' € ker 7 = A, esto es, existe un elemento
f(g, h) € A tal que s(g)s(h) = f(g, h)s(gh) para cualquiera g,h € G.

El conocimiento de f : G — A, f(g, h), nos permite conocer E. Se puede
verificar que f es un conjunto de factores.

Dos de tales extensiones, E'y E', se llaman equivalentes si existe un iso-
morfismo ¢ : E — E tal que el diagrama

E

es conmutativo.
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Esto es una relacion de equivalencia y las clases de equivalencia estan en
correspondencia biyectiva con H%(G, A).

. / . .
Notemos que si E'y E son equivalentes, entonces son isomorfos, pero el
reciproco no necesariamente se cumple.

En efecto en el siguiente ejemplo se hard patente lo dicho en la parte de
arriba. Sea A = C,,G = C,, con accién trivial en A, donde C), es el grupo
ciclico de p elementos con p > 2. Entonces H?(G, A) = C,, y sdlo hay dos
posibilidades para £ : = C, x C,, o bien £/ = C)p2.

En efecto, primeramente mostraremos que H*(G, A) = C,,. Por definicion, se
tiene que H2(G, A) =2 A9/NA, y como la accién es trivial A = A. Por otro
lado, sea x € A, asi tenemos que

Ng(z) = (l4+o+---+o DNa)=ax+ox+- -+ 'z
= r+x+-+2x=DpT.

Por lo que se tiene que H*(G, A) = AY/NA = A9/0 = A% = A = C,,. Ahora,
sea £ grupo tal que A<E y E/A = G, entonces |E|/p = |E|/|A| = |E/A| =
|G| = p por lo que |E| = p?, luego se tiene que E =~ Cj2 0 £ = C), x C,,.
Consideremos el siguiente diagrama:

donde definimos lo siguiente A = (a), o(a) = p, G = (c), donde o(c) = p,
y, por tltimo, £ = (b), donde o(b) = p?. Las siguientes funciones sobre los
respectivos generadores estan dadas por:

i(a) = pb donde o(pb) = p, i'(a) = 2pb, w(b) = ¢, ©'(b) = ¢ y notemos que
(moi)(a) =m(pb) = pc = 0 ademads (7' o ¢’)(a) = 7'(2pb) = 2pc = 0.
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Ahora, supongamos que existe @ isomorfismo que hace al diagrama conmuta-
tivo. La conmutatividad del primer tridngulo establece que @ o i = ¢', por lo
que (poi)(a) = @(pb) = pp(b) = plb donde (I,b) = 1y, como i'(a) = 2pb, en-
tonces 2pb = plb lo cual implica que 2pb— plb = 0; asi la relacién p(2—1)b =0
implica que p?|p(2 — I), que a su vez implica que p|(2 — ). Por lo tanto,
[ =2mod p.

Por otro lado, la conmutatividad del segundo tridangulo nos dice que m = 7’0,
luego ¢ = 7(b) = 1" o p(b) = w(Ib) = lc entonces tenemos que ¢ = lc, es decir
(1 —1)c =0, lo cual implica que p|(1 —1). Asi, I = 1 mod p. Lo cual es una
contradicién. Por lo tanto, » no es un isomorfismo.

2.4 Cohomologia de Galois

En esta seccion presentaremos algunos ejemplos de lo que es la cohomologia
de Galois.

Para esto, consideremos L/K una extension finita de campos con grupo de
Galois Gal(L/K) = G. Entonces Ly L* son, de manera natural, G-médulos.
Ademads, como L/K tiene una base normal, esto es, existe a € L tal que
{oa}, .o es base de L/K, tendremos que L = @ K(oa) = K ®z Z[G]

ceG
como G-médulos. En particular, L es inducido. Asi tenemos la siguiente

proposicion.

Proposicién 2.4.1. Se tiene H, (G, L) = 0 para todo n > 1.

Demostracion: Se sigue inmediatamente de Teorema 2.2.3 m

De hecho, como se podrd observar en el Capitulo 3, se tiene ﬂ”(G, L)y=0
para todo n € Z, donde H"(G, L) denota los grupos de cohomologia de
Tate, los cuales se definen en dicho capitulo.

Finalmente, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.4.1 (Teorema 90 de Hilbert). Se tiene que H'(G, L*) = 0.
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Demostracién: Sea f € Z'(G, L*), esto es, f : G — L* satisface f(0o) =
o(f(0))f(o) para cualesquiera 6,0 € G.

Usando la independencia lineal de los automorfismos de L, se tiene que existe
x € L* tal que :

Yy = Zf(a)a(x) e L.

oceG
Luego, para 6 € G,

0(y) =D (0f) () (60) (x) = > f (00) f ()" (60) (x) = [ ()" y.

oceG oeG

Por lo tanto, f satisface f (0) = 0(y)™' y € BYG, L*), y de aqui que
H(G, L) = 0. m

2.5 Extensiones de Artin-Schreier y de Kum-

mer

Terminamos este capitulo abriendo un breve paréntesis para revisar algunos
hechos bésicos acerca de las extensiones de Artin-Schreier y de Kummer,
para lo cual empezamos con la siguiente definicion.

Definicién 2.5.1. Sea F/K una extension finita de campos con F C K,
donde K denota una cerradura algebraica de K. Sean {o1,09,--- , 0.} todos
los distintos K—monomorfismos F en K.
Siu € F, la norma de u, denotada por Ny ku, es el elemento

Nijwu = (o1(u)os(u) - - o (u)) FEL

La traza de u, denotada por Trr ku, es el elemento

Tregu=[F: K]j(o1(u) + oa(u) + - - + 0,(u)).



48 Capitulo 2. Cohomologia de Grupos

Teorema 2.5.1. Sea L/K wuna extension ciclica de grado n y sea ademds
G = Gal(L/K) = (o). Considere o € L. Entonces,

(i) Trryka =0 siy solamente si existe § € L tal que o = — of3.

(i) Npygao =1 si y solamente si existe 3 € L tal que a = 3/of3.
Demostracion:

(1) Suponga que a = 3 — o3, entonces

T?"L/KOé = T?“L/Kﬁ — TTL/K(O'ﬂ) = T?"L/Kﬂ — T?“L/Kﬁ = 0.

Reciprocamente, ya que L/K es una extensién separable, existe v € L
tal que Trpxky = a # 0, con a € K. Entonces, Trpx(a™'y) =
a ! Trpky = 1. Suponga que Trpxa = 0. Tenemos que o’a =

n—1
- > dla.
j=1

=0

n—2 7
Sifg=a1> (Z aja> o'y, entonces 8 — o8 = a.
i=0

(17) Esto es precisamente el Teorema 90 de Hilbert. m

Teorema 2.5.2. (Extensiones de Artin-Schreier) Suponga que la carac-
teristica del campo K es p > 0. Entonces, L/K es una extension ciclica de
grado p si y solamente si existe z € L tal que L = K(z2) con Irr(z, T, K) =
TP —T —a € K[T].

Demostracién: Sea G = Gal(L/K) = (o), con o(c) = p. Entonces,
Trr/xk 1 = pl = 0. Por el teorema anterior, existe z € L tal que 0z — z =
1 0 0z=2+1. Porlotanto, 6’z = 2+ 1 y o'z = z si y solamente si p | .
Mas aun,

p—1

Irr(2, T, K) = H(T — (2 +1))

=0
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es de grado p. Note que
o —2)=(oz)! —oz=(:2+1)P —(24+1) =2F — 2.

Por lo tanto,

F—z=aeK y F—-—z—a=
De esto se sigue que
p—1

(2, T,K)=T"~T—a (y " =T —a=][[(T - (z+1)), a=2"-2).

i=0
Reciprocamente, si L = K(z) y Irr(2,T,K) = TP — T — a, entonces para
cualquier i € Z,

P=imodp y z4+)f —(z4+1)=2F+P—z—i=2—2z=ua

Més atn z,241,...,z+ (p—1) son las raices de Irr(z, T, K). En particular,
2y z+ 1 son conjugados sobre Ky L = K(z) es una extensién de Galois
sobre K. Sea G = Gal(L/K). Entonces, existe 0 € G tal que 0z =z + 1. De
aqui que, o'z = z+1i y o(o) = p. Luego, G = (o) es un grupo ciclico de
orden p. m

Teorema 2.5.3. (Extensiones de Kummer) Supongamos que la carac-
teristica del campo K esp >0 y sea n € N tal que p{ n(n puede ser tomado
arbitrariamente en caso de que p = 0). Suponga que el campo K contiene
una raiz primitiva n-ésima de la unidad (,. Entonces, L/ K es una extension

ciclica de grado n si y solamente si existe z € L tal que L = K(z2) e
(2, T,K)=T" —a € K[T).

Demostracién: Sean G = Gal(L/K) = (o) y o(c) = n. Tenemos que
Ni/kG = ¢, = 1. Entonces, tenemos que existe z € L tal que 0z = (,2. Ya
que o'z = 'z v o'z = z si y solamente si nli, se sigue que z,(,z,...,(" 1z

son los diferentes conjugados de z. Entonces,

n—1

(2, T, K) = [[(T - ¢}2).

=0
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Por otro lado, o(z") = (02)" = ((,2z)" = 2™. Por lo tanto, 2" =a € K y
2,CnZy .., 12 son las raices de T™ — a € K[T]. Més atin,

Irr(2, T, K)=T"—a y z"=a€K.

Reciprocamente, para a # 0, T™ — a es un polinomio separable con raices
distintas z,(,2,...,(" 'z, donde z es cualquier elemento de la cerradura
algebraica K de K tal que 2" = a. Por lo tanto, L = K(z) es una extension
normal y separable de K, y L/K es una extensién de Galois. Ahora, ya que
T"™ —a es tomado como polinomio irreducible, z y ¢,z son conjugados sobre
K. Entonces, existe o0 € G = Gal(L/K) tal que 0z = (,z. De esto, se sigue
que o(c) =n=0(G)=[L: K| y L/K esuna extension ciclica de grado n.
[

Ahora analizamos los casos cuando dos extensiones ciclicas L1 /K y Lo/K
son o bien extensiones de Artin-Schreier o bien extensiones de Kummer.

Proposiciéon 2.5.1. Suponga que la caracteristica de K es p > 0 y sean
L; = /K, i = 1,2 dos extensiones ciclicas de grado p dadas por 28 — z; =

a; € K, 1 =1,2. Entonces, las siguientes relaciones son equivalentes:
(Z) L1 = LQ,
(1i) 21 =jzo+b para 1<j<p—11y b €K;

(i1i) a1 = jag+ (P —b) para 1<j<p—11y b € K.

Demostracion: Si z; = jzo + b, entonces 2z, = 7’21 — 7'b con jj' = 1 mod p.
Entonces, L = Ls.

Reciprocamente, si Ly = Ly, con G = Gal(L,/K) = Gal(Ls/K) = (o),
entonces podemos elegir ¢ tal que 0z = z; + 1. Ahora, ya que oz; es un
conjugado de z5 sobre K , tenemos que o0zo = 25+ 5 con 1 <57 <p-—1.
Sea 1 <j<p-—1 tal que jj' =1 mod p. Entonces,

0(jz) = joze = jza+jj = jzo + L.

Por lo tanto, o(z1 — jz2) = 21 — jz2. De esto se sigue que z; —jzp = b € K.
Continuando, si z; = jz; + b, entonces

2=z =ay = (joo +0)F — (jzo +b) = j(25 — 22) + (0P — b) = jag + (b' — D).
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Reciprocamente, si a; = jas + (¥ — b) tenemos que 2 — 2y = (jzo + b)P —
(jzo +b), es decir,

(21— (oo +D))P — (21 — (jzo + b)) = 0.

Se sigue que w = z1 — jzo — b es una raiz de la ecuacién w? —w = 0. Luego,
w € F,. Por lo tanto 21 = jz + b, donde V) =b+w e K. m

Proposicién 2.5.2. Suponga que la caracteristica del campo K esp > 0 y
que K contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad ¢, , con (n, p) = 1.
Sean L; = K(z;) con i = 1,2, dos extensiones ciclicas de K de grado n,

dadas por z]' = a; € K. Entonces, las siguientes relaciones son equivalentes:

(i) Ly = Lo.

(i1) z1 = z3¢ paratodo 1<j<n—1 talque (j,n)=1y ce K.

(i1i) a1 = abc® paratodo 1<j<n—1 talque (j,n)=1y c€K.

Demostracién: Suponga que Ly = Ly, con G = Gal(L; /K) = Gal(Ly/K) =
(o), tomando o tal que 0z; = (,,z;. Ahora, 0z, es un conjugado de 2z, sobre
K, porloque 02y = (J'z con 1 <j <n—1. Sead= (5, n). Entonces

oy = My, = 2z, v por tanto o™¢ = Id. Entonces, como o(c) = n,

tenemos que d = (j', n) = 1. Elegimos j tal que jj' = 1 mod n. Entonces,
o(2) = 72 = G2, v o(z127) = 21257, por lo que 22,7 =c e K.
Reciprocamente, si z; = z%c €Ly, (jyn)=1y ce K, entonces L; C Ly, y
si jj' = 1modn, entonces 2/ = 2378 = 25Tl = zabed, por lo que 25 =
Z{agec’j € Ly. Por lo tanto, L1 = Ls.

Asi pues, hemos probado la equivalencia de (i) y (ii). Por otro lado, (i7)
implica (7i7) se tiene por elevar a la n, ambos miembros, la ecuacién z; = zgc;
mientras que, la reciproca, se obtiene por sacar raiz n-ésima la ecuacion
a; = alc”, tomando en cuenta que (j,n) = 1y que K contiene una raiz

n-ésima primitiva de la unidad. m






Capitulo 3

Cohomologia de Tate

3.1 Grupos de Cohomologia de Tate

Definicién 3.1.1. Sea G un grupo finito. El elemento N = > o € Z|G|

celG
rectbe el nombre de norma.

Para un G-médulo A, N define un endomorfismo de A dado por Na =

Y>> oa € A. Este endomorfismo también recibe el nombre de norma de
oeG
A; en caso de considerar varios G-mdédulos, se distinguirdn a las diferentes

normas usadas por el simbolo N4.

Sealg =(c—1|0ce€G) C Z[G]. Como hemos visto,

Ig =ker (e:16Z[G] — Z), ¢ (Z aaa> = Zaa.

oeG oeG

Ahora bien, si 0 € G, N((c —1)a) = > ofa— > 0a = Ny — Ny = 0,
0eG 0cG
esto es, [gzA C ker N. Por otro lado, Noa = ocNa = Na, por lo que

NA=im N C A%,

Recordemos que Ho(G, A) = A/IgA y H(G, A) = A%, por lo que al pasar
al cociente, N define un homomorfismo N* : Hy(G, A) — H°(G, A).
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Definimos

Ho(G, A) =ker N* = ker N/IgA, H°(G, A) = coker N* = A“/NA.

Esto es, tenemos la sucesién exacta

0= Ho(G, A) — Ho(G, A) 24 H(G, A) — HY(G, A) — 0.

Teorema 3.1.1. Sea G un grupo finito y sea 0 - A — B 5 C — 0 una

sucesion exacta de G-mddulos. Entonces, el diagrama

HI(G> C) . HO(Ga A) - HO(G> B) - HO(G7 C)

es conmutativo y las filas son exactas, donde €y y oy denotan los homomor-

fismos de conexion.

Demostracion: Las filas son exactas por el Teorema 2.1.2. Por definicion,
la conmutatividad de los cuadrados interiores es clara. Para ver la conmu-
tatividad de los cuadrados exteriores, usaremos la descripcion explicita de

oy 60.
Soélo verificaremos la exactitud en el cuadrado exterior, donde

& HY(G, 0) = C% — HY(G, A) =7Z"(G, A)/BYG, A).

Sean ¢ € C% y b € B tales que m(b) = c. La funcién 9b estd dada por
(0b)(g) = gb—b € A, g € G. Ahora, 7(gb —b) = gn(b) — w(b) = gc —c =
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c—c =0, por tanto gb—b € A, yob € Z}(G, A). Asi, §y(c) = 0b méd BL(G, A)
“=” 9~ (c) méd BY(G, A). Se quiere probar que 8y o N& = 0.
Sea z € Hy(G, C) = C/1sC, digamos x = c+15C, Nixz = > oc. Entonces,

ceG

do(Ngz) = o <Z ac) = > do(oc) = > On Y oc) = > 9(ob), donde
oeG oeG oeG oeG

7(b) = c. Ahora,

(Z d <ab>) (9)=>_ (2(ab))(g) = > (90b—0ob) = Nb— Nb =0,

oeG oeG ceG

para todo g € G. Por tanto, o N5 =0. m

Corolario 3.1.1. Eziste un homomorfismo candnico § : Hy(G, C') — H(G, A)

que hace exacta la sucesion
Ho(G, A) — Ho(G, B) = Hy(G, C) & H(G, A) — H"(G, B) = H(G, O).

Demostracién: Es simplemente el Lema de la Serpiente (Teorema 1.2.3)
aplicado al Teorema 3.1.1 m

Teorema 3.1.2. ) nos da una sucesion exacta:
— H,(G, €) 2% Hy(G, A) — Hy(G, B) — Hy(G, C) >
2 HG, A) — (G, B) — H(G, C) 2 HY(G, A)
Demostracion: Se tiene que
Ho(G, A) € Hy(G, A)

I |
ker Ny/ IcA C ker A/ IGA

H'(G, C) = ker H(G, C)/im N..
Los mapeos de conexion g, 0y satisfacen N} o ey = 0, esto es,
imey C ker Njydpo N =0, es decir, im N5 C ker dy, de donde se sigue
inmediatamente el resultado. m
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Definicién 3.1.2. Sea G un grupo finito y sea A un G-mddulo.Se definen

los grupos de cohomologia de Tate con exponentes en Z por:

H"(G, A) = H"(G, A) para n>1,
HO(G, A) = A%/ NA,

H (G, A) = ker N/ IgA,

H (G, A) = H,_1(G, A) para n>2.

El Teorema 2.1.2 junto con el Teorema 3.1.1 nos dan:

Teorema 3.1.3. 590 — A — B — C — 0 es una sucesion ezxacta de G-

modulos, entonces

.= H"YG, C) — H'(G, A) — HY(G, B) —
— HY(G, C) - H"(G, A) — - -

es exacta para todon € 7. m

3.2 Cohomologia de Grupos Ciclicos

Sea G un grupo ciclico finito de orden n, digamos que G = (o). Sean N =

n—1
> o', D=0 — 1. Entonces,
i=0

n—1 n n—1
ND = DN = (Za) (c=1)=) o' =) o'=0"-1=0.
=0 i=1 =0
Ademsds, Ig= (g—1]geG) = (c"—1=(c—1)(1+0o+---+0"1)]i€
Z) = (o —1) = DZ[G].

Se tiene que N : Z|G] — Z[G], D : Z|G] — Z|G]. Entonces, tenemos lo
siguiente.
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Proposicién 3.2.1. Se tiene que ker N = Ig = im D y ker D = Z|G]% =
im V.

Demostracion: Puesto que ND = 0 y DN = 0, se sigue que im D C
ker N e imN C ker D.

n—1 )
Reciprocamente, si s = Y a;0" € ker N, se tiene que:

i=0

J=0 Jj=0 i=0
n—1 n—1 n—1 n—1
= Zaz (Zaiﬂ) = Za, (ZOJ>
=0 7=0 =0 7=0
n—1 n—1
:ZZE: (2{:6%) ol =0
j=0 \i=0
n—1
= Y g+ selg=DLG]=mD.
=0

Por otro lado, s e ker D <= (0 —1)s =0s —s=0<=0s = s <= s €
Z[G)°.

n—1 n—1 n—1
Sea s = Y. a0t € Z[G]Y. Entonces, os = > a;0""t = > a;_10%, con
i=0 i=0 i=0

a_1 = a,_1. Por tanto, os = s implica a; = a;,_1, © =
n—

es, a; = a € Z para toda i. Es decir, tenemos s = a O'Z> = N(a-1) €
0

imN. =

Sea T; =Z|G|, i=0,1,... y sea 0;: T; — T;_4, donde

N si ¢ es par

D sl 7 es impar
az:{ b

n—1 n—1
Sea ¢ : Z|G] — Z el homomorfismo & (Z aiai) =5 a;.
i=0 i=0
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Proposicién 3.2.2. La sucesion de G-maodulos

0; 15) 5
-~—>Ti—>ﬂ_1—>---—>T1—1—>TO—>Z—>O
es exacta.
Demostracion: Si i es par, ker 9; = ker N = im D = im 0;y1. Si i es

impar, ker 9; = ker D = im N = im 0;,;. Finalmente, ¢ es suprayectiva y
kere=Ig=imD=1im0;,. m

Se tiene que la sucesién {7}, 0;41}., es una resolucién de Z cuando G es
grupo ciclico finito. Por tanto, para un G-médulo A, obtenemos en coho-

mologia:
0 — Homg(Tp, A) 25 Homg(Ty, A) 25 -

Ahora, Homg(T;, A) = Homg(Z[G], A) = A, con lo cual obtenemos:

0—-A2 A 420 .

donde
n—1

D*a=Da=(0c—1)(a)=0a—a, N'a= Na = Zaia.
i=0

Luego, se tiene que:

ker N*  ker Ny

12n—1 _ 112n—1 _ _ -1
(G, 4) = HP (G, A) = e = LA 17(G A),
N ker D* AC N
2n _ [2n _ _ — 1o
H™(G, A) = H(G, A)_imN*_NA H (G, A),

paran=1,2...

Similarmente, para la homologia obtenemos: T; ¢ A 2 Z[G] ¢ A= Ay

A2 a0,

por lo que se tiene

ker D* B ACG

A—QTL — — _—
H2 (G, A) = Hopa (G A) = ——— = ——

H(G, A),
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A ker N*  ker N
H7(2n+1) A — H A — _ A
(@, 4) (G A) = DA
= H’l(G, A) = HI(G, A),

paran =1,2, ...

Asi, hemos obtenido el siguiente resultado.

Teorema 3.2.1. Sea G un grupo ciclico finito. FEntonces se tiene para

cualquier G-maodulo A

3K GA_—HAOGA_——G

n ~ ‘1

(G, A) (G, A) NA’

. . ker N4
2'!”L+1 ~J —1

(@, A) 2 4G, A) = ,

para n € Z. |

3.3 El Cociente de Herbrand

Definicién 3.3.1. Sea G un grupo ciclico finito, y sea A un G-mddulo tal
que H(G, A) y HY(G, A) son finitos, digamos de érdenes ho(A) y hi(A),

respectivamente. Se define el cociente de Herbrand de A por
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Teorema 3.3.1. Sea 0 — A ER B % C — 0 una sucesién exacta de

G-maodulos. Entonces, se tiene el hexdgono exacto

(G, A) —2~ 1@, B)

y si dos de h(A), h(B), h(C) estdn definidos, entonces el tercero estd definido,
y se tiene que h(B) = h(A)h(C).

Demostraciéon: El hexagono es simplemente la sucesion exacta del Teorema
3.1.3 y la ciclicidad de la cohomologia de Tate cuando G es ciclico finito,
Teorema 3.2.1.

Ahora, digamos que h(A) y h(B) estan definidos. Entonces, se tiene que
ho(C) < ho(B)h1(A) < 00 y hi(C) < hy(B)ho(A) < oo. Por lo tanto, h(C)
esté definido.

También ho(B) = |H(G, B)| = |im go | | ker go |. Similarmente, para los
demés obtenemos:

ho(B) _ |im go || ker go |

h,B - — N 9
B)=50@) ~ Timg [ [kerg ]

_ ho(A) ho(C) _ [im fo||ker fo| [imdo || ker dy |

h(A)h(C) = = . : 3.1

( ) ( ) hl(A)hl(C) |1mf1||kerf1]|1m51||ker51| ( )

De la exactitud del hexdgono obtenemos que |imd; | = |ker fo |, |im fo | =
|kergo |, |imgo| = |kerdy|, etc. Ahora, sustituyendo estos tltimos valores

en la ecuacién (3.1), se tiene la igualdad. m

Proposicién 3.3.1. Si A es un G-mddulo finito, entonces h(A) = 1.
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Demostracion: Se tiene que

0> A% =kerDy > A2 A— A/DA=Ag — 0

es exacta. Por lo tanto, | Ag| = | A% |y
0 — HY(G, A) = kerN* — Hy(G, A) = Ac 5 HY(G, A) = A% — (G, A) — 0

es exacta. Por lo tanto, hi(A) = ho(A). =

Corolario 3.3.1. Si@ A y B son G-mddulos y f : A — B es un G-
homomorfismo tal que ker fy coker f son finitos, entonces h(A) esta definido
<= h(B) estd definido, y h(A) = h(B) en este caso.

Demostracién: Se tiene que 0 — ker f — A L im f — 0 es exacta y, por
lo tanto, h(A) estd definido <= h(im f) lo esta.

Ahora 0 — im f — B — coker f — 0 es exacta y, por lo tanto, h(B) estd
definido <= h(im f) estd definido <= h(A) estd definido.

En este caso, h(A) = h(ker f)h(im f) = h(im f) = . h(B)

h{coker ) =h(B). m






Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo presentamos algunas aplicaciones de lo estudiado hasta
ahora.

4.1 Algunos Resultados Generales y Ejem-
plos

Proposicién 4.1.1. Sea G = (o) un grupo ciclico finito de orden n. Entonces
los G-mdédulos Zlx|/(z™ — 1) y Z|G] son isomorfos, donde la accién de o en

Zlz]/(x™ — 1) estd dada por la multiplicacion:

o( f(xr)mod (z" —1)) =2z f(z) mod (z" — 1).

Demostracion: Veamos que la accion de GG esta bien definida, es decir no de-
pende de los representantes de la clase. Sean f(x)mod(z"—1), g(x)mod (™ —
1) € Z[z]/(z™ — 1) tales que

g(z) mod (z" — 1) = f(z)mod (z" — 1),

Ahora sea h € (o). Entonces h = ¢ para 0 < j < n— 1, luego de lo anterior
tenemos (2" — 1) | g(z) — f(x) entonces g(z) — f(z) = (2™ — 1)g(x) con
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q(z) € Z[z]. Entonces

2/ g(x) mod (z" — 1) = 27 f(z) mod (2" — 1)

Asi, la accion esta bien definida.
Por otro lado, veamos que Z[z]/(z™ — 1) es efectivamente un G-médulo. Si
1 es la identidad del grupo G tenemos que:

1(f(z)mod (z" —1)) = f(z) mod (z" — 1).
Ahora sean «,3 € G entonces o = 07,3 = o' para 0 < j,i < n—1y
g(xz) mod (z" — 1) € Z[z]/(z™ — 1). Se tiene
a g(r)mod (2" — 1) = o7 g(xr) mod (2" — 1) = 27 g(z) mod (z" — 1).

Definimos h(z) = 2’ g(x). Entonces

B h(z)mod (2" —1) = o' h(x)mod (2" —1) = 2' ( h(x) mod (z" — 1))
= 2'(2’ g(x)) mod (2" — 1)
= (") g(z) mod (z" — 1)
= (Ba)g(x) mod (z" —1).

Por lo tanto

B (ag(z)mod (z" —1)) = (B a)g(x) mod (z" —1).

Finalmente sean f(x)mod (2" —1), g(x)mod (2" —1) € Z[z]/(z"—1)yy € G
entonces v = o' para algtin 0 < i < n — 1, notemos que:

f(z)mod (z" — 1) + g(z) mod (2™ — 1) = (f(x) + g(z)) mod (z" — 1).

Por otro lado, tenemos que

7 (f(@) + g(a)) mod (2" — 1) = o'

S0
_l’_
=
S
=
]
o
—
8

3
|
=
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Por lo tanto
v (f(z) + g(z)) mod (z" — 1) = v f(z) mod (z" — 1) + v g(x) mod (2" —1).

Lo anterior muestra que Z[z]/(z™ — 1) es un G-modulo.

Resta por mostrar que este médulo y Z[G| son isomorfos. Para esto definamos
el epimorfismo p : Z[z] — Z[G] dado por:

Para f(z) = ag + a1 + asx® + -+ + a,z™ € Z[z], se define p(f(x)) =
ag + a0 + aso?® + - -+ a,o™.

Ahora sean f(r) = ag + @17 + asz® + - -+ + apx™, g(x) = by + biw + box? +
-+ byt € Zx], con k, m €Z, k > m > 0. Se tiene

p(f(x) +9(x)) = p((ao+bo) + (a1 + b))z + (ag + bp)a® + - --
(@ + b)) ™ + - - 4 bpa®
= (ap+bo) + (a1 +b1)o + (ag + by)o® + - --
(@ + by ) 0™ + -+ - + bo*
= (ap+ a0+ ayo* + -+ a,o™)
+(bo + byo + byo?® + ... + bro®)
= p(f(z)) + p(g(z)).

Para el producto, escribimos los polinomios de la siguiente manera f(z) =

m ) k m ) k

S aixt, g(x) = > bya*. Entonces tenemos que (Z aixz> St | =
=0 j=0 i=0 §=0

m+k

> ol donde ¢, = > a;b;. Asi que

=0 i+j=l

p(f(x)g(z)) = p ((Z ai$i> (Z bkﬂﬁk)) =P ( ClIl> = Z co!

(5 () (S5
= p(f(2))p(g(x))

Por lo que p es homomorfismo de anillos.
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Veamos que es epimorfismo. Sea ro+7r10+7re0?+---+71,0" € Z|G]. Entonces
el polinomio h(z) = ro + rx + rex + - - - + 12" € Z[z] es tal que p(h(z)) =
ro + 110 + 1902 4+ -+ 10"

Por ver que ker p = (2™ — 1) . Se tiene

(@" = 1) ={(=" = 1D)q(2) | q(x) € Z[x]}.
Sea (2" — 1)h(z) € (™ — 1), luego

p((z" = Dh(x)) = (0" = 1)h(0) = Oh(c) = 0.

entonces (x™ — 1) C ker p.

Reciprocamente, sea ¢(x) € kerp. Entonces debemos probar que ¢(z) = (2™ —
1)r(z) conr(x) € Z[x]. Se tiene que p(q(x)) = q(o) = 0. Ahora, aplicando
el algoritmo de la division, tenemos que ¢(z) = (z" — 1)r(x) + t(x) donde
t(z) =00 grit(z) < n. Entonces

0=gq(o) = (" —1Dr(o) + t(o) = 0r(c) + t(o).

Se sigue que t(o) = 0y, por lo tanto, t(z) = 0y ker p C (2" — 1). Asi,
ker p = (2" —1). Por el Primer Teorema de Isomorfismo, obtenemos que
Z[z]/ (2™ — 1) = Z|G] como anillos.

Ahora bien el isomorfismo p : Z[z]|/(2" — 1) — Z[G] esta dado por

p(f(z) mod (2" — 1)) f (@),
y se tiene que o' - f(z) mod (2" — 1) = 2’ - f(x) mod( — 1), o sea o' -
f(x) mod (z" — 1) = p (o’ f(0)). Por lo tanto Zlz]/(x™ — 1) = Z|G], como
G-médulos. m

Proposicién 4.1.2. Sea G un p-grupo finito y sea A un G-mdédulo cuyo

orden es una potencia de p, entonces A = {0} implica que A = {0}.

Demostracién: Supongamos que A # 0 luego existe a € A,a # 0. El
submoédulo A” C A generado por a es finito, de orden una potencia de p.
Consideremos las érbitas de los elementos de A’, estas érbitas tienen orden
una potencia de p, pues el orden de G es una potencia de p y notemos que al
menos existe un punto fijo a saber el 0 pues, si g € G es cualquier elemento
de G tenemos que g o 0 = 0 luego la érbita de 0 que consta sélo de 0, tiene
orden 1.
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Ahora pongamos A’ = |J orb(y) entonces
yeA’

pr=1AT=) lorb(y)l = Y lorb(y)| +lorb(0)] = Y Jorb(y)] + L.

yeA’ eF#ycA’ eFycA’

Ya que cada |orb(y)| es una potencia de p, para que la igualdad anterior sea
cierta se necesita que existan al menos otros p — 1 puntos fijos ademas de 0,
y por lo tanto existen al menos p puntos fijos de tal forma que A% # 0. m

Ejemplo 4.1.1. Sean G un grupo, H subgrupo normal de G y A un G-

modulo. Considere la funcién
Res : H'(G, A) — H'(H, A)

definida como sigue: si f € HY(G, A) y x € ZG, A) es tal que x mod
BYG, A) = f, con x : G — A entonces Res f = x|, mod B'(H, A).

Entonces Res es un homomorfismo de grupos.
El homomorfismo Res es el llamado homomorfismo restriccion.

Mostremos que en efecto la funcién Res es un homomorfismo. Para esto,
primero veremos que la funcién esta bien definida, es decir, que no depende
del representante de la clase; pero antes notemos que obviamente Res f €
HY(H, A).

Ahora sean Fy, Fy, € HY(G, A) con F; = F, luego por definicién existen
a, 3 € ZHG, A) tales que

Fy = amod BY(G, A) = fmod BY(G, A) = F,

lo cual implica
(o — B) mod BY(G, A) =0

que a su vez implica

(a — B) € BYG, A)
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entonces por definicién de BY(G, A) existe a € A tal que
(o — B)(g) =g9a—a para todo g € G.
Asf que, restringiendo o — 3 a H mod BY(H, A) es decir
(= B),(h) mod B'(H, A)=0 para todo h € H,

lo cual implica que
(& — ), mod B! (1, A) =0

que a su vez implica
Res F} = oy, mod B'(H, A) = f3,, mod B'(H, A) = Res F3,

luego la funcion Res esté bien definida.

Mostremos ahora que Res es un homomorfismo de grupos. En efecto, sean
f1, fo € HY(G, A), luego existen 7,6 € Z'(G, A) tales que f; = 7 mod
BY(G, A), fo = mod BY(G, A). Asi tenemos

Res (fi + f2) = (v+9), mod B'(H, A)
= 4, mod B'(H, A) + 4|, mod B'(H, A)
= Res f1 + Res fs.

Ejemplo 4.1.2. Con la notacién del ejemplo anterior, sea
Inf : HY(G/H, A") — HY(G, A)

definida como sigue: para f € H'(G/H, A®) y x € Z'(G/H, A) tal que
x mod BY(G/H, A®) = f con x : G/H — A | definimos Inf (f) =
xormodB!(G, A) donde 7 : G — G/H es la proyeccién natural. Entonces

Inf es un homomorfismo de grupos.



4.1. Algunos Resultados Generales y Ejemplos 69

El homomorfismo Inf es el llamado homomorfismo inflacién.

Al igual que en el ejemplo anterior, mostraremos aqui que Inf es un homo-
morfismo de grupos.

Notemos que A es un (G/H )-médulo mediante la accién dada por (gH )a :=
ga pues si a € A" y giH = g,H, entonces g; = goh para algtin h € H y
g1a = goha = gsa, es decir (¢gH)a no depende del representante. Ahora
veamos que gHa € AF.

Sea h € H arbitrario. Asi

h(ga) = (hg)a = (gh')a = ga (va que gH = Hyg).

Veamos primero que Inf (f) € HY(G, A) con f € HY(G/H, AM), donde
f=xmod BYG/H, A®)y x € Z'(G/H, A™). Si g1, g2 € G entonces

xom(g192) = x(9192H) = x(g1HgoH)
g Hx(9:H) + x(g:1 H)
= gixon(g2) +xom(g)

Por tanto tenemos que y o ¥ mod B'(G, A) € H'(G, A) como se querfa.
Por otro lado, la funcion Inf estda bien definida, es decir que no depende
del representante de la clase. Para verificar esto consideremos fi, fo €
HY(G/H, A®) con f, = f, luego, por definicién, existen ¢, 7 € ZY(G/H, A)
tales que

fi =smod BY(G/H, A®) = 7 mod BY(G/H, A") = f,
lo cual implica que
(¢ —7) mod BYG/H, A™) =0
que a su vez implica que
(c—7) € BYG/H, A™).
Entonces, por definicién de BY(G/H, Af), existe a € A” tal que

(c—7)(gH)=gHa—a=ga—a para todo gH € G/H
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lo cual implica
(s—7)ommod BY(G, A) =0

que a su vez implica
Inf fi = ¢ommod BY(G, A) = 7 o7 mod B'(G, A) = Inf f,

es decir la funcién Inf estd bien definida.
Finalmente, sean t;,t, € H'(G/H, A™), luego existen ¥, \ € Z'(G/H, A¥)
tales que t; = ¥ mod BY(G/H, A®), t, = Amod BY(G/H, A"). Asi tenemos

Inf (t; + 1) = (¥ + ) ommodB'(G, A)
Y ommod BY (G, A) + \o7wmodBYG, A)
= Inft; + Inf t,.

Proposicién 4.1.3. (Sucesién Espectral de Hoschild-Serre) Con la

notacion de los dos ejemplos anteriores se tiene que la sucesion

Inf Res

0 — HY(G/H, A™") 2= HY(G, A) = H'(H, A)

es exacta.

Demostraciéon: En efecto, veremos a continuacién que Inf es inyectiva.
Suponga que Inf(f) = 0 para f € HY(G/H, AM). Entonces existe p €
ZY(G/H, A7) tal que f = pmod BYG/H, A®) y por tanto Inf(f) = po
7 mod BY(G, A) = 0 lo cual implica que po 7w € B!(G, A). Entonces, por
definicién, existe a € A tal que

por(g) =p(gH) =gHa—a para todo gH € G/H

=ga—a para todo g € G.

Por lo tanto p € BY(G/H, Af), de donde se sigue que f = 0. Mostraremos
ahora que (Res o Inf)(f) = 0 para f € H'(G/H, A"). Por definicién, existe
p € ZY(G/H, Af) tal que f = pmodBY(G/H, A"). Asi,

Res(Inf(f)) = Res(p o 7 mod B'(G, A)) = ¢ o m,, mod B'(H, A).
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Se tiene @ o w(h) = ¢(H). Ahora bien

o(H) = ¢(eHeH) =eHp(eH) + p(eH) = p(eH) + ¢(eH)
@(H) + p(H).

de donde se sigue que p(H) = pom(h) =0 paratodo h € H. Por lo tanto
(ResoInf) = 0. Asi Im (Inf) C ker (Res).

Reciprocamente, veamos que ker (Res) C Im (Inf). Sea f € ker (Res). En-
tonces existe k € Z' (G, A) tal que f = x mod B'(G, A) y como f € ker (Res)
entonces (Res)(f) = 0 lo que implica que k), mod B'(H, A) = 0 luego
Klg € B1<H, A)

Asi, por definicién, existe a € A tal que k), (h) = ha —a paratodo h € H.
Sea 0 : G — A dada por §(g) = ga—a para todo g € G y para la a obtenida
anteriormente.

Notemos que (k — d)(h) = 0 para todo h € H, luego sin pérdida de
generalidad podemos suponer que k(h) = 0 para todo h € H.

Por otro lado, observemos que x(gh) = gk(h)+k(g) = k(g) paratodo g € G
y para todo h € H.

Ademis, ya que x € rmZ*(G, A) y como x(h) = 0 para todo h € H, se tiene
que £ induce un homomorfismo % : G/H — A dado por kK(¢gH) = k(g) para
todo gH € G/H.

Veamos que la funcion k estd bien definida. Sea g1 € gH, asi

k(g1) = r(gh) = K(g).
Por lo tanto, la funcién esta bien definida. Por otro lado, ya que H < G,
tenemos que gH = Hg, luego
K(Hg) =kK(gH) = r(g) vy
k(hg) = hk(g) + k(h) = hk(g)  paratodoh € H.

Asf tenemos que hr(g) = k(Hg) = k(g) para todo h € H es decir k(g) € A,
por lo tanto tenemos realmente que % : G/H — Af. Veamos ahora que & es
un homomorfismo cruzado. Sean g1 H, goH € G/H luego

KgpHgoH) = K(g192H) = k(9192) = g16(g2) + K(91)
= 91HFR(gH) 4+ R(g1H).
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Por lo tanto % es un homomorfismo cruzado y tenemos que s : G/H — A e
Inf(kK) = Komr mod B (G, A), luego kom : G — A y kon(g) = k(gH) = k(g),
es decir, kom = k e Inf(%K) = k modB*(G, A) = f; por lo tanto, f € Im (Inf),
asi ker (Res) = Im (Inf) y la sucesién es exacta. m

Proposicion 4.1.4. Sea G arbitrario y sea H subgrupo normal de G tal que

[G:H]l=n<oo. Siaec A% yo € G, entonces se tiene que oa depende sélo

de la clase izquierda omod H. Sea Ng/pa == ) oa. Entonces se tiene que
ceG/H

Ng/ra € A% y que la funcién

Ny - HY(H, A) — H(G, A)
es un homomorfismo de grupos bien definido.

Demostracién: Sea G = |J ¢;H la descomposicién de G en clases laterales
i=1
izquierdas de H en G. Ng/p estd bien definido pues no depende de los re-

presentantes g; de las clases laterales g;H € G/H, pues si tomamos otros
representantes digamos r; € g;H, entonces r; = g;h; con h; € H, 1 <1 <n;
asi para todo a € A se tiene

n n n n
Z Tia = Z(gihi)a = Zgi(hia) = Zgia-
i=1 i=1 i=1 i=1
Veamos ahora que Ng/ € AY. Sean g; , g; € G tal que g; # g; mod H. Para
g € G se tiene que si gg; = gg; mod H entonces (gg;) 'gg; € H lo cual
implica g; ! g; € H entonces g; = g;mod H lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto gg; # gg; mod H. Para 7 € G se tiene

TNg/ga = TZgia = ZTgia = Ng/ma

=1 =1

pues 7g;H recorre a todo G/H cuando g;H recorre a todo G/H.
Veamos por tltimo que Ng /g es un homomorfismo de grupos, en efecto sean
a,b € A luego

Ng/H(CL + b) = Zgz(a + b) = Zgla + Zgzb = Ng/HCL + Ng/Hb |
=1 i=1

i=1
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El homomorfismo de grupos Ng/p es llamado correstricciéon en dimension
0 y denotado por Cor.

Proposicién 4.1.5. Se tiene que (CoroRes)(z) = nz para todo z € H(G, A),
donde |G/H| =n

Demostracién: Sea w € A% luego Res(w) = w por lo que Cor o Res(w) =

Cor(w)= > gw=ggw+gw+---+ g,w =nw pues el indice de H
giHEG/H
en Gesn. =

Proposicion 4.1.6. Sea G un grupo ciclico de orden p, donde p es un nimero
primo.  Definamos los siguientes conjuntos Ay = Z,, Ap_1 = Zp[(] =
Zplz)/(Vp(x)), y A, := Zy|G], donde Z, es el anillo de los enteros p-ddicos,
(p es una raiz p-ésima primitiva de la unidad y la accion es como en la

Proposicion 4.1.1. Entonces Ay, Ap—1 A, son G-mddulos y

H
N—
I
o

H(G, A) = C,, H (G, A
T—1

HY(G, A,.1) = 0 H

Y

H(G, 4,) = 0, HY(G, A) = 0,
donde C,, es el grupo ciclico de p elementos.
Demostracién: Hacemos actuar a GG de manera trivial sobre Z,. Ahora

bien, tenemos que H°(G, A) = A%/NgA. Asi H%(G, Z,) = ZS /NGZ,; por

otro lado, sea x € Z, luego

1+oc+-+c" e = s+or+---+o" 2
= rx+zr+---t+tx=px.

De lo anterior tenemos I:IO(G, Zy,) = Zf/NGZp = 7,/ DZy.
Definamos el siguiente mapeo f : Z — Z,/pZ, dado por: para n € Z escri-
bamos n = pg +r con 0 < r < p— 1. Entonces f(n) =1+ pZ,.
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Sean ahoran =pq+1r;, m=pl+1ry donde 0 <7r; <p—1coni=1,2 Si
71+ 19 = pt 4 1o entonces n +m = p(q + Il +t) + ro. Por lo tanto

f(n+m) = ro+pZ,=ro+ pt+ pZ, =11+ 12+ D7,
= (r1 +pZy) + (ra + pZy) = f(n) + f(m).

Esto prueba que f es un homomorfismo de grupos.

Veamos que f es un epimorfismo. Sea c € Z, entonces ¢ = r+pZ, para algin
0 <r <p-—1entonces f(r) =r -+ pZ,=cy por lo tanto f es suprayectivo.
Finalmente veamos cual es el nticleo de f.

Sean =pg+mr con0<r <p-—1. Sin € ker(f), entonces pZ, = f(n) =
r1 + pZ, lo cual equivale a que r; € pZ, y por tanto r; = 0 y n = pq. Por lo
tanto n € pZ.

Se sigue que ker(f) = pZ. El Primer Teorema de Isomorfismo nos dice que
Z/pZ = Z,]pZ,. Por lo tanto

H(G, Z,) = Z§ /NGZ, = Z,/pZ, = L/pZ = C,,.

Sabemos que por definicién H (G, A) = kerNgA/DA.
Ast HY(G, Z,) = ker NgZ,/DZ,, en donde D = o — 1.
Sean x € ker NgZ,, y m € Z,. Entonces

(c—1)m=om—-—m=m—m=0.

Ng(z) = (A4+o+---+oP Nae=x+ox+- -+ 'z
= z+ax+---+x=pr=0.
Por lo tanto ker NgZ, = {0} y DZ, = {0}. Asi H"Y(G, 7Z,) = {0}.
Como ya sabemos, HY(G, Z,[¢,]) = Z,[¢,)9/NaZ,[¢,) por definicién.

Para ver cudles son los puntos fijos de Z,[(,], procedemos de la siguiente
forma. Sean m € Z,[(,]¢ y o € G. Supongamos que

ocom=_C,m=m

entonces

(G —Dm=gm—m=0,
lo cual implica que (x —1) m = 0 y puesto que W,(x) m = 0 donde
(x — 1) y ¥,(z) son primos relativos, elijamos h(zx), g(x) € Z,[x] tales
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que (x — 1)h(z) + V,(z)g(x) = 1 entonces m = 1m = [(z— 1)h(z) +
U, (x)g(z)] m = (x —1)h(z) m —i—A\Ilp(x)g(a:) m = 0, Por lo tanto m = 0.
Se sigue que NgZ,[¢] = {0}. Asi H(G, Z,[¢,]) = {0}.

Para H (G, 7Z,[¢,])) = ker Ng/DZ,[¢,), consideremos h(C,) = ag + a1¢, +
ot ap_ 1P € Zy[Gy), con a; € Zy.
Luego

h((,) Eker N¢ <= 0= Ng(h(¢,)) = 0=(1+0+ -+ ") (h())
— 0= (1 + Cp +ot Cg_l)(h@p))-
Por tanto ker Ng = 7Z,[(,].
Por otro lado como D = ¢ — 1, entonces (o — 1)h(¢,) = ({, — 1)h((y) €
)Zp[G)

(o — DZp|Gy)- Ast I:IA(G, Zy|Cpl) = ker Na/ DZy[Cp) = Zp[Gpl / (Cp — 1) Zp[Gp)-
Ahora definimos el siguiente isomorfismo:

[ Zy, — Z,[G) /(¢ — 1)Z,y[(,) de la siguiente forma: sea w € Z,, con

w = ay+ap+ap* -, 0<ay < p— 1. Entonces definamos f(w) =
w+ (¢, — 1)Z,[¢,) vy notemos que si w = ag + ayp + asp* + - -+, entonces
w—ag = ap + asp® + azp® +--- = pv donde v € Z,, y

p = G -D+E-D))+ -+ (G- D)
= G- D@+ Gt D)
+(Cp_1)((573‘1‘"""@2‘*'1)+"'+<Cp_1)]
= G DI A G D)
HG TP+ G D)+ 1 € (G- DG
Ya que (7' 4+(P7%+- -4 +1 = 0, tenemos que w—ag = pv € (¢ —1)Zp[Gp],
es decir, w+ (¢ — 1)Zy[Cp] = ao + ({p — 1)Z,[(,]. Asi pues, si w = ag + a1p +
asp? + - -+ entonces f(w) =ag+ ({ — 1)Z,.
Sean ahora w;, ws € Z,. Entonces
f(wl + w2) = (wl + w2> + (Cp - 1)Zp[gp]
= (w1 + (G — DZp[G)) + (w2 + (G — DZp[G))
= flwi) + f(w2).

Por lo que f es un homomorfismo. Veamos que f es un epimorfismo.

Sea h((p) + (G — 1)Zy[C] € Zp[Cpl /(G — 1)Zy[Gp), como h(x) € Zy[x] ahora

por el algoritmo de la divisién para h(x)y (z — 1) tenemos que



76 Capitulo 4. Aplicaciones

h(z) = (x — 1)q(x) + r(z), con grado de r(x) < grado (x — 1) por lo que
r(z) =w € Zy,. Ast h({y) = ({, — 1)q(¢,) +w. Por lo tanto.

h(Cp) + (Cp - 1)Zp[<p] =w+ (Cp - 1)Zp[Cp] = f(w)

Finalmente veamos cual es el ntcleo de f.

Para w € Z,, con w = ay+a1p+---, 0 < ay < p—1, se tiene que
w € ker f <= f(w) =0, es decir ag € (¢, —1)Z,[(,]. Ahora bien esto tdltimo
es equivalente a ag = (¢, — 1)t(¢,). Por tanto

ay ' = N(G— DN(t(G)) = (-1 'pN(H(G)) € Z

Por otro lado si ag # 0, entonces ag_l = 1 mod p es decir ag_l =1+4pty, t; €
N U {0}. Entonces

L+ pty = p((=1)" ' N(t(G))) € pZy,

lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto ag = 0, de donde w € p Z, por lo
que ker f C pZ,.
Reciprocamente sea w € pZ,, Entonces w =0+ a;p+---, luego

fw) =0+ (¢ — 1)Zy[¢] =0

de donde obtenemos que w € ker f. Por lo tanto ker f = p Z,. El Primer
Teorema de Isomorfismo nos dice que

ZLp[p Ly = L Gl /(G = DZp[G ).
Asi
G, LolG)) = Z,l6)/ (G — V1G] 2, /pZ, = Z/pZ = G,
Calculemos
HY(G, Z,|G)) = Z,[G]° /Ne Z,[G).
Sea m € Z,[G|¢, m =ag+ a0+ -+ a, 1077 L.
Luego 0 om = ago + a;0? + - - + a,_107. Por lo tanto 0 om = m si y sélo si

ap = ay = -+- = ap_1. Oe sigue que

m=ag+ago+ - +a0” ' =(1+0c+ -+ ay = Ng ag
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es norma. Por lo tanto H(G, Z,[G]) = {0}.
Finalmente veamos que H™Y(G, Z,[G]) = ker Ng/D Z,|G]. Sea z € ker Ng,
con T =ag+ayo+---+a, 10°"'. Entonces

Ng(z) = <ZO ai> <Z ajaj> = Z 0 a0 = Z (Z aj> o'

j=0 i=0 j= t=0 \j=0

Sia=ay+ar+ -+ a,1, se tiene Ng(x) = a+aoc+---+ac?”!. Por lo
tanto = € ker N¢ si y sélo si a = pilai = 0.

- i:0‘ -
Por lo tanto ker Ng = {x = Z a;c" | Z a; = O} . Por otro lado, sea by +
bio+ -+ b,10""! € Z,[G], Za:r(’)britario.l:é)e tiene que

(0 —1)(bo + byo + -+ + byp_10P7 )
= (bgo +b1o*+ -+ b, 10°) — (bg +b1o+ -+ b, 10°7)
= (by_y — bo) + (b — b)) + (by — b2)o> + (by — bs)o®
o4 (byg — byq)oP

p—1 )
Dado z = > a;0" € ker Ng definimos y = by + bjo + - - + bp_lcﬂ’*1 donde
i=0

by = —Qp =Qp-1+ ap o+ -+ a2+
bi = ap_1+apotapsz---+aztas
by == ap_1+apo+apz---+astas
bpf2 = Gp-1
bp_1 = 0.

Entonces
Dy = (bp,1 — bo) —+ (bg - bl)O' + (bl - 62)0'2 +---+ (bpfz - bpfl)O'pil

= CL0+CL1U—|—"‘+CZP_10P71 =x.
Por lo tanto ker Ng C DZ,[G], lo cual implica que

HY(G, Z,|G]) = ker Ng/D Z,|G] = {0}. =
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Proposicion 4.1.7. Sean G un grupo finito y p™ la mdxima potencia de p
que divide a |G|. Entonces H'(G, Z,) = H™ (G, Z,) = {0} y HY(G, Z,) =
2., /"Ly También se tiene que H(G, Q,) = {0} para todo i.

Demostracién: Se usara que ﬁi(G, Q) es un grupo finito. Se tiene que G

actia trivialmente sobre Z,. Entonces HO(G, L) = Zf/NgZp, con Zg = Zy.
Para x € Z, tenemos que

Ne(z) = (I+o+- o Nr=a+oz+ -+’ '
= z4+x+---+xr=p"z.
Por lo tanto, H(G, Z,) = Z,/p™Z,.

Ahora para H™Y(G, Z,) = kerNg/IgZ,, sea © € ker Ng. Se tiene que Ng(z) =

Y ox =pT"r =0 <= x = 0. De donde ker N; = {0}, y por tanto obtene-
oceG

mos que H™Y(G, 7Z,) = kerNg/IgZ, = {0}.
Por otro lado, puesto que HY(G, Z,) = Hom (G, Z,), consideremos un ho-
momorfismo ¢ : G — Z,. Sea 0 € G, 0 # 1.

P"P(0) = U(0) + (o) + -+ (o) = P(o-0---0) = p(a) = ¥(1)

= 0.
Puesto que Z, no tiene torsién, se sigue que ¢)(c) = 0. Por lo tanto H' (G, Z,) =

{0}.
Sea f : Q, — Q, el mapeo multiplicacién por n, es decir f(x) = nz. Entonces
f es un homomorfismo de G-mdédulos y tenemos la sucesion exacta:

OHQPLQPHOHO

Por el Teorema 3.1.3 se tiene la sucesion exacta

A-1(G, 0) = {0} — H'(G, Q,) & A(G,Q,) — H(G, 0) = {0}

Por lo tanto f* es un isomorfismo. Tomando n tal que nG = e, se sigue que

f* = 0. Por lo tanto H(G, @,) = {0}. [
Proposicion 4.1.8. Con la notacion de la Proposicion 4.1.7 se tiene que
H(G, R) = H*Y(G, Z,)

para todo i, donde R = Q,/Z, .
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Demostraciéon: Se tiene la sucesién exacta
0—-%2,—-Q,—-R—0
Por el Teorema 3.1.3 se tiene la sucesion exacta
H'(G, @) = {0} - H'(G, R) — H"(G.Z,) — H"(G, 0) = {0}

Por lo tanto H'(G, R) = H*(G,Z,). [

Proposicién 4.1.9. Sean G un p-grupo finito y M un G-mddulo. Suponga
que existe s € NU {0} tal que los grupos M y R® son isomorfos, donde

R =Q,/Z, . Considere la sucesion exacta

O—>pM—>M£>M—>O,

donde la funcion denotada por p es la multiplicacion por p y ,M = {m €
M |pm =0}. Si

Demostracion: Por el Teorema 3.1.3 se tiene la sucesién exacta
— Y6, M) 5 146, M) S TG, M) — (G, M) 25 (G, M)
Afirmamos que la siguiente sucesion también es exacta

H-Y(G, M)

0— Y T —
JH1(G, M)

— H(G, ,M) — ,H(G, M) — 0.

En efecto, se tiene que ker ¢ = im p* = ;H"Y(G, M)y ker p* = ,H/(G, M).
Por otro lado, recordemos que si V' es un espacio vectorial de dimension
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finita sobre el campo K entonces si W es un subespacio de V' se tiene que
dim V/W = dim V —dim W, es decir, dim V' = dim W+dim V/W. Sean ahora
m € H(G, ,M) y k = [k] = kmod p para k € Z. Entonces definimos una
accion de [F) en I:.fi(G, »M) dada por km := km la cual estd bien definida pues
si k = k' con k' = k + rp entonces k'm = km, luego define un multiplicacién
por escalar haciendo a Hi(G, »M) espacio vectorial sobre F, = Z/pZ, y por
H-Y(G, M)

— 027 v = H(G, M), U = H(G, M
G, M) (G, pM) pH'( )

lo tanto tomando W =

tenemos entonces que

0—-W-—-V->U=—0
es exacta y dim V = dim W + dim U es decir

H-Y(G, M)
PG, M)
= O[l',l(M) + OCZ(M>

dim g, (H (G, ,M)) = dime< >+dimpp(pﬂi(a, M))

Entonces, tenemos que H'(G, ,M) 2 Fy’ " como espacios vectoriales
y H(G, M) = Coi-MFeilM) oo grupos. ™

Ejemplo 4.1.3. Sea K/k un campo de funciones con k algebraicamente
cerrado. Sea L/K una extension finita de Galois con grupo de Galois G.
Denotamos por Dy, al grupo de divisores de L, y por Dg al grupo de divisores
de K. Sea r > 0 el nimero de primos en K ramificados en L. Digamos que
P1,..., P, son los primos de K ramificados en L, con indices de ramificacion

e1,..., €., respectivamente. Para cada ¢ =1,...,r, expresamos

pi = (1_1 Pij) )
j=1

donde cada P;; es un primo de L que estd sobre p;.

Hacemos actuar G sobre D, via la accion de G sobre cada divisor primo de
L, es decir, para cada divisor primo P de L y para cada ¢ € G, tenemos que
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o(P) ={o(a) | a € P}.

Notemos que o(P) es un primo de L que estd sobre el primo P N K de K.
Asi, tenemos que Dj, es un G-modulo.

Sea D un elemento de Dy. Observemos que D € DY si y sélo si la factori-
zacion de D estd dada por un producto finito de divisores de L, cada uno de
los cuales es de la forma

1

Py P,
donde Py, ..., P, son exactamente los primos de L que estan sobre el primo
PN K de K, para algin | € Z. En particular, si para algun j € {1,...,m;},
con i € {1,...,r}, se tiene que P;; aparece en la factorizaciéon de D, con

D € DY, entonces en D aparecers como factor de D el divisor

fiir.) "

para algun [; € Z. Expresando l; = e;q; +1;, con ¢;,r; € Zy 0 <1r; <e;, el
divisor en (4.1) se puede expresar en la forma

pi <H Pij) :
j=1

Por otro lado, puesto que k es algebraicamente cerrado, cada primo P de
L tiene grado de inercia 1 sobre el primo P N K. De aqui que, NgDy =
Dy, donde Dk se puede considerar un subgrupo de D¥. Ademds, por lo
establecido anteriormente, cada elemento del cociente DY/ D es de la forma

1 \j=1

mg
donde 0 < r; < ¢;, paracadai = 1,...,r. Més ain, los elementos H Pi; - Dg,
Jj=1
coni=1,...,r,son de orden e; y, puesto que los primos de L son generadores

libres de Dy, (lo mismo ocurre con el grupo D), se tiene que
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2o i )
Dk i=1 \j=1

Por lo tanto, hemos probado que

T

0 Df _ Df
H(G, D) = =5 = 5o =D Car -

i=1
Ahora, veamos que H™Y(G, D) = {0}. Para esto, sca D un divisor de L,
t

digamos que D = H P’ . Entonces, D € ker Ng si y sélo si
=1

0 = Na(D)= Ng (ﬁ 79[”)

=1

t t
= [INa(P) =] wl
=1 =1
t
= [I»
=1

ya que cada f, = 1 por ser k algebraicamente cerrado, y donde no nece-
sariamente los primos p, son distintos a pares. Asi que, D € kerNg si y
solo si la suma de exponentes s, que afectan a primos P, que estan sobre un
mismo primo de K debe de ser cero, y puesto que estos primos de L forman
un conjunto G-transitivo, lo anterior es equivalente a que el divisor D se
ha de expresar como un producto de divisores de L de la forma Po(P)~!
para ciertos primos P que aparecen en la factorizaciéon de D y para ciertos
elementos o € GG. Por lo tanto, tenemos que D € kerNg siy sélosiD € [gDy.
En consecuencia, kerNg = IoDy y HY(G, Dy) = {0}.



Conclusiones

Desde el punto de vista algebraico, los G-mdédulos y las resoluciones proyecti-
vas sobre Z son la herramienta fundamental que nos permite definir los grupos
de homologia y cohomologia de un G-médulo A, a través de la aplicacion del
producto tensorial y de los homomorfismos de G-moddulos, de manera res-
pectiva, de los modulos proyectivos de cualquier resolucion proyectiva sobre
Z con A (Definicién 2.1.1, Teorema 2.1.1 y Definicién 2.1.2). Lo relevante
de los grupos de homologia y cohomologia, ademas de las aplicaciones que
uno pudiera tener de ellos, es de que estos grupos tienen un comportamiento
bastante agradable; por ejemplo, si se tiene una sucesién exacta corta de
G-moédulos, los grupos de homologia y cohomologia de los G-mdédulos involu-
crados, en dicha sucesion exacta, también estaran conectados a través de una
sucesion exacta infinita (Teorema 2.1.2).

Los grupos de homologia y cohomologia de G-mdédulos son dificiles de calcular
en términos generales. Sin embargo, si sabemos como son estos grupos para
algin G-mdédulo B, es posible que podamos conocer, por lo menos, la relacion
de estos grupos para dos G-moédulos A y C' que estén relacionados, de alguna
manera, con el G-médulo B. Los grupos de homologia son triviales para
un G-moédulo B inducido, y si 0 — A — B — (' — 0 es una sucesion
exacta corta de G-mdédulos, entonces los grupos de homologia de A y C' son
iguales (isomorfos), como se tiene en el Teorema 2.2.3 y Corolario 2.2.2. De
manera similar, lo anterior ocurre para los grupos de cohomologia, cuando se
estd trabajando con los G-médulos coinducidos (Teorema 2.2.1 y Corolario
2.2.1). Por otro lado, en algunos casos es posible caracterizar los grupos de
homologia y cohomologia para n = 0,1 y 2. Por ejemplo, una aplicacién del
calculo del primer grupo de cohomologia la obtenemos con el Teorema 90 de
Hilbert (Teorema 2.4.1), en el cual para una extensién de campos L/K que
es de Galois y finita, con grupo de Galois G, se tiene que H'(G, L*) = 0.



La importancia de los grupos de cohomologia de Tate para un G-médulo A,
con (G grupo finito, radica en que éstos estan definidos para exponentes en-
teros, y relaciona a los grupos de homologia y cohomologia de A (Definicién
3.1.2). Ademads, si se tiene una sucesién exacta corta de G-médulos, los gru-
pos de cohomologia de Tate, de los G-mddulos involucrados, estan conectados
a través de una sucesion exacta infinita, como se tiene en el Teorema 3.1.3.
En el caso particular de que se tenga un grupo ciclico finito Gz, los grupos de
cohomologia de Tate de un G-médulo A estan completamente caracterizados
(Teorema 3.2.1).
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