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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales juegan un papel muy importante en la Ciencia. En ocasiones,
el planteamiento de un problema, da como resultado una de las ecuaciones diferenciales
especiales de la fisica-matematica. En mecdnica cuantica, algunas funciones especiales
aparecen en la solucién de la ecuacion de Schrodinger. Por ejemplo, en la solucion de la
ecuacion radial del a&tomo de hidrégeno y en la del oscilador arménico 3D, encontramos
los polinomios asociados de Laguerre [8, 9.

La busqueda de potenciales exactamente solubles, inicia desde los primeros anos de la
mecédnica cudntica. Un potencial exactamente soluble puede ser establecido a través de
diferentes puntos de vista. Algunos de los potenciales exactamente solubles para el caso no-
relativista, pueden ser solucionados mediante el método de factorizacién, introducido por
Schrodinger y perfeccionado por Infeld y Hull. Uno de los primeros potenciales resueltos
con este método fue el oscilador arménico unidimensional, donde su hamiltoniano puede
ser escrito en términos de dos operadores diferenciales de primer orden. Posteriormente,
Natanzon muestra la forma maés general de los potenciales que son exactamente solubles.
En ellos la parte radial de la ecuacién de Schrodinger, puede convertirse a la ecuacién
hipergeométrica o a la ecuacion hipergeométrica confluente. Cada caso se conoce como
Potenciales de Natanzon Hipergeométricos y Potenciales de Natanzon Confluentes, respec-
tivamente [1]. Los potenciales de Natanzon se expresan por medio de seis pardmetros y
tanto sus eigenfunciones como sus eigenvalores estdn expresados sélo de manera implicita.

Por otra parte, la Mecdnica Cudntica Supersimétrica (SUSY QM, por sus siglas en inglés),
ha motivado el estudio de los potenciales exactamente solubles. En particular, el estudio de
la invariancia de forma en SUSY QM, ha permitido obtener la solucién exacta para los lla-
mados Potenciales Invariantes de Forma [1]. De hecho, todo potencial que cumpla con la
condicién de invariancia de forma es exactamente soluble. Este tipo de potenciales se clasi-
fican en dos grupos, aquellos cuyas eigenfunciones incluyen a la funcién hipergeométrica
confluente y a la hipegeométrica. En el primero tenemos los potenciales de Coulomb,
oscilador arménico y Morse, mientras que en el segundo encontramos los potenciales de
Scarf II y I, Poschl-Teller, Rosen-Morse 11 y I, Eckart. Cada potencial perteneciente a uno
de estos grupos, puede ser mapeado a otro del mismo grupo, mediante una transformacién
puntual de coordenadas. Una lista de potenciales invariantes de forma se muestra mas
adelante en el primer capitulo.

En este trabajo, estamos interesados en un método con el cual, es posible obtener una
familia de ecuaciones tipo Schrodinger a partir de una ecuacién diferencial especial. Una
vez establecido el método, lo aplicamos por ejemplo, a la ecuacién hipergeométrica e hiper-
geométrica confluente. Al hacerlo, encontraremos potenciales consistentes a los potenciales
invariantes de forma que aparecen en SUSY QM. Para cada potencial, se encuentran de
manera explicita sus eigenfunciones y eigenvalores, donde las primeras quedan expresadas
con la solucién de la ecuacién especial diferencial considerada.

En el Capitulo 1 se da una breve exposicion de SUSY QM, como son la Factorizacién
SUSY de un Hamiltoniano General y el concepto de potenciales invariantes de forma. A
partir de los métodos algebraicos de SUSY QM, y a manera de ejemplo, encontramos las
eigenfunciones y eigenvalores para el potencial de Morse. Ademads, se muestra una alter-
nativa para conectar algunos potenciales entre si mediante una transformacién candnica
puntual de coordenadas [1].



El método propuesto para obtener una familia de ecuaciones tipo Schrodinger a partir de
una ecuacién diferencial especial, se muestra en el capitulo 2, se discuten las dificultades
que pueden presentarse y finalmente algunos resultados de [2] son hallados a partir del
método.

El Capitulo 3 estd dedicado a las aplicaciones del método. Usando las ecuaciones hiper-
geométrica confluente e hipergeométrica, surgen familias de potenciales las cuales son
resueltas por el método.

El Capitulo 4 muestra una aplicacién adicional, consideramos la ecuacion de Schrodinger
cuya masa es dependiente de la posicién, ésta ha sido objeto de interés en el estudio
de fenémenos como las propiedades electronicas de semiconductores, cristales liquidos y
puntos cuénticos [3,4].

Finalmente, se dan las conclusiones del trabajo.



Capitulo 1

Potenciales Invariantes de Forma

Antes de establecer el concepto de Potenciales Invariantes de Forma, es necesario men-
cionar la idea de potenciales asociados supersimétricos de SUSY QM. Para ello, damos
algunas definiciones y resultados de SUSY QM, tales como la definicién de un sistema
cuantico supersimétrico, los conceptos de potencial SUSY y de Potenciales Invariantes de
Forma. Se vera que la mayoria de los potenciales exactamente solubles de la Mecanica
Cuéntica no-relativista pertenecen a esta clase. Ademds, se muestra un método [5] con
el cual una ecuacion de Schrodinger puede ser mapeada a otra ecuacion de Schrodinger
mediante una transformacién canénica puntual de coordenadas.

1.1 SUSY QM

Supongamos un sistema cudntico con un hamiltoniano H y N operadores autoadjuntos
Q; = Qg; 1=1,2,..., N, que actian en el espacio de Hilbert H.

Definicién 1. Un sistema cudntico, el cual estd caracterizado por el conjunto { H, Q;; H},
es llamado supersimétrico si el siguiente anticonmutador

{Qi, @5} = H by, (1.1)
es valido para todo i,j = 1,2,..., N donde los operadores autoadjuntos @); se denominan

supercargas.

A partir de la Ec.(1.1), tenemos que

N
H=20t =23 = - =204 = + > @ (12)
=1

una consecuancia de la relacién anterior, es que el hamiltoniano H no tiene eigenvalores
negativos.

Definicién 2. Un sistema cudntico supersimétrico {H, Q1,...,Qn;H}, se dice que tiene
una buena SUSY si su estado base es cero, £y = 0. En cambio, si se tiene Eg > 0, se dice
que SUSY ha sido rota.

1.2 Factorizacion SUSY de un Hamiltoniano General

Consideremos el hamiltoniano para una particula

n? d?

La ecuacién de Schrédinger para el estado base ¢(()1)(:L") es

1y (a)

o am Vi@ (@) = By g (@), (1.4)

donde Eél) es el eigenvalor correspondiente a la eigenfuncién 1/1(()1)(3;).



Sin perdida de generalidad, podemos elegir Eél) = 0, por lo que el potencial Vj(x) se

. . 1
escribe en términos de w(() )(x) como

R @)

Vl(.ilf) = . (1.5)
2m ) (z)
Si se definen b4 b4
_ “ [
A T + W(x), A Jam dz + W(x), (1.6)
con la condicién
Al =0, (1.7)
tenemos que
Hiyi = AlAyg) =0, (1.8)
entonces
H, = AT A, (1.9)
de donde podemos identificar
h
De la Ec.(1.7) obtenemos
(1) /
W) = —— o (@ ___h d In M (x), (1.11)

Vo yl@)  Vemdr
la funcién W (z) se denomina potencial SUSY del sistema.

A partir de la Ec.(1.11), encontramos

¢61)($) = exp [/w <—\/27mW(y)dy>] . (1.12)

Usando los operadores de la Ec.(1.6), se define el hamiltoniano asociado Ho = AAT, con
potencial Va(z) dado por

h2 d? 2 h /
Hy=—5-—s+ Va(x), Va(z) = W*(z) + 7%W (2), (1.13)

los potenciales Vi(x) y Va(x) son conocidos como potenciales asociados supersimétricos.

Para este caso, se definen el hamiltoniano H y los operadores @ y Q' (N = 1), los cuales
estdn dados por las siguientes matrices

H, 0 0 0 0 Af
H:[o HQ]’ Q:[.A 0]’ QT:[O o]' (1.14)

Las eigenfunciones y eigenvalores de los hamiltonianos Hy y Hs se relacionan de la siguiente
manera

e@=gY, EY-=o (1.15)
_1

v = B T Avl, (1.16)
_1

oy = |ED| Aty (1.17)

, . 1 1 . .
Asi, una vez determinados ¢7§ )(x) y Eﬁb) para Hi, se encuentran los eigenfunciones y
eigenvalores para Hy usando las férmulas anteriores.



1.3 Invariancia de Forma y Potenciales Solubles

Si la pareja de potenciales supersimétricos, Vi(z) y Va(z), son similares en forma, pero
difieren inicamente en los parametros que en ellos aparecen, se dice que son invariantes
de forma. Es decir, si Vi(z) y Va(x) cumplen la condicién

Va(x;ar) = Vi(z;az) + R(ay), (1.18)

donde a; es un conjunto de pardmetros, as es una funcién de a; y la funcién residuo R(aq)
es independiente de x, entonces se dice que Vj 2(x) son potenciales invariantes de forma.

Si ag = f(a1) y SUSY no ha sido rota, podemos determinar las eigenfunciones y eigen-
valores de H; a partir de la condicién de invariancia por medio de las siguientes formulas

1]

n

EP(a) =Y Rla); B () =0, (1.19)
k=1
oW (w;a1) = Al (w;.01) Al (2 02) - - AT (25 00)0 (5 anpa), (1.20)

siendo a; = f¥~!(a1), donde la funcién f es compuesta k — 1 veces.

Una forma mads sencilla de la Ec.(1.20), es la siguiente

0 (z3a1) = A (z301) 9 (w500) . (1.21)

La condicién de invariancia de forma, Ec.(1.18), pueden admitir dos posibilidades. Una
de ellas consiste en la relacién de traslacion entre el conjunto de parametros a; y as,
az = a1 + @ con § una constante, mientras que en la segunda, los parametros estan
relacionados por escalamiento, as = g¢a;. La mayoria de los potenciales exactamente
solubles no-relativistas son invariantes de forma.

Como ejemplo, consideremos el siguiente superpotencial [1]
W(z) = A— Be “*, (1.22)
con Ay B parametros dados, entonces
W?2(z) = A*> — 2ABe™ %% + B?e™ %07 W'(z) = Bae *”. (1.23)
A partir de las Ecs.(1.10) y (1.13) encontramos, con h =1, 2m = 1, que

Vi(z; A, B) = A® + B%e 72 — B(2A + a)e 7, (1.24)
Va(x; A, B) = A* + B?e¢72** — B(2A — a)e 7, (1.25)

los potenciales anteriores, son conocidos como potenciales tipo Morse. De estas relaciones,
encontramos que

Vao(x; A, B) = Vi(z; A — o, B) + 2Aa — o2, (1.26)
entonces, los potenciales Vj o(z; A, B) son invariantes de forma segin la Ec.(1.18).

En este caso el conjunto de pardmetros aj, as y el residuo R(a;) estan dados por

a1 =(A,B), ay=(A—a,B), R(a)=24a—a’ (1.27)



El espectro del potencial Vj(x; A, B) lo determinamos con la Ec.(1.19), para lo cual ob-

servamos lo siguiente

ar = A— (k- 1),
R(ay) = 2a[A — (k — 1)a] — o,

por lo tanto

EW(a)) = ZR(%) = 24Ana — na(n — 1) — na?,
k=1
= A% — (A —na)?

La funcién de onda para el estado base, se determina a partir de la Ec.(1.12)
B
05 (24, B) = exp [—e-w - Ax} ,
o

y si hacemos el cambio de variable

la Ec.(1.32) se transforma en

donde se ha definido

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

A
s=—.

«
Para determinar las funciones de onda con n > 1, usamos la Ec.(1.21), con el operador Af
dado por

d «
Al =ay— — Sy + 4,
ay dy 2 Y+

entonces

1 d « 1, e
Py ar) = <aydy—2y+A>e 2yt

= (—ay+2A— a)e_%yys_l

para lo cual, se ha empleado la relacién [10]
Vz)=—z+k+1.

Si hacemos el cdlculo para n = 2, usando las férmulas [10]

P k) — ()L ),
5132
L’Q“(:r) =5 - (k+2)z+ —(k + 2)2(k + 1),

(1.37)

(1.38)
(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)



encontramos que

8 (ya1) = (ay;; = %y + A) e 2y 2L y), (1.43)
=% [y; (25— 2)y+ 252 2)2(25 =3 | by, (1.44)
por lo tanto, si en la Ec.(1.42) hacemos k = 2s — 4, tenemos
v (yran) = 72 2 L3 (y). (1.45)
Aplicando sucesivamente la Ec.(1.21), llegamos a
U (gran) = 3y L (). (1.46)

Entonces, a partir de la condicién de invariancia que satisfacen los potenciales Vj o(z; A, B),
en la que se debe identificar el conjunto de pardmetros aj 2 y al residuo R(a1), es posi-
ble encontrar a las eigenfunciones y eigenvalores para un potencial que es invariante de
forma, mediante las Ecs.(1.19) y (1.21). Nétese que este procedimiento en general, no es
complicado ya que consiste de técnicas algebraicas como ha sido ilustrado.



En la siguiente tabla mostramos una lista de potenciales invariantes de forma [1], ademds
del superpotencial con el cual son determinados, s6lo se muestra el potencial Vi (x;aq), el
potencial Va(z; az) puede calcularse con la Ec.(1.13). Para estos potenciales, los parametros
a1 y ao estan relacionados por traslacién. A menos que se indique lo contrario, r > 0 y

—00 < x < o0. Se ha elegido las unidades h =1, 2m = 1.

Tabla 1.1

Potenciales Invariantes de Forma

Potencial W (x) Vi(z;ar) ap as
Oscilador 1D swr —b Tw? (z— %)2 -5 w w
Oscilador 3D %wr - l+71 %uﬂrz + l(l%l) - @ l [+1
2 141 2 1(1+1) 4
Coulomb 2(f+1) - % -+t m l [+1
Morse A— Be™®* A% + B?e202 A A-«
—2B(A+ a/2)e”
Scarf II Atanh az 4+ Bsechax A% + (B? — A2 — Aa)sech®’axz A A—-«
+B(2A + «a) sech ax tanh ax
Scarf I Atanox — Bsecox —A? 4+ (A% + B? — Aa)sec® a A A+a
—ir<ar < 3w —B(2A — a) tan ax sec ax
Péschl-Teller Acothar — Beschar A%+ (B2 + A2 4+ Aa)csch®?ar A A—a
A<B —B(2A + «) coth ar csch ar
Eckart —Acothar + B/A A% + B?/A? — 2B cothar A A+«
B> A? +A(A — a)esch? ar
Rosen-Morse II ~ Atanhaz + B/A A%+ B%/A? — A(A+a)sech?ax A A—«
B < A? +2B tanh ax
Rosen-Morse I ~ —Acotax — B/A A(A — a) csc? ax + 2B cot ax A A+«

O0<az <

— A2+ B2/A?




Tabla 1.2

Potenciales Invariantes de Forma (continua)

Potencial E,gl) y Un(y)
Oscilador 1D nw Ve (z— %b) eféyQHn(y)
Oscilador 3D 2nw Swr? e 3Y y(l“‘l)/QLﬁjl/Q(y)
et et e*r ~ly 141 polt
Coulomb 0?2 ~ A HED)? (D) e 2¥ Yyt LA (y)
Morse A? — (A— na)2 %6—0@ e—%y Yo L%S—Qn(y)
s=A/a
Scarf 11 A% — (A —na)? senh oz e—Mtan~ly (1+ yz)_s/g
s=A/a, A= B/a ><P7(Li>\_s_1/2’_i>\_s_1/2) (Zy)
Scarf I (A +na)? — A? sen ar (1 — y)5=N/2(1 4 ) (5+2)/2
s=A/a, A= B/a XP7(15’)‘*1/275+)\*1/2) (y)
Péschl-Teller A% — (A —na)? cosh ar (y—1)O=9/2(y 4 1)~ O+9)/2
s=A/a, A= B/a XPT(LA_S_l/Z_)‘_S—l/Q) (y)
Eckart A% — (A + na)? coth ar (y — 1)%3/2(y 4 1)54/2
—B2/(A + na)2 s=A/a, A= B/a? ><P7§s3’s4)(y)
+B?/A? a=X(n+s)
Rosen-Morse II A% — (A — na)? tanh ax (1-— y)31/2<1 + y)52/2
—B2/(A — na)2 s=A/a, A= B/a* XP7(181,32)(y)
—i—BQ/A2 a=MX/(s—n)
Rosen-Morse 1 (A +na)? — A? 1 cot ax e®T (y? — 1)*(s+n)/2
—Bz/(A + na)2 s=A/a, A= B/d? XPQS;S’”*“%*S*”*M) (y)
+B2/A2 a:)\/(5+n)

Notese que los cuatro primeros potenciales tienen eigenfunciones que incluyen a los poli-
nomios de Hermite y asociados de Laguerre, que son casos particulares de la funcion
hipergeométrica confluente; mientras que en los restantes, los polinomios de Jacobi son un
caso especial de la funcion hipergeométrica, para estos ultimos s; = s—n+a, so = s—n—a,

S3=a—MN—8, S4=—8S—nN—a.



1.4 Mapeo entre Ecuaciones de Schrodinger

En esta seccién, se vera como una ecuacién de Schrédinger, puede transformarse a otra
ecuacion de Schrédinger mediante una transformacion candénica puntual de coordenadas.
Cuando la relacion entre las coordenadas estd dada de manera explicita, el nuevo potencial
es invariante de forma. En la mayoria de los casos el potencial no es invariante de forma,
y sus eigenfunciones y eigenvalores son conocidos implicitamente [1].

Tomemos la ecuaciéon de Schrodinger unidimensional

d2

o5+ (V(z) — Ey) | ¢n(x) =0, (1.47)

para la cual, ¥, (z) y E,, son conocidos para un potencial V(x) dado.

Consideremos la siguiente transformacién de coordenadas [1]

dz
== 1.48
o)=L, (1.48)
entonces, a partir de ella encontramos los operadores
d d d? 5 . d? ;o d
%_f(z)%v w—f (z)@+f(z)f (Z)ﬁ’ (1.49)
y sustituyéndolos en la Ec.(1.47) obtenemos
2 fl(z2)d V(z)-E,
— — — n(2) = 0. 1.50
=t e e | 20
De la Ec.(1.48), podemos determinar = = x(z) por medio de la integral
zodt
T = —. 1.51
0 o

Con el fin de eliminar el término con primera derivada de la Ec.(1.50), se hace el siguiente
cambio de variable

Ua(2) = 17P0(2), (1.52)
por lo que la ecuacién tipo Schrodinger en la nueva variable z es
d’>p(z _
dz(2 ) —V(z)p(z) =0, (1.53)
donde se ha definido
oo V@ —En [ ) ")
Viz) = — — . 1.54
D=TPE PG 70 .

Con el fin de tener un espectro asociado al potencial V(z), en ambos miembros de la
Ec.(1.53), restamos la cantidad e,p(2)

d*p(z)
dz2

— [V(2) + en] 0(2) = —enpp(2), (1.55)

y la solucién de ésta se determina por medio de la Ec.(1.52).

10



Para determinar a la funcién f(z), generalmente ésta se propone de manera que f2(z)
tenga la misma dependencia funcional del potencial original V' (x).

Como un ejemplo de lo descrito, tomemos n = 0 en los resultados obtenidos en la seccién
anterior para el potencial de Morse en la variable x

B
o(x) = exp [—aem - Aaz} , (1.56)
V(x) = B2 2% — B(2A + a)e™ ™" + A?, (1.57)
Ey=0, (1.58)
con lo cual se satisface 2
x
;@gg ) v(@)o(x) 0. (1.59)

Para que f?(x) tenga la misma dependencia funcional de V(x), se debe tener que

d 2
f(z) = <d::> = ae” 2% 4 hem Y 4 ¢, (1.60)

con a, b y ¢ constantes.

Por simplicidad, elegimos b =1y a = c =0, asi

d T
f= é — %, (1.61)
de la que obtenemos
2 o
=——e¢e 2 1.62
r=-2c%, (1.62)

fr) =5, (1.63)

e T = (1.64)

y el cambio de variable z = z(r) se determina con la Ec.(1.51)

z(r) = —zlnr. (1.65)

Sustituyendo en la Ec.(1.54), encontramos que el nuevo potencial V(1) es

a’B? , 16A% —qo?
4 402 r?

— B(24 - a), (1.66)

siendo del tipo oscilador arménico 3D.
Ademas, eligiendo g = 0 en (1.55) tenemos la ecuacién

d*po(r)

T2 — V(r)wo(r) =0, (1.67)

11



cuya solucion se determina con la férmula

po(r) = [72(r) wo(a(r)). (1.68)
Usando las Ecs.(1.56), (1.63) y (1.65) obtenemos
po(r) = exp [—O;Brﬂ plddta)/2a, (1.69)

Por conveniencia hacemos aB = w, 4A = a(20 + 1) en la Ec.(1.69)
@o(r) = ew"/4 plFL, (1.70)

Dado que conocemos a ¢o(r) y se eligié ¢g = 0, podemos determinar el superpotencial
W (z) a partir de la Ec.(1.11) con & =1, 2m = 1, de ésta forma encontramos que

1 [+1
W(r)=-wr — el

1.71
Sor =112, (171)

el cual corresponde al que se muestra en la tabla 1.1 para el potencial invariante de forma
del oscilador arménico 3D. Una vez determinanda la pareja de potenciales supersimétricos
Vi,2(r) con la Ec.(1.71) y la condicién de invariancia que éstos cumplen, se puede encontrar
las eigenfunciones y eigenvalores para el potencial Vi(r;a1) usando los resultados de la
seccién 1.3.

Todos los potenciales invariantes de forma de la tabla 1.1 se relacionan por medio de una
transformacién candnica puntual de coordenadas. En [1] se muestra un diagrama en el
cual éstos potenciales aparecen en los vértices de un poligono, entonces es posible pasar
de un potencial a otro mediante la adecuada transformacién puntual, por ejemplo, los
potenciales de Coulomb, Oscilador 3D y Morse estan en los vértices de un tridngulo.
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Capitulo 2

Ecuaciones Tipo Schrodinger a Partir de una Ecuacion
Diferencial Especial

En este capitulo desarrollamos la contribucién esencial de esta Tesis, la cual consiste
en establecer un método con el cual, puede obtenerse una familia de ecuaciones tipo
Schrodinger a partir de una ecuacién diferencial especial. Notaremos que en éste método es
esencial la eleccion de cierta funcién g(x) arbitraria, utilizada como un factor multiplicativo
que modifica la forma de la ecuacién diferencial especial original. Para cada eleccién, el
método permite obtener una familia de ecuaciones de tipo Schrodinger.

2.1 Transformacion de Similaridad

Existen varios métodos para obtener desde una ecuacién lineal homogénea de segundo
orden, una ecuacién del mismo orden sin el término con primera derivada. La manera mas
sencilla, es la que se muestra a continuacién.

Consideremos la ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden

y"(x) + B(x)y'(x) + C(z) y(x) = 0. (2.1)

Haciendo la siguiente sustitucién, conocida como transformacion de similaridad [10]

donde se ha definido a la funcién I(x) como

1) = — / " B, (2.3)

se obtiene que
B(@)y/(x) = ') Bx) #(x) — 5 ¢'®) B(a) 2(a), (2.4)

y"(z) = @ 2 (z) — '@ B(z) 2 (z) + %el(””) B?(z) z(x) — %el(x) B'(z)z(z). (2.5)

Sustituyendo en la Ec.(2.1) y simplificando, se llega a una ecuacién sin el término con
primera derivada
d%z(x) 1 1

e EBQ(Q:) + §B’(a:) —C(z)] z(x) = 0. (2.6)

Nétese que la solucién de esta ecuacién puede determinarse a partir de la Ec.(2.2) si y(x)
es conocida. En este trabajo, se entenderd por una ecuacién tipo Schrédinger, aquella
ecuacion diferencial del estilo de la Ec.(2.6).
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Como se ha visto, mediante la transformacién de similaridad (2.2), es posible obtener una
ecuacion diferencial de segundo orden sin el término con primera derivada a partir de
una ecuacién del tipo (2.1). Lo anterior, es consistente con el cambio de variable de la
Ec.(1.52). Al comparar las Ecs.(1.50) y (2.1), tenemos que

entonces, por las Ecs.(2.2)-(2.3)

Pn(2) = exp [_; / : f’f(fz)dt

= [72(2) e(2), (2.9)

] ¢(z) (2.8)

y por la Ec.(2.6), tenemos que

Pp(z)
dz?

V() = Bn  f'(2) _ f7(2)
) T 2f() AP

] o(z) = 0. (2.10)

Podemos ver que, el cambio de variable dado en la Ec.(1.52), no es més que una trans-
formacion de similaridad, la cual permite eliminar el término con primera derivada en la
Ec.(1.50), para obtener una ecuacién tipo Schrédinger dada por la Ec.(2.10).

2.2 Método Alternativo

En la seccién anterior, mostramos la manera de eliminar el término con primera derivada
de una ecuacién diferencial de segundo orden, mediante una transformacién de similaridad.
Ahora veremos como éste resultado puede ser usado en el método que proponemos.

Dada la forma que tienen las ecuaciones especiales, consideremos la ecuacién diferencial

P(z)y"(z) + Q(z) y'(z) + R(z) y(z) =0, (2.11)

donde las funciones P(z), Q(z), R(x) y sus soluciones son conocidas de antemano en un
cierto intervalo [a,b]. Multiplicando ésta ecuacién por una funcién g(x) completamente
arbitraria, tenemos que

Lly(z)] =0, (2.12)
donde 2 p
L = g(z) P(2) 7 + 9(2) Q(x) 7 + 9() R(x). (2.13)
Si se hace el cambio de variable
x = F(u), (2.14)
donde F'(u) sera convenientemente elegida mas adelante, obtenemos
o(a) Q) - = (P(w) QUP () 7 o (215)
2 2 "(u
(@) P() - = (F(u) P(F(w) (WZHQOZ - M;i) (2.16)
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Con el fin de simplificar la expresién (2.16), se impone la siguiente condicién
2
g(F(u)) P(F(u)) = [F'(v)]", (2.17)
asi, la Ec.(2.16) se transforma en

2 &P F'(u)d

Pla)—s = — — = 2.1
9(z) P(z) dz?  du®  F'(u) du (2.18)
Por lo que el operador de la Ec.(2.13) se escribe en la variable u como
£ =L oW ()L 4 o) RF() .19
- du? gy TV w); ’
e (F(u) Q(F () ~ F'(u)
~ 9(F(u u)) — F"(u
W (u) = 20 . (2.20)
Escribimos a la Ec.(2.12) en la variable u con ayuda de la Ec.(2.19) como
d>y(F(u dy(F'(u
AP oy POy o p(w) P PO =0, (22)

obsérvese que la condicién impuesta (2.17), permiti6 expresar a esta ecuacién en la forma
de la Ec.(2.1).

Por otra parte, para determinar el cambio de variable propuesto, z = F'(u), se integra la
condicién (2.17), de la que se obtiene directamente

= fi(x)’ (222)

I dt
st [ A
Vy(t) P(t)
donde el subindice de f(x) denota la eleccién del signo que se haga en la integral.

A vpartir de la Ec.(2.22), es posible determinar el rango de la variable u y si la funcién
u = fi(z) tiene inversa, obtenemos el cambio de variable dado en la Ec.(2.14).

Finalmente, consideremos una transformacién de similaridad como la descrita en la Ec.(2.2)
y(F(u) = '™ (u), (2.23)
donde "
I(u) = —/ W (t)dt, (2.24)

de tal forma que, en la Ec.(2.6) se identifica

r — 4 (2.25)
z = (2.26)
B(z) — 2W(u), (2.27)
Clx) — g(F(u) R(F(u)), (2.28)
por lo tanto
d? ,

5;(;) = [W2(u) + W'(u) = g(F(u)) R(F(u))] $(u) = 0. (2.29)

La ecuaciéon anterior es considerada como una ecuacién tipo Schrédinger con solucién
Y(u) = e T y(F(u)). (2.30)
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Puesto que el término

W2 (u) + W' (u) = g(F(u)R(F(u)), (2.31)

de la Ec.(2.29) puede depender de un conjunto de parmetros aj, proponemos que su
eleccion garantice que la solucion ¢ (u) de la Ec.(2.29) sea cuadrado integrable. Bajo ésta
circunstancia surgen dos posibles casos respecto a la forma del término (2.31), a saber,

i) V(wa;) — E(ay), (2.32)
it)  V(u;a;). (2.33)

En el caso i), la ecuacién (2.29) adquiere la forma

d*yp(u)

= V(u, ai) P(u) = —E(a;) ¢ (u), (2.34)

de la cual es posible eventualmente, obtener potenciales fisicamente admisibles para los
cuales i # j. Estas situaciones serdn mostradas con detalle en las aplicaciones.

En este trabajo estamos interesados, en construir ecuaciones de Schrodinger, lo cual como
veremos, depende fuertemente de la eleccién de la funcién g(x). Y para elegir a ésta
consideramos basicamente la dificultad en resolver la integral

v dt
/ e (2.35)
Va(t)P(t)
que permite determinar el cambio de variable x = F(u).
Observemos que la funcién arbitraria g(x) introducida en la Ec.(2.13)
£ = (o) P@)-55 + 9(2) Qo) + 9(z) Rio) (2:36)
= 9(2) P(2) 5 +9(2) Q) - + g(2) R(2), .
modificara el potencial V (u), por ejemplo, a través de la Ec.(2.20)
F F — F"

Fi(w) |
y esto permite generar un conjunto de ecuaciones tipo Schrodinger a partir de la ecuacién
diferencial especial conocida (Ec.(2.11)).
En resumen, para cada g(x) seleccionada, tendremos una ecuaciéon de Schrondinger difer-
d*(u)
du?

y su correspondiente solucién

ente

— [W2(w) + W'(u) — g(F(u)) R(F(u))] 9 (u) = 0, (2.38)
Y(u) = e y(F(u)), (2.39)

donde y(z) es solucién de la Ec.(2.1)

P(x)y" 4+ Q(z)y' + R(z) y(x) = 0. (2.40)
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En este punto, es importante mencionar que el método que se plantea en este trabajo,
reproduce como caso particular a aquel propuesto por G. Krylov y R.Robnik [2], quien
propone una transformacién candnica puntual de coordenadas para obtener potenciales
solubles de una ecuacién tipo Schrodinger obtenida a partir de una ecuacién diferencial
de segundo orden con coeficientes polinomiales de orden no mayor que 2. En efecto, si
escribimos a la Ec.(2.17) como

F'(u) = V/g(F(u))P(F(u)), (2.41)

de la que obtenemos

1
F// — =
w=1

donde el simbolo ’ denota derivada respecto al argumento de la funcién.

[9(F(w))P'(F(u) + g'(F(w) P(F(u))] , (2.42)

Sustituyendo las Ecs.(2.41) y (2.42) en la Ec.(2.20) encontramos que
_V9Q g P' VP4

Wiu) = , 2.43
=P T WP s 35
donde se sobreentenderd que el argumento de las funciones g, Py Q es F(u).
A partir de la ecuacién anterior encontramos
2 g[4Q* 4P Q + (P')’]  ¢(P'—2Q)  (¢)*P
= 2.44
W2(u) P + < T (2.44)
/ g(2Q' = P") J@Q—-P) g¢'P  gP'(P'-2Q) (¢)P
= — 24
Wi(u) 4 T . 8P TRy (245)
en donde hemos usado el hecho de que
d VA B AB A'B ABC
dVAB = /9P VA + — VA , (2.46)
du +/C Ve 2VAC 2V C3
siendo A, By C funciones de F'(u).
Si se propone
1
g(F(u) = , (2.47)
[w(u)]?
tenemos que
2’ 1 [—20"  4(w')? w'P’
r_ "n_ - 2.4
I=-ap 7 P[w + w2]+w2 = (2.48)

con lo cual, las Ecs.(2.43)-(2.45) se transforman en

W(u) = i (2622;; + w’) : (2.49)

4 2 — 4P P! 2 ! _ P!
/ _ p/ ') /\2
W/(U) _ ﬁ |:_w (2?/? P) _ 2P Q2P(P) +2Ql _ P// _ 2(wl)2 +2ww1/:| . (251)
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Al sumar las Ecs.(2.50) y (2.51) obtenemos

W2(u) + W' (u) = =

w2

16P 2 4 4 2

1 |:4Q2 _ 8P/Q + 3(P/)2 Q/ P (w/)Q ww//] ’ (2'52)

logrando que la Ec.(2.29) con R(x) = ¢, se escriba como

Q2 P/Q 3(P/)2 N (w/)Q N P// Q/ u}W//
4P 2P 16P 4 4 2 2

Wi (u) + [ + 5] Y(u) =0, (2.53)

el cual es el resultado obtenido en [2].

Méds aun, considerando w(u) = 1 (lo cual equivale a g(z) = 1 en esta tesis) y P(z) =
asx? + a1 + ag, Q(x) = bix + by, la Ec.(2.53) se transforma en

() = V(u)p(u) =0, (2.54)
donde
V(u) _ by —az —2¢ T (blF(U) + b0)2 _ (2a2F(u) + al)(blF(u) + bo)
2 4(a2F?%(u) + a1 F(u) + ao) 2(agF?(u) + a1 F(u) + ap)
3(2a9F (u) + ap)?
16(agF2(u) + a1 F(u) + ag)
(2.55)
El cambio de variable z = F'(u) estd dado por los siguientes casos [2]
a1 sinh(\/@u/Z)—Z;/aOTgsinh(\/Eu)’ as ?é 0, D?é 0,
_a1+(a1+2;;2) exp (\/Eu)7 as # O, D— 0’
r=F(u)= ) (2.56)
Vaou + 4= az =0, a3 #0,
U/%—Ou, a2=0, a1 =0, ay#0,

con D= a? — 4apas.

El potencial V (u) tomara una forma determinada si se sustituye alguna de las relaciones
anteriores en la Ec.(2.55), por ejemplo, si elegimos el caso donde az # 0 y D = 0, renom-
brando a los pardmetros a; como ag = a2, a1 = 2a3 y as = (32, obtenemos el siguiente
potencial tipo Morse [2]

V(u) = A+ Be P 4 Ce 2, (2.57)
donde se han definido a los parametros A, B y C' como

A (6% = br)? g—  (bia—bof)(br — 26°) o (ab - Bbo)*

4p? 2052 ’ 122

(2.58)
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Capitulo 3

Aplicaciones

Con el propdsito de encontrar familias de potenciales cuanticos solubles, asociados a
una ecuacién de Schrodinger, aplicaremos el método descrito en el capitulo anterior a la
ecuacion hipergeométrica confluente y a la ecuacién hiperegeométrica. Se trabaja con éstas
ecuaciones, debido a que algunas funciones especiales son casos particulares de la funcién
hipergeométrica confluente 1 I (a; c; ) o de la funcién hipergeométrica o F (a, b; c; x).!

3.1 Ecuacién Hipergeométrica Confluente

La ecuacién hipergeométrica confluente es [10, 13]

zy'(z) + (c—2)y'(z) —ay(z) =0, (3.1)

cuyas soluciones son
yi1(z) = 1Fi(a; ¢ ), c#0,-1,-2,.., (3.2)
yo(z) = 2 Fi(a+1—-¢2—cx), c#23,4,.., (3.3)

donde la funcién hipergeométrica confluente 1 Fi(a; c; z), estd dada por

ey = S (@™
1F1 (CL, ) I‘) - n;) (C)m M7 (34>
y (a)m es el simbolo de Pochhammer definido como [10]
(@)m =ala+1)(a+2)---(a+m—1), (a)=1. (3.5)

Al aplicar el método descrito en el capitulo anterior a la ecuacién hipergeométrica conflu-
ente Ec.(3.1), debemos identificar, de acuerdo con la Ec.(2.11)

Pz)=2z, Q(x)=c—=z, R(z)=—a. (3.6)

A continuacién, se proponen algunas funciones g(z) y se obtiene una familia de ecuaciones
tipo Schrédinger, para cada una de las funciones g(x) utilizadas, asi como su correspon-
diente solucién.

3.1.1 Potencial de Coulomb

Cuando
glx) =k*z7', k>0, 2#0, (3.7)

obtenemos a partir de la Ec.(2.22) que

u=+ktuz. (3.8)

'En el apéndice se incluyen algunas de sus propiedades.
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De donde en general el dominio para vy = es
—00 < x,u < 00. (3.9)

Considerando el signo positivo y > 0 en la Ec.(3.8), tenemos que

u> 0. (3.10)
De la Ec.(3.8) determinamos el cambio de variable

z=F(u) =ku, (3.11)

el cual, al sustituirlo en las Ecs.(2.20) y (2.29), obtenemos

c k

Wu)=——= 3.12

d? k(2a — —2) kK
Vlw) _fka=c)  ce=2) K0 o, (3.13)

du? 2u 42 4

Observando el factor dentro del paréntesis rectangular de v (u), tenemos la situacién
descrita por la Ec.(2.32), de donde es posible identificar la familia de potenciales tipo
Coulomb con su correspondiente energia

k(2a — ) n clc—2)

V(u,a,c, k) = 0 TACR (3.14)
k2

E(k) = 7 (3.15)

Las soluciones de la Ec.(3.13), se determinan a partir de las Ecs.(2.24) y (2.30)
Yi(u) = e T 42 g (F(u)), i=1,2 (3.16)
con y;(x) solucién de la Ec.(3.1), es decir, usando las Ecs.(3.2), (3.3) y (3.16) obtenemos
P1(u) = e k2 /2 | Fy (a; ¢; ku), (3.17)
PYo(u) = e 242792 | Pl(a+1—¢2—c ku). (3.18)

De esta forma, hemos encontrado una familia de potenciales dada por
k(2a — ¢) N c(c—2)

2u 4qu? 7’
de la que, para una elecciéon apropiada de los pardmetros a, ¢y k, podemos particularizarlo
al potencial efectivo para el dtomo de hidrégeno en tres dimensiones [8, 9]

1 1(+1)

V(u,a,c, k) = (3.19)

Ve =—- 3.20
(1) =——+—3 (3.20)

Para ello, debemos elegir ¢ de tal forma que
cle=2)=41(+1), (3.21)

con

1=0,1,2,... (3.22)

Resolviendo la Ec.(3.21) para ¢, obtenemos
c1 = 2(l + 1), cg = —2I, (3.23)

notando que para cada solucién ¥;(u) (i = 1,2), sélo es vélido el correspondiente valor de
C;.
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Por otro lado, los parametros a y k se determinan a partir de las siguientes condiciones

1. Si W = —1 entonces V(u)= _% + l(lz;l)’

2. a€ Z7 U{0}.

Con la segunda condicién conseguimos que la serie infinita de la Ec.(3.4), se trunque para
m >=| a | +1, con lo cual conseguimos que la solucién ; (u) sea cuadrado integrable en el
intervalo [0, 00).

Caso ¢y = 2(1+1).
Para este valor de ¢, la solucién permitada es

Y1 (u) = e P20 2 Fy(a; e1; ). (3.24)

Sustituyendo ¢; en la primera de las condiciones, encontramos que

kla—1-1)=—1, (3.25)
mientras que de la segunda llegamos a?
-1 1
k=———¥—=—, neN 3.26
—(la|+l+1) n (3.26)
de lo que se desprende
a=14+1-n<0, (3.27)
o consistentemente
1=0,1,2,...,n—1. (3.28)
Entonces
1Fi(a;c;x) = 1Fi(l+1—n;20+ 2;u/n) o< L2 (u/n), (3.29)

donde se ha empleado la relacién entre la funcion hipergeométrica confluente y los poli-
nomios asociados de Laguerre [10]

(n +m)!

Ll (@) = n!m!

Fi(—m;m +1;2) . (3.30)

Al sustituir los valores encontrados de los pardmetros a, ¢ y k en las Ecs.(3.24), (3.14) y
(3.15), respectivamente, encontramos que

Pi(u) = e 2T L2 (u/n), (3.31)
1 I(l+1)
1

estos resultados sastisfacen la ecuacion
d*1 (u)
du?

Dado que a € Z~U{0},a=—|a].

—V(u) ¢1(u) = —E ¢ (u), (3.34)
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la cual es la ecuacién para la parte radial del atomo de hidrégeno en la variable u.
Observamos que la eleccién de a, ¢y k, nos conduce a la situacién descrita por la Ec.(2.32).

Caso ¢ = —2I.

En este caso, la solucién admisible es
Yo (u) = e hu/2 4 (2=e2)/2 1Fi(a+1—c2;2 — co;y ku), (3.35)

y procediendo de manera andloga para determinar los parametros a, ¢ y k, encontramos
3

que
1
a=-n-1, 1=012,....,.n—1, k=-—neN. (3.36)
n
Sustituyendo los valores anteriores en las Ecs.(3.14), (3.15) y (3.35), se obtienen los mismos
resultados que en el caso anterior.

3.1.2 Oscilador Armdnico

Si elegimos

glx) =k k>0, (3.37)

encontramos a partir de la Ec.(2.22), tomando = > 0, que
2
u= i*f, (3.38)

de donde, determinamos el cambio de variable z = F'(u) con

]{}2 2
Flu) = 4“ (3.39)
De las Ecs.(2.20) y (2.29) obtenemos, respectivamente
K*u  2c—1
__Ku 4
W (w) TR (3.40)
d? ktu? (2 —1)(2c — k?(2a —

du? 16 42 2

De aqui, podemos identificar una familia de potenciales tipo oscilador arménico, con su
correspondiente energia

k*u? n (2¢ —1)(2¢ —3)

Viu,e, k) = 16 2 , (3.42)
E(a,c, k) = —kQ(QC;_C). (3.43)

Las soluciones de la Ec.(3.41) se determinan a partir de las Ecs.(2.24) y (2.30)
pi(u) = e F U8 |y [Ny (Fu)), i=1,2. (3.44)

con y;(x), i = 1,2 soluciones de la ecuacién hipergeoméometrica confluente, Ec.(3.1).

%En este caso la condicién es a +1 —c € Z~ U{0}.

22



Entonces

i) = e U8 |CD2 B (a0 k2 u2/4), (3.45)
Po(u) = e F W8 | 4 |B292 By (a+1— ;2 — ¢; k2 u?/4). (3.46)

Los resultados anteriores satisfacen la ecuacién

du?
y son validos para —oo < u < o0o. Observemos que la ecuaciéon anterior, en general,
tiene la forma del caso expresado en la Ec(2.32). Nuestro interés serd buscar una eleccién
de pardmetros que permita expresar al potencial de la Ec.(3.42) sin los pardmetros que
determinan el valor de la energia.

- ( )1/1@( )* (CL G k) wz( ) t=1,2, (347>

3.1.2.1 Oscilador Armoénico 1D

Con el propésito de eliminar el término con 1/u? en la Ec.(3.42), es conveniente elegir a
los pardmetros como

K2 =2, c¢=1/2, 3/2 (3.48)
consiguiendo que
1
V(u) = i u?, (3.49)

el cual es el potencial para el oscilador arménico unidimensional [8].
Analicemos cada valor de ¢ por separado.

Caso ¢ = %
Sustituyendo este valor en las Ecs.(3.45), (3.46) y (3.43), encontramos, respectivamente
que

_ 1 u?
) = (o). (350
_ 1 3 u?
wQ(U) =e u2/4U1F1 <a2 5 5, 2> s (351)
1
Ei=—2a0;+—-, i=1,2, (3.52)

2

donde por conveniencia, se ha etiquetado al parametro a con el subindice i para indicar a
que solucién 9;(u) y espectro E; corresponde.

Los resultados anteriores cumplen la relacion

du?

1
— Zu%/;i(u) = —Eai(u). (3.53)
Dado que la funcién hipergeométrica confluente, cuando a € Z~U{0} es tal que 1 Fi(a; ¢; x)
es un polinomio de grado | a |, elegimos

1

5 (3.54)

ay = —n, ag = —Nn —

con n € NU{0}.
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Al igual que en el potencial de Coulomb, con los valores anteriores de a;, conseguimos que
cada serie infinita de la Ec.(3.4) se trunque para m > | a | +1, lo cual permite que ;(u),
i = 1,2, sea cuadrado integrable en el intervalo (—oo, 00).

Sustituyendo a1 y ag en las Ecs.(3.50)-(3.52) tenemos que

Yi(u) = e /4R <—n; %; u22> ; (3.55)
By =2n+ % (3.56)
Po(u) = e "t uFy (—n; g; u;) : (3.57)
By = 2n+ g (3.58)

Asi, por la forma de a;, cada funcién hipergeométrica confluente que es parte de las
soluciones ;(u), son polinomios de grado n.

Aplicando las siguientes relaciones entre los polinomios de Hermite y la funcién hiper-
geométrica confluente [10]

2n)! 1
Hay () = (—1)”@ 1F1 <—n; ;m2> , (3.59)
n! 2
2(2 ! 3
Hopy1(x) = (—1)"(nn—'H z1Fy <—n; 2;x2> , (3.60)
a las Ecs.(3.55) y (3.57) obtenemos
1(6) = e/ Han(6), (3.61)
1
(€)= e /% Hania (6), (3.63)
1
donde se ha definido u
= —. 3.65
3 7 (3.65)
De los resultados anteriores, concluimos que
W(&) = e S/ Hy(8), (3.66)
1
E=n+ 2 (3.67)
d 1 d
=, == 3.68
i A (3.68)
por lo que, la ecuacién de Schrondinger en la variable £, es
d%
28— () =~ 0o (3.69)
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Caso ¢ = %

Con este valor de ¢, y siguiendo el tratamiento del caso anterior, encontramos que los
valores de a1 y az deben ser

a; = —n, as = —n+ (3.70)

57
de tal forma que, al sustituir estos valores en las soluciones ¥;(u) (Ecs.(3.45) y (3.46)),
obtenemos los mismos resultados de las Ecs.(3.55)-(3.58).

3.1.2.2 Oscilador Arménico 3D
Si en las Ecs.(3.42) y (3.43) hacemos k? = 2, tenemos que

(2¢—1)(2¢—-3)

L
_ = .71
V(u,c) T 2 , (3.71)
E(a,c) = c—2a, (3.72)
y en este caso, consideraremos u > 0.
Ahora deseamos obtener el potencial efectivo para el oscilador arménico 3-D [9]
1, U(l+1)

Ver(r) = 3r° + =5, (3:73)

a partir de la familia de potenciales dada en la Ec.(3.71), para lo cual debemos elegir ¢ de
tal forma que
(2¢—1)(2¢—3) =4l(l +1). (3.74)

Los valores de ¢ que satisfacen la relacién anterior son

20+3 1-2]
=g a=—p (3.75)
por lo que las Ecs.(3.71) y (3.72) se transforman en
15 U(I+1)
V(u) = YR (3.76)
E(a,¢) =¢ —2a, i=1,2. (3.77)

A continuacién, se consideran por separado los valores de ¢ en las Ecs.(3.45), (3.46) y
(3.77).

Caso ¢ = %
P1(u) = e/ By (al; %%3; U;) , (3.78)
) =ty (g - LEL I, (379
E; = %TJF?’ —2a;, i=1,2. (3.80)
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Caso c = 1_721
Yi(u) = e Auh Py <a1; 1_T2l; u22> ; (3.81)
Po(u) = e /Ayt By <a2 + lele; QZTJF?’; u22> , (3.82)
B = 1_7% —9a;, i=1,2 (3.83)

Como | > 0, las soluciones con el factor u~' se descartan, pues son divergentes cuando
u — 0. Entonces, sélo consideraremos las siguientes soluciones con su respectivo espectro
E;

P1(u) = e~ w4 gl 1Fy (al; 2ZT+3; u22> , (3.84)
B = # ~ %y, (3.85)
Ya(u) = e w4+ 1 By <a2 + %T—i_l; 2l2i3; u22> , (3.86)
By = I_Tzl ~ %, (3.87)

Notemos que cada espectro E;, depende explicitamente del nimero cuantico azimutal [
) )
por lo que la eleccién de cada parametro a; esta basada en las siguientes condiciones

1. Ei = Ei (n),

2. alyag—l—ZlTH GZfU{O}.
Con la primera condicién, buscamos la forma del parametro a; que elimine la dependencia
de [ en el espectro F; e introduzca la dependencia del niimero cuantico principal n, mientras

que con la segunda, conseguimos que cada funcion hipergeométrica confluente sea un
polinomio.

Los valores de a; y as que satisfacen las condiciones anteriores son

l—n _n+l—|—1

= = 3.88
ai 5 02 5 (3.88)
Con estos valores, las Ecs.(3.84)-(3.87) se transforman en

l—n 20+ 3 u?
Ylu) = ey (20 2 0 (3.89)

2 2 2

3

BE=n+3, (3.90)

respectivamente, es decir, ambos valores de a; producen la misma solucién 1(u) y espectro

E.

En relacién a la Ec.(3.89), para que la funcién hipergeométrica confluente

l—n 20+3 u?
Jl L 91
1 1( 9 7 2 a2>7 (39)

sea un polinomio para todo n, el nimero cuantico azimutal [ debe cumplir lo siguiente
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e Sin es par, entonces [ =0,2,4,...,n,
e Si n es impar, entonces [ = 1,3,5,...,n.

Las restricciones anteriores garantizan que I_T" € Z~ U {0}, de tal forma que

l—n 2l 2
w(u) = e*u2/4 ul+1 1F1 <27’L’ T—’_S; U2> 7 (392)
1, l+1)
V(u) = 7Y + B (3.93)
3
E=n+s, (3.94)
satisfacen la ecuacién
d*(u
du(2 = V(w(u) = —E¢(u), u>0. (3.95)

3.1.3 Potencial de Morse

Como un ejemplo méas de potenciales solubles que se pueden derivar de la ecuacién hiper-
geométrica confluente, tenemos el potencial de Morse, para el cual debemos considerar

g(z) =Kz, kx>0 (3.96)

De la Ec.(2.22) obtenemos, tomando el signo menos

1
u=-—7 Inz, (3.97)
entonces
F(u) = e *, (3.98)

La eleccién del signo menos en la Ec.(2.22), permite que F'(u) — 0 cuando u — oo, por lo
que nos restringimos al caso u > 0.

A partir de las Ecs.(2.20) y (2.29) encontramos, respectivamente

ke7? k(1 —c)

W(u) = 5 + 5 (3.99)
dz;ig“) - kje—%“ + k2(2‘; =) b =0 - P iy = o, (3.100)
de donde es posible identificar una familia de potenciales y su espectro
Viu,a,c k) = ]fe_Qk“ + We—’f“, (3.101)
Ee, k) = _/#(14_0)2' (3.102)

En este caso, por simplicidad en la eleccién de los pardmetros a y ¢, s6lo consideraremos
la primera solucién de la ecuacién hipergeométrica confluente, para la cual, el parametro
c estd sujeto a la restriccion

c#£0,—-1,-2,.... (3.103)
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Por otra parte, la solucién de la Ec.(3.100) se encuentra a través de

P(u) = exp [/u W(t)dt} y1 (e kv, (3.104)
es decir,
Y(u) = exp [1{3(12_0)11 — ;ek“] 1F1 (a; c; eik“) . (3.105)

Ahora consideremos el cambio de variable
ku =Ind+ Gy, (3.106)

con d # 1y 3 pardmetros positivos, de tal forma que

1 1 d2 k2 d2
—2ku __ -2 —ku __ — .
(& = ﬁ@ By, (& = ge 6y, W = ETZ/Q (3107)
Por lo que la ecuaciéon tipo Schrodinger en la variable y es
d*y
dy(zy) — V) v(y) = —E¢(y), (3.108)
donde®
1—-c 1 _ 1
P(y) = exp ﬁ<2)y — ﬁe ﬁy] 1 Fy <a; c; &e By) , (3.109)
V( ) — /8726_26y + we—ﬁy (3 110)
V= 2d ’ '
201 _ 2
E= —W- (3.111)

Observando los resultados anteriores, tenemos que la forma del espectro es la misma,
pues el cambio de variable propuesto (Ec.(3.106)) solo intercambio k por f3; el cambio
significativo ocurre en el potencial V (y), pues se introdujo el nuevo pardmetro d.

Deseamos obtener el potencial de Morse
Vo(e 2P — 2¢7PY), (3.112)

a partir de V(y), para ello, vamos a comparar las Ecs.(3.110) y (3.112). Con esto deter-
minamos que los parametros ¢, d, deben cumplir las siguientes relaciones
3’ 3?(2a - ¢)

De la primera ecuacién, encontramos

4V

1

14

donde se ha considerado la raiz positiva pues d es un parametro positivo.

4Si d = 1, tenemos el cambio trivial k — 8y u — .
®Se ha omitido la constante d1~9/2 en ¥ (y).
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Considerando que
a=-n, neNU{0}, (3.115)

y debido a la condicién de la Ec.(3.103), tenemos que ¢ estd dado como
c=v—2n¢eN, (3.116)

por lo que los valores permitidos para n son
1
n:0,1,2,...,§(y—3). (3.117)

Sustituyendo los pardmetros anteriores en las Ecs.(3.109)-(3.111), obtenemos que

2n — 1
BRn—v+1) v s

v(o) = oxp |21 .

] L2 (pe=PY), (3.118)

Viy) = Vo (e—wy - 2e—ﬂy) , (3.119)

B2(2n — v +1)2

E=-— :
4

(3.120)

donde se ha usado la relacion entre la funcién hipergeométrica confluente y los polinomios
asociados de Laguerre (Ec.(3.30))

1Fy <a; c; Ve_’gy) = 1R <fn;1/ - 2n;1/e_ﬂy) oc LE72 =y emPY), (3.121)

Si en la Ec.(3.116) v = 1 (d = 1), tenemos que ¢ = 1 — 2n, con lo cual 1 F(a;c;e™¥) no
estd definida para n > 1. Esto demuestra la importancia de haber impuesto la condicién
de que el pardmetro d en la Ec.(3.106) fuera distinto de uno.

Usando la ecuacién hipergeométrica con la adecuada funcién g(x), se han resuelto los
potenciales de Coulomb, Oscilador Arménico y Morse. Para cada potencial la funcién
g(x) fue de la forma k2z™ con m € {—1,0,1}. Otras formas posibles para g(x) fueron
analizadas, pero el incoveniente que éstas presentaron fue la ausencia de algin término
independiente de u en la ecuacién tipo Schrodinger correspondiente Ec.(2.29). El caso
general donde g(z) = k?2™, m # 1 se discutira al final de este capitulo donde se muestra
la situacion antes descrita.
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3.2 Ecuaciéon Hipergeométrica

Como se mencioné al inicio de este capitulo, el método propuesto se aplicara a la ecuacién
hipergeométrica [10, 13]

r(l—2)y" () +[c—(a+b+1)z] ¥ (x) —aby(z) = 0. (3.122)
Por simplicidad en la eleccién de los pardmetros a,b y ¢, sélo consideraremos la soluciéon
y(z) = 2F1(a,b;c;x), c#0,-1,-2,... (3.123)

siendo 9 F1(a, b; ¢; x) la funcién hipergeométrica dada por

N - (@)m (b)m ™
QFl(a,b,C,x) _Tnz::o(c)rnrn/' (3124)
Por la Ec.(2.11) podemos identificar
Px)=z(1-2), Q(x)=c— Az, R(z)= —ab, (3.125)
donde se ha definido
A=a+b+1. (3.126)
Si escribimos la funcién P(x) como
1
P(z) = —; [(1-22)>-1], (3.127)

y eligiendo el signo menos en la Ec.(2.22), tenemos

z —2dz
=/ NS (3429

En lo que sigue, proponemos funciones g(x) que permitan resolver la integral anterior.

3.2.1 Potencial de Scarf IT (Caso Hiperbdlico)

Para poder usar el siguiente resultado [14]

dw w
- —genh' —, 3.129
/ Vw? + m?2 m ( )

se propone
1
g(x) = —1k2, k> 0. (3.130)

Usando las Ecs.(3.128)-(3.130) encontramos que

2 [* —2d 2 1-2
u : =~ senh™! ( x) , (3.131)

Tk \/(1—22)2—1—2'2_/47 )

i
observemos que u serd un nimero real si el argumento de sinh™! en la ecuacién anterior
es real.

Entonces el cambio de variable x = F'(u) estda dado por

1
F(u) = 5 <1 — isenh /~62u) , —oo < u < 00. (3.132)
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A partir de la Ec.(2.20) tenemos que

k k
W (u) = iD sech ju + Ftanh 7u7 (3.133)
con D y F parametros definidos como
k k
D= Z(A—Qc), F= Z(A_l)' (3.134)

Sustituyendo en la Ec.(2.29), encontramos una situacién descrita por la condicién de la
Ec.(2.32), de donde identificamos la familia de potenciales y su correspondiente espectro,
dados como

kF k k k k
V(u) = [ — — D* — F?) sech? "4 iD(2F — 2 ) sech " tanh —u, (3.135)
2 2 2 2 2
1
E=-F?+ Zabkz. (3.136)
A partir de la Ec.(2.24) encontramos que
2D ku 2F ku
—I(u) = - tan <senh 2) + - In <cosh 2) , (3.137)
donde hemos usado los resultados de las siguientes integrales [14]
/tanh v dv = In(cosh v), /sechv dv = tan"!(senh v). (3.138)

Obsérvese que las composiciones de la Ec.(3.137) son vélidas para —oo < u < 0o, pues el
dominio de tan™'v es Ry coshv > 0V v € R [15].

Para determinar la solucién de la ecuacién tipo Schrodinger correspondiente

29(u
d;;g ) _ V(uw)(u) = —Ev(u), (3.139)

usamos la Ecs.(2.30), (3.123) y (3.132), obteniendo que

2F
2iD 3 1 — isenh %
P(u) = exp [Z]{ tan ! <senh k;)} (cosh k;) 2 F (a,b; c; zsen2> . (3.140)

2

Sustituyendo a D y F' en el coeficiente del segundo término del potencial V(u) de la
Ec.(3.135) tenemos que

. k ik?
iD 2%5 :?(a+b—20+1)(a+b—1), (3.141)

Puesto que debemos elegir a a, b y ¢ de manera que cancelen a i, la forma més conveniente
de hacerlo es i
S —1

a=-n, b=n+s, c:#q, (3.142)

conn e NU{0}yqseR.
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Notemos que la eleccién de a permite que la funcién hipergeométrica de la Ec.(3.140)
sea un polinomio, mientras que la forma de b permite cancelar la dependencia de n que
es introducida en la Ec.(3.141) por a, e incorpora al nuevo pardmetro s. Finalmente, ¢
elimina a la unidad imaginaria ¢. Entonces con a, b y ¢ dados por la Ec.(3.142), tenemos

que D y F se escriben como
ikq ks
D=— F=—. 3.143
o, ; (3.143)
Consideremos la relacién entre la funcién hipergeométrica y los polinomios de Jacobi [11,

12]

1—2 n!
| - 1: 1: = p(aﬂ) 3.144
2 1< nntatftlatl— ) CEINL (), ( )

dado que ésta es la que mas se ajusta a la situacién que tenemos por la forma del parametro

c. Los polinomios ultraesféricos C’ﬁ(m) pueden ser tutiles también, pero estos son un caso
particuar de los polinomios de Jacobi cuando o = 3.5

Para usar la relacién de la Ec.(3.144), es necesario determinar o y  cumpliendo las
siguientes relaciones

s+1—iq

n+s=n+a+p+1, 5 a+ 1. (3.145)
Resolviendo el sistema anterior, encontramos que
s—1—1q s—1+41q
— = - = 3.146
e e (3.146)
entonces, sustituyendo en la Ec.(3.144)
1—iq 1—isenh® k
o <—n,n 42t 5 . — ) o Plesf) (z sinh 2“) . (3.147)

Finalmente, al ser sustituidos los pardmetros D y F en las Ecs.(3.135), (3.136), (3.140) y
considerando la relacién anterior, obtenemos los siguientes resultados

q ku Fu\ %/ ku
Y(u) = exp |—= tan~!  senh — cosh — P8 (isenh — |, (3.148)
2 2 2 2
K o o ku  k%q ku ku
Vu) = E(q — 5“4+ 2s) sech e3 + ?(1 — s) sech oY tanh - (3.149)
k2 9
E,=——(2n+s)", (3.150)
16
los cuales satisfacen P (W)
P(u
g2~ V(i) = —Ey(u). (3.151)

De la Ec.(3.148) observamos la ventaja de haber escrito al pardmetro b como n + s, pues
si s = 0, tendriamos que |¢(u)|? es divergente cuando u — =oo, por otra parte, para
que ésta sea cuadrado integrable en el intervalo (—oo,00), se debe tener s < 0 ya que
(cosh %“)5 — 0 cuando u — +o0.

5Ver Apéndice
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3.2.2 Potencial de Scarf I (Caso Trigonométrico)

En este caso, deseamos utilizar el resultado de la integral [14]

dw qw
[ (3.152)
escribiendo a la funcién P(z) y eligiendo a g(x), como
1 5 k?
P(z) =7 [1-(1-22)%, ga)= T k>0 (3.153)

Sin embargo, el calculo se simplifica, si en los resultados del caso hiperbdlico, consideramos
los siguientes cambios
u = —1iv, qg=—ip, pE€R, (3.154)

para ello, se van a usar las relaciones que a continuacién se muestran [14, 15]

isenh™ 2 =sen"!(iz),  senh(iz) =isenz, (3.155)
1
cosh(iz) = cosz,  tan"'(—iz) = —iln 1 + x, -l<z<l (3.156)
-z

Usando la Ec.(3.156), tenemos que

1+ sin %
—gtan_l senhk—u :Eln &:ln
2 2 2 1—sin%”
kv

Para que la relacién anterior sea valida, debemos tener —1 < sen -5 < 1, entonces, el
dominio de v es

kv kv |P/?
tan ? + sec —

5 (3.157)

T T
—— —. 1
p <v<y (3.158)
Sustituyendo ¢ = —ip en la Ec.(3.146) tenemos que los pardmetros « y (3 son
—p—1 —1
a= %, ﬂ:%. (3.159)

Finalmente, realizando los cambios correspondientes en las Ecs.(3.148)-(3.150) obtenemos

kv [P/2 ko) */? kv
P(v) = |tan 5 T 8ec (cos 2) Py <sen 5 ), (3.160)
K2, 9 s kv k%p kv kv
= (s2-2 Ly il Y sec — 161
V(v) 16(8 s+ p?) sec 2+ 8( s)tanQSecz, (3.161)
k2
Ep = 15(2n+ s)2. (3.162)
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3.2.3 Potencial de Poschl-Teller

Al igual que con el potencial de Scarf I, podemos aplicar el método propuesto usando, en

este caso [14]
2

dw w k
" _—cosh 12 =——, k>0 3.163

sin embargo, podemos utilizar los resultados obtenidos para el potencial de Scarf I junto
con un cambio de variable conveniente.

A partir de las férmulas [15]
sen(f + i¢) = sen @ cosh ¢ + i cos f senh ¢, (3.164)
cos(6 + i) = cos f cosh ¢ — i sen 6 senh ¢, (3.165)
se propone el siguiente cambio de variable

@ T iku

=y 1
5 5 + 5 (3.166)
Entonces por las Ecs.(3.164) y (3.165), tenemos que
k k k k
sen — = cosh—u, cos = = —jsenh . (3.167)
2 2 2
Si consideremos el primer factor de la Ec.(3.160) encontramos
kv [P/2 ku | P2
tan ?v + sec ?v = |tanh Zu , (3.168)
donde se utilizé la relacién [15]
Y senh y
tanh = = ———. 3.169
a 2 coshy+1 ( )

Por los cambios de la Ec.(3.167), los resultados del potencial de Scarf I (Ecs.(3.160)-
(3.162)) se convierten en

k 7}7/2 ]C 8/2 k
Y(u) = | tanh i senh S P,ga’ﬁ) cosh = , (3.170)

4 2 2

k2 2 2 2 ku k2p ku ku
V(u) = G (s* — 25+ p”) csch -+ ?(1 —5) csch7 coth 5 (3.171)
k2
E, = —E(Qn + 5)2, (3.172)
con . . ,

o= %, g=2"P" 2 ]; : (3.173)

De la relacién entre la funcién hipergeométrica y los polinomios de Jacobi, Ec.(3.144),
concluimos que

1 — cosh &
T = # (3.174)
entonces 9
u = cosh™!(1 - 2z), (3.175)

k

por lo que el dominio de u es (0, 00).
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3.2.4 Potencial de Eckart

Utilicemos ahora la funcién g(z) dada por

k’2
g(x) = I [(1 —2x)% - 1] , k>0,

y emplearemos el siguiente resultado [14]

dw 1 qw
/H:—coth L= w? >m?
w2 —m m m

(3.176)

(3.177)

Sustituyendo en la Ec.(3.128), considerando que z < 0 con lo cual (1—2z)? > 1, obtenemos

2
u= coth™1(1 — 2z),

ademds, por la condicién sobre z, se sigue que el dominio para u es (0, 00).

Entonces, el cambio de variable x = F'(u) estda dado por

F(u) = 1 (1 — coth k‘u) ,
2 2

y con la Ec.(2.20) encontramos que
ku
W(u) = D + F coth -

donde se han definido L ;

Aplicando el método propuesto, encontramos los siguientes resultados

2F [k 1 — coth ku
Y(u) = ePv (senh k;) 3 (a,b; c; sz> ,

k
vmy—ﬂnwmh;“+@ﬂ——

E=-D?—- F2,

Al sustituir los pardmetros D y F en los coeficientes de V' (u), tenemos que

k.2
2DF = (1 =a—-b)(l+a+b—20),

po_ KF _abk® R
2 4 16

[((a—1b)*—1].
Por conveniencia, se proponen

An’4p-1

S e R.
22n+1) 0 V€

a = —n, b= —n, c=
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Debido a la forma en la que se propone a ¢, el potencial V(u) no depende de n, por otra
parte, permite usar la relacién entre la funcién hipergeométrica y los polinomios de Jacobi
dada por la Ec.(3.144); entonces debemos determinar « y 3 que cumplan

an?+p—1
1= — 1= 7 = 1
n+a+p+ n, o+ 2@n 1 1) (3.188)
Resolviendo el sistema anterior, obtenemos
2n +1)2 2n +1)2 —
o= Znt 7P g @nt1)7-p (3.189)
2(2n+1) 22n+1)

Con los pardmetros de la Ec.(3.187), los resultados de las Ecs.(3.182)-(3.184) se convierten

en
2n+1

B kpu ku\ 2 (0,8) ku
P(u) = exp {4(2n m 1)} <senh 5 > P, coth 5 ) (3.190)
k2 k k2 k
V(u) = ?p cothéu 1 csch? %L, (3.191)
k2 p2
E,=—-— |2n+1)?+ ——|. 3.192
16 [( n+1)7+ (2n+1)2] ( )

A partir de estas ecuaciones, podemos obtener otros potenciales mediante un cambio de
variable. Alternativamente, podemos aplicar el método con una funcién g(x) apropiada
y escribiendo a P(z) de manera conveniente. Lo primero simplifica de manera notable
los célculos, como pudo apreciarse con los potenciales de Scarf I y de Péschl-Teller antes
discutidos.

3.2.5 Potencial de Rosen-Morse II (Caso Hiperbdlico)

Para generar este potencial desde nuestro enfoque, se usa el siguiente resultado [14]
d 1
/m2ww2 — — tanh™’ % w2 <m?,  g(z) = k*P(z), k>0, (3.193)

tomando 0 < z < 1, lo cual implica que (1 — 2x)? < 1.

Sin embargo, al igual que con los potenciales de Scarf I y Poschl-Teller, consideramos un

cambio de variable dado por
ku _im kv

— 4+ — 194
5 =5 T o (3.194)
y a partir de las siguientes férmulas [15]
senh(f + ¢) = senh 6 cosh ¢ + cosh 6 senh ¢, (3.195)
cosh(f + ¢) = cosh 0 cosh ¢ + senh 6 senh ¢, (3.196)
obtenemos " . " "
u o v u o v
senh - = cosh - cosh 5 =1 senh 5 (3.197)
De la Ec.(3.179) tenemos que
1 k
r=3 (1 — tanh 2”) , (3.198)

asi, el dominio para v es (—o0, 00), mientras que para z es (0,1).
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Realizando los cambios en las Ecs.(3.190)-(3.192) encontramos que

2n+1
¥(v) = exp [4(271—}— 1)} (COSh 5 > P, tanh 5 ) (3.199)
k%p kv k2 9 kv
V(v) = - tanh; + 16 sech - (3.200)
k’2 p2
Ep=——|@n+12+ ——|. 201
16 [(7” ) +(2n+1)2} (3:201)

con a y 3 dados por la Ec.(3.189).

3.2.6 Potencial de Rosen-Morse I (Caso Trigonométrico)

Finalmente, el potencial de Rosen-Morse I lo determinamos a partir del anterior realizando
los siguientes cambios
kv am  tku
—_— = — = 1iq, € R, 3.202
5 =5 p=1iq, ¢ (3.202)

entonces, usando las Ecs.(3.195)-(3.196) llegamos a

k k k
senh ?U =i cos %L, cosh ?U = sen %L (3.203)

Para obtener el dominio de u, sustituimos las relaciones anteriores en la Ec.(3.198)

1 k
T=3 <1 —icot 2“) : (3.204)

dado que | z | debe ser finita, tenemos que 0 < u < 2%,

Realizando los cambios de la Ec.(3.203) en los resultados del potencial de Rosen-Morse 11,
tenemos que

2n+1
_ kqu kuy 2 (@.B) | : ku
P(u) = exp [4(271 n 1)] <sen 5 ) P icot 5 ) (3.205)
k%q ku k* S ku
V(u) = 5 cot -5 T 166 o (3.206)
k2 q2
E,=—1(2 ) R —— 2
16 [( n+l) (2n+1)2] (3:207)
con ) )
2 1 ) 2 1) —1
_ _OntD7+ig 5 @etl)—ig (3.208)
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3.3 Resumen de Resultados

En esta seccién se resumen los resultados obtenidos con el método a partir de las ecuaciones
hipergeométrica confluente e hipergeométrica. En todos lo casos el parametro k es positivo.
Estos resultados satisfacen la ecuacién diferencial

d*y(u
) V() = ~Bi).
u
Tabla 3.1
Ecuacién Hipergeométrica Confluente
9(x) W (u) V(u) E ¥(u)
]{52.%‘_1 i o g k(?a ) + C(:u;) % e—ku/Zuc/QlFl(a;C; ku)
u>0
20 2
P el g oo _Ee
—00 < u < 00 x 1Fy (a;c; k*u?/4)
ka k —ku + k(lz_c) T —2ku+ (2‘1 C) —k"u (14_0)2 exp |: (1 C) %efkru]
u>0 x1F) (a;c;e‘k“)
Tabla 3.2
Ecuacién Hipergeométrica Confluente (continua)

Potencial g(z) Pardametros V(u) E, Y(u)
Coulomb Kol azi-nt1 PR Gl — e~ /2m L L2 (/)

c=2(1+1) w>0

k=1/n
Oscilador ID k2=2 a=-n “72 n+ i e /A H,, (u/\/2)

2c=1,3 —oo < u < 00
Oscilador 3D k> =2 2a=1-n T . (ZH) n + % e~ /4 g ltl

2¢ =20 +3 w0 x1Fy ( ,21337%)
Morse k2 ku=—Inv+gy Vo (e—QBy . Qe—gy) _ﬂ2(2nzu+1)2 exp [5(2n—2u+1)y _ %e_gy]

v v>0 N )
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Tabla 3.3

Ecuaciéon Hipergeométrica

g(x) = 3k, f\/u% =senh™' 2, _—co<u<oo
W (u) iDsech B + Ftanh &%, 4D = k(A —2¢), 4F = k(A1)
b0 o [P o et )] o 3 o (ot
V(u) (AF — D? — F?) sech® % +iD (2F — %) sech & tanh £
E —F? 4 o

Scarf IT (Hiperbdlico)

a=-n, b=n+s, 2c=s+1—ig -oco<u<oo, a=31" pg=s114
Y(u) exp [—% tan™! (senh £¢)] (cosh k—“)s/2 ple? (i senh %)
L 2 2 n 2
k%(g®—s2+2s) 2 ku | k?q(1—s) ku ku
V(u) — g sech” 5 + = sech 5 tanh %
k?(2n+s)?
En T 16
Scarf I (Trigonométrico)
u=—iv, q=—ip -rwT<hkv<m a===L21 pg=ste=l
v |P/2 s/2 p(a,B
Y(v) |tan £2 4 sec £ |7 (cos £2) i )(sen kv)
2.2 2 2
V(v) Rs™—2s4p7) 1§5+p ) sec? k—; + Epllos) p(g $) tan % sec k”
k2(2n+s)2
En 16

Poschl-Teller

kv=m+iku, u>0, a=3b=2t g==str-l

P(u) (tanh %)_p/Q (senh k“)5/2 (o,8) (cosh %“)

V(u) 7/7“2(82_128” ) csch? ku k“ + 7(5 %) coth ku k“ csch &% k“
k2 (2n+s)?

En — 16 )
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Tabla 3.4

Ecuacién Hipergeométrica (continua)

g(x)z—%[(l—?x)Q—l}, r<0, [ =—Leoth™'2 >0

2—m

W (u) D + Fcoth &, AD = k(A —2¢), 4F = k(2 — A)
(u) exp (Du) (senh %“)QF/k o Fy <a, b; ¢; 1_(302thk;>
V(u) 2DF coth %“ + <F2 - I%F - %) csch? %“
E —D? - F?
Eckart
a=-n, b=-n, c=-tmird 450 o=@l 5o @riliop
»(u) exp [ (%ﬂ)} (senh %u) ntl plep) (coth %‘)
V(u) L “P coth B — k- > csch? ku
E, —& [en+1)2 + 5]
Rosen-Morse II (Caso Hiperbdlico)
ku=im+ kv, —-co<v<oo, a= 77@2’2;&;”, 8= 77(2";});1;”
Y (v) exp [%} (cosh ]“2—”) = P( oP) (tanh k“)
V(v) k%p tanh %” 165 ech?kv k”
E, —Ben+12+ 52|
Rosen-Morse I (Caso Trigonométrico)
kv=im—iku, 0<ku<2r, a=-@EUe  g_  @uilior

2n+1
¥(u) exp [4(5311)} (sen ') = P (i cot )
V(u) % cot %“ — % csc? %“
2 2
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3.4 Discusién del Método

En esta seccién mostramos mediante dos ejemplos, las dificultades que presenta el método
de la seccién 2.2. En el primero, tenemos que la expresién (2.31) se escribe de la forma
(2.33), es decir, se carece de un término independiente de u que pueda asociarse a la
energia, y en el segundo, tenemos una situacién dada por la Ec.(2.32), en la que a; = n.

Consideremos la ecuacién hipergeométrica confluente, Ec.(3.1). Una manera conveniente
de proponer a la funcién g(x) para poder resolver la integral de la Ec.(2.22) es

glz) = k2™, k>0, meQ\{1}. (3.209)
A partir de la Ec.(2.22), eligiendo el signo més, obtenemos
u="1 gin = 2 (3.210)
k ’ 1-—m’

por lo que el cambio de variable x = F(u) es

F(u) = ("Z‘)M (3.211)

Sustituyendo en las Ecs.(2.20), (2.29) y (2.30) obtenemos, respectivamente que

A, 1tm
W(u) = =™ + Bul-m, (3.212)
u
d? Am(Ay, —1 1 m 2(14m)
¥lu) ( ) + Bp | 24, + ~tm uTom B2 =0 + aCput™ | (u) =0,
du? u? 1—m
(3.213)
B, (1— 2
P(u) = exp [(2m)ulQm} | w [ Ly (a; ¢ (ku/p)™). (3.214)
donde se han definido
1 1 k(k\ion NG
2 2 \p 7
Con los valores m = —1, 0, obtenemos los mismos resultados que se encontraron al inicio

de las secciones 3.1.1 y 3.1.2, los cuales corresponden al potencial de Coulomb y al del
osilador arménico respectivamente.

Observando la Ec.(3.213), notamos que los tnicos valores de m que producen un término
indedendiente de u en el factor de 1 (u), son —1 y 0; cualquier otro valor de m no contiene
término independiente de u el cual pueda ser asociado con el espectro.

Si bien la funcién g(x) que se propuso, permite en principio resolver la integral de la
Ec.(2.22), y el desarrollo del método es algebraicamente posible, de todas las familias de
ecuaciones tipo Schrodinger que se obtuvieron, encontramos que sélo dos casos particulares
para m son utiles, los demaés casos para m € () no tienen significado fisico.

Lo anterior es una de las dificultades que presenta el método, la ausencia de algin témino
constante en la expresién W2(u) + W' (u) — g(F(u))R(F(u)).

41



Finalmente, consideremos la ecuacién diferencial de Hermite [10,13]

H/(z) — 2zH], + 2nH,(z) = 0. (3.216)
Si proponemos
g(x) = K*2?, kx>0, (3.217)

con la aplicacién del método, eligiendo el signo negativo en la Ec.(2.22), obtenemos la
ecuacion tipo Schrodinger

2 2
w — k2 [e—4ku — (2n+ 1)6—%”} U (u) = %%(u), (3.218)

cuya solucion esta dada por
n(u) = exp [ — 6_2]’“‘] H, (e ). (3.219)

Nétese que en este caso, el potencial V(u) que se obtuvo es dependiente de n, aqui no
podemos elegir de manera adecuada al pardmetro k para eliminar esta dependencia, por
lo que tenemos una situacién descrita por la Ec.(2.32), para la cual a; = n.
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Capitulo 4

Otras Aplicaciones

4.1 Ecuacion de Schrodinger con Masa Dependiente de la Posicion

Como una tltima aplicacién del método propuesto de la seccién 2.2, con g(z) = 1, consid-
eraremos la ecuacién unidimensional de Schrodinger con masa dependiente de la posicion,
la cual puede escribirse de la siguiente forma [7]

1d 1 d
—_— \%4 =F 4.1
)] + V) = Bu) (a.)
o bien, después de haber desarrollado el primer término del lado izquierdo, se puede
reescribir como
1

2m(x)

1
2m(x)

w%m+[ }wwqu—vmnmmzo. (42)

En este caso la funcin ¢(z) no es conocida de antemano. Comparando con la Ec.(2.11) se

identifica que, en este caso

1
- 2m(x)’

1
2m(x)

P() Q) - | ]ﬂ R(z) = E—V(2) (43)

donde el simbolo ’ denota derivada con respecto al argumento de la funcién.

Al aplicar el método propuesto a la Ec.(4.2) obtenemos

di;ig“) — [W2(u) + W (u) + V(F(w)) — E] o(u) =0, (4.4)
donde
p(u) = el WOy (u)), (4.5)
W (u) = Q(F(gl);),&f ) (4.6)
Se define r g
f(z) = / /ot (4.7)
entonces
F(u) = f~'(u), (4.8)

En este punto, es importante sefialar, que si queremos encontrar las derivadas de F'(u),
no se requiere calcular explicitamente la inversa de la funcién f(u), en lugar de esto,
podriamos hacer uso del teorema de la funcién inversa el cual dice que [14]

W) = (4.9
Asi, por las Ecs. (4.7)-(4.9), tenemos que
! = i () = U
F(w) = gt~ = /P(PQ) (1.10)
1
= 72m(F(u)) (4.11)
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Entonces

1
F'(u) = — | ————r 4.12
(u) =~ [ TGO (4.12)
Ademas, por la Ec.(4.3), escribimos
1 d 1
Q) = 55735 |t )
Sustituyendo en la Ec.(4.6) obtenemos
d 1 1 d 1
Usando el siguiente resultado
d 1 dg(x)
la Ec.(4.14) se convierte en
d _1
W(u) = @ln [2m(F(u))]"*. (4.16)
Haciendo el cambio de operador
d dF(u) d
i 4.1
du du dF(u)’ (4.17)
la Ec.(4.16) se reescribe como
m'(F(u
W(u) =— (F( )>3/2. (4.18)
2 [2m(F (u))]
A partir de las ecuaciones anteriores encontramos que
/ 2 / "
) — Bl E )P = 2w (F ) (F(w) w19

16m3(F(u))
Al sustituir en la Ec.(4.4), tenemos

2 U m’ ” 2 m' w)m” U
dcalig)_ 7[m/(F( ))]32mi(F((IZ)())) (F( ))+V(F(u))_E 0. (420

cuya solucion esta relacionada con las Ecs.(4.5) y (4.16), con la funcién ¢ (z) de la siguiente
manera

plu) = [2m(F(u)] ") (F (u)). (4.21)

Es importante hacer notar que las dos tltimas ecuaciones estan en buen acuerdo con aque-
llas obtenidas por B. Gonul et.al [6], las cuales fueron encontradas mediante un cambio de
variable (ansatz) propuesto. Finalmente la Ec.(4.20) puede estar asociada a una ecuacién
cuya solucién sea de antemano conocida. En la mayoria de los casos esta ecuaciéon es
otra ecuacién de Schrédinger con masa constante. Dado que este punto esta fuera de los
objetivos de esta Tesis no fue abordado con detalle.
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Conclusiones

En este trabajo se propusé un método con el cual, una ecuacion diferencial especial es
transformada a una familia de ecuaciones tipo Schrédinger. La solucion de esta familia es
obtenida en términos de la funcién especial correspondiente. Trabajando con la ecuacién
hipergeométrica confluente, la adecuada seleccién de la funcién g(z) y de los pardmetros in-
volucrados, se obtuvieron los potenciales de Coulomb, oscilador arménico y Morse. Mien-
tras que con la ecuacién hipergeométrica, los potenciales de Scarf II y I, P&schl-Teller,
Eckart, Rosen-Morse II y 1. Para cada potencial, sus eigenfunciones y eigenvalores se dan
de manera explicita.

Se observé que es esencial la eleccién de la funcién g(x) y de los pardmetros que aparecen
en la ecuacién tipo Schrodinger correspondiente. En el primer caso, se mostré al final del
capitulo 3, que existen funciones g(x) que permiten que el algebra involucrada en el método
se pueda realizar, pero sin embargo, no existen términos independientes de la variable u que
puedan asociarse al espectro E. Por ejemplo, con la ecuacién hipergeométrica confluente,
se propusé la funcién g(z) = k22™, m € Q\{1}, llegando a la conclusién de que sélo los
casos m = —1,0 incluyen un término independiente de wu.

Como una tultima aplicacién del método, se transformé la ecuacion de Schrédinger con
masa dependiente de la posicién a una ecuacién de Schrodinger que eventualmente puede
ser resuelta, llegando al mismo resultado que se reporta en [6].
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Apéndice

Ahora daremos una breve revisiéon a las propiedades més importantes de las ecuaciones
hipergeométrica e hipergeométrica confluente. También se dardn las relaciones entre sus
soluciones y diversas funciones especiales, entre las que destacan algunas que se han usado
en éste trabajo.

A.1 Ecuacién Hipergeométrica

La ecuacién hipergeométrica, la cual tiene tres puntos singulares regulares en z = 0,1, 0o
es! [10, 11, 12]
(1 —2)y" () + [c— (a+ b+ 1)z]y (x) — aby(z) = 0. (A.1)

Una propiedad importante de (A.1), es el hecho de que cualquier ecuacién diferencial
lineal de segundo orden con solamente tres puntos singulares regulares, puede expresarse
por medio de un cambio de variable y en la adecuada seleccién de los parametros a, by c,
en la ecuacién hipergeométrica [12,13].

Las soluciones linealmente independientes de (A.1) son

- (@)m (b)m ™

9 F1(a,b;c;x) Emzz:o O g c#0,-1,-2,... (A.2)
2o (a+1—c¢,b+1—¢2—cx), c#2,3,4,... (A.3)

La solucién (A.2) se denomina funcién hipergeométrica, la cual es un caso particular de
las series hipergeométricas dadas por

— (@1)m(a2)m - - (ap)m 2™
Folay,...,apn B1,...,842) = g —_— A4
pFalan pi 1 B4 2) — (B1)m -+ (By)m m) (A4)
y éstas son una solucién de la ecuacién diferencial [11]
d
0@6+/—1)--(0+8;—1)—2(0+a1) - (0+ap)]y =0, 5:,2%. (A.5)

Ademsés las series (A.4), convergen absultamente para todo z finito si p < gy para | z |[< 1
sip=gq+1,y diverge para todo z #0sip > ¢+ 1 [11,12].

Por la definicién de los simbolos de Pochhammer, tenemos que, si n € NU{0}
(—n)m =0 st m=n+1, (A.6)

asi, con a = —n la serie infinita dada por (A.2) serda un polinomio de grado n.

Como se menciond al inicio de ésta seccién, existen ecuaciones difenciales especiales que se
pueden expresar como casos particulares de la ecuacién hipergeométrica. A continuacion
se muestran éstas junto con sus soluciones escritas con la funcién hipergeométrica [12].

! También se denomina ecuacién diferencial de Gauss
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Ecuacién Diferencial de Jacobi

(1— a2y () + [ —a—(a+ B +2)z]y () + n(n+a+ B+ 1)y(x) =0, (A7)
Dy 1—
pgﬁ(x):mi;‘)gﬂ <—n,n+o¢—|—ﬁ+1;a+1; 2w>' (A.8)
Ecuacion Ultraesférica
(1 —a?)y"(z) = (26 + V)ay/ () +n(n + 28)y(z) = 0, (A.9)
Ch(z) = “3nigl o1 [ —n,n+20+ 11+ 5; 5 ) (A.10)
Ecuaciéon de Legendre
(1 —22)y"(x) — 2zy/ (z) + n(n + Dy(z) = 0, (A.11)
11—z
P, (z)= oF; <—n,n+ 1;1; 5 ) . (A.12)
Ecuacién asociada de Legendre
m2
(1 —2%)y" (z) — 22y (z) + [n(n +1)— T 562:| y(x) =0, (A.13)
(n+m)! (1 —z2)™/? 11—z
Pl (zx) = F — 1; 1; . A.14
n(x) (n_m)| 2mum| 21 {m—nm+n+1ym+ L 9 ( )
Polinomios de Chebyshev Tipo 1
(1= 2?)y"(x) — ¢/ (x) + n*y(z) = 0, (A.15)
11—
To(x) = oF (—n,n; L ) (A.16)
2" 2
Polinomios de Chebyshev Tipo II
(1 — 22)y"(x) = 3zy/ (z) + n(n + 2)y(z) = 0, (A.17)
1 —
Up(z)=(n+1) oy (—n, n+2; g; 258) (A.18)

O bien, algunas las funciones especiales anteriores, pueden ser expresadas en funcién de
los polinomios de Jacobi piP) (z) [12].

Polinomios de Gegenbauer 6 Ultraesféricos

Cr @) = a1/, (ioi)/’;)n pe2em1/2) (5), (A.19)
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Polinomios de Legendre
P, (z) = POO)(x). (A.20)

Polinomios de Chebyshev Tipo 1

Ty (z) = (1”/'2)n P-1/2-1/2) (). (A.21)

Polinomios de Chebyshev Tipo II

Un(z) = %72)13' P/22) (), (A.22)

Polinomios Asociados de Laguerre

L (z) = Jim. PleB) (1 — 2;) : (A.23)

A.2 Ecuacion Hipergeométrica Confluente

Si en la Ec.(A.5) consideramos p = ¢ = 1 obtenemos

2 (o 1) o (e 40) a0 e

zy”(z) + (¢ — 2)y (2) — ay(z) =0, (A.25)
la cual se denomina ecuacién hipergeométrica confluente. Esta ecuacion diferencial tiene
un punto regular singular en £ = 0 y un punto irregular singular en x = oco.

o bien

Las soluciones linealmente independientes de (A.25) alrededor de z = 0 son

ey = N (@ ™
1By (a;¢;2) :mzo Ol c#0,-1,-2,... (A.26)
T Fila+1-¢2—cx), c#2,3,4,... (A.27)

vélidas para toda x finita.

La Ec.(A.25) puede obtenerse de la ecuacién hipergeométrica (A.1) reemplazando x por
x/b, y haciendo que | b |— oo, es decir

‘bl‘im oFi(a,b;c;2/b) = 1F1(a; ¢ o), (A.28)
—00
por lo que 1Fi(a;c;x) es una forma confluente de 92Fi(a,b;c;x), pues £ = oo es una

confluencia de las singularidades b y oo de 2Fi(a, b; ¢; z/b) [10,11].

Los polinomios de Hermite, Laguerre y asociados de Laguerre estan relacionados con la
funcién hipergeométrica confluente como se muestra a continuacién [10]

Hop () = (—1)”(2;;)! 171 (—n; ;;3:2> , (A.29)
Hypa(a) = (-1 2 (—n; gx) | (A.30)
L,(z)= 1Fi(—n; 1;2), (A.31)
L' = W 1Fi(—n;m 4+ 1; ). (A.32)

48



Referencias

[1] F. Cooper, A. Khare, U. Sukhatme, Supersymmetry in Quantum Mechanics, World
Scientific, 2000.

[2] G. Krylov, M. Robnik, On one-dimensional Schrédinger problems allowing polynomial
solutions, J. Phys. A: Math. Gen. 33(2000) 1233-1245.

[3] G. Bastard, Wave Mechanics Applied Semiconductor Heterostructures, Les Editions de
Physique, Les Ulis, 1988.

[4] L.I. Serra, E. Lipparini, Europhys. Lett.40(1977) 667, F. Arias de Saavedra, J. Boronat,
A. Polls, A.Fabrocini, Phys Rev. B50 (1994) 4284.

[5] R. Dutt, U. Sukhatme, Jou. Phys. A25 (1992) L843-L850.

[6] B. Gonul, F. Uzgiin, Mod. Phys. Lett. A 17(37)(2002)2453.

[7] J. Yu, S.-H. Dong, Phys. Lett. A 325(2004) 194-198 y referencias ahi citadas.
8]

8] D. Griffiths, Introduction to Quantum Mechanics, Second Edition, Pearson Educa-
tion, EUA, 2005.

[9] L. de la Penia, Mecdnica Cudntica, Ediciones Universitarias, FCE, México, 1991.

[10] G. Arfken, H. Weber, Mathematical Methods For Physicists, Sixth Edition, Elsevier
Academic Press, EUA, 2005.

[11] G. Andrews, R. Askey, R. Roy, Special Functions, Cambridge University Press,
Cambridge, 2000.

[12] Y. Luke, The Special Functions ant Their Approximations, Vol.1, Academic Press
New York, 1969.

[13] E. Rainville, Ecuaciones Diferenciales Elementales, Trillas, México, 2002.

[14] W. Granville, P. Smith, W. Raymond, Cdlculo Diferencial e Integral, Limusa, México,
1998.

[15] M. Spiegel, L. Abellanas, Fdormulas y Tablas de Matemdticas Aplicadas, McGraw Hill,
México, 1998.

49





