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Introduccion

En esta tesis se estudiara la relacion entre los autématas de pila y las graméati-
cas independientes del contexto. La forma de abordar el problema serd tratar
de encontrar un procedimiento que nos permita construir una gramatica in-
dependiente del contexto, a apartir de un autémata de pila, sin perder de
vista que ambas estructuras deberan reconocer o generar el mismo lenguaje.
De la misma forma también se buscard un procedimiento para construir un
autémata de pila a partir de una gramatica independiente del contexto.

Primero sera necesario dar unas definiciones bésicas, que utilizaremos para
estudiar o demostrar algunas propiedades de los autématas de pila; ya en el
segundo capitulo se definira la estructura que motiva nuestro estudio asi co-
mo sus caracteristicas, para asi, poder encontrar algoritmos que nos permitan
realizar las construcciones necesarias.

Los dos tltimos capitulos nos proporcionan diferentes formas de caracterizar
las gramaticas independientes del contexto y su estructura, y las diferentes
clases de automatas de pila, con esto y los procesos de construccion se tendran
varias formas para estudiar los lenguajes independientes del contexto.

VII
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos basicos

Si nosotros observamos las siguientes lineas podemos observar algunas cosas
en comun:

Programas escritos en lenguajes de alto nivel.
Palabras o frases en espanol.

Los nimeros usados por una calculadora

Lo primero que podemos observar es que cada una de ellas esta compuesta
por una secuencia de simbolos que pertenecen a algin conjunto finito; para
el caso de la segunda linea el conjunto {a,b,c, ..., z,y, z} junto con todos los
simbolos de puntuacion correspondientes, de manera analoga para la tercera
linea, donde el conjunto son los digitos {1,2,3,4,5,6,7,8,9,0}. Los progra-
mas escritos en lenguajes de alto nivel también estan compuestos por un
conjunto finito de palabras reservadas, identificadores y simbolos especiales
(como fin de archivo, abrir archivo, retorno de carro etc.)

En general cada una de ellas estd formada por una secuencia de elementos
de un conjunto finito no vacio llamado alfabeto que denotaremos por 3, a los
elementos de dicho alfabeto los llamaremos letras y los denotaremos por o,
ademas supondremos que las letras se escriben con un solo caracter.

Definicién 1 Sea ¥ un alfabeto, una palabra sobre el alfabeto es una n-ada
de caracteres de X2, con n > 0.
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En caso de que n = 0 la palabra serd llamada palabra vacia y la denotaremos
mediante la letra \.

Definicién 2 Un conjunto de palabras lo llamaremos lenguaje. El lenguaje
compuesto por todas las palabras sobre el alfabeto, se le conoce como dic-
cionario y se denota por ¥*.

Observacién 1 YX* es a lo sumo numerable.

Entre los elementos de un lenguaje es posible hacer operaciones, a continua-
cién describimos algunas de ellas:

Definicion 3 Sea X un alfabeto, se define la concatenacién de palabras como
una operacion:
OIS D I

Vw,p €Xtw- = (w1,Ws, ., WnP1,025 - Pn)

En la palabra resultante, a la palabra w la llamaremos prefijo y a la palabra
v, la llamaremos sufijo

Observacion 2 Dados \,w € X* :

Definicién 4 Sea ¥ un alfabeto y w = (w1, ws, ...,wy) una palabra sobre 3.
La longitud de una palabra de X es una funcién: || : ¥* — N definida asi:

wl =n
Observacién 3
1. [A\|=0
2. st p,w € XN:|w- el = |wl+ ¢

Demostracién:



1.1. CONCEPTOS BASICOS 3

Procederemos por induccién sobre ¢
Base: Si ¢ = X entonces

w- ol = Jw- Al = Jw] + 0= [w] + A = |w] + |¢]

Hipétesis de induccién: Supongamos que para cualquier palabra a,|a] < n se
tiene que:
w - af = w] +al

Ahora sea 1 = « - # una palabra de longitud n4+1con a € X* y f € X
ool =lp-a-Bl=le-al+1=lpl+n+1=]p[+]|a- G| =|o|+[¢]
O
Definicién 5 Se define la concatenacion de dos conjuntos A, B C ¥* como:

A-B={a-plac A e B}

Notacién 1 Denotaremos {\} = A
Observacién 4
1. La concatenacion de palabras es asociativa y tiene un idéntico.

2. La concatenacion de conjuntos es asociativa tiene un idéntico, y se
distribuye con respecto a la union arbitraria.

Demostracion:

1. Por la observacién (2) el idéntico en la concatenacién de palabras es A

2. Sean pw € X'y ¢ = « - 3 tenemos que:

prw=(a-f) w=(a1ay-an-Bifr ) wiws - w,

=g frffy e B wrwa - wr
=z oy (B B wiwe s wy) = a1

con ¢ = 3-w. Por lo tanto, la concatenacién de palabras es asociativa.
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3. Sean A C X¥* se tiene que:

Ax={a-MacAdyreA}=4
AMA={N-alleXryacA}t=A

Entonces A es el idéntico en la concatenacion de conjuntos.

4. Sean A, B,C C ¥* se tiene que:

(A-B)-C={ywlp € (A-B),we C} ={(af)w|laf € A-B,we C}
={afwla € A, € Bjwe C} ={a(fw)|a€ A, (fw) € B-C}
={a-pla€eA,pe(B-C)}=A-(B-C)

5. La concatenaciéon se distribuye con respecto a la unién arbitraria, es
decir deseamos probar que:

iel iel
Seaw € A-|J,.; B; entonces existe ¢ € Ay ¢ € [J,o; Bi tal que w = ¢v
asi para algun indice ig € I tenemos que 1 € B;, entonces
pp € A-B, €| J(A-B))
icl
como w es arbitraria
(A-UBZ) clJA B)
iel iel
ahora si w € |J,c; (A - B;) entonces 3 iy € I tal que

entonces existen ¢ € Ay 1 € B;, mas aun ¢ €
ast pip € A-U,;e; Bi

ahora como w es arbitraria

U@n-Byca-| s

1 Bi tal que w = oy

iel i€l
por lo tanto
U@ By=4a-Js
il i€l
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1.2. Expresiones regulares y Autématas fini-
tos
Definicién 6 Las Expresiones regulares sobre un alfabeto, se definen asi:
1. 0 es una expresion regular.
2. {\} es una expresion reqular y se escribe: A
3. Yo € X o es expresion reqular y se escribe: o .

Ahora, si o y B son expresiones requlares, entonces también lo serdn:

4. aU B que escribiremos: o + 3
5. a-

6. a*

Solo las expresiones que se obtienen por composicion finita de las reglas an-
teriores son expresiones requlares.

Definicién 7 La inversién de una palabra se define mediante la siguiente
funcion:
BLED Y 3o
1. M=)

2. VYoeX VoeX:(o-o)ff =pf. o
es decir, la palabra escrita al revés

3. VAC E* AR = {whw € A}

Proposién 1 Sea o una expresion regqular. Entonces off también es una
expresion reqular

Demostracion:

Se procedera por induccion sobre la construccion de expresiones regulares

1. 0% =90
2. M= {0\ =0 = (A} =2
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3. Sea o € ¥ entonces por la definicién (7)
o= (N = o= o=0

por lo tanto
o ={o}f={o"}={o} =0

(1),(2) v (3) son expresiones regulares.

4. Supongamos que «, 3, son expresiones regulares y que off, % también
lo son, entonces

(a4 0)" = {wf|lw e a+ 8} = {Wiwe al U {wlwe g} =alt U SR

por lo tanto (o + §)" es expresion regular.

5. Si ¢, son palabras queremos probar que %p® = (pi)F
Base: si ¢ = A

(p)" = )" = 9t = YA = IR = it
Hipoétesis de induccién: Sea o € ¥* con |a] = n, n > 1 entonces

() = {BR1B € pv} = {BR1B=a b,a € p,be Y} =yfiph

Ahora para a,0 € X*

(a0) )" = (o (av))" = (o))"
por la hipétesis de induccion
()"0 = yalo = ¢ (0a)"
que es una expresion regular.

6. (a*)R = (aR)*
base (@) = A" = X = (ozR)O

hip6tesis de induccion (o) = (o)
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Para n + 1
(an+1)R _ (ana)R —oR (an)R — o (aR)” _ (aR)nH

ahora

o0 R o0 o0
@ = (Uer) = U= Uty = ey
n=0
que es una expresion regular.

Por lo tanto, la inversion de una expresion regular es una expresion regular.

0

Definicién 8 Un Autémata Finito Deterministico (AFD) es una quintupla:
M = (Q7E7q07f7F)7 Donde

Q es un conjunto finito no vacio (los elementos de Q) son llamados estados)
Y es un alfabeto.

qo € Q, es un estado al que llamaremos estado inicial.

f es una funcion QQ X X — @ que se llama funcién de transicion.

F C Q) es un conjunto de estados a los cuales llamaremos estados finales.

Un autémata puede ser representado mediante un grafo dirigido el cual se
conoce como diagrama de transiciones, donde los vértices del mismo corre-
sponden a los estados del automata, en el caso del estado inicial este ten-
dréd una flecha que apunta hacia el, y los estados finales se representaran
mediante un circulo con linea doble; si existe una transicién del estado ¢ al p
sobre la entrada a entonces existe un arco con etiqueta a que va del estado ¢
al estado p en el diagrama de transicion. El autémata acepta una cadena w
si la secuencia de transiciones correspondientes a los simbolos de w conducen
del estado inicial a un estado final.

Definicién 9 Sea M = (Q, %, qo, f, F) un AFD definimos la iteracion de f
sobre X* asi:
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fF:QxX—=Q

VgeQ: f" (¢, A)=g¢q

VgeQ VoeX yVoe X f*(q,00) = f"(f(q,0),¢)
Definicién 10 Sea M = (Q, %, qo, f, F') un AFD ellenguaje de M se define

como:

L(M) = {w € 5| *(q0, w) € F}

§
1 1

q2 qs

Figura 1.1: figura 1

Revisando el autémta de la figura (1.1) tenemos que:
Q = {QO7 q1, 42, Q3}
¥ ={0,1}

F= {QO}
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y la funcién de transicion se describe como sigue:

flo 1
G | 92 G
q1 | 43 9o
g2 | 9o g3
q3 | @1 42

Definicién 11 Un conjunto A € ¥* se dice regular si existe un AFD M tal
que L(M) = A

Observacién 5 Sean L(A) y L(B) dos lenguajes sobre el alfabeto X, en-
tonces L(A) = L(B) si y solo si L(A) C L(B) y L(B) C L(A).

Observacién 6 Sean L(A) y L(B) dos lenguajes sobre el alfabeto 3, en-
tonces

Definicién 12 Dos automatas finitos se dicen equivalentes si reconocen el
mismo lenguaje es decir: Dados M, = (Q, %, po, f, F), M, = (Q, %, qo, f, F)
AFD

Mp =M, < L(M,) = L(M,)

Observacion 7 Sea M un automata finito, entonces existe una expresion
reqular v para la cual L(r) = L(M)

Observacién 8 Un lenguaje es reqular si y solo si es aceptado por un automa-
ta finito

Ahora, si se modifica el modelo del autémata finito, para permitirle ninguna,

una o mas transiciones de un estado sobre el mismo simbolo de entrada, al

nuevo modelo lo conoceremos como autéomata finito no deterministico.

Definicién 13 Un Autémata Finito No Deterministico (AFND) es una quin-
tupla M = (Q,%,1,R, F). Donde

Q es un conjunto de estados
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Y es un alfabeto.
I C Q es un conjunto de estados a los cuales llamaremos estados iniciales.
R es una relacion sobre () X X X Q que se llama relacién de transicion.

F C Q es un conjunto de estados a los cuales llamaremos estados finales.

Observacién 9 Si [ se reduce a un solo estado y ‘R es tal que sus elementos
pueden escribirse mediante una funcion como la descrita en las definiciones
(8) y (9) entonces el autdmata serd deterministico.

Definicién 14 Sea M un AFND y sea w € ¥* un camino que empieza en
qo, mducido por w = 0109, ,0, en un automata es una n + l-ada de es-
tados (qo, q1,+ -+, qn) tales que Yk € [1,2,---.n], (qe_1, 0%, qx) € R. También
diremos que el camino empieza en qy e induce X\ es (qo).

Definicién 15 Una palabra w se dice reconocida por un AFND M, st w
induce un camino que empieza en un estado inicial y termina en algun estado

final.

Definicién 16 FEllenguaje del AFND M, es el conjunto de todas las palabras
en X% que son reconocidas por M

L(M) = {w € ¥*|w induce un camino (qo,q1, ", qn) tal que g, € I y g, € F'}

Observacién 10 Dado un AFND M = (Q,%,1,R, F) entonces eziste un
AFD M’ tal que L(M) = L(M’).

Ejemplo 1 Sea M = ({qo,q1},{0,1},6,q0,{q1}) un AFND en el que :

{q0, a1}

{q1}
0

((107
)

0) =
(90, 1)
6 (q1,0) =
0 (q1,1) = {q0 1}
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Podemos construir una AFD M' = (Q,{0,1},0",[qo] , F') que acepte a L (M)
de la siguiente forma Q) esta dado por todos los subconjuntos de {qo,q1}, a
los cuales denotaremos asi:

[QO] ) [Qﬂ ) [QO> Q1] ,0

como 6 (qo, 0) = {do, q1}
tenemos: 0’ ([qo] ,0) = [qo, ¢1] de la misma forma:

El congunto de estado finales es {[q1], [qo, ¢1]}

1.3. Lenguajes y Gramaticas

El lenguaje es el medio de comunicacién entre los seres humanos a través de
signos orales y escritos que poseen un significado. Para que exista el lenguaje
se requieren ciertos factores como la sintaxis que da estructura al lenguaje
y la seméantica que le da significado al lenguaje. Ademds de manera conjun-
ta con los lenguajes tenemos la gramatica que estudia los elementos de un
lenguaje y sus combinaciones. Asi como es importante podernos comunicar
con otras personas, actualmente también es importante podernos comunicar
con las computadoras; es decir establecer un lenguaje y una gramaética para
facilitar el uso de las mismas. Introduciremos de manera natural el concepto
de gramatica mediante una analogia con el lenguaje espanol y su gramaética.

Ejemplo 2 Suponga que tenemos la siguiente frase:
La gata gris duerme en la cama diariamnte

Observamos que la frase se divide en dos partes escenciales sujeto y predica-
do; el sujeto a su vez se divide en articulo,sustantivo y adjetivo; y el predicado
se divide en verbo, preposicién, articulo y advervio. Nosotros podemos decir
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que existe una variable llamada < frase > que genera 2 variables < sujeto >
y < predicado > es decir:

< frase >—< sujeto >< predicado >
(sustituimos la palabra produce por la flecha) a su vez las variables
< sujeto >—< articulo >< sustantivo >< adjetivo >

< predicado >—< verbo >< preposicion >< articulo >< advervio >

por ultimo las variables

< articulo >— la | el

< sustantivo >— gata | cama
< adjetivo >— gris
< verbo >— duerme
< preposicion >—-> en

< advervio >— diariamente

a las variables la, el, gata, cama, gris, duerme, en, diariamente las llamamos
simbolos terminales, mientras que a las variables escritas entre < > las
conocemos como simbolos no terminales; el proceso que sustituye unas vari-
ables por otras se le conoce como produccion y a la variables < frase > se
le conoce como simbolo inicial.

De manera formal tenemos

Definicién 17 Una Gramética es una cuadrupla G = (N, T, P,S) donde
N es un alfabeto a cuyos simbolos llamamos no terminales.
T es un alfabeto a cuyos simbolos llamamos terminales.

P es un subconjunto finito de (N\T)*x N* — N* y a los elementos (u,v)de
P los conocemos como producciones de G.

S es el simbolo inicial.
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En el parrafo previo a la definicién se describe cuales son los conjuntos N,
y T asi como cual es el elemento S y las producciones correspondientes al
ejemplo.

Notacién 2 A los simbolos no terminales se les representa mediante letras
mayusculas, mientras que los simbolos terminales seran representados medi-
ante letras minusculas.

Definicion 18 Para w,w’ € N* escribimos w = W' si existen x,y € N* y
una produccion u — v en P tal que

w = zuy
(]
W' = zvy
Decimos que w deriva W'
o1 . k . .
Escribimos w = 2 si w = 2z 0 existen wy,ws, -+ ,w, con n > 2 en N* tales

que
W=Ww,2 =Wy, Y W= Wit1

sin pérdida de generalidad a esta transformacion la llamaremos derivacion
en G y decimos que w deriva a z.

Definicién 19 El lenguaje L(G) generado por G es el conjunto de palabras
en T, que puede ser derivado a partir de S

L(G) = {w e TS == w}

Ahora, regresando al ejemplo anterior observamos que las producciones
)
pueden generar frases como la siguiente

El cama gris duerme en la gata diariamente

La cual no es semanticamente aceptable, pues carece de significado, pero
es aceptada por la sintaxis de la gramatica, debido a este comportamien-
to serd necesario hacer modificaciones para que el lenguaje sélo reconozca
oraciones que posean significado (es decir analizar el contexto de la oracién).



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 20 Una gramdtica es regular si cada produccion P es de la forma
a—af con (reTa,fec N\T)

o de la forma
a—y con (ae N\T,yeT")

Decimos que una gramdtica Ges independiente del contexto si todas las pro-
ducciones son de la forma

a—z con z€ (TUN)”

Ejemplo 3 Sea G = (N,T,P,S) donde T = {a,b} N\T = {S,B} y P

consiste de las producciones
S —aSbh | A
entonces L(G) = {a"b"|n > 1} que es un lenguaje independiente del contexto.

Ejemplo 4 Sea G = (N,T,P,S) con T = {a,b}, N\T = {S} y P tenga
las producciones

S —aSa |bSb|a|b| A
Tenemos que L(G) = {u) €T w= wR} que es el lenguaje de los palindro-
mos, en el alfabeto T



Capitulo 2

Automatas de Pila

En el capitulo anterior se menciona que las expresiones regulares tienen aso-
ciado un autémata finito, de manera analoga las gramaticas independientes
del contexto también tienen asociado un autémata al cual conoceremos como
Automata de Pila. Debido a esta similitud con las gramaticas independientes
del contexto necesitaremos emplear dos estructuras que son fundamentales
en la definicién y uso de los automatas de pila.

La primera es la cinta de entrada que es un arreglo en donde serd guardada
la cadena de simbolos terminales que acepta el autémata, se guardarda un
simbolo por localidad del arreglo y se tendra una marca en la siguiente lo-
calidad del ultimo simbolo escrito en la cinta; la segunda es una pila, en la
cual escribiremos los simbolos no terminales, para que estos a su vez puedan
ser sustituidos por los simbolos terminales en la cinta de entrada. En la pila
el simbolo que se encuentre mas a la derecha sera el tope de la pila.

En los automatas de pila se producen dos tipos de movimientos: el primero
introduce o saca un simbolo de la pila, y dependiendo de cual sea la ac-
cion realizada el tope de la pila avanzara o retrocedera un lugar. El segundo
movimiento no afecta directamente el tope de la pila, pero revisa un simbolo
de la cinta de entrada, y recorre un lugar a la derecha la ultima posicion a
la cual apuntabamos en la cinta.

Es posible definir un lenguaje para los automatas de pila para lo cual exis-

ten dos maneras; la primera consiste en definir el lenguaje aceptado como el
conjunto de todas las entradas para las cuales una sucesiéon de movimientos

15
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provoca que el automata de pila vacie su pila.

La segunda manera consiste en designar algunos estados como estados finales
y definimos el lenguaje aceptado como el conjunto de todas las entradas para
las cuales alguna seleccién de movimientos provoca que el autémata alcance
un estado final. Ambas formas son equivalentes en el sentido de que si un
conjunto es aceptado mediante el vaciado de la pila por algin autémata,
puede ser aceptado mediante el acceso de un estado final por otro autémata
y viceversa.

Definicién 21 Un Autémata de Pila (AP) se define como una sextupla
M=(Q,S,U P1,F)
donde:
Q es un conjunto finito de estados
S es un alfabeto al que llamaremos alfabeto de entrada.
U es un alfabeto al que llamaremos alfabeto de pila .
P es el programa de M
I C Q es el conjunto de estado iniciales

F C Q es el conjunto de estados finales.

Definicién 22 La forma de representar un estado vdlido en un automata de
pila es la siguiente: (¢;,,0) a la cual llamaremos configuracién, donde el
estado en que nos encontramos o estado de control esta dado por q;, ¢ es el
prefijo que se encuentra en la cinta de entrada y ya fue revisada y o es la
cadena contenida en la pila.

El programa P tiene una secuencia finita de instrucciones con las siguientes
formas

qlscan(s, ')
La cual aplicada en la configuracién (g;,¢,0), (con ¢ la cadena ya
revisada en la cinta de entrada) escribe el simbolo s en la primera
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casilla a la derecha después del ultimo simbolo de ¢; y nos lleva al
estado ¢, esta transformacion se representa de la siguiente forma:

(Qia 2 U) L) (Q;a PS, U)

En otras palabras esta instruccién revisa el simbolo que entra en la cinta
y lo coloca inmediatamente después de la palabra que ya se encontraba
guardada.

qlwrite(u, q')
La cual aplicada en la configuracién (g;, ¢, o) mueve el tope de la pila
una posicion a la derecha y escribe un simbolo u en esa nueva posicion,
pasando al estado ¢, dicho movimiento es representado de la siguiente
forma:
(%7 ¥, U) — (q; ¥ O"U)

Este movimiento introduce a la pila un nuevo simbolo.

qlread(u, ')
La cual aplicada en la configuracién (g;, ¢, c’u) mueve el tope de la pila

a la izquierda y entra en el estado ¢}, dicho movimiento es representado
de la siguiente forma:

(Qi7 2 U) L) (qza 2 0)
Este movimiento sacara un simbolo de la pila.

Notacion 3 Es posible representar una secuencia de movientos en un automa-
ta de pila

(QO790070'0) — (Q1790170'1) A — (qk’agpk‘agk’)

donde cada movimiento es un movimiento read, write o scan se denotard de
la siguiente forma:

(90, 0, 00) == (qk> Pr> Ok)

Un autéomata de pila comienza su funcionamiento con el tope de la pila y de la
cinta de entrada en la primera posicion. La cadena que analiza pasa a través
de una secuencia de movimientos, mientras la secuencia no sea rechazada; si
en algin momento todos los simbolos de la cadena ya fueron revisados, la pila
se encuentra vacia, y la iltima posicion de la cinta de entrada corresponde a
un estado final; entonces concluimos que la cadena es aceptada.
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Definicién 23 Una configuracion inicial valida para un automata de pila es
una configuracion (q,\,\) en donde q es un estado inicial del autémata; y
la configuracion final es (¢',p,\), donde q es un estado final, ¢ la cadena
escrita en la cinta de entrada, de donde decimos que una cadena es aceptada
por el automata solo si M tiene la secuencia de movimientos:

(. M A) = (¢, 0, N)

Donde q es el estado inicial, ¢ es un estado final; el conjunto de cadenas
aceptadas serd el lenguaje reconocido por el autémata.

Ejemplo 5 Sea M., un autémata de pila con S = {a,b,c} y U = {a,b} el
alfabeto de la pila, el programa del automata serd el siguiente:

Donde el estado 1 es el estado inicial a menos que se especifique otra cosa; y
el estado final es el 6.

En la figura a cada estado se le colocé una etiqueta la cual esta relacionada
con el nombre de la instruccién del programa que ejecuta.

El lenguaje reconocido por el autémata de pila es:

Lcm = ()OCSORSD S (a U b)*

a este lenguaje lo conocemos como el lenguaje del reflejo con el centro mar-
cado o lenguaje de los palindromos con el centro marcado.
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P N N
a a
a
a
T ¢ c X
@)
_{ N
b b
b b
N

Figura 2.1:

Observamos que en este lenguaje la letra c estd en el centro de la cadena y
su sufijo es igual a la inversa de su prefijo, con lo cual aceptard cadenas como
la siguiente abcba mediante la siguiente secuencia de movimientos:

(LA 2 (2,a,0) % (1,a,0)
2 (3,ab,a) L (1,ab, ab)

5, (4, abe, ab)

5, (6, abcb, ab) A (4, abeb, a)
5, (5, abeba, a) % (4, abeba, \)

La cual es una secuencia de movimientos aceptada por el autéomata.
El lenguaje L, es generado por la gramatica independiente del contexto:
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Gen 1 X2 — S
S — aSa
S — bSbh

S —ec

2.1. Movimientos propios y autématas sin ci-
clos

En los autéomatas de pila existen varias subclases entre las que se encuentran
los autématas con buen comportamiento los cuales sin pérdida de general-
idad reconocen los mismos lenguajes reconocidos por toda la clase de los
autématas de pila; a esta subclase se le conoce como Automatas de pila pro-
pios y a continuacién se presenta una justificacion de la equivalencia entre
esta subclase y los automatas de pila.

2.1.1. Autématas de pila propios

Cuando se ejecuta el programa de un autémata de pila se pueden producir
comportamientos que carecen de sentido e improductivos, en particular:

1. Revisar més alla del fin de la cadena en la cinta de entrada.

2. Intentar leer un simbolo como primer movimiento en la pila es decir,
intentar mover el tope de la pila a la izquierda en el inicio de la pila.

3. Escribir un simbolo en la pila, y que el siguiente movimiento sea la
lectura del mismo simbolo.

e (Q7 ©, J) L) (qla P, O'U) L (q//7 P, U)

Observamos que el inico efecto es movernos del estado ¢ al estado ¢”, lo
cual sélo puede ocurrir si el autémata tiene una instruccion de escritura

qlwrite(u, q')

para la cual la etiqueta del estado ¢’ es la instruccién read.
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4. Repeticién infinita de movimientos de escritura (un ciclo).

Los primeros tres tipos se analizaran en esta seccién, el tltimo tipo de
movimiento improductivo se analizard en la siguiente seccién.

Definicién 24 FEn el programa de un autéomata de pila M una instruccion
de escritura es impropia, si el siguiente estado al que apunta estd etiquetado
con una instruccion de lectura. Un automata se dice propio st no contiene
mouvimientos impropios.

Las instrucciones impropias pueden ser eliminadas sin que esto altere el
lenguaje reconocido por el automata, es decir, dado un autémata M es posi-
ble construir un autémata propio M’ anadiendo y borrando instrucciones de
la siguiente forma:

Paso 1: Sean ¢y ¢’ dos estados para los cuales el automata tiene la secuencia
de movimientos

kmov write ( " ) kmovread ( / )

(¢, 0,0) =" (¢",p,01) =" (¢, 0,0

tenemos k movimientos de escritura seguidos del mismo nimero de
movimientos de lectura, en otras palabras el contenido de la pila no se
modifica del estado ¢ al estado ¢ y ademas no se revisa ningin simbolo
en la cinta de entrada.
Siempre que

plmov (=, q)

con mov un movimiento permitido por el programa del autéomata, sea
una instruccion en M, anadimos la instruccion

plmov (=,q)

En caso de que el estado ¢ sea el estado inicial en M entonces ¢’ sera el
estado inicial en M’. El procedimiento anterior puede realizarse para
cada par de estados q y ¢’ para los cuales M presenta una secuencia de
movimientos impropios.

Paso 2: Borrar cada instruccion impropia. Las instruccidnes restantes son
el programa de M’
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Proposion 2 Sea M un automata de pila con movimientos impropios; es
posible construir un automata de pila M’ propio tal que L(M) = L(M’).

Demostracion:

Debemos probar que w € L(M) siy sélo si w € L(M’)

Sea M un autémata de pila, supongamos que la siguiente secuencia de
movimientos acepta a la cadena w en M

(90, A, A) = (g, w, A) (2.1)

en caso de que la secuencia contenga movimientos impropios, éstos deben ser
removidos empleando el paso 1 o el paso 2 segin sea necesario y obtenemos
una secuencia de movimientos aceptados propios de M’ para w.

(¢,0,0) = (", p,07) = (¢, 0,0) (2.2)

la subsecuencia més larga de (2.1) que se compone de k movimientos de
escritura seguidos de £ movimientos de lectura k > 1, que contiene el primer
movimiento impropio, entonces al menos uno de los siguientes argumentos
debera ser cierto

1. ¢ es el primer movimiento de la secuencia (2.1) (esto es ¢ = qq), o el
movimiento que precede a la subsecuencia (2.2) no es un movimiento
de escritura.

2. ¢ es el ultimo estado de la secuencia (2.1)(esto es ¢ = qx), o el
movimiento que sigue a la subsecuencia (2.2) no es un movimiento
de lectura.

Si g es el primer estado de la secuencia (2.1), entonces ¢ es el estado inicial
de M vy, por construccién, ¢’ es el estado inicial de M’. Por lo tanto, la
subsecuencia

(q/7 )‘7 )‘) = (qk’a W, >‘)

es una secuencia de movimientos para w que no contiene movimientos im-
propios.
Si ¢ no es el primer estado de la secuencia (2.1), la instruccién

p]mov (=, q)
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ejecutada justo despues de la subsecuencia (2.2) no puede ser impropia, y M’
tiene por construccion la instrucciéon

p]mov (—,¢)
por lo tanto, w es aceptada por la nueva secuencia
(Q(b )‘7 >\) — (p7 ) _) - (q/v P, U) - (QIm W, )\)

que no contiene movimientos impropios.

Repitiendo este proceso para cada movimiento impropio restante, se produce
una secuencia de movimientos en M’ para w; asi w € L(M') siw € L(M)
Ahora, en M’ no hay movimientos no propios, y dada una cadena w en L(M")
también pertenecerd a L(M) pues los movimientos impropios no alteran el
contenido de la pila, ni el de la cinta de entrada por lo cual para toda cadena
w € M’ tenemos que w € M, por lo tanto w € L(M) sélo si w € L(M’)

g

2.1.2. Autématas de pila sin ciclos

El dltimo tipo de movimiento impropio se analizara en esta seccion.

Definicién 25 Un autéomata de pila propio M se dice sin ciclos si el progra-
ma de éste no contiene ciclos de instrucciones de escritura:

qojwrite(uo, q1)

qijwrite(us, qz)

qnlwrite(u,, g, + 1) - -+

Suponga que se tiene un autémata con un ciclo de instrucciones de escritura,

estas imprimen los simbolos ug, uq, - -+, u, - - - de manera infinita, asi los es-
tados: qo,q1, - - -, ¢, no pueden aparecer como una secuencia de movimientos
aceptados.

Proposion 3 Para algin automata de pila deterministico M es posible cons-
truir un automata de pila M’ sin ciclos tal que L(M) = L(M’).



24 CAPITULO 2. AUTOMATAS DE PILA

2.2. Analisis sintactico

Cuando trabajamos con un lenguaje de alto nivel en una computadora es
necesario usar traductores que permitan a la maquina interpretar las ins-
trucciones que el usuario programa; en los traductores de lenguajes se usan
varios estados de procesamiento. Cuando las frases o instrucciones vélidas
del lenguaje son especificadas por una gramatica de estructura de frases, el
primer estado del proceso de traduccién construye un arbol de derivacién
para la frase dada; una vez que esta es clara tendrd asignado un tnico arbol
de derivacién para cada tipo sintactico, de esta manera es posible asociar un
significado a cada frase de acuerdo con la gramatica de la misma. Al analisis
anterior se le conoce con el nombre de andlisis de sintaxis.

2.2.1. Arboles de derivacién

Cuando tenemos una graméatica independiente del contexto es muy util pre-
sentar sus producciones mediante adrboles de derivacion; sus vértices estan
etiquetados con simbolos terminales o variables de la gramatica.

Sea G = (N, T, P,S) una gramética independiente del contexto, un érbol se
llama de derivacion (o de andlisis gramdtical) para G si:

1. Cada vértice tiene una etiqueta que es un simbolo de N UT Ue.
2. La etiqueta de la raiz es S.

3. Si un vértice es interior y tiene etiqueta A, entonces A debe de estar
en N.

4. Si el vértice n tiene etiqueta A y los vértices nq,no, ns3, ..., n; son los
hijos del vértice, de izquierda a derecha con etiquetas x1, xo,x3,..., 2k
respectivamente, entonces A — x1|za|zs| ... |xx debe ser una produc-
cion de P.

5. Si el vértice n tiene etiqueta €, entonces es una hoja y es el tinico hijo
de su padre.

Ejemplo 6 G = ({S, A},{a,b},P,S) en donde:

S —aAS | a
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A— SbA | 85 | ba

Figura 2.2:

Podemos extender el ordenamiento desde la izquierda de los hijos para pro-
ducir un ordenamiento de izquierda a derecha de todas las hojas.

Un arbol de derivacién es una descripcién natural de una oracion particular
de la gramatica G; si leemos las etiquetas de las hojas de izquierda a derecha
se tendra dicha oracion y la cadena resultante sera el producto del arbol de
derivacion.

Un subarbol de un arbol de derivacion es un vértice particular con todos sus
descendientes, las aristas que los conectan y sus etiquetas; la diferencia es
que la raiz puede no ser el simbolo inicial de la gramatica. Si en cada paso
de una derivacion se aplica una produccion a la variable que se encuentra
mas a la izquierda la derivacion se llama extrema izquierda, esto se aplica de
manera analoga para la derecha.
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Si w € L(G) tiene al menos un érbol de andlisis gramatical particular, w
tiene una derivacion izquierda y derecha tinicas. Como puede existir mas de
un arbol de derivacién para w puede haber varias derivaciones izquierda y
derecha.

Una gramatica independiente del contexto G' de la que alguna palabra ten-
ga dos arboles de analisis gramatical se dice que es ambigua. No hay que
perder de vista que es posible que una gramatica produzca derivaciones que
nos lleven a una cadena compuesta tinicamente de simbolos terminales, pero
que no necesariamente representan una oracién con significado alguno, o no
representan la instruccion que el programa necesita, como se observa en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 7 Consideremos la siguiente gramdtica:
GE S — A

S —if B then A else S
B— A=A
A—T
A—T+A
T — alylz

Ahora empleando la gramdtica anterior construyamos un drbol de derivacion
para la instruccion:

if v = y then x else x+y
trazaremos los pasos de la produccion de la frase anterior
S — if B then A else S
— if A= A then A else S
— if T'= A then A else S
— if x = A then A else S
— if x =T then A else S

— if x =y then A else S
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— if x =y then T else S

— if x =y then z else S

— if x =y then z else A
— ifx =y then z else T + A
— ifx =y then z else x + A
— if v =y then z else x +T
— ifx =y then z else x +y

Cada cadena en los pasos de derivacion comienza con el simbolo S; pero
observamos que para la produccion

EFE— A

E—if x = y then x else v+ vy

tenemos dos candidatos, y serd necesario elegir qué produccion usar alternan-
do con las diferentes posibilidades. Hasta agotar todas y llegar a la secuencia
de movimientos que acepten la cadena correcta (esto es importante pues es
posible obtener frases como la siguiente: if x = y then x = y else x = y, que
es diferente a la frase que se va a revisar). A dicho método se le conoce con el
nombre de arriba a abajo' porque la derivacién comienza a construirse desde
el nodo raiz al tope del arbol bajando a través de los niveles. Al proceso
inverso se le conoce como de abajo a arriba®.

2.3. Construccion de un AP analizador de
sintaxis

Para disenar un automata de pila que realice las operaciones arriba a abajo
del analizador de sintaxis se necesita G = (N, T, P,X¥) una gramatica inde-
pendiente del contexto. A partir de una cadena aceptada por L(G) seré posi-
ble construir un autémata de pila.

len ingles top-down
2en ingles buttom-up
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Primero supongamos que :
Y= oAb = onAiBr = w
es la derivacién mas a la izquierda de w donde:
p; €T
A,e Ny e (NUT)" Vi=1...k

Las sentencias de tal derivacion son representadas por configuraciones de M
especificamente la sentencia:
i AiBi

esta representada por la configuracion

(QRv Pi, /QZRAZ)

en la cual los simbolos de la cadena de entrada revisados hasta ahora es ¢,
la cinta contiene la inversa de A;3; y qr es un estado especial de M.

El comportamiento cuando M presenta una cinta de entrada que contiene al-
guna cadena w serd asumir, en sucesion, las configuraciones correspondientes
de cualquier derivacion izquierda de w

(qla )\a )‘) = (CZR? )‘7 Z) = (QRa @1, ﬁﬁAl) = (CZR? Pk, 6]?1419) = (CZRa W, )‘)

Es posible construir un autémata de pila con un programa de instrucciones
que aplique cada secuencia de movimientos

(qr, (PiaﬁlfAi) = (QR7901+1aﬁ§r1Ai+1)

en correspondencia a un paso de derivacion de la gramatica G. Siempre que
sean producciones alternativas aplicables a la oracién, el autémata de pila po-
dria tener un conjunto de movimientos alternativos correspondiente. Asi M
en general serd un automata deterministico.
El programa de M tendra dos operaciones basicas expansion y corresponden-
cia. La expansion corresponde a aplicar la produccion A; — ¢ de sentencias
de la forma

i A Bs
La correspondencia se empleara si el simbolo terminal en que comienza 1)
puede ser asociado con el siguiente simbolo en la cinta de entrada.
El simbolo tope de la pila determina cual de estas dos operaciones ocurre, un
simbolo no terminal indica expansién y un simbolo terminal indica corres-
pondencia. El estado qr es el estado al leer el simbolo tope de la pila.
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1. Expansion: Reemplaza la letra no terminal A en el toppe de la pila
por ! la inversa del lado derecho de alguna producciéon A — 1) en
G, regresa al estado ¢, la expansion de acuerdo con la regla A — @
se implementa en el programa del autémata por las siguientes instruc-
ciones:

qr | read (A, qa)
qa ) write (Y™, qr)

Aqui se usa una instruccién de escritura generalizada abreviado la se-
cuencia de movientos escribir que aiaden a la cadena ¥ en la pila.

2. Correspondencia: Si el simbolo del tope de la pila es una letra termi-
nal ¢ revisamos la siguiente letra s en la cinta de entrada; si s =t la
correspondencia es exitosa y podemos continuar; de otra forma la cor-
respondencia falla y la operacion se suspende, pues el contenido de la
pila y el de la cinta de entrada no es el mismo. La correspondencia se
implementa por las instrucciones

qr | read(t, q;)

q | scan(t, qr)
para cadat € T

3. El reconocimiento para el lenguaje de la gramética se completa anadi-
endo la instruccion inicial

qrlwrite(X, qr)

Con la cual iniciamos la pila con el simbolo . Los estados iniciales y
finales de M son:

I'={qr}
F = {qr}
Podemos incluir ¢y en F' si ¥ — X es una produccion de G.
Con base en las anteriores reglas se construye una tabla que las resume. Dada

una gramatica independiente del contexto G = (N, T, P,Y) para construir
un autémata de pila M = (Q,T,U, P, I, F) tal que L(G) = L(M) sea
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U=NUTU|Y
Q={ar,qr} U{e. >z €U}
I'={qi}qr € F

Las instrucciones de M son:

Para iniciar qrlwrite (3, qr)

Para expandir

Para cada produccién | gg|read (A, qa)

A — 9 € G,donde qr|read (A, qa)

Ae NU{X}y

pe(NUT) — A

Para hacer corresponder

Para cada simbolo t € T' | qg|read (t, ¢:)

q:)scan (t, qr)

Para aceptar A
Si G tiene X — A qr € F

Cuadro 2.1: Construccién de un analizador de AP

Note que las reglas anteriores no producen un autémata de pila propio,
porque se ejecuta un movimiento de lectura inmediatamente despiies de un
movimiento de escritura, en la expansion de un simbolo no terminal, por lo
cual sed necesario eliminar movimientos improductivos para poder tener el
automata final.

A continuacién se justifica la construccion de la tabla y la aplicacién de sus
reglas mediante el siguiente:

Teorema 1 Para cualquier gramdtica independiente de contexto G es posible
construir un autdmata de pila tal que L(M) = L(G). Ademds la secuencia de
movimientos por M tiene una correspondencia uno a uno con la derivacion
izquierda de G3.

Demostracién:

Sea G una gramatica independiente del contexto y sea M un autémata de
pila formado de GG de acuerdo con la tabla anterior dado wy = X, y sea wj
con ¢ =1,2,...,k una secuencia de cadenas

w; = i AiB;
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enlacual p;eT* A, e N, e (NUT)

Asi, en cada cadena w; A; serd el simbolo no terminal que estd mas a la
izquierda. Se vera que ¥ — w; — Wy —> ...w, —> w es la derivacién
izquierda de w en G si y sélo si

(qRJ )\7 2) - (QR7 @, ﬁFA1>

= (qr, . B3 As)

= (qr, ¢, BRAK)
— (QR7W, )‘)

es una secuencia de movimientos de M donde
(QD /\7 A) é (qR7 Av O-)

Este es el inico movimiento inicial posible de A, y donde gg es el estado
final. Este resultado verificard que w € L(G) si y s6lo si w € L(M). Ademas,
la relacién de la oracién A3 con la configuracion (qr, ¢, 3%A) prueba que
es necesaria una correspondencia uno a uno entre las derivaciones en G y las
secuencias de movimientos en M.

Esta afimacién se sigue por inducion de la siguiente proposicion:

1. La gramatica permite el paso de derivacién izquierda
pAB = @' A’
si y solo si
(QR) @, ﬂRA) = (QR7 %0/7 ﬁ RA/)

es una secuencia de M que contiene exactamente un movimiento gene-

ralizado de escritura.
2. La gramatica GG permite el paso de derivacion izquierda

YA = w
si y solo si
<QR7 @, 5RA) - <QR7 W, )‘>

es una secuencia de movimientos con exactamente un movimiento ge-
neralizado de escritura.
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A continuacién se proporciona la justificacion de las dos afirmaciones ante-
riores.

Primera:

Si pAB = @' A'F' entonces G tiene una produccion A — 1) tal que

O A6 = o

en este caso la produccion cambia un simbolo terminal con lo cual se ten-
dra una expansion, con lo cual M tendré instrucciones de lectura y de escrit-
ura tales que:

Jread(A,qa) Jwrite(p T ,qr)
(qR7 SoaﬂRA) " - “ (qR7 90761%) “ - " (qRa SoaﬁRwR)

son movimientos de M asi:

(qR7 2 ERA) = (QR7 2 ﬁR¢R)

La cadena 13 contiene, por hipétesis, el simbolo no terminal izquierdo A’
que es Y3 = " A'F, donde:

PleTr ypfe(NUT)

Suponga que 10" = 518383, ..., S, son todos simbolos terminales; la constru-
ccion de M tiene movimientos de lectura y revisién que permiten la siguiente
secuencia:

'R At qr]read(s1,gs1)
(QR7§07ﬁ Asmsm—la' <. 78281) ”

q1]scan(s1,qr)
) —

'R At
(qs1, 0, B A SinSm—1, - -, S2

(QRv P81, ﬁ/RA,SmSmflu s 752) —

QR}Tead(squL%m)
—

/ sm]scan(Sm,qr) ,
(Goms 5152+ Sm1, B R A 8,,) T S (g s 8y, BTRAY)
(qr 0, BEAQR) = (qr, ¢, B Fd)

donde ¢' = pp"” = ps189, -+, Sm
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Suponemos que (qg, @, 5 FA") = (qgr, ¢, 3% A’) es una secuencia de movi-
mientos que contiene sélo un movimiento generalizado de escritura. Como el
simbolo tope de la pila es no terminal, la primer secuencia de movimientos
debera ser un movimiento de lectura seguido por un movimiento generalizado
de escritura

Jread(A,qa) Jwrite( 2 ,qr)
(QRv @, 5RA) " - o (QAa (;07ﬁR) “ B " (QRa SﬁaﬂR@Z)R)

donde A — ) es una produccién de G. Los movimientos restantes pueden
ser s6lo movimientos de lectura y revisién que emparejen los simbolos termi-
nales sucesivos en 13, con simbolos en la cinta de entrada:

(ar, 0, 870™) = (qr, ¢, 0 A")
Por lo tanto, 8 = @’ A'F' y como A — 1) estd en G tenemos:
VB = ¢'A'B'
es permitida por G.
Para la demostraciéon de que L(M) = L(G), es necesario mostrar que A €
L(M) siy s6lo si A € L(G). Del dltimo renglén de la tabla de construccién

se observa que A € L(M) implica que A € L(M), para g es el estado final
de M sélo si ¥ — X es una produccién en G.

Segunda afirmacion:
Necesidad:
Supongamos que p A = w es decir, existe una derivacién

PAB — Yy — - — Py = w

sea
A;eN
A— p;A;B; con: K p,eT*
Gie (NUT) = A
Una produccion en G entonces el automata permite la siguiente secuencia de
pasos de derivacion

(Qm )\7 )\) - (QI> )\a E) — (QR7 @, /BRA)
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con ¢y y qr estados iniciales.
Como el tope de la pila es un simbolo no terminal entonces se sustituye por
una produccién de G

read(A write(BF A1l
(QR, SD,BRA) qR} i():qA)_) (qA’ ('07 /BR) qA] t glwl qR)

- <QR7 2 ﬁRﬂfAlgpllq)

Ahora como ¢¥ en el tope de la pila es una cadena de sfmbolos terminales
serd necesario aplicar varios movimientos de revisién para sacarlos de la pila
y escribirlos en la cinta de entrada.

— (qR7 @, ﬁRﬁfAl(p{%) % (qu PP, ﬁRﬁﬁAl)

nuevamente A; es un no terminal, por lo cual es necesario volver a expandir

read(Ay,
(qr, o1, BRBRA, ) TIrecdran)

qa1lwrite(B5 A2 qr)
— (qr, i1, BRBR) T

—_— (QR, PL1, ﬁRﬁf%ﬁfA%Og)

qr|read(Az2,qa2)

= (QRu PPY1¥2, 51%){%5142) -

qaz]write(BF Azl qr)
) —

—_— (qR7 PP1$P2, ﬁRﬁﬁﬁg

— (qr, pp1p2, BRI BEBE Az k)

— (qr, 1 P, A)
- (QR7¢n7 A) - (QRawa >\)

Suficiencia:

Supongamos que (qg, @, 3%A) = (qg,w, ), observamos que en la parte
izquierda de la derivacién el simbolo en el tope de la pila es no terminal
entonces dada una produccién A — 1) en la gramatica que nos permite
realizar una expansion.

(ar. i, BA) "
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write(YF
- (QAa(')O?ﬁR) ! t:(;b aw

- (qRa 2 5R¢R)

Los movimientos restantes deberan hacer corresponer los simbolos terminales,
e introducirlos en la cinta de entrada para lo cual se utilizaran movimientos
read y scan.

(qR7 2 ﬁRA) = (CZR? @¢ﬁa >‘)
ahora sustituyendo con la parte izquierda de la produccion:

(QR7 QO¢6> = (QR; 901457 /\)
por lo tanto pAf = w

2.4. Conjuntos travesia

La secuencia de movimientos desde que expandimos el simbolo no terminal
A, hasta que se leen en la pila y se escriben en la cinta de entrada todos los
simbolos terminales
(4.9,0) = (¢, pw,0)

con o el contenido inicial de la pila y el estado ¢ con una etiqueta de escritura
que anadird a la pila la expansion de A; es una secuencia de movimientos
donde el tope de la pila regresa a su posicién inicial se llama travesia; y la
cadena w sobre la cual el tope de la pila avanza se le conoce como cadena
observada por la travesia

La secuencia correspondiente a la derivacion tnica sera
*
pAct = puwo®

s * .
en la graméatica G esto es A = w, es decir, la cadena observada por una
travesia se deriva de un simbolo no terminal en la gramaética correspondiente.

Definicién 26 Sea M = (Q,S,U, P, 1, F) un autdmata de pila propio, una
secuencia de movimientos de M

T
(¢, ¢,0) = (¢, pw, 0)

se llama travesia de w del estado q al estado ¢ si
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1. o=0'

2. pw =1y

3. Cada configuracion (g;, p.0;) ocurre dentro de una secuencia de movimien-
tos que satisfacen |o;| > |o|

Para representar una travesia escribimos:

T
(¢, ¢,0) = (¢, pw, 0)

el conjunto travesia T'(q,q’) es el conjunto de todas las cadenas observadas
por las travesias de ¢ a ¢'.

T(q,q) = {w € S*(q, ¢, 0) N (¢, pw, o) para algin ¢ € S* y algin o € U*}
Una travesia sin movimientos

T
(¢, ¢,0) = (¢, ¢,0)

que observa a la cadena vacia es llamada travesia trivial asi A € T'(q,q’) para
cada q € Q)

2.5. Propiedades de los conjuntos travesia

Proposién 4 Si (q,p,0) N (¢, pw,0) es una travesia de w para alguin
w € 5% y algun o € U*, entonces es una travesia de w para cualquier p € S*
y cualquier o € U*

En el caso de que esto no fuera cierto entonces los movimientos que leen la
cadena w mueven el tope de pila més a la izquierda de la posicion inicial, o
no leen todos los simbolos no terminales de la pila.

Si para alguna travesia de w las cadenas ¢, o son vacias tenemos:
T
(.2 A) = (¢, w, M)

La cual es una secuencia aceptada de movimientos para w sélo si ¢ € [y
¢ € F. Ademés una secuencia aceptada de movimientos para w puede ser
una travesia de la misma porque el tope de la pila no se mueve a la izquierda,
lo cual solamente es posible cuando la pila esta vacia.
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Proposion 5 Un automata de pila M reconoce la cadena w si y solo si esta
se observa en alguna travesia de algun estado inicial a algin estado final.
welLM)eweTllq,qd)qel,qd€F

Demostracion:

Necesidad:

Supongamos que w € L(M), es decir existe una secuencia de movimientos
<QI7 )\7 >\) — (qu w, )\)

Para q; estado inicial y g5 € F', que reconoce a la cadena w, la cual pertenece
a la travesia T'(qr, qf)

Suficiencia:
SiweT(q,q') conqgelyq €F, existe una travesia
(a.9,0) = (¢, pw,0)
y por la proposicion anterior también es valido para ¢ = Ay o = A
por lo tanto (¢, \,\) = (¢/,w,\) y w € L(M)

Corolario 1

LM = J T(q)

qel,q'eF

Proposion 6 Sea M un automata de pila propio sélo las travesias de A por
M son travesias triviales

(¢, 0.0) = (¢,¢,0)
donde

geEQ,pe S oecU"
estoes N € T(q,q) & q=¢
Demostracion:

La travesia que observa la cadena vacia A\ no contiene movimientos de re-
vision, por lo que el contenido de la cinta de entrada no cambia; ademads,
por hipotesis, el autémata es propio, por lo cual no se permite escribir y leer
simbolos sin revisarlos, por lo tanto la tinica cadena permitida es A,

g
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2.6. Construccion de una gramatica

Para construir una gramatica a partir de un automata de pila se relaciona
el conjunto de los simbolos no terminales N(q,¢’) con los conjuntos travesia
T(q,q'), donde cada simbolo no terminal denota un elemento del correspon-
diente conjunto travesia.

Definicién 27 En una travesia (q,p,0) =L (¢, pw,0), de un autdmata de
pila, un movimiento de escritura en la travesia se llama movimiento basico
de escritura si éste se ejecuta a partir de una configuracion en la cual el
contenido de la pila es o; y un movimiento de lectura se l[lama movimiento
basico de lectura si permite a la pila llegar a o.

Los movimientos basicos forman lo que se conoce como pareja correspondi-
ente si el movimiento de escritura precede al movimiento de lectura y no
intervienen otros movimientos base.

Los movimientos basicos de lectura siempre deberan ser correspondidos con
movimentos bésicos de escritura, y deben leer todos los simbolos escritos en
la pila desde el inicio de la travesia hasta el final de la misma; de la mis-
ma forma, si un simbolo se escribe con un movimento basico de escritura, el
movimiento que revise el simbolo estard seguido de un movimiento basico de
lectura.

Proposién 7 Una travesia que contiene un movimiento bdsico de lectura
(escritura) también contiene su pareja correspondiente, un movimiento bdsico
de escritura (lectura).

Para demostrar la proposicion es necesario recordar que una travesia regresa
el tope de la pila a su posicién inicial, lo cual sélo se logra si todos los simbolos
escritos en la pila son leidos, es decir, existe el mismo nimero de movimientos
de lectura que de escritura.

Es posible relacionar cadenas de un conjunto travesia, con cadenas pertene-
cientes a otros conjuntos travesia. En la siguiente proposicion se expresan
formalmente las cuatro posibles formas de una travesia, todas mutuamente
excluyentes.

Proposion 8 Sea M un automata de pila y supongamos que

T
(CL 2 U) g (q/a pw, U)
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es una travesia de w en M, entonces exactamente una de las siguientes afir-
maciones es cierta.

1. La travesia solo tiene un movimiento scan

scan

(q> ¥, U) - (C]/, Ppw, U)

2. La travesia tiene mds de un movimiento, y el ultimo movimiento es
scan.

T scan
(¢, 0,0) = (¢", o¥,0) — (¢, s, 0)
conw=1s yv € T(q,q")

3. La travesia tiene mds de un movimiento, el ultimo movimiento es de
lectura y su pareja correpondiente (movimiento de escritura) no es el
primer movimiento.

(4, 0,0) == (", o, 0) 25 (p, oib, ou) == (010, ou) =% (' 0, o)

donde: u =10, v € T(q,q") y 0 € T(p,p')

4. La travesia tiene mds de un movimiento, el ultimo movimiento es de lec-
tura y su pareja correspondiente (movimiento de escritura) es el primer
movimiento.

(q,0,0) 25 (p, o, 0u) == (¢, 00, 0u) "% (¢, 08, 0)
donde: w =10 y 0 € T(p,p)

Demostracion:

Observamos que cada caso es mutuamente excluyente con los demds. Para
la primera afirmacion sélo existe la posibilidad de relizar un movimiento y el
movimiento de revision es el inico que no mueve el tope de la pila.

Para el caso en el que tenemos méas de un movimiento, el ultimo deberd ser
de revisiéon o de lectura, pues es necesario regresar a su posicién original
el tope de la pila o mantenerlo en su lugar, si el dltimo movimiento es de
lectura, serd un movimiento base y su pareja correspondiente puede ser el
primer movimiento o no; para la segunda y tercera afirmacién el primer
movimiento serda una travesia ,y en el caso de la tercera y cuarta afirmacion
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los movimientos entre la pareja correspondiente seran travesias que no con-
tendran movimientos base.

Para poder construir una gramatica a partir de un autémata de pila, no se
debe perder de vista que es necesario tener un conjunto de producciones que
nos lleve de un estado inicial hacia algin estado final, estas producciones son
de tal forma que para algina cadena w en S* w € T(q,q') en M si y sélo si
N(q,q) = w, en G donde T(q,q') es un conjunto travesia y N(q,q') es el
correspondiente simbolo no terminal.

g

En las afirmaciones de la proposicién anterior, observamos que cada relacién
especifica entre los conjuntos travesia corresponde a relaciones entre los con-
juntos de cadenas derivables de los simbolos no terminales de la gramatica.

1.

(4,9,0) =5 (¢, ps,0)
corresponde a N(q,q') = s

scan

(4:0,0) = (¢", 0, 0) 5 (¢, pi)s, )

N S

N(g,q")==v

corresponde a N(q,q') = N(q,q")s

write

(4, 0,0) = (", o, 0) 25 (p, pib, ou) == (1, o0, o) "% (¢, o1, 0)

7/ (.

N~ ~~

N(q,q") == N(p,p')=>0

corresponde a N(q,q') = N(q,q")N(p,p’)

write T read
(q7 ©, U) —t> \(p7 P, O'U) - (p7 9097 O'U/)J - (q/g097 U))

N(p,p')==0

corresponde a N(q,q') = N(p,p’)
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2.7. Relacién entre travesias y pasos de derivacion

Como asociamos los simbolos no terminales con travesias es necesario conocer
cuales son los estados (g, ') en los que inician y terminan éstas. La travesia
comenzara en un estado inicial o después de un movimiento de escritura en
la cerradura de la travesia, entonces:

B =T1TU{{ | qwrite(u,q") en M para algin q € Q y algin v € U}
El conjunto de los simbolos no terminales de G es
N ={N(q.d)lq € B,q' € Q}

Dependiendo del tipo de instrucciones de M se definen las reglas que rela-
cionen las travesias con simbolos no terminales, las cuales se muestran en la
tabla.

Observamos que la regla 5 relaciona las travesias de estados iniciales a esta-

Regla | Si M tiene la(s) instruccién(es) Entonces G tiene
1 qlscan(s, q) N(g,q) — s
qe B
2 q"]scan(s, q) N(¢,q') — N(g:q")s
qge B
3 q"Jwrite(u, p) N(g,q") — N(q,¢")N(p,p')
plread(u,q')
qge B
4 qlwrite(u, p) N(g:q") — N(p,p')
p'lread(u, ¢')
qe B
5 gel,d €F > — N(¢,q)
6 INF#0 Y— A

Cuadro 2.2: Construccion de una gramatica a partir de un AP

dos finales en M como cadenas derivables de > en GG y la regla 6 prueba que
G genera a A sélo si M acepta a .

Ejemplo 8 Sea M el autémata de la figura(2.3).
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Figura 2.3:
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El conjunto de travesias es :

con B ={1,4,5}

Nombramos con letras mayusculas aquellas travesias cuyo estado inicial pertenece
a By aplicando las reglas de la tabla (2.2) la gramética G sera la siguiente:

Regla1  Regla 2 Regla 3 Regla 5
A—a F—Cec C—BK YX—F
B—b G—Lb F—AG X —C
G—b K-—Ic L— HG

H—a J—Ib I—JK

J—b D— Fb

K—c¢

Las reglas 4 y 6 no son aplicables. Despties de eliminar las producciones
E — Ccy C — BK por no ser ttiles se tiene que L(M) = L(G)

El resultado que respalda la tabla (2.2) es el siguiente:

Teorema 2 Para algun automata de pila M es posible construir una gramadtica
independiente del contexto G tal que L(M) = L(G)

Demostracion:

Para demostrar el teorema supondremos que M es propio; primero construi-
remos la derivacién

N(q,q) = w

para algina travesia en el autémata, y después a partir de algiina derivacion
N(g,¢) = w

en la gramatica construiremos una travesia en el autémata, en ambos casos
la demostracién se hara por induccion sobre el niimero de movimientos en la
travesia para la primera parte, y para la segunda parte sobre el niimero de
pasos en la derivaciéon empleando las reglas de la tabla (2.2).

Primera parte

Base: Suponemos que

T
(¢,9,0) = (¢, pw,0) ¢ € B (2.3)
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es una travesia de w para M. Si la travesia tiene sélo un movimiento éste
debera ser un movimiento de revisién

(¢:0,0) == (¢, ¢s,0)

con lo cual M tiene el movimiento

qlscan(s,q’)

y de la tabla (2.2)
N(g.q") — s

y la derivaciéon N(q,q') = w con (w = s) consiste de un sélo paso.
Hipodtesis de induccion:

Para n > 1 la derivacién N(p,p') == 1) puede ser construida para algtina
cadena aceptada por una travesia de p a p’ en n 0 menos movimientos.
Paso de Induccién:

Ahora supongamos que la travesia tiene n + 1 movimientos, se tienen dos
posibilidades dependiendo de cual sea el ultimo movmiento de lectura o de
revision y ambas son mutuamente excluyentes.

Caso I : El dltimo movimiento es scan

(0, 0.0) = (", 00, 0) 3 (¢, g5, 0) (2.4)
con q € Q yw =1s
Asi los primeros n movimientos constituyen una travesia que por inducciéon
produce la dervivaciéon N(q,q") == 1 ademds el autémata tiene la instruc-

cion

q"|scan(s,q’)

y G tiene la produccion N(q,q') — N(q,q")s asi N(q,¢') = N(q,q")s
forman la derivacion ¥s = w

Caso II: El ultimo movimiento es de lectura

read

(Q7 P, U) - (p,> Ppw, U'LL) - (q,> Ppw, U)
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para algin p’ € QQ y u € U el movimiento de lectura deberd estar correspon-
dido con un movimiento basico de escritura en la travesia

write T

(4,0,0) = (¢", o1, 0) 25 (p, o1, ou) == (', o0, ou) =28 (Q'WH,ET) |
2.5

donde w = ¥# asi el autémata tendrd los movimientos:
q" | write(u, p)

p' | read(u, q’)

la secuencia anterior tendra dos travesia de las cuales ninguna tendra mas de
n movimientos

T
(¢, ,0) = (¢", 01, 0)

(p, o, ou) == (p/, 8, o)

la primera travesia debera ser trivial asi el movimiento de escritura es el
primer movimiento en la secuencia (2.5); ademds como M es propio la se-
gunda travesia tendra al menos un movimiento de revisién con lo cual no
serd trivial. En caso de ser trivial ¢ = ¢ y ¥ = X y por la regla (4) G
tendra la produccién

N(q,q') — N(p,p')

Aplicando la hipétesis de induccién la derivacién N(p,p’) == 6 puede ser
construida y N(q,¢') = N(p,p') = w es una derivacién en G de = w
ademds si la primera travesia es no trivial por la regla (3) G tendrd una
produccién

N(q,q") — N(q,¢")N(p,p")

por hipédtesis de induccion las derivaciones
N(q,q") == ¢y N(p,p/) =0

pueden ser construidas en G y en conjunto con

N(q,q") = N(q,q¢")N(p,p)
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forman una derivacion de 0 = w.

Segunda parte
Base: Si la derivacién de w consiste de un sélo paso deberemos usar N(q, ¢') —
sconq€ Byq €Q donde w=sy M debera tener la instruccién

q] scan(s,q’)

(4. ,0) == (q'vs, 0)
es una travesia de w
Hipétesis de induccion:
Para n > 1 suponemos que si ¢ se deriva de N(p,p’) en n o menos pasos,
entonces M observa a v en una travesia de un estado p a un estado p'.
Paso de induccion:
Ahora supongamos que w se deriva de N(q,q’) en n + 1 pasos. La primera
produccién no podra ser N(q,q') — s (serfa trivial) con lo cual el primer
paso de la derivacion serd la aplicacion de algina producciéon tomando en
cuenta las tres reglas restantes (o tipos de travesias restantes de la trivial)
de la tabla (2.2).

Caso I: Sea N(q,q¢') — N(q,q")s una produccién de G donde w = s para
algiina v tal que N(q,¢') == ¢; entonces M deberd tener la instruccién

q" ] scan(s,q’)

ademds por la hipétesis de induccién la derivacién N(q,q") == 1 tiene n
pasos y

T scan
(¢, 0,0) = (¢",¢¥,0) = (¢, p¥s,0)

es una travesia de s =w de g a ¢
Caso II: Sea N(q,q') — N(q,q")N(p,p’) una produccién en G' donde
w =1l

tal que
N(g,q") ==
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N(p,p') =0

entonces M deberd tener las instrucciones
q" | write(u, p)
P’ read(u, )

para algin simbolo u en la pila.

Como las derivaciones N(q,q") == v y N(p,p') = 6 no pueden tener mas
de n pasos es posible construir una travesia para v del estado ¢ al estado ¢’
y para 6 del estado p al estado p’ entonces:

write

(4,0,0) = (¢", 00, 0) 5 (p, b, ou)

= (ol ou S (¢ i, o)

Es una travesia de ¥6 del estado ¢ al estado ¢’

Caso III: Suponemos N(q,q") — N(p,p')s es una produccién en G donde
w=0yN(pp)=10

Si N(q,q') — N(p,p') es una produccién en G hacemos ¢ = qy ) = X en
el caso anterior y asi :

write T read
(qa ¥, U) - (p7 @, O'U) — (p/7 QOQ, UU) - (q/7 @97 U)

Es la travesia de w

Ademéds para algunos estados ¢ € By ¢’ € Q w € T(q,¢) si y sélo si
N(q,q) — w y como consecuencia

LM)={we S*|lweT(q,q),qel,q € F}

—{wesIN@) S wqel g eF}

entonces . — N (g, ¢') es una produccién de G siy sélosige [ 'y ¢ € F.
Por lo tanto
L(M) = {w € 5D = w} — L(G)
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Construccién de la Travesia

Pasos de derivacién

1-. Un movimiento scan
scan

(¢, 0,0) == (¢, ps,0)

N(q,¢) = s

2-. Ultimo movimiento scan

T
(Q7 P, O_) - (qﬂv §0¢, g

scan

— (¢, s, 0)

N(q,q') = N(q,q")s
donde N(q,q") = ¢

3-. Ultimo mov.read y el mov. correspondiente
write no es el primer mov.
T
(4,,0) = (¢", ¢, 0)

write

- (p> Spdja O'U)
= (1, o0, ou

read

— (¢, b, 0)

N(q,q') = N(q,q¢")N(p,p’)
donde
N(g,q") =
N(p,p/) =0

4-.Ultimo mov.read y el mov. correspondiente

write es el primer mov.
write
(¢,0,0) — (p, o, ou)
T /
= (p/, b, ou)

read

- (q/a 9097 U)

N(q,qd') = N(p,p')
donde

N(p.p/) =6

Cuadro 2.3: Correspondencia entre las travesias y los pasos de derivacion
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g

Es posible relacionar los arboles de derivacion y las travesias tal como se
muestra en la siguiente tabla: Ademads, la construccion es reversible, es decir,
si construimos una derivacion de la travesia, y posteriormente le construimos
a dicha travesia una derivacion, siempre obtendremos la travesia original.
Asi tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2 Si M es un automata de pila propio y G es la gramdtica obteni-
da de M a partir de las reglas de la tabla (2.2), entonces para cada w € S*,
la travesia por la cual M acepta a w tiene una correspondencia uno a uno
con la derivacion mds a la izquierda de w en G.

En el dltimo corolario del capitulo 2 se establece que existe una corresponden-
cia uno a uno entre las travesias de un autémata de pila (no deterministico),
y las derivaciones izquierdas de la gramatica asociada
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Capitulo 3

Propiedades de los Autématas
de pila

3.1. Propiedades de los lenguajes independi-
entes del contexto

Los lenguajes de las gramaticas independientes del contexto tienen propiedades
de cerradura similares a las de los lenguajes de las expresiones regulares, las
cuales se presentan a continuacion.

Primero se estudiara la intersecciéon de los lenguajes independientes del con-
texto L con el conjunto regular R.
Sea

My = (Qy, T, Py, Iy, Fy)

un autémata finito para Ry
M, =(Q,,T.U, P, I, F,)

un automata de pila para L. Al realizar la interseccion de estos dos autéomatas
obtenemos el autémata de pila

M=(Q,T,U,P,1I,F)

dOHdeQ:QpXQf,I:IpXIf,F:FpXFf
El programa de M sera el siguiente:

o1
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Si M, tiene | y My tiene | entonces M tiene
qlscan(s, q’) p—q (¢,p)]scan(s, (¢',p'))
qlwrite(u, q') pE Qf (¢, p)Jwrite(u, (¢',p))
glread(u,q’) p € Qs (¢,p)]read(u, (¢',p'))

Cuadro 3.1: Programa de L(M,) N L(M;)

Teorema 3 FEl autéomata M reconoce la secuencia de movimientos para w
T
((¢;p)-AA) = (¢, P), w, A)
con (q,p) € y (¢',p') € F si y sdlo si
(A 0) = (¢ 0, )

estd en M, y

/

p==0p
estd en My

Demostracién:
Necesidad

Supongamos que ((¢,p), A, \) = ((¢,p),w, ) con q.¢ € Q, y p.p/ € Q;
como tenemos cuatro tipos de travesias la demostracion se hard por casos.

1. La travesia solo tiene un movimiento

((g;p); A, A) == (¢, 1), 5, \)

Entonces M, tiene g]scan(s,q’) y My tiene p — p/
2. La travesia tiene mas de un movimiento y el ultimo movimiento es de
revision
(0.2, A0 == ((¢",0"), 2, ) == ((d.7). 05, )
Entonces existe en M, una secuencia
(000 = (¢, 0) = (¢, 05, ))

y en M; tendremos p — p" y p" — p’ entonces p — p’
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3. La travesia tiene mas de un movimiento, el iltimo movimiento es de
lectura y su pareja correspondiente el movimiento de escritura no es el
primer movimiento.

(@ 0), M A) == (4", 0"), 0. \) 5 ((5,7), 0, )
= ('), 00, 1) ('), 080, )

entonces existen ¢, ¢, s, s’,¢" € @, tales que

(@M N) = (¢", 0, 0) 75 (5,0, 8) == (s, o0, 1) "3 (', 010, \)

es decir
(6,0 2) = (¢, )
con w = 1. Ahora M; reconoce la cadena w mediante las siguientes

transiciones
w1 Vi wo w3 / w4 /
p—p —1r—71 —D

donde wywswswy = w por lo tanto p == p'.

4. La travesia tiene mas de un movimiento el dltimo movimiento es de
lectura y su pareja correspondiente el movimiento de escritura es el
primer movimiento

(0 2), A A) 5 ((q",9"), Mw) = (6", 9"), w0, ) % (¢, 1), w0, \)

y por la tabla (2.1) M, tiene
(@, A ) 5 (g7 A u) = (¢ w,u) 2 (¢, w, \)
es decir (g, A\, \) = (¢, w,\), y My tiene

w1 /) W2 /11 W3 /
p—p —p —Pp

w
entonces p = p’ con w = wiwows

Suficiencia
Supongamos (g, A, A) = (¢, w,)\) y p==p/, se tiene cuatro tipos de trav-
esfas, por lo cual se tendra que analizar como aplicar la tabla (2.1) para cada
uno de ellos.
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1. Si M, tiene

(g: M A) == (¢ ,w, \)

p—p
por la tabla (2.1) tenemos

((g,;p), M A) == (¢, p)w, N)

que es una travesia que consta de un sélo movimiento.

. Si M, tiene

(@, 0 A) = (¢", 0, A) 28 (¢, o5, \)

y M; tiene

w1 /) W2 /
p—p —>p con wiwy = w
por la tabla (2.1) M tendra
T scan
((Qap>7 )\7 )‘) - ((q”>p//)a P, >‘) - ((q/ap/)v Ps, )‘)

con w = ps; es una travesia con mas de un movimiento cuyo ultimo
movimiento es de revisién.

. Si M, tiene

(@A) == (07,0, ) 225 (5,0, u) == (5, 080, u) "% (¢, 08, \)

con w = b, y My tiene
w1 /) w2 w3 /w4 /
p—p —=1r——1r —p
entonces, por la tabla(2.1), M tendra

ite

(@ 0), A A) == (4", 0"), 9. \) 5 ((5,7), 0, )

read

= ('), 00,u) ™ (¢, 1), 90, )

que es una travesia (con w = ) con més de un movimiento y la pareja
correspondiente write no es el primer movimiento.
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4. Si M, tiene

(@, A A) 25 (¢ M u) = (¢"w,u) " (¢, w, A)

y M; tiene

Wiy w2 o W3y
p » P * D * D

con w = wiwsws entonces por la tabla (2.1) M tendra

(¢, 0), A A) 225 ((¢",p"), A u) == (", p"),w, 1) =2 (¢, ), w, A)

que es una travesia con mas de un movimiento y el primer movimiento
es la pareja correspondiente write.

g

Puesto que el complemento de un conjunto regular es regular,y L—R = LNR¢
entonces L — R serd un lenguaje independiente del contexto. Para poder
trabajar con la cerradura de los lenguajes independientes del contexto y
las operaciones de conjuntos (unién, concatenacién e inversa) utilizamos su
relacion con las gramaticas independientes del contexto.
Dadas dos gramaticas

G, = (T,Ny, P, %)

G2 = (T7 N27 P27 22)

dos gramaticas independientes del contexto con el mismo alfabeto terminal
T, pero con conjuntos no terminales disjuntos, Ny N Ny = () entonces la
gramatica para el lenguaje resultante de concatenar L = L(Gy) - L(G3) se
obtendra usando nuevos simbolos terminales Ay, As en lugar de ¥y, Y5 y
anadiendo la produccion

X — A1A2

a la inion de P; y P,, y para completar agregamos la produccion 3 — A si

Gy tiene Xj — Ay Xy — A\

La clase de los lenguajes independientes del contexto no son cerradas bajo
las operaciones de interseccion y complemento, lo cual demostraremos por
medio de un contraejemplo; sean

Ly = {a"b"c"|m,n > 0}
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Ly = {a™b"c"|m,n > 0}

La interseccién de Ly y Lo es
LiNnkLy ={a™0"c"In > 0} = Lgm

el lenguaje de doble correspondencia, el cual no es independiente del contex-
to.

Ahora, si el complemento de un lenguaje independiente del contexto fuera
siempre independiente del contexto, podriamos demostrar la cerradura bajo
interseccién usando las leyes de De Morgan.

LyNLy=(L{ULS)"

con lo cual el complemento no es independiente del contexto.

Para estudiar el traductor de estado finito de un lenguaje independiente
del contexto es 1til pensar en términos de un autémata de pila que genere
lenguajes independientes del contexto, un autdmata de pila generador (APG)
es un automata en el cual consideramos la cinta de entrada como cinta de
salida (impresién) y reemplazamos cada movimiento scan

q)scan(s,q’)

con un movimiento print
qlprint(s,q')

que escribe el simbolo s en la cinta de salida. Claramente el APG genera una
cadena w (esto es, escribe w en la cinta de salida) por la travesia

(@, M) == (¢, w, )

si y sélo si la maquina que representa un autémata reconoce w por la misma
secuencia de movimientos.
El automata generador

M, =(Q,,S,U, Py, 1,, F,)

genera cadenas en L que son procesadas por un traductor secuencial genera-
lizado.

Mt = (Qta S7 R7 Pt7[t7Ft)
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La combinaciéon de My y M; es un nuevo APG
M=(Q,R,UPIF)
con
q:QgXQty F:ngFt, I:IgXIt

que justamente generan las cadenas en R* que son traducidas por M en
cadenas en L. Esto es, M genera ¢, por la travesia

(0, 0), M A) = (¢ 1), ¢, \)

con (¢,p) € I, (¢',p') € F siy sélo si M, genera alguna cadena w por la
travesia .
(@A) = (¢, w,A)

y ¢ es la traduccion de w para M

p Ly
el programa de M se especifica en la tabla (3.2) y se anade una instruccién
adicional

qlnull(q’)
La cual nos coloca en el estado ¢’ del autémata sin hacer movimientos en el

tope de la pila. La instruccion null es andloga a la transicion A en un autémata
de estado finito y puede ser reemplazada con el par de instrucciones

qlwrite(u,q")

q"read(u, q")

donde ¢” es un nuevo estado auxiliar y u es un simbolo arbitrario en la pila
(los movimientos impropios después pueden ser eliminados)

Teorema 4 La clase de los lenguajes independientes del contexto con al-
fabeto terminal T es cerrada bajo las operaciones de union, concatenacion,
cerradura e inversion (reversa), interseccion y diferencia con un conjunto
reqular. Esto es si Ly y Lo son lenguajes independientes del contexto y R es
un conjunto reqular entonces

LiU L, LY Li- Lo
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LiNR L] Li—R
son independientes del contexto, sin embargo

LiN Ly Li=T"— 1,

no necesariamente son independientes del contexto.

Si M, tiene | y M, tiene | Entonces M tiene
qlwrite(u, ') pEQ: (¢,p)Jwrite(u, (¢',p))
glread(u, q') peEQ, (¢, p)lread(u, (¢', p))
glprint(s,q') | plscan(s,p’) (¢, p)null(q', p)

q € Qg plprint(r,p') | (g, p)lprint(r, (¢,p))

Cuadro 3.2: Especificacién del programa de un APG para la traduccion de
L(M,) por M

3.2. Autématas de pila deterministicos

Los automatas de pila deterministicos son una subclase muy importante
de los automatas de pila, por lo cual es necesario, conocer como son y de
qué manera se comportan.

Definicién 28 Un autémata de pila deterministico (APD) es un autdmata
de pila M = (Q, S,U, P,qr, F') con un sdlo estado inicial, y un programa en
el cual solo una instruccion es aplicable en una configuracion dada.

Un autémata deterministico acepta una cadena w, si después de revisarla
alcanzamos un estado final, sin importar el contenido de la pila; para mostrar
que la condicién de pila vacia es demasiado estricta tenemos el siguiente
lenguaje:

L=a"uU{d"t"|k > 1}

Si decimos que una cadena es aceptada unicamente alcanzando un estado
final, sin importar el contenido de la pila el automata siguiente reconoce al
lenguaje L.

Iniciaremos el autémata con un marcador final (la letra y) para que en caso
de aparecer la letra b, el autémata podra revisar si previamente se encuentra
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C

Figura 3.1: autémata para a* U {a*b* |k > 1}

la letra a correspondiente a la revision de b. Sin embargo el siguiente argu-
mento muestra que ningun APD puede reconocer a L cuando la condicion
de pila vacia es la condicion de aceptacion.

Siun APD acepta a w y a el prefijo de w, entonces la secuencia de movimien-
tos aceptada para el prefijo debera ser la subsecuencia inicial de movimientos
para w

WIW2 * * Wy Wy W]+ Wy = W

Vo
prefijodew

Suponga que M es un APD de n estados que acepta cada cadena w de L
por la travesia

(AN = (¢, w, N € F
Entonces para p > n el comportamiento de M para w = aPb? es:
(@A) =2 (1,0, ) == -+ (gp, 0%, A) = (¢, aPb, \)

donde (g;,a’, \) denota la configuracién por la cual M acepta la cadena a’.
Entre las primeras p + 1 configuraciones de esta secuencia algunos estados
deberan repetirse, suponga por lo tanto que ¢; = ¢; = ¢, para algin j > 1.
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Esto es suponemos que:
(1, M) = (4,0', ) = (q,0/,\) = (g, 0, ) = - = (¢, "V, )
Entonces debemos tener
(qr, A\, A\) N (q,a",\) = ... L (qp, a?~ U= \) = (¢, aPI=IpP | \)

Asi M acepta la cadena a?~U=9pP, la cual no estd en L.

Este ejemplo muestra que la condiciéon de pila vacia es una condicion que
limita las capacidades de la definicién del lenguaje de un APD.

En consecuencia adoptamos para el automata la aceptacién por el estado

final.

Definicién 29 Una cadena w es aceptada por un APD M, si M tiene una
secuencia de movimientos

(QIJ )‘) /\) - (qla W, 0)

donde ¢ € F y o € U*, el lenguaje reconocido por M es el conjunto de las
cadenas reconocidas por M.

Observamos que la definicién anterior es muy completa ya que no permite
que un autémata de pila (no deterministico) pueda aceptar lenguajes que
no son independientes del contexto, lo cual se verifica convirtiendo algin
autémata de pila M en un (posible) autémata deterministico M’ que acepta
el mismo conjunto de cadenas con la pila vacia, simplemente anadimos a M
las instrucciones

qlread(u, qa) uelU

para cada estado final ¢ de M, y la instruccion
qalread(u, qa) uelU

donde g4 es el nuevo estado final de M’. Estas instrucciones vacian la pila
validando alguna secuencia de movimientos de M.

A continuacién se muestra una modificacién del autémata de la figura ante-
rior (para vaciar su pila)

Usando la modificacion descrita anteriormente podemos obtener de cualquier
automata deterministico de pila un autémata de pila equivalente que tenga
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Figura 3.2: autémata con pila vacia para a* U {a*b* |k > 1}

por condicién de aceptacién la pila vacia (aunque la maquina modificada no
necesariamente serd deterministica). Por lo tanto, la clase de los lenguajes
definidos por los APD es, a lo mas, una subclase de los lenguajes indepen-
dientes del contexto.

Definicion 30 Un lenguaje independiente del contexto es llamado deter-
manistico, si es reconocido por algun automata de pila deterministico.

Ejemplo 9 El lenguaje de correspondencia simple L,,, el lenguaje de los
paréntesis L, y el lenguaje de los paréntesis dobles Lgy,, son lenguajes deter-
ministicos.

Los autématas que construimos para estos lenguajes podrian ser arreglados
para aceptar cadenas como lo pide la definicién (29), teniendo que comenzar
la pila del autémata con un nuevo simbolo y deteniéndonos en un estado final
cuando este simbolo es leido.

Observaciéon 11 Todos los lenguajes requlares son deterministicos puesto
que todos son reconocidos por algun automata deterministico de estado fini-
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to, el cual es un automata deterministico de pila.

Debido al comportamiento descrito anteriormente, surge la pregunta ;Es la
clase de lenguajes deterministicos una subclase propia de los lenguajes in-
dependientes del contexto?, si tomamos el lenguaje de la imagen reflejada,
sera posible mostrar este hecho; usamos el lenguaje no deterministico

Ly = {a"b"|k > 1} U {a"b**|k > 1}

el cual ademas es usado para estudiar las propiedades de cerradura de los
lenguajes deterministicos. Cada cadena en L,  tiene la forma a*b™ con m = k
om = 2k.

Un autémata de pila no deterministico para L4 se muestra en la figura (3.3)

Figura 3.3: automata de pila para L,

Intuitivamente el autémata no puede reconocer el lenguaje porque al terminar
de revisar todas las a’s en ningtin momento se tiene base para decidir si las
b's corresponden individualmente o en pares (el autémata no deterministico
no tiene que tomar esa decision, es capaz de tomar cualquier alternativa).

Teorema 5 Los lenguajes deterministicos independientes del contexto son
una subclase propia de todos los lenguajes independientes del contexto. En
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particular el lenguaje
Lnd:{akbm|m:k o m =2k k‘Zl}
es independiente del contexto pero no es deterministico.

Demostracion:

Puesto que L,4 es reconocido por el autémata de la figura(3.3) es un lenguaje
independiente del contexto. Ahora supongamos que M es un autéomata de
pila deterministico que reconoce L, 4 a partir de dos copias de M podriamos
construir el APD M’ donde

1. La pila y el tope de la pila son compartidos por ambas copias de M.
2. El estado inicial de M’ es el estado final de la copia 1 de M.
3. Los estados finales de M’ son los estados finales de la copia 2 de M.

Colocamos el programa de M’ para transferir el control de la copia 1 de
M a la copia 2 de M inmediatamente después de cualquier movimiento que
coloque la copia 1 en un estado final.

4. Cada instruccion etiquetada por un estado final en M
gjmov(z,q'), q€F
se convierte en la instruccion

qlmov(z, q2)

en M’, donde ¢; es el ejemplo de ¢ en la copia 1 de M y ¢ es el ejemplo
de ¢ en la copia 2.

5. Las otras instrucciones se conservan en ambas copias de M. Si M tiene
gJmov(z,q') ¢ ¢ F
entonces M’ tiene ambas

almov(z,q) Yy gelmov(z, g)
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Por construccién M’ es deterministico si M lo es, y afirmamos que
L(M') = {a"v*|k > 1}

para ver esto observamos que cada cadena w = a*b* guia a M’ a un estado
final de la copia 1, el cual no puede ser un estado final de M’ por lo tanto
ninguna cadena es aceptada por M’; sin embargo M’ acepta cada cadena
a"v?* = a*b*b* por la secuencia de movimientos

(g1, M\ \) = (¢, a*b*, 0y) = (q;,akbkbk,ag) q/2 er

en la copia 1 en la copia 2

la cual transfiere el control a la copia 2 inmediatamente después de la se-

cuencia de movimientos para a*b*.

Ahora, si convertimos M’ a M"” cambiando cada movimiento de revisién en
)

la copia 2 de M

a2)(scan(b, )

¢2)(scan(c, q;)

entonces la secuencia de movimientos reconocida para a*b*b* en M’ se con-
vierte en una secuencia de movimientos reconocidos para afb*cF en M".
Asi M" es un APD que reconoce

Lay = {a*b*c*|k > 1}

el cual no es independiente del contexto. Esta contradiccién concluye la de-
mostraciéon del teorema.

g

3.2.1. Propiedades de cerradura de los APD

Las propiedades de cerradura de estos lenguajes difieren significativamente
de aquellas de la clase completa de los lenguajes independientes del contexto.
En esta clase de lenguajes el complemento de un lenguaje deterministico es
siempre un lenguaje deterministico. Para establecer este resultado hacemos
uso de la idea de intercambiar los papeles de los estados finales y no finales
en un autémata de pila para algin lenguaje deterministico arbitrario. La
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construccién que se empleo para demostrar la cerradura de los lenguajes in-
dependientes del contexto bajo la intersecciéon con un conjunto regular, se
aplica a los lenguajes deterministicos. Si M, es un APD para L y My es un
automata finito deterministico para R, entonces M es un APD para L N R.
La construccion que se empleo para la cerradura bajo un traductor finito, no
puede ser trasladada para los lenguajes deterministicos, incluso si restringi-
mos la atencién a traductores finitos.

Ejemplo 10 Ellenguaje L = {a*b*|k > 1}U{a"c2k|k > 1}, es deterministi-
co pero la traduccion de L por la mdquina que traslada s en b's es un lengua-
je no deterministico L,y. Asi los lenguajes independientes del contexto no son
cerrados bajo la clase de mdquinas traductoras finitas.

Para determinar la cerradura de estos lenguajes bajo otras operaciones ele-
mentales de conjuntos, usamos el hecho de que los siguientes lenguajes son
deterministicos

le{akbk\k‘21} ng{akb2k|kz21} LiUc-Ly LEUc-LE
mientras que los lenguajes
Lnd:LlLJLQ L1UL2‘C C'Lnd

son no deterministicos. Dado que L,,4 es la union de lenguajes deterministicos,
pero no es en si mismo deterministico; es decir, la cerradura no se conserva
bajo la unién, similarmente el lenguaje

Liuec- LY = {v*d" U cb®a"|k > 1}
es deterministico, pero su inversa L; U Ly - ¢ no lo es.

Sea,
L4:(CU)\)'(L1UC'L2)

si la concatenacion de conjuntos fuera deterministica su interseccién con
algin conjunto regular seria deterministica. Pero la interseccion de Ly y el
conjunto regular ca*b* es

LyNca*b* =c- Ly,
lo cual no es deterministico. Finalmente

L5:CUL1UC'L2
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es un lenguaje deterministico. Si su cerradura fuera deterministica, entonces
L:Neca*d =c-L1Uc-Ly=c- Ly
seria también deterministica; pero no lo es. En resumen tenemos:

Teorema 6 La clase de los lenguajes independientes del contexto deterministi-
cos sobre un alfabeto T, es cerrada bajo operaciones de complemento, inter-
seccion con un conjunto reqular y diferencia con un conjunto reqular, y no es
cerrada bajo las operaciones de union, interseccion, concatenacion, 1nversa,
cerradura de conjunto o traduccion (deterministica) por una mdquina de es-
tado finito.

Esto es si Ly y Lo son lenguajes independientes del contexto, R es un con-
jgunto reqular y M una mdquina traductora de estado finito, entonces

Li=7T"-L LiNnR Li—R
son deterministicos, mientras que
LiU Ly Ly Ly LE
LiN Ly Ly M(Ly)

no son deterministicos.

3.2.2. Complementos de los lenguajes deterministicos

Sea M un APD para L, deseamos disenar un APD M, que alcance el estado
final s6lo para cada cadena que no esté en L (esto es, tal que L(M,) = L°).
De manera analoga con los autématas finitos, deseariamos intercambiar los
estados finales y no finales de M para obtener M,.. Pero encontramos una
dificultad inmediata, en aplicar esta idea, para M no habria secuencias de
movimientos para todas las cadenas en S*; algunas cadenas llevarian a M a
configuraciones muertas, desde las cuales el autémata no tiene instrucciones
aplicables.

Sea Y el conjunto de las cadenas que no son observadas por secuencia alguna
de movimientos de M, y sea M’ la maquina obtenida de M intercambiando
los estados finales y no finales. Puesto que M’ puede no tener una secuencia
de movimientos para alguna cadena en Y; M’ no reconoce el complemento
de L(M).

Una configuracién muerta (g, ¢, o) puede surgir de dos formas
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1. Intentar leer una pila vacia; la etiqueta de ¢ es una instruccion de
lectura y o = .

2. Efecto en un programa incompleto
a) La etiqueta de ¢ es una instruccién de revisién, sin un estado

sucesor especifico para el siguiente simbolo de entrada.

b) La etiqueta de ¢ es una instruccién de lectura, sin un estado suce-
sor para el simbolo tope de la pila.

c¢) La etiqueta de ¢ no tiene instruccién.

Podemos modificar un autéomata de pila deterministico M tal que las config-
uraciones muertas no ocurran para ninguna cadena de entrada.

Para prevenir que M intente leer una pila vacia, ampliamos el alfabeto de la
pila, incluyendo una nueva letra = que marcara la base de la pila. Anadimos
a M un nuevo estado inicial ¢} e inicializamos la pila con la instruccién

qrlwrite(z, qr)
entonces para cada instruccién de lectura
qlread(u, q')

anadimos la instruccion
qlread(z, qr)

donde ¢g es el nuevo estado (no final) auxiliar. Con estos cambios M tiene
un programa incompleto, pero nunca tratara de leer la pila cuando esta se
encuentre vacia.

Para completar el programa de M anadimos la instruccién

qr)scan(s, qr) se s

lo que provoca que M revise cualquier simbolo restante de entrada en un
estado no final ¢gr. Ademads necesitamos anadir nuevas instrucciones

qlread(u, qr) 0 qlscan(s, qr)

para asegurar que cada estado con etiqueta de lectura o revision en M tiene
un estado sucesor en la pila para cada simbolo de entrada, y eliminando de
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este modo las configuraciones muertas, ademas estos cambios no modifican
el lenguaje reconocido por M.

La ausencia de configuraciones muertas no es suficiente para garantizar una
secuencia de movimientos para cada cadena de entrada en S*; la maquina
podria entrar en un ciclo interminable de instrucciones de lectura y escritura;
sin embargo si M es propio y libre de ciclos esto no ocurrird. Por lo tanto,
hacer estos cambios sobre un automata de pila propio y libre de ciclos pro-
ducird un autémata deterministico que tiene una secuencia de movimientos
para cada cadena de entrada posible.

Definicién 31 Un automata deterministico de pila se llama completo si
cada cadena w € S* es observada por una secuencia de movimientos que
comienza desde la configuracion inicial (qr, A\, \).

Al eliminar los movimientos impropios y los ciclos de un autémata de pila
deterministico podemos asegurar que los APD completos pueden ser encon-
trados para cualquier lenguaje deterministico.

Proposion 9 Cada lenguaje deterministico independiente del contexto es re-
conocido por algun automata de pila deterministico completo.

Figura 3.4: autémata con pila vacia para a* U {a*b* |k > 1}
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Ejemplo 11 Un automata de pila deterministico completo para
L=a"uU{d"t"|k>1}

se muestra en la figura (3.4). Puesto que el autémata de la figura ya usa y
como marcador para el fin de la pila, la modificacion de la pila vacia no es
necesaria.

El problema restante es obtener un APD completo para un lenguaje de-
terministico arbitrario, esto es: entre la ejecucion de dos movimientos de
revision, el autémata completo podria pasar a través de la secuencia de es-
tados

(Qp—b ¥, 0p-1 T (%Ja ps, 0_10) —
— (%“7 Ps, Ur) s (qT+17 @Stv 0r+1) —

algunos de los cuales son finales y algunos no lo son. La cadena s sera re-
conocida por M si alguno de los estados g, - - - ¢ es un estado final de M. Si
M’ es el autémata obtenido de M por intercambio de estados finales y no
finales, es probable que algunas cadenas sean reconocidas por ambos M y
M’, especificamente si ¢, es un estado final de M y g, no lo es, entonces el
autémata reconocerd la cadena ¢s por la secuencia de movimientos

<QI7 )\7 )\) :> (qp7 9087 Up)

y M’ reconocera @s por la secuencia de movimientos

(q17 )\7 )\) — (QT'7 PSs, JT)

Por lo tanto M’ no serd el autémata deseado para reconocer L(M)e.
Este problema se resuelve modificando M’ asi: cada estado final estard eti-
quetado con alguna instruccién de revision.

Definicién 32 Sea M un automata de pila deterministico completo, y sea
Qs el conjunto de estados de M que estan etiquetados con la instruccion de
revision; si cada estado final de M pertenece a Qs, entonces M estd en forma
complementable.

Para poner un autémata deterministico en su forma complementable, cons-
truimos un autémata M’ que consiste de dos copias de M llamadas M; y
M, y deseamos que M’ tenga el mismo comportamiento de M, excepto que
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el control estard en M; o Ms, si el estado final de M ha sido visitado o no
desde el ultimo movimiento de revision.

El programa de M’ estd especificado por la tabla (3.5), cada instruccién cuyo
estado sucesor es un estado final en M, transfiere el control al estado corres-
pondiente en la copia Ms; el control regresa a la copia M; con el siguiente
movimiento de revisién cuyo estado sucesor es no final en M. El estado inicial
de M’ es el estado inicial de M; o M, dependiendo de que ¢; sea final o no
final en M.

Los estados finales de M’ son los estados de M, que estan etiquetados con
la instruccion de revisién, y ademads, M’ es un autémata deterministico com-
plementable que reconoce a L(M).

Ahora, suponemos que M es un APD en forma complementable; como M es
completo cada cadena w € S* es observada por una secuencia de movimientos
unica que termina en un estado en (),

<QI7)‘7 )\) — (q/7w70-) q/ € Q
si tomamos M, que sea M con los estados finales
Fc = Qs - F

entonces M, es un APD complementable deterministico solo para las cadenas
rechazadas por M, asi tenemos la siguiente

Proposion 10 Sea L un lenguaje independiente del contexto, éste es deter-
manistico, si y solo st L es deterministico.

3.3. Automatas numerables

Seria interesante saber que pasa con la capacidad de un autéomata de pila
cuando limitamos el tamano de la pila del mismo.

Si M es un autémata de pila con alfabeto (de la pila) U = {uy, ug, - -, up}, €s
facil obtener una maquina M’ con un alfabeto de pila que tenga dos simbolos
{0,1} que reconozca el mismo lenguaje. Simplemente adoptamos alguna co-
dificacion de los simbolos en U como secuencias binarias de m digitos, donde
2™ > n, siempre que M tiene una instrucciéon write(u,q), M’ tiene una
cadena de m instrucciones de escritura que anaden el codigo de U a la pila.
Donde M tiene una instruccion de lectura, se usa un arbol de altura m de
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q q
SiM M
tiene
yqg¢F
entonces u
M’ tiene @_.O M:
@< Ol
entonces —
M’ tiene u

M,

Figura 3.5: Conversion de un APD a su forma complementable
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instrucciones de lectura en M’ para descifrar m-simbolos de la pila (en orden
inverso) y para dirigir la méquina al siguiente estado apropiado.

Asi la clase de los autéomatas de pila con dos simbolos en la pila, tiene toda
la capacidad de la clase general de los autéomatas de pila; sin embargo, el
argumento anterior no dice nada acerca de los autématas con un solo simbolo
en el alfabeto de la pila U = {A}. En tal caso, el contenido de la cinta de
entrada siempre es A*, para k > 1, sin embargo, la informacién contenida,
en la pila estd completamente determinada por el entero k, especificando la
distancia entre la primera casilla de la pila y el tope de ésta, puesto que
las instrucciones de escritura y lectura tienen el efecto de incrementar o
decrementar el entero k en uno.

Definicién 33 Un Autéomata numerable es un automata de pila
M=(Q,S,{A},PI,F)

con un alfabeto de pila de un simbolo y configuracion (q, p, A¥) y se abrevia
(q,¢, k) donde k se llama el contador, en lugar de

write(A,q) y  read(A,q)

unicamente escribimos

up(q) vy down(q)

Ejemplo 12 La figura (3.6) muestra un automata numerable M, con alfa-
beto de pila {(,)}; esta mdquina agrega uno a su contador por cada parétesis
wzquierdo revisado, y sustrae uno para cada parétesis derecho revisado.

Sil(¢) v r(p), son respectivamente los nimeros de los paréntesis izquierdos
y derechos en la cadena ¢, la configuracién de M, después de revisar ¢ sera

(1, 0,U() = 7())

asi M, usa la pila para mantener la cuenta del exceso de paréntesis izquierdos
sobre los derechos. Dado que la configuracién vélida es (1, ¢, 0), M, reconoce
unicamente cadenas con un nimero igual de paréntesis izquierdos y derechos.
Mgés aun, ningun prefijo ¢ de una cadena reconocida podria tener I(¢) < r(¢p),
porque ninguna configuraciéon de un autémata numerable podria tener un
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Figura 3.6:

contador negativo (no serfa valida).
De lo anterior concluimos que M, reconoce el lenguaje de los paréntesis ba-
lanceados. Una secuencia de movimientos vélida para la cadena (()()) es:

(1,A,0) = (2,(,0) = (1,(, 1)

5 (2,(6D) =5 (1,((2)
5 (3,(0,2) =5 (1,(0, 1)
5 (2,(061) = (1L (0(2)
— (3,(00,2) -5 (1,(00.1)

(

Puesto que la clase de los autématas numerables es lo suficientemente poderosa
para reconocer el lenguaje de los paréntesis balanceados, los autématas nu-
merables son mas poderosos que los autématas finitos.

Todas las cadenas en L, tienen la propiedad de que cada paréntesis izquierdo
esta correspondida por una subsecuente aparicion de un paréntesis derecho.
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Aunque el autémata numerable es capaz de examinar la simple estructura del
lenguaje de los paréntesis, el reconocimiento de algunos lenguajes indepen-
dientes del contexto, requiere la correspondencia de varios tipos de simbolos y
estd mas alla de las capacidades de los autématas numerables; por ejemplo, el
lenguaje de los paréntesis dobles L, debera revisar que () < r(¢) de forma
independiente para los dos tipos de paréntesis y ademas también conservar
el registro mostrando el orden en el cual los paréntesis izquierdos fueron
revisados.

De lo anterior podemos concluir que ningiin autémata numerable es capaz de
mantener el registro necesario, para reconocer L, sin embargo, si es capaz
de codificar suficiente informacién dentro de su contador para reconocer L.

Teorema 7 Los automatas numerables son intermedios en cuanto a alcances
(poder) entre los autématas finitos y los de pila. En particular existe un
automata numerable que reconoce Ly, pero ninguno que reconzca Lgy,.

Demostracién:

En el desarrollo del ejemplo anterior se construye un autémata numerable
que reconoce Ly, Unicamente resta probar que ningun autémata numerable
reconoce Lgy,.

Sin pérdida de generalidad suponemos que M es propio, entonces para cada
cadena w = {(,[}, denotemos w la cadena inversa de w. Cada una de las
cadenas ww es una cadena simétrica en Lg,, formada a través del uso de la
siguientes reglas:

1. () y[]estdn en Lg,
2. Si a € Ly, entonces también lo estan («) y [¢]
Para cada entero r > 1, sea Lr el lenguaje
Ly ={ww |we{([} y |w]=r}

cada cadena ww en L,, debe ser aceptada por al menos una secuencia de
movimientos en M digamos

(g, \,0) = (q.,w, ke) = (¢’ ,ww,0) q€l y deF

donde (g.,w, k) es la configuracion de M inmediatamente después de que
esta revisa el ultimo simbolo de w. Denotemos por k(w) el valor mas pequeo
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de k. sobre todas las secuencias de movimientos de M que reconocen ww.
Primero, tenemos una cadena w € {(,[}" para la cual k(w) > %
Supongamos que wiw; v wew son dos cadenas diferentes en L, entonces M
tiene las secuencias de movimientos

(1,1, 0) = (o1, w1, k) = (1, w101,0) el y ¢y €F

(g2, A, 0) = (qe2, wa, ke2) = (q;,wguﬁg,O) @€l vy q; S

que aceptan las cadenas. Observamos que no es posible tener cadenas de
la forma wiwW, y viceversa wsowy, pues éstas no son cadenas de paréntesis
balanceados. Asi, cada cadena en {(,[}" debe llevarnos a una combinacién
distinta de ¢, y k.. Como tenemos 2" elementos distintos en {(,[}" y debe
existir al menos un elemento w con n - k(w) > 2".
Ahora, se muestra que si M es un autémata sin ciclos k(w) > nr. Sea w como
en el parrafo anterior, y consideremos que M reconoce una cadena ww; dado
que |w| = 7, son hechos r-movimientos de revision, durante el reconocimiento
de w por M; como M es propio no se tienen movimientos de escritura seguidos
de movimientos de lectura; ademas, como M tiene n estados, no mas den—1
movimientos se pueden realizar, pues M es sin ciclos. Asi (n — 1) - r pueden
ser realizados mientras se revisa w por un automata de pila sin ciclos.
Como la eleccién de r es arbitraria la relacion

27'

— <kw)<n-r Vr >1

n
Sin embargo, para r muy grande % > n-r, asi M no puede ser un autémata
numerable que reconozca Lgj,.

U

3.4. Ambigiedad

Encontramos que cada lenguaje finito, tiene asociada una gramatica sin am-
bigliedad en la cual las derivaciones izquierdas podrian ser colocadas en co-
rrespondencia uno a uno con las secuencias reconocidas de un autémata finito
deterministico. Sin embargo para los lenguajes independientes del contexto,
no es tan simple; seria interesante saber si los lenguajes independientes del
contexto estan relacionados con los lenguajes deterministicos, o si los lengua-
jes no ambiguos deberan ser deterministicos, o si un lenguaje deterministico
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bebe ser ambiguo.

En el ultimo corolario del capitulo 2 se establece una correspondencia uno a
uno entre las travesias en un autémata de pila no deterministico y las deriva-
ciones izquierdas en la gramatica asociada. No podemos concluir de forma di-
recta que los lenguajes deterministicos no son ambiguos porque las secuencias
de movimientos validas de un APD no necesariamente son travesias. Para
demostrar que los lenguajes deterministicos no son ambiguos mostramos que
cualquier autémata de pila deterministico puede ser provisto de instrucciones
que vacian la pila, permitiendo que éste acepte cada cadena por una travesia
Unica.

Sea M un APD sin pérdida de generalidad suponemos que M estd en forma
complementable, y cada estado final de M solamente estd etiquetado con la
instruccion de revisiéon. Para cada cadena w € L(M) hay una tnica secuencia
de movimientos valida para que M llegue a un estado con una instruccién
de revisién. Antes de construir una gramética para L(M), convertimos M a
una maquina M’ que acepte las cadenas de L(M) con la pila vécia. Esto es
facil de hacer anadiendo las instrucciones a M que se muestran en la figura

(3.7).

cadau
enU

Figura 3.7:
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Siempre que M tenga una instruccion cuyo estado sucesor sea el estado final,
anadimos una instruccién duplicado de la cual el estado sucesor es g4, el
estado final de M’, que sera el estado donde M’ vaciara su pila. Aunque el
automata de pila nuevo no es deterministico su secuencia de movimientos
validos para cualquier cadena sigue siendo tnica.

Una cadena w que lleva M al estado final ¢’ podria llevar a M’ ya sea al
estado ¢’ 0 a el estado ¢4.

(qla)\7)\) - (%SO)O') - (ql,a},O') —

(qlu )\7 )‘) - <QA7 W, O-) = (QA7W7 /\)

w s6lo es reconocida en el tltimo caso, puesto que en el primer caso la maquina
esta en un estado no final, y es necesario que el movimiento de revision sea
el siguiente.

Ahora, sea G la gramatica independiente del contexto construida para M’
(de acuerdo con sus travesias). Si G’ fuera ambigua, habria al menos dos
derivaciones izquierdas distintas de alguna cadena w, lo cual implica que
M acepta a w por dos o mas secuencias distintas de movimientos; de esta
contradicciéon concluimos que

Corolario 3 La clase de los lenguajes deterministicos independientes del
contexto es una subclase propia de los lenguajes independientes del contexto
no ambiguos.
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Capitulo 4

Lenguajes independientes del
contexto

Caracterizar las oraciones vélidas de un lenguaje, como el conjunto de ca-
denas, generadas por alguna gramatica independiente del contexto, es un
paso esencial al aplicar muchos métodos préacticos del andlis sintactico. En
los capitulos anteriores hemos probado algunos teoremas basicos acerca de
la estructura de los lenguajes independientes del contexto. Estos teoremas
podrian ser usados para distinguir los lenguajes finitos de los lenguajes inde-
pendientes del contexto.

Definicién 34 Sea G una gramdtica independiente del contexto, una produc-
cion A — « en la gramdtica se llama regla de G. El simbolo no terminal A
es la parte izquierda de la regla, y la cadena o es la parte derecha de la regla.

En una produccién de la forma A — z03, la letra x € N UT se llama
manipuladora de la produccion. Una produccion de la forma A — B con A
y B simbolos no terminales, se llama produccion no generativa. Si G permite
la derivacion

A= Agp

entonces la letra no terminal A se dice recursiva izquierda. Si G permite la
derivacién

A= pA

79
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entonces A se dice recursiva derecha. Si G permite la derivacién
*
A=A

en uno o mas pasos entonces se dice que A es un no terminal ciclico.

4.1. Transformaciéon de gramaticas

Hasta este momento hemos caracterizado la equivalencia de gramaticas, si
generan el mismo lenguaje; sin embargo, si las gramaticas se transforman en
alguna otra forma, nos interesa preservar la estructura del lenguaje generado
representado por los arboles de derivacion; pues se puede tener el caso en que
una gramatica genere varias oraciones, por una séla derivacion, mientras que
las mismas oraciones puedan ser generadas, por varias derivaciones en la otra
gramatica; por lo cual nuestra afirmacién inicial; no es un buen argumento
para la equivalencia de gramaticas.

4.1.1. Equivalencia de gramaticas

En el siguiente ejemplo se presentan dos gramaticas que generan el mismo
lenguaje, sin embargo la forma en que derivan las cadenas reconocidas, y mas
aun su estrucctura es muy diferente.

Ejemplo 13 Sean

G:X— S Gy:2 — S
S — S01 S — S0S
S —1 S—1

que generan el lenguaje
L =1(01)"

Ambas gramdticas generan el mismo lenguaje, lo unico que las hace difer-
entes es que G es ambigua y G1 no lo es; de aqui podemos concluir que G4
y Go no son estructuralmente equivalentes; en particular G asocia muchos
arboles de derivacion distintos para oraciones en el lenguaje, mientras que
G4 asocia un drbol de derivacion unico.

Una definicién de equivalencia apropiada para la transformacién de gramaticas



4.1. TRANSFORMACION DE GRAMATICAS 81

debe igualar a las gramaticas G; y Ga, s6lo si las mismas oraciones son
ambiguas en cada gramatica. Esto puede lograrse pidiendo que el arbol de
derivacién izquierdo de G; y G5 tenga una correspondencia uno a uno para
cada oracién generada. Aunque este criterio podria ser estricto, para una
forma de ambigiiedad estructural es facilmente removido. Consideremos el
siguiente ejemplo

Ejemplo 14
G1 Y — S

S — S01
S —1

Gi:X— S
S— S
S — S01
S—1

La gramatica G2 tiene todas las producciomes de G; mas la regla S — S.
Puesto que esta regla podria ser aplicada un ntimero arbitrario de veces para
cualquier oracion que contenga a S cualquier cadena generada por Go tiene
una infinidad de derivaciones distintas. En cambio (G; genera cada cadena por
una derivacién tnica. Aunque Gs es muy ambigua, la tnica diferencia entre la
descripcion estructural de cualquier oracion de acuerdo a las dos gramaticas
es el niumero de repeticiones de ciertas derivaciones en cada derivacion.

Las derivaciones que contiene repeticiones de oraciones surgen solo de las
gramaticas que tienen letras no terminales ciclicas, como los simbolos no
terminales ciclico son improductivos, y queremos removerlos; el criterior de
equivalencia podria permitir remover la ambiguedad asociada. Por lo tanto
se observa que la derivacién izquierda contiene oraciones no repetidas, pro-
porcionando la descripcion estructural correcta de las oraciones generadas
por la gramatica.

Definicién 35 Una derivacion izquierda permitida por una gramdtica inde-
pendiente del contexto se llama minima, si ninguna oracion es repetida en la
derivacion.
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Definicién 36 Dos gramdticas independientes del contexto G1 y Gy se dicen
débilmente equivalentes si L(G1) = L(Gg). Y se dicen fuertemente equiva-
lentes, si son débilmente equivalentes y para cada cadena w, su derivacion
minima izquierda permitida por G1, puede ser colocada en correspondencia
uno a uno con la permitida por Gs.

Observacion 12 Ambas definiciones ( débilmente y fuertemente) son rela-
ciones de equivalencia en la clase de todas las gramdticas independientes del
contexto

Para las gramaticas que contienen simbolos no terminales ciclicos, cada derivacion
izquierda es minima; la equivalencia fuerte depende solo de la existencia de
una correspondencia uno a uno entre las derivaciones izquierdas.

A continuacién presentamos un ejemplo de equivalencia fuerte

Ejemplo 15 Consideremos las gramdticas

Gli Z—>A Ggi 2—>A G3I Z—>A

A—a A—a A—a
A — aB A — abcA A — aB
B — bC B — bC
C — cA C — cA

A — abcA

La gramética (G5, se obtiene reemplazando las reglas de G, usadas en la
derivacién
A = aB = abC = abcA

con la regla
A — abcA

observamos que L(G1) = L(G2). Una derivacién tunica de la cadena w en
(G1 puede ser construida de una derivacion de w en G5 reemplazando cada
produccién A — abcA con aplicaciones de las reglas

A— ab B — bC C —cA

asi, G1 y G5 son fuertemente equivalentes. Las producciones de la gramatica
G5 son la unién de las producciénes de G; y Ga, por lo tanto L(G3) =
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L(G4); G no puede ser fuertemente equivalente con Gy o Gy, porque G es
ambigua (y no tiene simbolos no terminales ciclicos), mientras que G; y G
son ambiguas.

Existen transformaciones que describen las condiciones bajo las cuales una
gramatica transformada es equivalente a la original.

4.1.2. Sustitucién y Expansion

Se dice que una gramatica es transformada por sustitucion, cuando para
algin simbolo no terminal B, la parte derecha de las reglas de B es sustituida
por producciones de B, en la parte derecha de alguna otra produccién en la
gramatica independiente del contexto. Supongamos G es independiente del
contexto y tiene la produccion

A — oBy BeN, pve(NUT)

y las reglas
B—>ﬁ17 B_>ﬁ27 7B—>6n

la transformacién de G por sustitucion para B, en la produccién A — @B
en la gramatica G’ es obtenida de acuerdo con las siguientes reglas

R1 : A — @B no esta en GG’
R2 : Todas las demads producciones de G estan en G’

R3 : Cada produccién A — @1 con i =1,---,n estan en G’

Ejemplo 16 Considere las gramadticas

Gi: Y— 8 Gy: Y¥— 8 > — ST

S — 1T T —S S — T
T —c T—c S§—aSbT
T— S T — aSb

T — aSh

La graméatica G5 resulta de sustituir la parte izquierda de 7" en la produccion
S — TT de G;. La producciéon S — T'T es omitida en Gy, pero las reglas
de T en GG; son conservadas. La gramatica (G5 es fuertemente equivalente a
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Gi.

Si la produccién introducida por la sustitucién es un duplicado de una pro-
duccion en la gramatica original, la transformacién de la gramatica necesita
no ser fuertemente equivalente a la original. Por ejemplo, si la gramatica G
tiene las producciones

A — By B—f A — By
y sustituimos a B en la primera regla de A obtenemos la produccion
A— pyp B-—p

en la gramatica transformada G’. Mientras que GG permite dos derivaciones
de la oracion @B desde A

A= @By = [y

A — By

G’ s6lo permite la segunda derivacion.

Proposién 11 (Sustitucion) Sea G una gramdtica independiente del con-
texto y G' una gramdtica construida a partir de G, sustituyendo algin simbolo
no terminal B en la produccion A — @B, si ninguna produccion de G’
introducida a través de la regla (3) de la sustitucion, ha sido ya introducida
a través de la regla (2), entonces G y G' son fuertemente equivalentes.

Demostracion

Para establecer la equivalencia fuerte de G y G’, es necesario que para cada
cadena w se establecer una correspondencia uno a uno, entre la derivacién
izquierda minima permitida por G, y aquellas que son permitidas por G'.

Sea w alguna cadena en L(G), y supongamos que tenemos una derivacién de
w permitida por G, si en la derivacién no se emplea la produciéon A — @B,
la derivacién estd permitida por G’, por otra parte si la derivacién si emplea
la produccién, entonces la ultima sustituciéon de A — @B, estara seguida
de la aplicacién de alguna regla de B en G
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—= oBr =0t = - = w

en la derivacién correspondiente de w en G, el paso

nA§ = npBYE

se reemplaza por
nA&{ = npBY§

y el paso
oBT = ofT

se omite. En caso de que se vuelva a aplicar la producciéon A — @B, en
la derivacién original repetiremos los pasos anteriores.

La nueva derivacién es minima pues no se aplican reglas no generativas, esto
es las derivaciones fueron hechas por la izquierda y no se modificé el orden
en que se deben hacer.

U

De la misma forma es posible invertir el procedimiento anterior para obtener
una derivaciéon minima tnica de w en G a partir de cualquier derivacién de
G'. A este proceso contrario a la sustitucion lo llamamos expansion. Suponga
que reemplazamos una produccién de la forma

A— oy ey e (NUT) — A

en una gramatica independiente del contexto con alguna de las siguientes
producciones
A— X X —0p

A— pX X —

donde X es el nuevo simbolo no terminal. En cualquiera de los dos casos se
dice que se ezpande la regla A — 1. Si la gramatica G’ se obtiene de G
por expansién de una regla A — ¢, entonces G podria ser obtenida de G’.
Por lo tanto la proposicion anterior y la simetria de la equivalencia fuerte,
muestran que G y G’ son fuertemente equivalentes.

Proposién 12 (Expansion) Si la gramatica G' estd formada a partir de
una gramdtica independiente del contexto G por expansion, entonces G y G’
son fuertemente equivalentes.
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4.1.3. Producciones intutiles y pruebas de vacio

Una gramatica podria contener producciones y simbolos no terminales que
pueden resultar en alguna derivacion de cadenas no reconocidas.

Definicién 37 Sea G = (N, T, P,Y) cualquier gramdtica independiente del
contezto; se dice que una produccion A — « de G es util si G permite una
derivacion

Y= @AY = po) == w weT”

de otra manera se dice que A — « es inttil.

Un simbolo terminal de G es 1til si es la parte izquierda de una produccién
util, en otro caso es un terminal inttil. Para poder identificar las producciones
utiles en una gramatica independiente del contexto se realiza un proceso lla-
mado marcado; del cual existen dos tipos el marcado —T vy el marcado — .

El procedimiento marcado — T marca cada regla de G con el simbolo T" s6lo
si hay una derivaciéon en la cadena reconocida que emplea dicha regla. El
conjunto de producciones con marcado — T se denota por Pr y el conunto
de no terminales que son llamados T' — conectados es el siguiente:

Nr={Ae NU{X} |es una regla A— « en Pr}

por lo tanto cada produccién 1til en G debe estar en Pr y cada simbolo no
termial 1til debe ser un terminal conectado. Sin embargo, que la produccion
se encuentre en Pr y el simbolo no terminal en N7 no es suficiente para ase-
gurar que la produccion o el simbolo son ttiles; un simbolo no terminal en
N7 o una produccion A — « en Pyp, solo son utiles si la oracién que con-
tiene el simbolo A puede ser derivada a partir de X. Para poder analizar si la
oracion puede ser derivada, empleamos el segundo procedimiento de marcado.

El procedimiento de marcado — ¥, marca cada regla A — « en Pr, con el
simbolo ¥ sélo si G permite la derivacién

Y = @Ay
usando las reglas en Pr, la graméatica debe permitir la derivacion

Y = pAY = pa) == w weT”
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ya que cada terminal en ¢ o 1 es T' — conectado, si denotamos por Ps el
conjunto de producciones Y — marcadas, entonces Ps; contiene las produc-
ciones ttiles de la gramatica. Ambos procedimientos nos llevan a lo siguiente:

Procedimiento marcado — T. Sea G una gramatica independiente del con-
texto con producciones P, es posible construir una sucesion de producciones

Py, P, ... de subconjuntos de P, y una sucesion de Ny, Ny, ... de subconjun-
tos de N de acuerdo con el siguiente algoritmo.
1. Py, Ny = 0.

2. Sea Py ={A— a en Pla esta en (N;UT)*}, i=0,...
3. Sea Niy3 ={A € N | Py, tenga una regla A — a}, i=0,...
4. Si Py # P, ir al paso 2.

5. Sea Pr = P;y1 y Npr = N,y

Cada conjunto P; contiene simbolos no terminales de G de los cuales se deri-
va una cadena reconocida en ¢ pasos. Entonces P; C P,y C P para cada
1 el procedimiento terminara después de un nimero de pasos no mayor al
nimero de reglas en G.

Procedimiento marcado—X. Sea GG una gramatica independiente del contexto
y sea Pp el conjunto de producciones T'— marcadas; es posible construir una
sucesion (Q, QQs, . .. de subconjuntos de Pr segun el siguiente algoritmo.

1. Sea Q1 ={¥X — a € Pr}.Seai=1,...
2. Sea Qi1 = QU{A — a € Pr| Q; contiene una regla B — pAY}.
3. Si Q1 # Q; y tenemos que 7 =1 + 1, ir al paso 2.

4. Py = Q1.

Cada conjunto Q; contiene la produccion A — « si y sélo si G permite la
derivaciéon

Y = @AY = por)
en no mas de ¢ pasos usando solo producciones en Pr. Dado que Q; € Q;+1 C Pr;

este procedimiento se detiene después de un ntmero de pasos no mayor al
nimero de producciones en Pry.
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Observacion 13 Los argumentos anteriores nos muestran que las produc-
ciones utiles son aquellas que estan en Py, despiues de que el proceso de
marcado ha concluido. Entonces los procesos de marcado siempre terminan
después de un numero finito de pasos.

Proposién 13 Sea G = (N, T, P,%) una gramdtica independiente del con-
texto. Para cada produccion en P, es posible decidir si es o no es util en G.

Demostracion
Solo es necesario aplicar los procedimientos de marcado — Ty marcado — X
junto con la observacion anterior.

g

Ejemplo 17 Sea la siguiente gramdtica: Hemos numerado las producciones

G X — S (1)
S — AB (2)
S — aS (3)
S — a (4
B — Sb ()
¢ — aC (6)

para que sea mds fdcil trabajar con ellas. Aplicando el procedimiento de
marcado — T marcamos la produccion (4), pues es una produccion que deriva
un simbolo terminal, después marcamos las reglas (1) y (3), pues a partir de
ellas también llegamos a alguna cadena conformada solamente de simbolos
terminales, y por ultimo marcamos la produccion (5); asi tenemos que

Pr = {(4)7 (1)7 (3)7 (5)}

NT = {27873}

ahora aplicando el procedimiento de marcado — X, marcamos las reglas (1),
(2) y (3), pues la regla (5) no pertenece a la derivacion de ninguna cadena
reconocida, aunque la parte izquierda de la produccion tiene un simbolo no
terminal T — conectado. Asi las reglas ttiles son:

Pr={¥—S5, S—aS, S—a}
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G- ¥ — S
S — aS

S — a

y la gramdtica simplificada es:

El procedimiento de marcado — T nos proporciona una forma de revisar si
L(G, A) es vacio para alguna A € N U {X}, lo cual es cierto si y sélo si A
estd en N7, de aqui tenemos el siguiente:

Teorema 8 (Prueba de vacuidad) Para alguna gramdtica independiente
del contexto G, es posible decidir si L(G,A) = 0 para cualquier simbolo no
terminal en G; en particular es posible decidir si la gramdtica genera alguna
cadena o todas, esto es L(G) = L(G,X) = 0.

Al borrar las producciones inttiles de la gramética se producird una nueva
gramatica fuertemente equivalente a la original, con lo cual se demuestra el
teorema.

Proposién 14 (Remocion de producciones inditiles) Si la gramdtica
G' se obtiene a partir de una gramdtica independiente del contexto G re-
moviendo las producciones initiles, entonces, G y G’ son fuertemente equiv-
alentes.

4.1.4. Reemplazo de producciones no generativas

Decimos que una gramatica sin producciones no generativas y simbolos no
terminales ciclicos esta en su forma canonica, por lo cual es importante es-
tablecer procesos para eliminar tales estructuras. Se presentara éste proced-
imiento mediante un ejemplo.

Sea G la gramatica con producciones:

>—A A—B A—uaB

>—B A—C C— Aa
B—C A—b
¢ — B

es posible representar en la siguiente figura la sucesion de derivaciones no gen-
erativas consecutivas por un autémata finito deterministico M (G), que tiene
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un estado para cada simbolo no terminal que aparece en las producciones no
generativas de G.

Figura 4.1:

Cada transicion A de la maquina corresponde a una produccion no gener-
ativa de G, y los estados iniciales y finales corresponden a los simbolos no
terminales, en los cuales una serie de pasos no generativos, pueden comenzar
o terminar respectivamente.

Supongamos la siguiente trayectoria del estado inicial A al estado final C'

A—B—C—B—CC
es decir, la siguiente sucesién de derivaciones
Ay = pBYp = ¢CY = By — ¢CY

es permitida en G, la cual esta precedida y seguida por derivaciones genera-
tivas. Este es el caso en la derivacion de la cadena reconocida ba.

Y=—=>A—B—(C=—B— (= Aa— ba

En general, si G = (N, T, P,X) es una gramética independiente del con-
texto con reglas no generativas, el autémata finito asociado es M(G) =
(Q,0, P, I,F), donde
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Q ={A|A — B o B — Aesunaregla de G para algun A, B € N}
P = {A 2, B| A es una regla de G}

¥ — Aesunaregla de G o
I=¢AeQ| B— pAy es una regla de G
con o # A

F={AcQ|A— fesunregladeGcon ¢ N}

Observamos que los conjuntos [/ y F' incluyen todos los simbolos no termi-
nales en los cuales inician y terminan, las secuencias de pasos de derivacion
con producciones no generativas; incluyendo la secuencia vacia.
Es posible obtener una gramaética equivalente a G pero con producciones no
generativas, reescribiendo cada produccién generativa como varias produc-
ciones que dan el efecto de producciones no generativas permitidas por G.
La nueva gramatica G’ = (T, N’, P", %) incluye un nuevo simbolo no terminal
para cada secuencia de pasos no generativos que pueden ocurrir como parte
de una derivacion minima en G, cada una de estas secuencias corresponde a
una trayectoria libre de ciclos en M(G) desde algin estado inicial X, hasta
algun estado final Y.

e { Xl,XQ,A---,XnA:Y GAF,Xi 4 X; parai#j }

y X — Xy == X, en M(G)

Las reglas de la nueva gramaética se disenian asi, siempre que la secuencia de
pasos de derivacion

A= XV = -+ = oYV = pBY
es permitida en una derivacion minima de G, la secuencia

es permitida por G'. Las producciones de G’ son dadas por las siguientes
reglas de construccion

1. Si una poduccién de G no contiene simbolos correspondientes a un
estado en (), ésta es una produccion de G’
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2. Si G contiene una produccién generativa
a — agBiay - - - Bag k>1

en la cual {B;|1 < i < k} son los simbolos en la parte derecha de las
producciénes correspondientes a los miembros de @), entonces G’ con-
tiene cada produccién

U-— aViag, -, Vioy
tal que
Ue {A} si Anoesun estado final de M(G)
{[X---Y]|Y = A} si Aesun estado final de M(G)
Ve {B;} si B; no es un estado inicial de M (Q)
! {[X---Y]| X = B;} si B; es un estado inicial de M(G)

Continuando con la figura (4.1) la gramatica G que aumenta a la maquina
M (G); necesita de los nuevos no terminales:

{[A],[AC], [BCL, [ABCT}

Siguiendo las reglas de construccion, encontramos que ninguna reglas de G es
retenida en la nueva gramatica, porque cada regla tiene un aspecto de algin
simbolo no terminal correspondiente a un estado en (). Las producciones de
G’ resultantes de la regla (2) son las siguientes:

Y — [A] Y — [AC] Y — [BC] Y — [ABC]

[A] — b [A] — a[BC] [AC] — [A]a [AC] — [AC]a
[AC] — [ABCla [BC| — [A]a [BC] — [ACla [BC] — [ABCla
[ABC] — [ACla [ABC| — [ABClJa [ABC] — [Ala

Dada alguna derivaciéon minima permitida por G, podriamos construir una
derivacién correspondiente, con G’ reemplazando cada secuencia de derivacién
simple, identificando la secuencia reemplazada, por ejemplo, G permite la
derivacion

ZﬁB:C:ﬁa:%a:C@:Aaa:baa
[BC] [ABC] [A]
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que contiene tres secuencias de pasos no generativos (el ultimo vacio), sepa-
rado en cada caso por un paso generativo. La derivacion correspondiente de
acuerdo con G’ es

Y = [BC| = [AB(Cla = [A]aa = baa

la correspondencia de las derivaciones ilustradas en este ejemplo se aplica a
las gramaticas Gy G’ siempre que G’ sea obtenida de G de acuerdo a las
reglas dadas anteriormente.

Proposién 15 Para cualquier gramadtica independiente del contexto se puede
construir una gramdtica G' fuertemente equivalente, que contenga produc-
ciones no generativas.

4.1.5. Gramaticas balanceadas

El poder eliminar las producciones no generativas e intitiles motivan la creacion
de una subclase de una gramatica.

Definicién 38 Una gramdtica independiente del contexto G = (N, T, P,Y)
se dice balanceada si cada produccion tiene una de las formas:

Y — A > — B A— «

donde A,B€ N, a € (NUT)* — N — X\ y cada produccidon es 1til.

En una gramatica balanceada las reglas de ¥, ademas de ¥ — X son nece-
sarias para obtener la produccién > — B y las reglas no generativas o
intutiles no son permitidas.

La ausencia de producciones no generativas, asegura que cada derivacién
izquierda, permitida por la gramatica sea minima. Ahora, si G es una gramatica
independiente del contexto arbitraria, por la proposicién (12), es posible ex-
pandir todas las reglas de X a la forma > — B y obtener una gramatica
fuertemente equivalente a la original. La proposicién (15), nos permite trans-
formar ésta gramatica en una gramaética sin reglas no generativas fuertemente
equivalente a la original. Empleando la proposicién (14) las reglas inttiles po-
drian ser omitidas produciendo una gramaética fuertemente equivalente a la
original. Por lo tanto tenemos el siguiente
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Teorema 9 A partir de una gramdtica independiente del contexto G, es posi-
ble construir una gramdtica balanceada G’ fuertemente equivalente a G

En las gramaticas balanceadas cada produccién (diferente de las produccio-
nes que parten desde X)) es de la forma

A— «a donde |a|>1 o aeT"—\

asi, cada paso en una derivacién, (con excepcién del primero) incrementa la
longitud de la oracion, o genera al menos un simbolo terminal en la cadena;
de aqui podemos decir que la derivacion de la cadena reconocida con longitud
n necesita a lo mas de 2n pasos; que consiste de un paso inicial, a lo mas
n — 1 pasos que generan n simbolos no terminales y n pasos que reemplacen
simbolos no terminales por terminales.

4.2. Formas candnicas de gramaticas

Con base a todo lo que se ha expuesto anteriormente tenemos que, si es posi-
ble obtener una gramatica fuertemente equivalente a partir de una gramatica
independiente del contexto arbitraria, diremos que ésta es su forma canonica.
Las formas candnicas son utiles por dos razones

1. Es maéas facil establecer algunas propiedades para las graméticas en
forma canonica.

2. Representar lenguajes independientes del contexto por gramaticas en
forma candnica es mas facil, sobre todo para procesos de analisis sintacti-
co.

Las gramaticas balanceadas constituyen una forma canénica de una gramatica
independiente del contexto, que simplifican su estudio, pues no poseen pro-
ducciones no generativas e inttiles.

Existen otras dos formas canodnicas para las gramédticas independientes del
contexto, éstas son

1. La gramatica de forma normal, en la cual las producciones son re-
stringidas a unas pocas formas muy simples.

2. La gramatica de forma estdndar, la cual es til para el anélisis sintactico
debido a que la recursividad izquierda no esta permitida.
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4.2.1. Gramaticas en forma normal

Definicién 39 Una gramdtica independiente del contexto G = (N, T, P, %)
se dice que estd en forma normal, si cada produccion tiene una de las sigu-
ientes formas

Y>—N Y—A A—BC A—a

con A,B,C €N yaeT

A esta forma candnica también la conocemos con el nombre de forma nor-
mal de Chomsky, debido a que no tiene producciones no generativas, una
gramatica en forma normal es balanceada si no contiene producciones inttiles,
el principio para transformar una gramatica independiente del contexto G en
una gramatica G’ fuertemente equivalente se ilustra en la siguiente figura.

en G en G'
NN
Xl/X{\Xk X X: ... X4
N

X, [Xs ... Xq

[X m Xul
Xk—l/ \Xk
Figura 4.2:

Apoyandonos en el ultimo teorema de la seccion anterior podemos asumir
que G esta balanceada, de donde cada produccién de G tiene una de las
siguientes formas

Aplicando la proposicién (12) a G, es posible construir una gramética G,
expandiendo cada regla A — a, con |a| > 2, en un conjunto de reglas
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Y— A A—uo AeN acT
Y—A A—a ac(NUD), |a]>2

donde cada una de las partes derechas contengan 2 simbolos. Para cada regla
A— XXy, -+, Xi k>2 X,e NUT
en (G, introducimos k£ — 2 nuevos terminales
(X Xa [Xs - Xl [Xooo1 X

y reemplazaremos
A— Xi[Xo- - Xy

[(Xo- - Xp] — X (w3 Xi]

[Xk—le] — X1 X

aplicando la produccion A — X ;X5 --- X en GG corresponde a aplicar éstas
nuevas producciones en secuencia. Cada regla de G se encuentra ahora en
alguna de las siguientes formas con A, B,C,€ N y a,b,c € T.

>— X\ A—bC
>»—A A— Be
A— BC A —bc

A—oa

Las producciones de la columna izquierda estan en forma normal, pero las de
la columna derecha no; las tltimas producciones se colocan en forma normal,
introduciendo un simbolo no terminal [X], para cada simbolo terminal z en
la gramatica, y reemplazando cada ocurrencia de x en cualquier produccién
por [X]. Entonces la regla [X] — x es agregada a G'.

Por ejemplo, una produccién de la forma A — bC' se convierte en la pro-
ducciéon A — [b]C, agregando la regla [b] — b a la gramadtica, ahora, por la
proposicién (13), los cambios anteriores producen una graméatica fuertemente
equivalente a la original, de donde obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 10 (Teorema de la forma mormal) A partir de cualquier
gramdtica independiente del contexto es posible construir una gramdtica fuerte-
mente equivalente en forma normal.
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4.2.2. Gramaticas de forma estandar

Para este capitulo emplearemos el siguiente resultado:
Regla de Arden Sea X un alfabeto y sean A, B C ¥*. La ecuacién X =
Az + B tiene solucién z = A*B y es tnica si ¢ A.

Las gramaticas independientes del contexto en forma estandar tiene simbolos
terminales como controladores de todas las reglas, porque no son recursivas
por la izquierda, y éstos son muy importantes en el andlisis de sintaxis.

Definicién 40 Una gramdtica independiente del contexto, se encuentra en
forma estandar, si cada produccion tiene alguna de las formas

X — A

>— A
A— af

conAeG,aeT ypfe(NUD)*.

A esta forma canodnica también se le conoce con el nombre de forma normal
de Greibach. Dado que no se pueden tener reglas de la forma A — B,
una gramatica en su forma estandar es balanceada si no tiene producciones
inutiles.

En una gramatica de forma estandar cada paso después del primero en una
derivacion izquierda tiene la forma

PAY = pafi

y genera al menos un simbolo terminal, por lo tanto la derivacién de una
cadena reconocida de n simbolos, necesita a lo mas de n + 1 pasos, debido a
que ninguna producciéon permitida por la graméatica puede ser de la forma

A= Ay
la recursividad izquierda es imposible.

Para construir una gramatica de forma estandar equivalente a alguna gramatica
independiente del contexto arbitraria GG, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que G es balanceada, entonces, cada produccion de G sera de alguna
de las siguientes formas

Y — A A — aa
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¥>— A A — Bpj
A, BeN aeT a, € (NUT)YB # «

las producciones estdan en forma estandar, con excepcién de las del tipo
A — Bf3, por lo tanto serd necesario reemplazar las producciones no termi-
nales, por producciones controladoras en forma estandar.

Sea A algin simbolo no terminal en G y consideremos una derivacion izquier-
da desde A, en la cual cada paso tiene un simbolo no terminal X; como su
controlador

A= X0 = Xooly = - = XyfBk - o = -+ (4.1)

La derivaciéon anterior sera finita en longitud, salvo que algin simbolo no
terminal se repita en la secuencia

A7X17X27"'7Xk7"'
ahora, si tenemos que X; = X, = X para algin ¢ < j, la derivacién
X :*>Xﬁj7”'aﬁi+l

se permite, y X es un simbolo no terminal izquierdo recursivo.

En caso de que la gramética G no tenga simbolos no terminales recursivos
(recursion izquierda) cada derivacién como en (4.1), producird una oracién,
la cual comenzara con un simbolo terminal y en un nimero finito de pasos y
sustituciones convertira las reglas de G a la forma estandar.

Ejemplo 18 Sea GGy la gramdtica con las siguientes reglas

G:YXY—A A—Ba B—Cb C—cC
A—Ca B—CAb C—c

transformémosla a su forma estandar. Observamos que esta gramdtica no
tiene simbolos no terminales recursivos izquierdos ( es recursiva derecha),
usando la proposicion (11) es posible transformar a G sustituyendo las reglas
controladoras de A por

A — Cbha

A — Ba se convierte { A — CAba
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A — cCa

A — Ca se convierte
A— ca

el resultado es la gramdtica G

Gy:YX— A A—cCa B— Cb
A— ca B — CAb
A — Cba C — cC
A — CAba C —c

ahora como las reglas de B son initiles es necesario borrarlas; ademdas dos
de las nuevas reglas de A, no se encuentran en su forma estindar, pero si
sustituimos una vez mds, se completard la conversion y el resultado serd

Gy:X— A A—cCa A— aCAba
A— ca A — cAba
A — cba C — cC
A — cCbha C —c

la construccion de G a partir de Gy, satisface la condicion dada en la proposi-
cion (11); ademds una produccion no transformada duplica cualquier produc-
cion que ya estuvierd en la gramdtica. Asi Gz es fuertemente equivalente a
G.

Si la gramatica que se convertira a su forma estdandar tiene simbolos no ter-
minales recursivos izquierdos, el procedimiento que usamos anteriormente
nunca termina. Para tal circunstancia usamos el procedimiento mostrado en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 19 Sea G la gramdtica con las siguientes reglas
Gi:X— A A — AbA A—a

observamos que la produccion A — AbA es recursiva izquierda. Denotemos
A por el conjunto L(Gy, A) de acuerdo a la gramdtica, A debe satisfacer la
ecuacion

A=A(bA)Ua

empleando la regla de Arden obtenemos una expresion alternativa para A

A=a(bA)" =aUabA(bA)"
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a partir de esta expresion es fdcil encontrar producciones de forma estdndar
que generen las cadenas en A. El conjunto Z = bA(bA)* es generado por las
producciones Z — bAZ y Z — bA, donde Z es un simbolo no terminal
nuevo. Sin embargo, Z no es un simbolo no terminal controlador, pues la
cerradura se desarrolla a través de recursion derecha, mds aun estas reglas
se encuentran en forma estindar. El conjunto A = a U aZ es generado por
las reglas de A
A—aZ A—a

ast la gramdatica describe el mismo lenguaje que G. Ademds, cada derivacion

Gy: X — A A—aZ 7 — bAZ
A—a Z — bA

en G, que usa recursion izquierda sobre A
Y = A = AbA = abA = abAbA = ... = (ab)*A = (ab)*a
con k > 1, correspondiendo unicamente a la derivacion
Y= A= aZ = abAZ = --- = a(ba)""'Z = a(ab)*

con k > 1 usando la recursion derecha de Z en Gs.

Para resolver la recursion izquierda en algiin simbolo no terminal X de una
gramatica arbitraria, se necesitan manejar muchas reglas recursivas izquier-
das de X, el siguiente resultado generaliza este proceso.

Proposién 16 Sea G una gramdtica independiente del contexto y suponga
que las reglas X de G son

X—>0517"'7X—>05n

X—>Xﬁl)"'7X—>Xﬁn

donde el sequndo grupo de reglas incluye cada regla X como el controlador.
Sea G’ la gramdtica obtenida, reemplazando las reglas X de G con las reglas

X—>a17"'7X—)an

X— a2, -, X — a2
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Z—>ﬁl>"'az—>ﬁm
Z—)51Z7az—>ﬁmz

donde Z es un simbolo no terminal nuevo. Entonces G y G' son fuertemente
equivalentes.

Demostracion:
Denotamos por X al conjunto de cadenas en G

X = (U Ua) UX(B U Up,)

donde «; y f3; denotan el conjunto de cadenas derivables de oraciones «; y
B;. Aplicando la regla de Arden encontramos

X=(yU---Uap)(f1U---UBp)"
el conjunto de cadenas (también denotado por X) en G’ es
X=(U---Uay)U(aU---Ua,)Z

donde
Z=(U---UBp)U(BiU---UPp)Z

si resolvemos la seguna ecuacién para Z usando la regla de Arden y susti-
tuyendo el resultado en la primera ecuacién tenemos

X=(@U---Uay)U(ayU---Uay,)(f1U---UpPBp)"

= (0 U+ Ua,)(Bi U+~ U B,)"

asi X representa la misma cadena en ambas gramaticas, y como solo cam-
biamos las reglas de X en G, entonces L(G) = L(G'). Ademds G y G’ son
fuertemente equivalentes porque la derivacién en G

X = XOj === X0, - B, = aif3j, -+ B,
estd en correspondencia uno a uno, con derivaciones de la forma
X:>OéiZ:>Oéiﬁij:> :>aiﬁjk---ﬁji

en G'.
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g

Esta proposicion forma la base de un procedimiento para convertir cualquier
gramatica independiente del contexto balanceada a una gramatica de forma
estandar equivalente. Para este procedimiento es necesaria la siguiente

Definicién 41 Sea G una gramdtica independiente del contexto y M un sub-
conjunto de simbolos no terminales de G. La subgramética G(M) tiene el
congunto de producciones

{A—a|AeM y A— aesunaregla de G}

ast, G(M) contiene cada regla de G cuya parte izquierda estd en M.

Si G es cualquier gramatica balanceada, y M un conjunto de simbolos no
terminales tal que ningiin elemento es recursivo izquierdo, en la subgramatica
G(M). El conjunto M no puede contener un simbolo no terminal A si hay
una regla A — A« en G; aun asi, M podria tener simbolos no terminales
que sean recursivos izquierdos en G. Ahora, sea G una gramatica balanceada
con simbolos no terminales recursivos izquierdos, si deseamos poner a GG en
su forma estandar, tomamos G(M) una subgramatica de G en la cual ningin
simbolo no terminal es recursivo izquierdo, y sea X algin simbolo no terminal
que es recursivo izquierdo en G; el procedimiento anteriormente mencionado
transformard G en una gramdtica equivalente G’ tal que G'(M U {X}) no
tenga simbolos no terminales recursivos izquierdos, tal procedimiento consta
de dos pasos y se repetira para cada simbolo no terminal recursivo izquierdo
de G, para el caso de las producciones que no se encuentran en forma estandar
podemos recurrir a el procedimiento de sustitucion. En el primer paso usamos
sustitucién para transformar las reglas de X en G para que sus simbolos
no terminales controladores no sean miembros de M; en el segundo paso
empleamos la proposicién (16) para reemplazar cualquier regla X recursiva
izquierda.

1. Considere cualquier regla X de G con su simbolo controlador en M
X —Yp YeM
ahora, sean las reglas Y de GG

Y — o, Y —
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usando sustitucion reemplazamos la regla X — Y (3 con las nuevas
reglas
X—>O[1B7"'7X —)akﬁ

y repetimos este procedimiento hasta que G no tenga las reglas X,
como simbolos no terminales controladores en M. La proposicién (11)
asegura que para cada sustitucion hecha duarante la ejecucion del paso
1, la gramética transformada genera el mismo lenguaje que la gramatica
original. Dado que sélo las reglas de X son agregadas a G, el paso 1

no puede introducir una recursion izquierda dentro de la subgramatica
G(M).

2. Después de aplicar el primer paso las reglas X de G son
X — ayg, - X — a, (en las cuales X no es recursiva izquierda)

X — X0y, - X — X0G,, (en las cuales X es recursiva izquierda)

en donde ningun simbolo controlador estd en M. Reemplazamos las
reglas anteriores con las siguientes

X —a, X —a,

X—mz, - X —a,Z
Z— by Z— B
Z— b, Z— pnZ

donde Z es un nuevo simbolo no terminal.

La proposicién (16) nos garantiza que el proceso hecho en el paso 2
no cambia el lenguaje generado pro G, sélo las reglas X y las reglas Z
son agregadas, asi que todos los simbolos no terminales en M siguen
siendo no recursivos. Puesto que X y Z no aparecen como simbolos
controladores en ninguna de las reglas nuevas, ninguna de las dos son
recursivas izquierdas, asi G(MU{ X }) no contien simbolos no terminales
recursivos izquierdos.

Después de eliminar todas las recursiones izquierdas de la gramatica aplican-
do repetidamente los pasos 1 y 2, los simbolos no terminales de la gramatica
seran

NUR donde R={Z,---,Z,}
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que contiene los simbolos no terminales introducidos por el paso 2. La gramatica
aun podria tener reglas con simbolos no terminales como controladores. Dado
que ninguna recursion izquierda esta presente, estas reglas podrian ser reem-
plazadas de manera finita con reglas que se encuentren en su forma estandar.
Algunas de las reglas Z introducidas por el paso 2 serdn no generativas porque
algunas de las cadenas (3, - -, 3,, podrian estar formadas solamente por un
simbolo terminal. Sin embargo, al sustituir por sus simbolos controladores,
se tendran reglas generativas, debido a que ningin elemento de R puede ser
el controlador de ninguna regla Z, y solamente las reglas Z pueden ser no
generativas. Como consecuencia de lo anterior tenemos

Teorema 11 Teorema de la forma estandar Si G es una gramdtica
independiente del contexto es posible construir una gramdtica G' en forma
estandar tal que G y G’ sean fuertemente equivalentes.

Ejemplo 20 Sea

G :Y—A A— AaB B — BaC C —c
A—B B—C

observemos que los simbolos no terminales B son recursivos izquierdos en
G, pero C no lo es. Asi M inicialmente contiene a C'. Primero removemos
la recursion izquierda en B. Después de sustituir por el simbolo no terminal
controlador de B — C' la gramadtica tiene las reglas

B — BaC

B —c¢

después del paso 2 las reglas se convierten en
B—c
B —cZ

7 — aC
7 — aCZ
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donde Z es un simbolo no terminal nuevo; la gramdtica resultante aun es
recursiva izquierda en A, pero ahora M contiene a B y a C. Después de
sustituir por B en la regla A — B, las reglas de A en la gramdtica son

A — Aab

A—c
A—cZ

después de aplicar el paso 2 la primera de estas reglas es remplazada con las

reglas
A—cZ

A—cZ27
7' —s aB
7' —s aBZ'

donde Z' es un simbolo no terminal nuevo. La nueva gramdtica completa en
forma estandar es

Gy: Y—A A—cZZ B-—cZ
A—vc 7' — aB 7 — aC
A—cZ 7 — aBZ' 7 —aCZ
A—cZ B—c¢ C —c

4.3. Estructura de las gramaticas independi-
entes del contexto

Los lenguajes independientes del contexto frecuentemente contienen coleccio-
nes de oraciones en las cuales las frases estan anidadas en pares. Para ilustrar
este hecho tomemos la produccién

A — pAY

donde ¢,7 # B son cadenas de simbolos terminales y no terminales; esta
produccién permite la derivacion mostrada en la figura (4.3) y cada una de
las oraciones

oF Ay* k>0
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Figura 4.3: arbol de producciones auto generativas

es derivable desde A.

Esta propiedad de auto produccion, es importante y distingue a los lengua-
jes independientes del contexto de los lenguajes de estado finito, ademéds de
proporcionarnos un criterio para demostrar que ciertos lenguajes no son inde-
pendientes del contexto, lo anterior se caracteriza mediante tres teoremas. El
teorema de la estructura qye especifica bajo que circunstancias una gramatica
independiente del contexto genera una infinidad de oraciones; un corolario
de tal teorema, llamado el Lema de bombeo, nos dice bajo que condiciones
un numero infinito de cadenas de un lenguaje independiente del contexto
contiene parejas correspondientes de frases. El teorema de auto-produccion
nos dice cuando el lenguaje generado por una gramatica independiente del
contexto no es un conjunto regular.

4.3.1. Teorema de la estructura y el lema de bombeo

Teorema 12 (Teorema de la estructura) Sea G = (N,T,P, %) una
gramdtica balanceada. Por cada A en N U{X}, L(G, A) es infinito si y sdlo
si G permite la siguiente derivacion para algiun simbolo no terminal B
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1. A== aBfB, a,BeT*
2. B== pB{, @ eT"—\
3. B=o0, oceT*—\

donde podemos observar que o y al menos una de p,1, son no vacias.

Demostracion
Necesidad: Supongamos que todas la derivaciones son vélidas; entonces
para cada k > 0, la derivacién

A =% aBB == ayBYS == ap* Bk B == apkoyts

es valida. Dado que ¢ es no vacia, cada una de estas derivacién genera una
cadena bien definida en L(G, A) y por lo tanto el lenguaje es infinito.
Suficiencia: Sea n el nimero de simbolos no terminales de G, y sea m
la longitud de la parte derecha mas larga de cualquier produccién en G.
Supongamos que L(G, A) es infinito, decimos que para una cadena w sufi-
cientemente larga en L(G, A), existe una trayectoria desde un nodo raiz hasta
algtin nodo terminal, en el drbol de derivacién para A = w en el cual algin
simbolo no terminal B esta repetido. Para analizar esto tomemos en cuenta
la coleccion de todos los nodos que pueden ser alcanzados desde el nodo raiz
del drbol por una trayectoria de longitud &k (o menos).

Dado que cada parte derecha de una produccion de GG , no contiene mas de m
simbolos, esta coleccién contiene no mas de m* nodos. Adem4 si suponemos
que ninguna trayectoria en el arbol contiene la repeticion de un simbolo no
terminal, entonces cada simbolo terminal debera encontrarse a una distancia
no mayor que n + 1 del nodo raiz (esto porque G sélo contiene n simbolos
no terminales) pero para cualquier cadena w € L(G, A), el nimero de nodos
hojas para A == w es igual a la longitud de w. Dado que L(G, A) es infinito,
podemos escoger w tal que |w| > m" ! y el 4rbol para A — w contendr4 al-
guna trayectoria con repeticiones de un simbolo no terminal.

Se ha demostrado que si |w| > m"™', G permite las derivaciones (1),(2) y
(3). La cadena o no puede ser vacia, porque B == X no es una derivacién
permitida en una gramatica independiente del contexto, ademés como por
hipétesis G es balanceada, no puede tener B == B, por lo tanto ¢, 1) deben
ser no vacias.

g
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Con ayuda de este teorema es posible decidir si una gramatica independiente
del contexto genera un lenguaje infinito.

Teorema 13 Para cualquier G gramdtica independiente del contexto, es posi-
ble decidir si L(G) es finito o infinito.

Demostraciéon

La existencia de derivaciones de la forma B == ¢, puede ser determinada por
el procedimiento de marcado — T, y la existencia de derivaciones de la forma
Y = aBf y B = @B pueden ser determinadas por el procedimiento de
marcado—Y (con B en lugar de ¥ en el caso de las derivaciones posteriores.)

g

Otro resultado importante y que deriva a partir de la demostracién del teo-
rema anterior es el Lema de bombeo, el cual nos dice que si es posible encon-
trar una cadena awByj3, en el lenguaje, también encontraremos la cadena
apkBY*3 (k > 0) en el lenguaje.

Teorema 14 (Lema de bombeo) Si L es un lenguaje independiente del
contexto, existe p entero positivo con la siguiente propiedad:

Siempre que w € L y |w| > p, existen cadenas a, p,v,0 y B con p,,0 # ()
y loay| < p, tal que wapoB y ap*ok3 estd en L, ¥V k > 0.

Demostracion

Sea (G una gramatica balanceada que genera a L, supongamos que G contiene
n simbolos no terminales, y m es la longitud de la parte derecha mas larga de
cualquier regla; tomemos p = m"!. La demostracién del teorema (12) nos
dice que si w € L y |w| > p entonces cualquier derivacién ¥ == w tiene un
arbol en el cual alguna trayectoria desde Y hasta un nodo hoja debe tener al
menos n + 1 nodos etiquetados con simbolos no terminales.

Si consideramos la trayectoria mas larga trazada desde un nodo hoja hasta
la raiz, debemos encontrar dos veces a algtin simbolo no terminal B, dentro
de n+ 1 movimientos; el cual ademaés serd a lo méas el n+1—esimo nodo a lo
largo de cualquier trayectoria ascendente desde la hoja de un arbol, debido
a que la trayectoria que analizamos es la mas larga, en la cual hallaremos
multiples ocurrencias de un simbolo no terminal.
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Asf la derivacién B == @o1) satisface |poy)| < p = m™*!. Dado que ¥ ==
aBf, B==> ¢BYy B=> 0y B = ¢ deben ser permitidas por G y L(G)
contiene las cadenas apfo)*B V k > 0.

U

Observacion 14 FEl teorema anterior puede ser usado para demostrar que
ciertos lenguajes no son independientes del contexto.

Teorema 15 La clase de los lenguajes independientes del contexto estd con-
tenida propiamente en la clase de los lenguajes sensibles al contexto pero no
independientes del contexto. En particular

Ly = {a"b"c" | n>1}

es sensible al contexto pero no independiente del contexto.

El lema de bombeo es un resultado importante, para demostrar que un
lenguaje es independiente del contexto; pero no siempre puede ser usado;
entre este caso estan las estructuras que necesitan que dos o mas deriva-
ciones ocurran en igual ntimero pero en regiones separadas de la oracién;
otra de las estructuras es aquella en la cual dos o mas parejas de derivaciones
no estan separadas ni anidadas en oraciones del lenguaje pero son requeridas
para corresponder independientemente; en estos casos pueden emplearse las
propiedades de cerradura de los lenguajes independientes del contexto, junto
con el conocimiento de algunos lenguajes independientes del contexto.

4.3.2. Teorema de la auto-produccion

Si nosotros tenemos una gramatica independiente del contexto, sin deriva-
ciones izquierda o derecha, también podemos generar un lenguaje regular.
La propiedad de auto-produccion de una gramatica, nos da un criterio para
probar si el lenguaje representado por la gramatica es regular o no. En el
estudio de las gramaticas independientes del contexto observamos que las
derivaciones de la siguiente forma, son muy comunes.

A= pAY = ... = P AY”
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si tuvieramos una gramatica con derivaciones izquierdas o derechas, las pro-
ducciones anteriores sélo serian posibles si ¢ o ¥ fueran vacias.

Definicién 42 Una gramdtica independiente del contexto G es auto produc-
tiva si para algun simbolo util no terminal A, hay una derivacion

Aé@Aw

en G con p y 1 son diferentes del vacio, A es conocido como el simbolo no
terminal auto productivo de G.

Si embargo el hecho de que una gramatica sea auto-productiva no es por
sl mismo un argumento suficiente para asegurar que genera un conjunto
regular; asi que sélo podemos esperar mostrar que la ausencia de auto-
producciones asegura que la gramatica genera un conjunto regular. El pro-
cedimiento a seguir, es construir una gramatica lineal derecha G’ equivalente
a partir de una gramatica G independiente del contexto no auto-productiva
y arbitraria. Dado que G puede tener simbolos terminales recursivos tanto
izquierdos como derechos, mientras que los simbolos no terminales de G’ solo
podran ser recursivos derechos, es conveniente convertir a G a una gramatica
de forma estandar libre de recursiones izquierdas; sin embargo serd necesario
verificar que esta conversion no introduce simbolos no terminales auto pro-
ductivos.

Proposion 17 Si G es una gramdtica independiente del contexto no auto-
productiva, existe una gramdtica de forma estandar G' no auto-productiva
fuertemente equivalente a G.

Demostracién

Podria verificarse que la conversion de una gramatica independiente del con-
texto arbitraria en una gramatica balanceada no introduce simbolos no ter-
minales auto productivos nuevos, asi suponemos que G es balanceada. Una
gramatica de forma estandar fuertemente equivalente a GG se obtiene aplican-
do las transformaciones sucesivas de dos tipos

1. Sustitucién de las partes derechas derechas de las reglas por los con-
troladores de las otras reglas.
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2. Reemplazamiento de las producciones recursivas izquierdas.

Es necesario demostrar que ninguna de estas transformaciones pueden intro-
ducir simbolos no terminales auto productivos. El reemplazamiento de las
reglas X recursivas izquierdas en GG, se obtiene sustituyendo las reglas de las

formas
X —a Z — (7

X — aZ Z — f3

por reglas de la siguiente forma
X — « X — X

donde Z es un simbolo no terminal nuevo. Debemos demostrar que tanto
X como Z no son simbolos auto productivos en la gramatica G’ resultante.
Primero mostramos que no se permite ninguna derivaciéon de la forma

8= nX¢ (4.2)
por G o GG'. En caso de que sea permitida por GG, entonces la derivacién
X = X3 = XnX¢= XnXp¢

también seria permitida, lo cual contradice el hecho de que X no es auto-
productiva en G. Supongamos que la derivacién (4.2) es permitida en G,
dado que (8 no contiene Z, el uso de alguna regla X en la derivacion debe
preceder el uso de cualquier regla Z; asi G’ debe permitir la derivacion

B = 1'X¢

en la cual no empleamos ninguna regla Z, y entonces esta derivacion también
es permitida por GG, con lo cual se contradice el hecho de que X no es auto-
productiva en G. Un argumento analogo puede usarse para mostrar que no
se permite ninguna derivacién de la forma

a = nX¢, n#&

por G o G'.
Ahora, si Z es un simbolo terminal auto productivo en G’, entonces G’ debe
permitir la derivacién

7 = o2



112 CAPITULO 4. LENGUAJES INDEPENDIENTES DEL CONTEXTO

el comportamiento auto productivo de Z no puede ser generado sin el uso de
la regla X — aZ, asi la derivacion anterior debe incluir la subderivaciéon
B == nXE&, lo cual no es posible; por lo tanto concluimos que Z no es auto-
productiva en G'.

Supongamos que X es auto-productiva en G’. Entonces una de las deriva-
ciones

L X = a= pX9¢
2. X = aZ = pXyZ
3. X = a = apX¢

debe ser permitida por G’. La tercera derivacién implica que 7 == ©X1)
es permitida en G’ pero esto no necesariamente implica la subderivacién en
B == nXE¢, la cual es imposible. De manera similar para las dos primeras
derivaciones, cada una incluye @ == pX¢ con ¢ # A, lo cual también es
imposible. Asi X no puede ser auto-productiva en G’

En una gramatica en forma estandar, cada paso en la derivacién izquierda
tiene la forma

pAY = pafip

donde ¢ es una cadena de simbolos terminales y A — «af es una pro-
duccién de la gramdtica. Puesto que [ (excepto que se encuentre vacia),
siempre contiene el simbolo no terminal izquierdo de la nueva oracion, cada
paso reescribe el primer simbolo no terminal introducido por el paso ante-
rior. Si la gramatica no es ajustada, podemos pensar que sélo un ntmero
finito de cadenas claramente definidas 31 podrian aparecer en una oracién
pa ). Basandonos en esto es posible construir una gramatica lineal derecha
fuertemente equivalente y concluir que el lenguaje es regular.

g

Proposién 18 Si una gramdtica independiente del contexto G no es auto-
productiva y de forma estdndar, es posible construir una gramdtica lineal
derecha fuertemente equivalente.

Demostracién
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Supongamos que A — «f es una produccion de G en la cual simbolos
terminales aparecen en 3. Es posible reemplazar cada aparicién de un simbolo
terminal x en 3 con el simbolo no terminal nuevo [z], y agregar la regla [x] —
x a G. La gramdtica resultante es fuertemente equivalente a la gramatica
dada, y es auto-productiva si y sélo si la graméatica dada lo es. Asi, sin
pérdida de generalidad suponemos que G tiene reglas de la forma

>— A

A—Wﬂ} Ae N, aeT, N

Sea n el nimero de simbolos no terminales en G, y sea m la longitud de la
cadena mas larga de simbolos no terminales en la parte derecha de cualquier
produccién (m es el valor mas grande de || sobre todas las reglas A — a3

de G.
Ahora, consideremos cualquier derivacion izquierda en G

PN Q1A1¢1

= a1 A1)y

= a1z ..., A,

donde la produccion aplicada en el i-ésimo paso es
Aig — i, Ay =13, g, e N* 0;] <m 1<i<r
Note que algunas de las #; podrian estar vacias. Tenemos
Aty = 14 (|62] = 1) + (|02] = 1) + -+ (|0, = 1) < T +7(m—1) (43)

porque cada derivacion de una produccién puede reemplazar un simbolo no
terminal, con al menos m simbolos no terminales. Decimos que si G' no es
auto-productiva |A,1,| < mn, de otra forma, si suponemos que |A,4,.| > mn,
de (4.3) observamos que r > n y debemos tener al menos n pasos en la
derivacién ¥ = o ... a, A, deben tener |6;] > 1. Dado que G tiene so-
lamente n simbolos no terminales; al menos dos de estos paso deben reem-
plazar el mismo simbolo no terminal. suponga que A; = A; para ¢ < j, donde
|0:11] > 1. Entonces la derivacién ¥ == a; ..., A1, incluye los pasos

*
A = i1 Ai1i1 = Qiy1 .. 54505
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donde A; 1011 = 0;11, esto demuestra que los simbolos no terminales A; =
A; deben ser auto productivos en G, contradiciendo la hipétesis. Se ha
mostrado que en cada derivacién izquierda

Y = aAi, acT*

permitida por una gramética G auto-productiva, |Ay| < mn. Ahora, defin-
imos una nueva gramdtica G’ con simbolos no terminales [AyY] y reglas es-
cogidas para que ¥ == a[Ay] si y sélo si G tiene ¥ == aA1). Los simbolos
no terminales de G’ son

N' = {[A¢] | © = adv en G, donde a € T, A€ N, ¢ €"

las producciones de G’ son
p

1. Si G tiene ¥ — A, G’ tiene ¥ — [A].
2. Si G tiene A — «, G’ tiene [AY] — a[y] para cada [AY] en N'.
3. Si G tiene A — af3, G’ tiene [AyY] — «[f1)] para cada [AY] en N'.
esta construccién estd disenada para poder tener derivaciones de la forma
Y= a1 A1 = 1Ay = ... = a1y ..., A,

permitidas por G estan en correspondencia uno a uno con derivaciones de la
forma

Y= al[Alwl] — Oé]_CVQ[AQwQ] — ... == 0109 ... Oér[Arwr]

permitida por G’, Asi G’ es equivalente a GG, y dado que GG’ es una gramatica
lineal derecha L(G) = L(G") es un conjunto regular.

4

Por la proposicién (18) cada gramdtica no auto-productiva genera un con-
junto regular; y un lenguaje que tiene asociada al menos una gramaética no
auto-productiva, es regular. De forma inversa, cada conjunto regular tiene
una gramatica lineal derecha no auto-productiva, de donde tenemos el sigu-
iente resultado.

Teorema 16 (Teorema de auto-produccién) Un lenguaje independiente
del contexto no es reqular si y solo si cada gramadtica generadora del lenguaje
es auto-productiva.



Conclusiones

Para poder construir un autémata de pila partiendo de una gramatica inde-
pendiente del contexto, fue necesario emplear un procedimiento, el cual ana-
lizando los simbolos terminales y no terminales, intercambia las producciones
de la gramatica por instrucciones en el programa del autémata que deseamos
construir. Ademas se demostré que ambos (el autémata y la gramética) re-
conocen el mismo lenguaje.

Para el proceso de construir una gramatica a partir de un autémata, se
emplearon los conjuntos travesia y se buscd una relacién entre éstos y los
simbolos no terminales que tendra la gramatica construida; de la misma for-
ma que en el caso anterior se demostré que el lenguaje que reconocen ambas
estructuras es el mismo. Es posible desarrollar programas de computadora
para realizar los procedimientos descritos por los algoritmos.

Por 1ltimo se presentan los teoremas de estructura para las gramaticas in-

dependientes del contexto; los cuales no fuerén demostrados pues se encon-
traban fuera del alcance de la tesis.
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