Instituto Politécnico Nacional

Escuela Superior de Fisica y Matematicas

Condensados de Bose-Einstein autogravitantes

Tesis que presenta
Blanca Lucia Moreno Ley

Para obtener el Grado de
Licenciada en Fisica y Matematicas
con especialidad en Fisica

Director de Tesis Externo
Dr. Tonatiuh Matos Chassin

Director de Tesis Interno
Dr.Rubén Cordero Elizalde

México, D.F.
Diciembre 2007




A mis padres:

Arturo Moreno Bello y Blanca Estela Ley Estrada

A mi hermana:

Cristina Montserrat Moreno Ley

A quienes amo profundamente.



Indice

1.

Introduccion 6
1.1. Formacién de estructura en el Universo . . . . . .. ... .. ... ... ..... 7
1.2. De Bariones no, de neutrinos no, entonces, jde qué? . . . . ... ... ... ... 11
La naturaleza de la materia obscura 13
Un poco de Relatividad General 15
3.1. Las ecuaciones de campo en relatividad general para el vacio . . . ... ... .. 15
3.2. Ecuacién de Einstein . . . . . . . . ..o 16
3.3. Ecuaciones de Einstein para un fluido perfecto . . . . ... ... ... ... ... 17
Deduccion de la ecuacion de Lane-Emden 20
4.1. Coordenadas para espacios-tiempo esféricamente simétricos . . . . . . .. .. .. 20
4.2. Ecuaciones diferenciales para la estructura estelar . . . . . . ... .. ... ... 21
4.3. Estrellas newtonianas: Los Politropos . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 24
4.3.1. Politropos . . . . . . . . 25
4.3.2. La funcién de Lane-Emden . . . . . . . .. ... Lo 25
Los bosones y su comportamiento 27
5.1. Condensacién de Bose . . . . . . . . . . . 27
5.2. Ecuacién de estado para un Condensado de Bose-Einstein . . . . . . ... .. .. 28
Las ecuaciones de Oppenheimer-Volkov y Lane-Emden para un condensado

de Bose-Einstein 30
6.1. Condensados de Bose-Einstein como candidatos a materia obscura . . . . . . .. 30
Materia Obscura en Galaxias 32
7.1. Materia obscura, Condensados de Bose-Einstein y centros de Galaxias . . . . . . 32
Conclusiones 37
Apéndice de Inflacion. 39
9.1. El Modelo del Hot Big Bang . . . . . . . . . . .. . .. ... ... .. ... 39

9.1.1. Problemas del Hot Big Bang . . . . . . ... ... ... ... .... ... 40
9.2. Un universo inflacionario . . . . . . . . . . . . . .. . 41
9.3. Soluciones . . . ... 43

9.3.1. La aproximacion de slow-roll y los parametros de inflacion . . . . . . .. 44

9.3.2. Espectros y observables . . . . . .. ... o o 45



Agradecimientos

Deseo agradecer infinitamente a mis padres, que a pesar de todas las dificultades, hicieron
de mi, una mujer responsable que no desiste ante sus metas. Gracias por el apoyo econémico,
moral y afectivo que me han brindado durante el largo camino de mi vida.

A mi hermana, que sin su apoyo y carifio no habria podido seguir adelante para poder ser
asi un ejemplo de orgullo para ella.

A mis amigos, Cristhian Garay, Guadalupe Simén, Moisés Miguel, Evelia Cortéz, Javier Mén-
dez, Eduardo Oropeza, José Manuel Lara, Maricruz Mendoza. Especialmente a Leticia Escobar
y Julio César Vera, quienes forman una parte muy importante de mi vida, a quienes admiro y
quiero profundamente. A todos ellos, gracias por estar conmigo y formar juntos el sendero de
nuestro futuro.

Al Dr. Luis Antonio Arias Hernéndez, quien es el responsable de que yo haga de la ciencia
y la fisica, formar una parte importante e indispensable de mi vida. Gracias por el tiempo que
dedico a que yo saliera adelante cada dia, compartiendo sus experiencias de vida y su amor a la
ciencia.

A mis profesores y sinodales, Dr. Rubén Cordero Elizalde, Dr. Francisco Turrubiates, M.
en C. Héctor Uriarte y M. en C. José Calderéon Mendoza, a ellos gracias por creer en mi, su
paciencia y apoyo a lo largo de mi carrera.

A la Dra. Erandy Ramirez Pérez, quien tuvo la paciencia y amabilidad para explicarme y
ayudarme en la realizacion de mi tesis.

A la Escuela Superior de Fisica y Matematicas y mis profesores, quienes brindaron las bases
necesarias para mi formacion como cientifica y como un ser humano que siempre estaré al ser-
vicio de la Patria.

Especialmente quiero agradecer y también dedicar este trabajo al Dr. Tonatiuh Matos Chas-
sin, quien estuvo conmigo en situaciones dificiles brindandome todo su apoyo como asesor y
como ser humano, quien siempre esta dispuesto a ofrecer una sonrisa y echarme porras para
seguir adelante, quien comparte su conocimiento y me permite formar parte del trabajo que
desarrolla. Por todo esto y mas, mi méas profundo agradecimiento, admiracién, respeto y carino.

Blanca Lucia Moreno Ley



Celestial Dream
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?lmg‘ofn f(yefﬁer singing our
Celestial Dream Freedom is awaiting
For those who take the ﬁm‘ﬁ less traveled
Andin the end we'll a//s‘ir;ﬂ our Celestinl Dream

~Stratovarius-



1. Introducciéon

Pensar en que tan grande y vasto puede el universo ser, nos lleva a imaginar miles de cosas,
algunas, basadas en lo que nuestros ojos simplemente ven, y otras simplemente producto de
nuestro cerebro que comienza a recrear e imaginar todo un universo plagado de dimensiones
extras, universos paralelos y por que no, seres vivos por todas las galaxias.

Pensariamos al principio que son simplemente eso: productos de nuestra imaginacién, pero...quien
sabe. Aun el humano esta limitado por este cuerpo y estos cinco sentidos que no le dejan saber,
por el momento, més alla de una simple y a la vez compleja realidad.

Cada una de las estrellas que vemos en el cielo son como nuestra estrella, el sol, y en conjunto
forman la via lactea. El universo esta formado por millones de galaxias, algunas tan lejanas que
a simple vista no pueden ser observadas. Pero para poder entender y estudiar nuestro universo,
primero tenemos que resolver el problema de utilizar niimeros muy grandes en las descripciones
cosmologicas.

Por ejemplo, el radio de la tierra es aproximadamente 6400 Km., la distancia de la Tierra
al Sol es 150 millones de Km. y nuestro sistema planetario, tiene un radio de alrededor de
6000 millones de kilometros. Como vemos, las distancias comienzan a ser muy grandes y es
conveniente expresar estas distancias astronémicas en unidades apropiadas.

Una de las unidades mas utilizadas es el ano luz. Un ano luz es la distancia que recorre la
luz en un afio, es decir 1013 Km. Asi, la estrella més cercana al sol es “Proxima Centauri” (en la
constelacion de Centauro) y aproximadamente esta a 4 anos luz de nosotros, la estrella polar,
estd como a 700 anos luz y, la luz que recibimos de esta estrella, jfué emitida a principios del
siglo XIV!

La Via Lactea mide 45,000 afios luz. Adn esta medida del afio luz, es demasiado pequena para
poder describir la galaxia entera, por esta razén los astronomos utilizan una medida atin mas
grande: El Kilopdrsec (Kpc). Un Kiloparsec equivale a 3000 afios luz. El radio de una galaxia
tipica como la de nosotros es de 15 Kpc. Nuestra galaxia, asi como el Sol, son solo una entre un
gran numero de galaxias y estrellas.

La galaxia mas cercana a la via lactea es Andrémeda. Esta galaxia esta a una distancia de
700 Kpc. Alrededor de estas dos galaxias existen otras 30 galaxias. Algunas de ellas son llamadas
“galaxias enanas”, estas son galaxias pequenas y contienen solo algunos millones de estrellas.

Al conjunto de Andromeda, la via Léactea y las galaxias enanas, forman una unidad en la
escala cosmica, llamada “Grupo Local de Galaxias”. El tamano del Grupo Local es de 1000 Kpc
(1 Mpc)

Una caracteristica de este universo, es que las galaxias tienden a formar grupos o “ctimulos”.
Los astronomos han detectado cimulos muchisimo méas grandes que nuestro Grupo Local. Uno
de ellos es el llamado “Cumulo Coma” que contiene cerca de 1000 galaxias individuales.

Pero existen estructuras todavia méas grandes que los camulos. Las observaciones han revelado
que estos ctimulos forman grandes agregados llamados “Super ctimulos” con tamanos de 30 a
60 Mpc. Nuestro grupo local es un miembro de la periferia de un super ctimulo llamado “Super
cimulo de Virgo”

. Qué tan grande nuestro universo es? Potentes telescopios han medido que la region observ-
able del universo tiene un tamano de 6000 Mpc. Ninguna de estas aglomeraciones de galaxias,
ni las estrellas que las conforman, estéan estaticas, todas ellas se mueven relativamente unas con
otras; por ejemplo, la via lactea, se mueve en conjunto respecto a Andromeda a una velocidad
de 100 Km/s, més atn, el grupo local se mueve coherentemente a 600 Km/s.

Dados el tamano de los diferentes sistemas y la velocidad con la cual los objetos se mueven en
estos sistemas, se puede calcular el periodo tipico de una érbita para estas estructuras. Sabemos
que la tierra hace un ano alrededor del Sol; el Sol, completa una 6rbita en nuestra galaxia en
200 millones de anos y a la Via Léactea le toma 5 mil millones de anos en ir de orilla a orilla del
ctimulo donde se encuentra.
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Figura 1: Jerarquia de estructuras desde los planetas hasta los super cimulos

Las edades de las grandes estructuras como las galaxias, cimulos, etc., es de aproximada-
mente 13 mil millones de anos. Esta es la escala del tiempo donde los fenémenos césmicos toman
lugar.

Es dificil saber a ciencia cierta cuando fueron hechas las primeras observaciones astronémicas.
Sin embargo, el hombre comenzoé a observar y a tratar de explicar lo que ocurria en su alrededor,
en el momento en que tomoé conciencia de si mismo y de su entorno. Poco a poco, el hombre
ha ido evolucionando en cuanto al conocimiento y ha construido cada vez instrumentos mas
precisos para observar, - como los telescopios, microscopios, etc - y asi poder desarrollar teorias
basadas en su observacion.

1.1. Formacion de estructura en el Universo

Nuestra concepcion del universo ha ido cambiando con el paso del tiempo. Desde tiempos
remotos, el hombre siempre ha deseado tener un papel protagénico en el origen del universo,
suponiendo que la tierra era el centro de todo, y de ahi todo lo demés giraba en torno a ella.
Con Nicolas Copérnico, esta idea romantica de ser el centro del universo se vino abajo, cuando
propuso que el centro de nuestro sistema planetario era el Sol y que nosotros girdbamos en torno
a ella. Como ésta y muchas otras cosas se vieron puestas en tela de juicio con las observaciones
realizadas por los astronomos de diferentes épocas.

Ahora sabemos con los telescopios actuales que no solo somos nosotros y nuestra galaxia,
sino que hay miles de millones de galaxias que estan a nuestro alrededor. Sin embargo, todavia



queda una pregunta abierta a la cual tratamos de dar siempre una respuesta donde nuevamente
nosotros estemos dentro de la respuesta ;De qué estd hecho el universo? Anteriormente se
pensaba que todo lo que podemos observar y detectar estaba hecho de materia semejante a la
que nosotros estamos hechos. Sin embargo actualmente sabemos que realmente esa materia es
solo una mintscula parte de la materia total del universo.

Otro punto importante en la historia del universo es la idea de un universo homogéneo e
is6tropo. Pero esta homogeneidad e isotropia solo se presenta a ciertas escalas. Es evidente que el
Sol, la via lactea y nuestro sistema planetario es una anisotropia del universo. Estas anisotropias
son muy importantes y llegan a escalas realmente grandes. Estas ideas se plasman en el principio
cosmoldgico el cual establece que “No existe un lugar ni una direccion preferente en el universo”
es decir el universo es homogéneo e is6tropo. Este principio es cierto solo a grandes escalas (de
100 Mpc o mas ).

La formacion de estructura en el universo estd dominada por la fuerza gravitacional, la cual
sabemos es una fuerza atractiva. La hipotesis inicial consiste en suponer que existe un mecan-
ismo que provoca una serie de fluctuaciones iniciales las cuales evolucionaran hasta formar la
estructura. Los modelos inflacionarios' brindan una solucién a esta hipétesis. Las fluctuaciones
cuanticas del inflatén son amplificadas por el proceso inflacionario, brindando las fluctuaciones
de densidad requeridas para el momento inicial de la formacion de estructura. Es aqui donde la
fuerza de gravitacion entra para determinar la evolucion de estas fluctuaciones primordiales. En
las regiones donde hay mayor concentracion de materia (fluctuacion positiva de densidad), la
gravedad provoca que la masa de los alrededores sea atraida gravitacionalmente, y consecuente-
mente, los alrededores de la fluctuaciéon positiva, perderan cada vez mas una mayor cantidad de
materia, provocando asi una fluctuacion negativa de densidad. Pero, esta suposicion, es decir
fluctuaciones de la materia que hasta ahora se conoce, no reproduce el universo observado. Por
este motivo ha sido necesario introducir otro tipo de materia que provoque las fluctuaciones
deseadas y reproduzca el universo como actualmente lo observamos.

Consideraremos a la materia del universo como un fluido hidrodinamico en un universo en
expansion. El fluido y el espacio-tiempo, el cual es el causante de la interaccion gravitacional
fluctian, sin embargo esta suposicién arroja resultados similares a un universo dominado por
materia.

Para el caso de un universo dominado por radiacion, el resultado es semejante para fluctua-
ciones méas pequenas que el tamano del horizonte en el momento del desacople materia-radiacion.
Se presenta una diferencia significativa cuando la fluctuaciéon es mayor que el tamano del hori-
zonte.

Introduzcamos las ecuaciones basicas de la hidrodinamica.

La ecuacion de la conservacion de la masa (1), donde p es la densidad del fluido y v es su
velocidad. 5

SV (V) =0, (1)

La ecuacion de movimiento (2), que es simplemente la segunda Ley de Newton aplicada al
fluido, donde p es la presion del fluido y ¢ el potencial de campo gravitacional actuando sobre
el fluido.

ov 1
v Vv =-tvp-vs, @)

La ecuacién (3) del campo gravitacional, que esta dada por la ecuacion de Poisson, donde G
es la constante de gravitacion,

V%6 = 4rGp, (3)

IVer el Apéndice de Inflacion.



y finalmente la ecuacion de la estadistica del sistema dada por la conservaciéon de la entropia
(4), )
s
— +sV-v=0. 4
T (4)
El sistema (1,2,3,4) de ecuaciones lineales de segundo grado, nos dara la informacion nece-
saria. Para resolver, debemos decirle al sistema que el fluido estd en un fondo homogéneo ex-
cepto por las fluctuaciones que formaran después la estructura®. Esto se denotaré escribiendo
p— po+dp, v— vy + dv, ete. asi con todas las cantidades que flucttian.
Pediremos que J sea lo suficientemente pequenia como para despreciar términos cuadraticos
y asi resolver un sistema lineal en §. Lo que se obtiene es un conjunto de ecuaciones para
las cantidades pg, vq, etc. y otro sistema para las cantidades perturbadas dp, dv, etc. Cuando
obtenemos la ecuacién para la entropia se observa que la densidad de entropia se conserva, es
decir, que sg = constante.
El sistema para las cantidades perturbadas queda como:

5
%+3H§p+Hx~V6p+poV'5v = 0
2
OV v+ Hx-Vov = —Yivp— Ve
ot Po

V3¢ = 4nGop, (5)

donde se introduce la expansion del universo mediante v = xH 3, con H el parametro de Hubble
H = (Ina) siendo a el factor de escala del universo y el operador, = = %. También se ha
introducido la relaciéon termodinédmica

_(9p dp _ .2
6p—(68>p+55+<ap)36p—1156p,

ya que la entropia se conserva.
El sistema (5) ya es lineal y puede resolverse. Primero resolvamos para H = 0 es decir un
universo que no esté en expansion, con esta suposicion tenemos las siguientes ecuaciones:

ddp

W‘f’ﬂoV'éV = 0
aév v2
— = —=Vip-Vo 6
= - bp— Voo (6)

V26 = 4nGép.

Resolviendo el sistema (5) junto con el sistema (6) obtenemos una sola ecuacién para la
fluctuacion de la densidad o2
{3152 —viv? — 47er0} dp = 0. (7)

Tras suponer que la densidad de fluctuacion se dispersa como ondas, obtenemos la siguiente
ecuacion:
1 Gpo
w? = 471?02 (2 -—
A T2

la cual define naturalmente una longitud de onda \; = \/7mv2/Gpy llamada la longitud de Janes.
Analicemos un poco esta tltima ecuacion, si w es real, es decir, si la fluctuacion que se forma
es menor que la longitud de Janes A < Aj, entonces la solucion para la fluctuaciéon es una

2Para un analisis mas detallado consultar las referencias [9, 10].
3Un universo en expansiéon o contraccion se describe mediante el factor de escala a(t), asi existe una relacién
entre la velocidad de recesion v y la distancia propia x: v = xH.



superposicion de ondas, ondas sonoras en el fluido que eventualmente se disiparan. Ahora si la
frecuencia w es imaginaria, esto es, la fluctuaciéon es mayor que A;, entonces la fluctuacién crece
formando un objeto cada vez mayor. La ecuacion (7) es muy importante para poder describir
la formacion de objetos estelares y planetarios.

Supongamos ahora un universo en expansion. En este caso H no es cero y lo que se espera es
que la expansion del fluido disminuya la posibilidad de formar fluctuaciones crecientes. Haciendo
los célculos necesarios llegamos a una ecuacion que es fundamental para el entendimiento de la
evolucion de las fluctuaciones primordiales

d? d K2
E;; - 2Hd—f + <v§a2 - 47er0) §=0, (8)
donde se define la densidad de contraste 6 = 2—; la cual nos ayuda a medir las fluctuaciones.
Para resolver la ecuacion (8) comencemos con la época en la que domina la materia, esto
es, cuando la radiacion se “enfri¢” y los fotones dejan de interactuar con los electrones. En esta
época de radiacion-materia (aproximadamente hace 47,000 afios), la materia se comporta como
polvo con presion cero y para este caso? a ~ t2/3, p ~ t72 92 = 0 y H = 2¢~!. Entonces la

ecuacion(8) se transforma en

d’6 41ds 21

— +--— —-50=0,

dt? 3tdt 3t2
cuyas soluciones son ¢ ~ 1/t -modos que desaparecen conforme avanza el tiempo- y § ~ a que
son modos que crecen proporcionalmente a la expansion del universo. Este resultado nos dice que
la densidad de contraste de un universo dominado por materia crecera proporcionalmente a la
expansion del universo. Entonces las fluctuaciones que formaran las galaxias, estrellas, camulos
de galaxias, etc., se desarrollan en la época de la materia.

En la época donde la radiaciéon era dominante tenemos que p = p, a ~ t1/2, p ~ t72,

v =1/3, entonces la ecuacién (8) de las fluctuaciones se transforma en

25 1ds (A, 3
dt2+tdt+<tk_8t2)5_0'

Esta ecuacion tiene soluciones oscilantes decrecientes, es decir, las fluctuaciones no se forman,
oscilan y luego desaparecen. En un campo de radiacion, cualquier concentraciéon de materia sera
dispersado por los choques entre la radiaciéon y las particulas. Esto implica que si las fluctuaciones
tienen que crecer para formar galaxias, estas solo lo pueden hacer durante la época en la que
domina la materia.

En la época dominada por radiacién la estructura material del universo, no hay posibilidades
para que estas fluctuaciones se formen y crezcan. Sin embargo, haciendo un anélisis relativista se
puede demostrar que existe un tipo de fluctuaciones que crecen durante la época de radiacién.
Estas fluctuaciones son las que su tamafio inicial es méas grande que el tamafio de la region
que esté en contacto causal. Si una fluctuacion es lo suficientemente grande, mas grande que
el tamano del horizonte de eventos que la contiene, entonces las particulas en la fluctuacién no
tienen tiempo de interactuar con la radiacion y logran sobrevivir al impacto de los fotones. Pero
como estas fluctuaciones son muy grandes, solo formaran estructura grande.

Asi un universo dominado por radiacion nos dara fluctuaciones muy grandes y ayudaran solo
a la formacion de supercamulos y de estructura mayor, pero no a la formaciéon de galaxias.

Antes de la época de la recombinacion, el universo se encontraba en un estado en donde
dominaba la radiaciéon. En esta época § ~ t ~ a? y la masa contenida dentro de una regién

4Estas cantidades se obtienen al resolver la ecuaciéon de Friedmann:

(a)2 _H? Qo Qmo 1-Qo

= + + Q0+ —5—

a HZ at a3 a?

donde a es el factor de escala,) el parametro de densidad y A es constante cosmologica.
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causalmente conectada, dentro del horizonte, evolucionaba como Mj,, ~ t3/2 ~ a3. La densidad
de contraste para una fluctuacion de niamero de onda k estara dada por
Sp ~ a2Mk_(n+3)/6.

Si suponemos que el namero espectral es n = 1, todas las fluctuaciones tendran densidad de
contraste §; = 1 al cruzar su horizonte de eventos sin importar el namero de onda k, es decir
hay una invariancia de escala para estas fluctuaciones. A este espectro se le conoce como el
espectro de Harrison-Zeldovich. Las simulaciones numéricas indican que n =~ 0,94 y significa que
en nuestro universo hay fluctuaciones que son invariantes de escala.

Los astronomos utilizan los mapas de galaxias para poder deducir la densidad de contraste.
La época en que se desarrollan las fluctuaciones primordiales, es decir, las fluctuaciones que se
generaron después de la recombinacién, para poder lograr crecer hasta formar galaxias, es esen-
cialmente la época en que domina la materia, el crecimiento de las fluctuaciones es proporcional
al factor de escala, 6 ~ a = 1J1FZ donde z es el corrimiento al rojo. Sabemos que la recombi-
naciéon tomo lugar en z ~ 1100 y por lo tanto las fluctuaciones primordiales son del orden de
Olpee = 1073,

Veamos si esto concuerda con las observaciones. Después de la recombinacion los fotones ya
no interactuaron con ningun tipo de materia y entonces podemos saber la forma y la amplitud
de las fluctuaciones primordiales a través de la radiaciéon de fondo.

Supongamos que la materia bariénica formé la estructura que actualmente conocemos, uti-
lizamos bariones por ser las particulas mas pesadas de la materia estable conocida. Entonces la
densidad de contraste de la materia es proporcional a la densidad de contraste de los bariones,

6TLB
‘TEC'

5|rec ~

Como los fotones ya no interactuaron con nada después de la recombinacién, la densidad
de contraste deberia verse reflejada en las fluctuaciones de la radiacién de fondo. Entonces se
esperaria fluctuaciones de la radiacién de fondo del orden de ~ 1073,

Sin embargo, en los 90’s fue lanzado el satélite COBE para medir las fluctuaciones de la
radiaciéon de fondo. El COBE para sorpresa de muchos midi6é que estas fluctuaciones eran del
orden de 6 < 1075 lo cual no concordaba con lo predicho.

Entonces nuestra hipétesis de suponer que toda esa materia estaba hecha de bariones fue
una hipotesis equivocada. El siguiente candidato a ser esa materia fueron neutrinos masivos.
Los neutrinos se desprendieron de la interaccién de las particulas muy temprano, cuando la
materia todavia estaba dominada por la radiaciéon. Asi, los neutrinos contribuyen a la formacion
de estructura a muy grande escala y contribuyen a la formacién de estructura a pequena escala
solo si su masa es mayor que 20eV, pero con el acelerador Superkamiokande y observaciones
solares, se encontraron neutrinos de masas mucho menores que 10eV, asi que los neutrinos
masivos también quedan descartados [6].

Solo nos queda proponer algin tipo de materia exotica que no esté incluida en el modelo Es-
tandar de particulas de Weinberg-Salam-Glashow, y es ahi donde nosotros estamos interesados.

1.2. De Bariones no, de neutrinos no, entonces, ;de qué?

En los anos 30’s el astronomo suizo F. Zwiky observo que en el cimulo de Coma habia
un aparente déficit de masa, al ver que las galaxias en el cimulo se movian con velocidades
demasiado elevadas, las cuales no se podian explicar con la masa observada en su telescopio.
En la década de los 70’s Vera Rubin y sus colaboradores observaron varias galaxias en el rango
6ptico y calcularon el contenido de materia de las galaxias. Después usando el corrimiento al
rojo del movimiento de estrellas que se mueven en la galaxia debido a su rotacién, pudieron
calcular las velocidades de rotacion de las estrellas. Luego de determinar la velocidad de las
estrellas, encontraron que deberia de haber una cantidad enorme de materia no visible en las
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galaxias, para que la galaxia se pudiera mantener en equilibrio, resultado semejante al de Zwiky
pero ahora en galaxias. En la actualidad se ha observado esta discrepancia tanto en galaxias
como en cumulos de galaxias.

Debido a la fuerza de gravedad que existe entre galaxias, el gas que se encuentra entre las
galaxias en los ctiimulos, se calienta. Este calentamiento es proporcional a la materia total que
hay en el camulo, lo que provoca que la temperatura del gas también muestre un déficit de
materia con respecto a la materia luminosa. Esto da como resultado que la contribuciéon total
de la materia no visible o materia obscura, comparada con la densidad critica® del universo es
de 23 %. Conclusiones semejantes se obtienen al hacer observaciones de lentes gravitacionales.

Observaciones con telescopios 6pticos y radiotelescopios los cuales pueden detectar la pres-
encia de polvo frio en las galaxias, mostraron que la densidad de materia bariénica no es mayor
que 1% de la densidad critica. También se ha observado que la contribucion de la densidad
de masa bariénica es a lo mas 5% de la densidad critica del universo, entonces en los ctimulos
galacticos debe existir algin tipo de materia que no interviene en la destrucciéon del deuterio,
pero que contribuya gravitacionalmente a la formacion de estructura.

Otro aspecto que es importante tomar en cuenta es el aspecto cosmoldgico, en este sentido,
una evidencia de que existe algin otro tipo de materia que no logramos detectar es mediante
la observacion de la radiacion de fondo. Al espectro de fluctuaciones de la radiacién de fondo
se le llama “espectro angular de potencias”. Las observaciones hechas de la radiacion de fondo
realizadas independientemente por los grupos “Maxima’” y “Boomerang” a principios del 2000
muestran que la densidad del universo estd muy cerca de ser la densidad critica, es decir,el uni-
verso es casi plano y no presenta el pico que teéricamente presentaria el espectro de fluctuaciones
para materia del tipo baridnica.

El tipo de materia que andamos buscando, la cual llamaremos materia obscura, tiene que
ser poco interactuante con el resto de la materia para que en la época de radiacion, las posibles
fluctuaciones que se formen no se destruyan por la interacciéon con esta. También debe ser
fria, para que las fluctuaciones se desarrollen desde el universo temprano, y en la época de la
recombinacién la densidad de contraste de las fluctuaciones obtenga un tamano adecuado.

A este tipo de materia se le llama Materia Oscura Fria (por sus iniciales CDM, Cold Dark
Matter). Sin embargo las simulaciones que se hacian con estas caracteristicas en la materia no
reproducian la formacion de estructura que actualmente conocemos. A finales de los anos 90’s
ciertas observaciones de supernovas llamadas SNIa dieron evidencias de la expansiéon acelerada
del universo, y jcomo es posible esto?. Los telescopios muestran galaxias bien formadas desde
hace mucho tiempo, entonces se propone que debe existir algo que impida la formacion de
demasiada estructura a pequena escala, y esto se logra si se supone que el universo esta acelerado.

Las observaciones de las supernovas SNIa junto con la hipotesis de que existe una con-
stante cosmologica que provoca justamente estos efectos en el universo, fueron aspectos muy
importantes, ya que con esto se lograba explicar la expansién con aceleracién del universo y la
formacion de estructura a cualquier escala. El modelo cosmolégico con constante cosmologica
llamado AC' DM parece ajustar a las observaciones que se tienen del universo.

Cabe resaltar que a la “materia” que provoca la expansion acelerada del universo se le lla-
ma “energia obscura ”, para diferenciarla de la materia obscura y ya que tiene caracteristicas
diferentes a esta. Resumiendo, tenemos tres tipos fundamentales de materia en el universo: la
materia obscura, que es atractiva y la responsable de la formacion de estructura en el universo;
la energia obscura, que es repulsiva y la causante de la expansion acelerada del universo, ademas
de la materia barionica, es decir, toda la materia contenida en el modelo estandar de particulas
y que solo representa el 4% de la materia del universo.

Actualmente los parametros que tiene el modelo AC DM son: Materia barionica 4 %, Materia
obscura 23 % y Energia obscura 73 %.

5La densidad critica del universo es la densidad que nos determina si el universo es cerrado o abierto.
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2. La naturaleza de la materia obscura

Conforme los cientificos avanzan dia a dia en la investigacion de los constituyentes de la
materia, se hace cada vez mas necesario poner atencion en las pequenas imperfecciones de la
radiacion que permea todo el universo observable.

Hay mas evidencia cada dia de la existencia de materia exotica la cual es el 96% de la
materia total contenida en el universo. Ya habiamos escrito anteriormente que el 73% de la
materia coésmica es gravitacionalmente repulsiva y se le conoce como energia obscura, por otro
lado, el 23 % de la materia cosmica es gravitacionalmente atractiva y tiene el nombre de materia
obscura. Se le llama “obscura” por que no emite radiacion electromagnética y no interactiian
con las particulas del Modelo Estandar de Particulas (MEP).

Hasta ahora se han propuesto varios candidatos para ser materia y energia oscura, uno de
los méas populares son las particulas de la extension supersimétrica del MEP.

Como ya habfamos mencionado, el modelo cosmolégico AC DM, es un modelo muy exitoso a
nivel cosmolégico: Cuenta con la estructura a gran escala y la expansion acelerada del universo,
también con las fluctuaciones de micro-Kelvin de la radiaciéon césmica de fondo y predice que
la materia obscura debe ser fria (esto en concordancia con las observaciones cosmologicas), la
evolucién de pequenas perturbaciones en un universo homogéneo e isotrépico . Sin embargo este
modelo falla a nivel galactico ya que predice perfiles de densidad con picos en las galaxias, pero
las nuevas observaciones indican que los perfiles de densidad en el centro de las galaxias son
planos.

La materia obscura juega un papel importante en la formacion de galaxias. Existen diferentes
propuestas teoricas en torno al MEP, el més exitoso es la teoria de supercuerdas y los modelos
de branas. La caracteristica principal de estos modelos es la existencia de campos escalares, los
llamados dilatones, radiones, etc. Dentro del MEP también tenemos la particula Higgs.

Con esto en mente, se construye un modelo para la materia obscura usando un campo
escalar, teniendo en cuenta que mas que una particula, la materia obscura podria ser una nueva
interaccion fundamental. A este modelo se le llama Materia Oscura de Campo Escalar (SFDM)
6

Con la teoria y las observaciones del universo tenemos las siguientes caracteristicas para
nuestro modelo:

= Impondremos la condicién de que el campo escalar debe reproducir el comportamiento del
modelo de CDM a escalas cosmologicas.

= SFDM debe proveernos de la informacién necesaria para la formacién de estructura de
galaxias que proporcionan las observaciones actuales.

= Por razones teoricas, el campo escalar debe ser estable.

= Los modelos de SFDM no deben de alterar el comportamiento de los modelos de ACDM
para el universo temprano, debe ser poco dominante en esas épocas.

Uno de los campos escalares que cumplen las condiciones arriba impuestas es el potencial de
cosenos hiperbolicos cosh. Se propuso el siguiente lagrangiano’ efectivo para el modelo A —
SFDM:

La-srpm = Lagr+Lp+ Ly —/—g[PFP , +2V(D)]
2
V(@) = 87%32 [cosh (VBrGA®) 1] 9)

donde A y mg son pardmetros libres del modelo con mg la masa del campo escalar. Fijando las
condiciones que debe de cumplir, es decir, reproducir el modelo de CDM a escalas cosmologicas,

SSFDM por sus siglas en inglés de Scalar Field Dark Matter.
"Para mayor detalle ver [8].
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obtenemos que

Ao~ 20
me ~ 1072eV

Expliquemos con mas detalle el modelo para la ecuacion (9). Después de inflacion, el universo
es dominado por la componente de radiacion, y el potencial escalar es exponencial. El valor tan
grande de A hace que la materia escalar domine y se comporte como parte del flujo de radiacion.
Es en esta época en la que el campo se aproxima a un minimo de potencial, y permite que la
radiacién se comporte como polvo. Para este tiempo la evoluciéon de un universo homogéneo e
isotrépico procede de la misma manera que en el modelo de ACDM.

Después las fluctuaciones escalares crecen como en CDM, excepto para todas las estructuras
mas pequenas que \e = m;l ~ 10pc, la cual es suprimida. Esto eventualmente previene, una
fluctuaciéon escalar que colapse y forme objetos gravitacionales compactos y la formacién de
perfiles de densidad prominentes en el centro.

Esto se ha sustentado con las simulaciones numeéricas para el colapso de una fluctuacion
escalar simple, la cual termina en un objeto escalar autogravitante llamado oscilaton®.

Los oscilatones son configuraciones estables si su masa esta por debajo del valor critico

My ~ 0,6 7:;?;’ , con esta masa obtenemos un valor de M ;s ~ 1012M@ la cual es la masa tipica
de una galaxia.

Asi con este modelo para campo escalar, ain queda una pregunta por contestar: jPodria
ser la materia obscura un campo escalar el cual sea el tinico responsable del proceso entero de
la formacién de estructura del universo, desde perturbaciones primordiales hasta galaxias? Esa

respuesta podria ser afirmativa...

8Para mayor informaciéon consulte las referencias [15, 16, 17].
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3. Un poco de Relatividad General

Comenzaremos por introducir algunos conceptos importantes de Relatividad General que
nos ayudaran a comprender la fisica y la matemaética que envuelve el estudio de colapsos grav-
itacionales para poder hacer un analisis méas detallado de estos.

3.1. Las ecuaciones de campo en relatividad general para el vacio

En 1916 Albert Einstein formulé su Teoria de la Relatividad General. Para la cual tuvo en
consideracion algunos puntos importantes:

1. El principio de equivalencia. Este principio nos dice que si estamos bajo la influencia de un
campo gravitacional, entonces, podemos eliminar la gravedad local y utilizar la relatividad
especial.

2. Este principio también establece que localmente no podemos distinguir entre un campo
gravitacional y un campo inercial y en consecuencia considerar la fuerza de gravedad como
una fuerza inercial.

3. Siguiendo la relatividad especial, consideremos que una particula de prueba libre viaja
en geodésicas tipo temporales. Asi las fuerzas inerciales residen en las ecuaciones de las
geodésicas en los términos que involucran la conexién de la métrica con una métrica plana.
Si deseamos incluir términos que contengan efectos gravitacionales en la conexion de la
métrica, se generaliza la métrica a una métrica curva.

4. Si tomamos en cuenta efectos no-locales, entonces observaremos una variacion en el campo
gravitacional. Estas variaciones provocan que la particula viaje en geodésicas que converjan
o diverjan. La convergencia o divergencia se describe con el tensor de Riemann (14) a través
de la ecuacién de la geodésica.

5. La contraccién del tensor de Riemann es el tensor de Ricci y que el tensor de Ricci sea
nulo implica que también lo es el tensor de Einstein.

Ahora, enunciaremos las ecuaciones de campo que Einstein propuso, y que describen el campo
gravitacional producido por la materia-energfa. La materia-energia estan descritas por el tensor
momento-energia T"”. La equivalencia entre masa y energia de la relatividad especial sugiere
que todas las formas de energia sirven como fuentes del campo gravitacional.

El tensor de momento-energia satisface la conservacion de la energia y la conservacion del
momento de un campo de materia, a esto se le conoce como la ley de conservacion energia-
momento, lo cual implica que T*¥ cumple la siguiente ecuacion:

T, = 0. (10)

La derivada covariante del tensor de Einstein se anula a través de la contraccién de las
identidades de Bianchi (18), es decir:
G*  =0.

Estas dos ultimas ecuaciones sugieren que los dos tensores son proporcionales y uno puede
escribir que:
Gt = kTH. (11)

Finalmente las ecuacion (11) constituyen las ecuaciones completas de campo de la relatividad
general.

Nosotros trabajaremos en unidades relativistas, en las cuales tomaremos, ¢ = 1 que es la
velocidad de la luz y G = 1 es la constante de la gravitaciéon, por lo tanto la constante de
acoplamiento toma el valor de

K = 8.
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3.2. Ecuacion de Einstein

Albert Einstein identifico al tensor momento-energia 7}, como la fuente de la curvatura del
espacio-tiempo.
G = KLy, (12)

donde G/, es un tensor que describe la curvatura del espacio-tiempo y , la constante relativista
o de acoplamiento que tiene el valor de :

8rG
K=— 13
5 (13)
y es un escalar constante, cuya magnitud determina que densidad de energia efectiva esta dis-
torsionando el espacio-tiempo.
El tensor de curvatura de Riemman,

o, 0%

Rﬂ

P v
opr = gus ~ agv T Levlsy ~Tapll (14)

V’Y’
cuantifica la curvatura del espacio-tiempo y G/, es una contracciéon de dicho tensor.
La ecuacion de Einstein o Tensor de Einstein, se escribe como:
1
Guv =R — gg#VRa (15)
el cual es un tensor simétrico que satisface las contracciones de las identidades de Bianchi (Ver

ecuacion(18)),
VG =0,

donde R, ¥ guv, €l tensor métrico, son ambos tensores simétricos.
Con los simbolos de Christoffel definidos por

1 9g9xp | O9re  Og
Fa — 72 al 14 g _ Po .
po T 9t I <8x" T e T o

El tensor de Ricci el cual es un tensor simétrico estd dado por

8Fg5 8ng o P o P
Rop = 5o P +FaﬂFPU—FQPFm.

El escalar de curvatura o escalar de Ricci es una contraccion del tensor de Ricci:
R =g"’Rop3.
La ecuacién de las geodésicas esta dada por:
i 4 S (Thy = T ) i = 0.

Utilizaremos las siguientes definiciones, que bien, son muy formales pero nos ayudaran para
entender las formulaciones de la métrica y algunos calculos.

Comenzaremos por definir el concepto de conexion.

Sea {es}a=1..n una base no necesariamente coordenada del espacio tangente TM" de la

variedad M™, es decir, e, = €, 8di~ Entonces
x

Ve,ea =10 ec € TM™.

A esta tltima expresion se le conoce como conexién donde I'¢; son funciones diferenciables
v los coeficientes de la conexién.

16



Para una base coordenada, los coeficientes de la conexion son llamados simbolos de Christoffel
y estos se escriben como:
0 i 0
527 Ozt 1 ogk
Algo muy importante que hay que definir es la derivada covariante, la cual nos ayudara a
deducir la ecuacién de Oppenheimer-Volkov y por consiguiente la ecuaciéon de Lane-Emden.
La derivada covariante que se denota por V. T o Téf’_'_;c se define como:

\%

(16)

VI8 =0.T1% +1%T% .. . —TLT% —

Nosotros trabajaremos con un tensor momento-energia que es dos veces contravariante TH".
Asi su derivada covariante seré:
aTH
ny o W sy v ous
™, = D + BT + 1 THS. (17)
Proposicion (Identidades de Bianchi)
Sea M™ una variedad con conexiéon V y tensor de curvatura R

n
ijk*

Rifjr + Rijrj + Rigjr, = 0. (18)

Entonces se cumple que

Definicién. Sea ¢ un grupo uniparamétrico de transformaciones que a su vez es una isometria®
p; g = g. Entonces el vector generado por ¢, = X se llama vector de Killing.

Proposicién. Un vector de Killing X = X* az'i cumple con la ecuacion diferencial

Lxgij = X" giji + gi; X5 + g X5 = 0. (19)

donde Lx es la derivada de Lie'® y la métrica esta dada como g = gijdaci ® da’.
Las ecuaciones (19) son llamadas las eEcuaciones de Killing y cualquier soluciéon de ellas es
llamado campo vectorial de Killing X .

3.3. Ecuaciones de Einstein para un fluido perfecto

Una gran parte de sistemas fisicos macroscopicos, incluido el universo, pueden ser consider-
ados como un fluido perfecto.

En el caso de un medio puramente mecéanico, cuyo estado en cualquier punto puede ser especi-
ficado mediante la tension mecanica (o presion ) p?j y densidad pgp medidas por un observador
local, nosotros podemos definir el tensor momento-energia como

p%x p%y p§2 0
Dyz Pyy P 0
Ll I L S B (20)
pzx pzy pZZ
0 0 0 poo

9Una isometria es simplemente una transformacién para la cual gap bajo esta transformacién es una forma.
invariante.

1OSea.M" variedad y T' € T tensor sobre M™. Sea ¢ un grupo uniparamétrico de transformaciones sobre M™
y X = ¢. La derivada de Lie de T" a lo largo de X se define como

/. 1 *
LxT|p = tlg% z(T|p = ¢;T|p)-

donde ¢4 y ¢t son las funciones inducidas por ¢ y * es el operador de Hodge o transformacion de dualidad.
La derivada de Lie también se puede escribir como
U, fV] = flU,VI+ V(U - V),
donde [U, V] es el paréntesis de Lie dado por
[U,V]* = UPVaVe — VAV U,
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En relatividad general se puede definir de la misma manera un tensor momento-energia para

un medio mecénico eligiendo sus coordenadas en un sistema de coordenadas propio (m},, 22, a3, xﬁ)

Para obtener las componentes en cualquier otro sistema de coordenadas (:Cl, z2, 23, x4), tenemos

que utilizar la ley de transformacion para un tensor

TH = %%T{f‘ﬁ. (21)

ox§ duf

La ecuacion (21) nos da una expresion general del tensor momento-energia de un medio
mecanico en cualquier sistema de coordenadas.

Cuando tenemos en cada punto del fluido una velocidad v, tal que un observador moviéndose
con esta velocidad ve el fluido alrededor de él como is6tropo, decimos que el fluido es perfecto.

En el caso de un fluido perfecto nosotros podemos eliminar la dependencia del sistema
de coordenadas propio (ya que es isotropo) y dejarlo en términos del sistema en el que nos
encontremos. Podemos definir a un fluido perfecto también como un medio mecénico incapaz
de soportar tensiones transversales, las tnicas componentes de la tensién para un observador
local seran aquellas correspondientes a la presion hidrostatica pg, asi el tensor momento-energia,
tendré simplemente el siguiente conjunto de componentes:

1 = 1P =T =
Ty' = poo
T = 0 (a#p).

Sustituyendo estos valores en la expresion (21) tenemos lo siguiente:

Ozt Oxv ox# Ox¥ oxt Ox¥ ox" 0x¥

T = O e+ T T po o o+ S S poo.
Oz Oz} Po Ozt Oz} Po oz} Ox} Po Oxg Oz poo

(22)

Tenemos una expresion para 7" en términos de las coordenadas propias x! y de las co-
ordenadas de nuestro interés z*, para simplificarlo, debemos primero escribir las componentes
contravariantes del tensor métrico g"* en las coordenadas deseadas involucrando al mismo tiem-
po las componentes en el sistema propio, es decir:

p _ oxt Ox¥ ga’g
(9{)38 83;63 0
Sustituyendo los valores en coordenadas propias tenemos

_ Oxt 9xz”  OzM Oz  Ox Ox” = Ozt Oz

R T R A T e )
Ahora escribamos la velocidad macroscopica del fluido en las coordenadas deseadas
dat _ 0ot dal | Oat dof | 0at daf | Ou’ du
dr Oz{ dr  Ox3 dr  Oxf dr Oz} dr
la cual se reduce a
2 H
L (24)

ya que las componentes espaciales de la velocidad son cero y solo sobrevive la componente
temporal en coordenadas propias.
Sustituyendo (23) y (24) en (22) obtenemos la ecuacion del tensor momento-energia para un
fluido perfecto en la forma general:
dxt dx¥

T = (Poo 1) g

- 9""po, (25)
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donde pgo v po son la densidad y la presion propia del fluido y las cantidades % son las
componentes de la velocidad macroscopica del fluido en el sistema de coordenadas en el cual se
esté trabajando.

Por otro lado p, ¥ poo estan relacionadas mediante una ecuacion de estado la cual gobierna

el comportamiento del fluido perfecto que se tome en consideracion, esto es

p=p(p).

El tensor T}, satisface las leyes de conservacion (10).
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4. Deduccion de la ecuacion de Lane-Emden

4.1. Coordenadas para espacios-tiempo esféricamente simétricos

Generalmente los campos gravitacionales son débiles, tanto que para algunas deducciones
en astrofisica se desprecian. Sin embargo existen objetos en los cuales los efectos relativistas
desempenan un papel muy importante.

Uno de estos objetos es la estrella de neutrones, una estrella fria compuesta primordialmente
de neutrones y soportada contra el colapso gravitacional debido a la presiéon ejercida por la de-
generacion de los neutrones. Otro de estos objetos son los agujeros negros, un objeto supermasivo
que no puede escapar del colapso gravitacional.

La existencia de estrellas de neutrones y agujeros negros fue sugerida en 1930 sobre funda-
mentos teodricos, a través del trabajo de J. Robert Oppenheimer y sus colaboradores.

Para comenzar el estudio de nuestro universo y de este tipo de objetos, es necesario establecer
el sistema que mejor los describa. En la mayoria de los objetos astrofisicos méas importantes,
encontramos que estos presentan una simetria cercana a la esférica.

Entonces resolvamos las ecuaciones de campo en el vacio para el caso mas simple, la simetria
esférica. Tenemos dos tipos de soluciones: la soluciéon estacionaria y la solucién para un universo
estatico.

Una solucién es estacionaria si es independiente del tiempo, lo cual no significa que la solucion
no evolucionara de alguna manera, sino que simplemente el tiempo no tiene nada que ver con
esta evolucion.

Es decir la solucién es estacionaria, si, en un sistema de coordenadas adecuado, la métrica
es independiente del tiempo

99ab _
ozt ’
pero el elemento de linea ds? contendra siempre términos cruzados'!' en dz'dz®.

Un espacio-tiempo se dice estacionario si y solo si admite un campo vectorial de Killing tipo
temporal.

Por otro lado estdtico nos indica que no puede estar evolucionando, es decir, estatico sig-
nifica simétrico con el tiempo alrededor de un origen de tiempo y la geometria no cambia bajo
regresiones en el tiempo t — —t. Nosotros trabajaremos con soluciones estaticas.

Matematicamente hablando, en un espacio-tiempo estdtico existe un sistema de coordenadas
adaptado al campo vectorial temporal de Killing en el cual la métrica es independiente del
tiempo y no aparecen términos cruzados en los elementos de linea que involucra al tiempo, es
decir, g1, = 0.

Ahora, un espacio-tiempo se dice esféricamente simétrico si y solo si admite tres vectores
espaciales de Killing X linealmente independientes, para los cuales sus 6rbitas son cerradas, es
decir, son circulos topologicos.

En este tipo de espacios existe un sistema coordenado x® llamado cartesiano en el cual los
campos de Killing X son de la forma

Xt =0
X = ngﬁ
Wap = —Wia-

La cantidad wag depende de los tres parametros que especifican las tres rotaciones espaciales.
El espacio-tiempo esféricamente simétrico implica que es invariante ante rotaciones.
Asi, nosotros utilizaremos el siguiente elemento de linea o métrica estandar que cumple las
caracteristicas antes mencionadas:
ds? = —e> M2 4+ %(T)dﬁ + 72d6? + r? sin 6% dp?, (26)

T

11Recordemos que los indices nos indican la dimensioén de nuestro espacio-tiempo, en este caso los indices van
de j =1,...,4 los cuales denotan una coordenada temporal z! y tres coordenadas espaciales 7 j = 2,3, 4.
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y por lo tanto el siguiente tensor métrico:

—e2u(r) 0 0 0

g — 0 Pﬁm 0 0

" 0 0 2 0
0 0 0 7r2sin%0

4.2. Ecuaciones diferenciales para la estructura estelar

Primero, mediante las herramientas de la relatividad general calcularemos la presion, la
densidad y el campo gravitacional dentro de una estrella estatica y esféricamente simétrica.
Utilizando la métrica dada por la ecuacion(26), tenemos que sus componentes son:

_ .2 __ 1 _ 2 2602
git = —€ u(r)’ Grr = _2m) goo =77, Gppe = TSI 0
Guv =0 para WwFE v

El tensor momento-energia para un fluido perfecto (ver seccion 3.3) esta dado por!?
Tuw = (p+ P)Vuvy + PGpuv-
El 4-vector velocidad esta dado por la siguiente relaciéon de ortogonalidad:
g v, = -1
Como el fluido esta en reposo, tenemos que
U = Vg = U, = 0,
y solo sobrevive la coordenada temporal del 4-vector velocidad:

v = _(_gtt)—1/2:_ /egu(r)

Vg —et(r),

Asi el tensor momento-energia mixto para un fluido perfecto toma la forma siguiente:

—p(r) 0 0 0
T 0 p(r) 0 0
v 0 0 p(r) O

0 0 0 p(r)

Para poder aplicar la ley de conservacion, es decir calcular

TH (27)

WV

primero debemos transformar el tensor T/ en un tensor dos veces contravariante, el cual lo
haremos mediante la siguiente ley de transformacion:

TH — gal/Tg

asi el tensor momento-energia queda como:

e 24 p(r) 0 0 0
_ 2m(r)
o |0 1Rl 0 0 29
0 0 r2p(r) 0
0 0 0 =2 sin "2 Op(r)
dx;

12 Aqui v; es igual a , la velocidad propia del fluido.

dr
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El tensor momento-energia involucra la presion p(r) y la densidad p(r) y estas a su vez estan
relacionadas a través de la ecuacion de estado. Para un fluido simple en equilibrio termodinédmico
local existe siempre una relaciéon de la forma

p = p(p,S),

la cual expresa a la presion en términos de una densidad de energia y una entropia especifica.
En la mayoria de las situaciones la entropia puede considerarse constante, de donde se obtiene
la siguiente relacion,
p=p(p)
Ahora calculemos las leyes de conservacion de la energia (27). Observemos que estas son
cuatro ecuaciones, una para cada valor del indice libre p . Debido a la simetria esférica, solo una
de estas ecuaciones no es idénticamente nula, esto sucede cuando pu = r, es decir

T =T+ T, + T4+ T (29)

Las componentes de 7" estan dadas por'?

7 = 1M - 2) (40 + e )
= () - 2mir)

% = 0

e =0

Asi, la ecuacion (29) queda como:

T = TH+T+T5+T7%=0
Ty = % [Chji(:) (r —2m(r)) (P(r) + 62“(T)p(r)e_2"(’“))] + % (d];(:)) (r—2m(r)) = 0.
Es decir:

52 =2 (o) + Ot ) | L (B ) - 2mie) 0. (a0

Resolviendo esta tltima relacién obtenemos una ecuacién que va a ser importante en calculos
posteriores:
du dp
+p)F—=—F".
(p+p) dr dr

Esta es la ecuaciéon que nos dice que gradiente de presion se necesita para mantener al fluido

estatico en el campo gravitacional, cuyos efectos dependen de %.

Ahora obtengamos una expresion para la funcion m(r) la cual se le conoce como el parametro

de masa.
La ecuaciéon de Einstein establece que,™*

(31)

G = =811,

con 1}, =tr (,062“, p (1 — 277")71 , m2p, pr?sin® 9).

13Recordemos que las funciones potencial newtoniano u(r), densidad p(r), masa m(r) y presion p(r), son todas

funciones de 7.
14No olvidemos que debido a la convencién de unidades relativistas, x = 8.
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La componente (t,t) de las ecuaciones de Einstein esta dada por:

Gy = —8mTy,
iT, = 2u G__l?udﬂ 1 C— sa
si Ty = pe™ y Gy = —5e* ¢, tenemos la siguiente ecuacion:
2 dm
——262"— = —8mpet.
r dr

Resolviéndola obtenemos una ecuaciéon para el pardmetro de masa m(r):

dm 9
o= 4 pre, (32)
o bien ;
M(r) E/ 4 p(r')dr (33)
0

la cual nos indica la masa que existe dentro de una esfera de radio r.
La componente (r,r) es:

2 [—2r9e M — M +r?4dx]

Grr = r2(r — 2M) ’

y la componente del tensor momento-energia correspondiente es:

D
T, —
rr 2m
1=
Calculemos G, = —8nT,.,, lo cual nos queda como:
2 [f2r‘fi—ﬁm —m+ 7’22—;‘} _ —8mp
r2(r — 2m) _ 2m’

r

Resolviendo esta ultima igualdad obtenemos una tercera ecuacién importante:

dprd + M
du: Tpre + (34)

dr — r(r—2M)"
Si substituimos la ecuacion (31) en la ecuacion (34) obtenemos una ecuacion en funcion de
p,myp.
Esta es la ecuaciéon del equilibrio hidrostatico para un sistema con simetria esférica en rela-
tividad general conocida como la Ecuacidn de Oppenheimer-Volkov'®:

() = 2(r)ptr) |1+ 2 1+ ‘m] - 2] - (35)

La ecuacion de Oppenheimer-Volkov es una ecuaciéon no lineal de primer orden para p(r)
Si conocemos la ecuacion de estado del fluido, las ecuaciones (32) y (35), tenemos un sistema
de tres ecuaciones para las tres incognitas p(r), M(r) y p(r) .

15]a (’) indica derivada total respecto a 'r,d%
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4.3. Estrellas newtonianas: Los Politropos

La mayoria de las estrellas que observamos, pueden ser muy bien descritas mediante la
fisica Newtoniana sin tomar en cuenta la relatividad general. Este tipo de estrellas newtonianas
nos sirven como limite para poder describir algunos objetos mas “ex6ticos” y asi entender las
propiedades de dichos objetos.

En la astrofisica Newtoniana la energia interna y la presion son mucho més pequenas que la

densidad de masa en reposo'®,

e <K< mpyn

p > mnn,

asi la densidad total que domina es la densidad de la masa en reposo, p =~ myn y también se
tienen las siguientes suposiciones

p < p
dnrdp < M. (36)

Ademas, el potencial gravitacional es pequeno en cualquier lugar, asi

2M
o<t (37)

Utilizando las condiciones (36) y (37) en (35), la ecuacion de Oppenheimer-Volkov obtenemos

—r2p(r) = M(r)p(r). (38)

Tomando en cuenta que definimos a M (r) como

M(r) = / 4m?p(r')dr’, (39)
0
entonces dividiendo (38) por p(r) tenemos
/
- M,
p

utilizando la ecuacion (39) y diferenciando respecto a r esta ultima relacion, obtenemos una
ecuacion diferencial de segundo orden:
d (r*dp
— [ —=2) = 47Gr?p. 40
dr < p dr> P (40)
Esta ecuacion diferencial puede ser resuelta siempre y cuando se tengan ciertas condiciones
iniciales. Si p(0) es finita, entonces necesariamente p’(0) = 0 tiene que anularse. Teniendo una
ecuacion de estado p = p(p) con Z—’; # 0 podemos obtener a la densidad p(r) resolviendo la
ecuacion (40) con las condiciones iniciales de que p'(0) = 0 y que la densidad en el origen p(0)
tenga algtn valor dado'”.

Otra forma de escribir la ecuacion de Oppenheimer-Volkov bajo la condiciéon que 2M < r es

dp(r)
dr

= —drrp(p + p). (41)

la cual se resolvera teniendo una ecuacion de estado p = p(p).

16Se define My como el producto de my la masa en reposo del nucleén y N el numero de nucleones en la
estrella, donde my tiene el valor de 1.66x10~24g.
17Estas condiciones sobre la densidad p se pueden resumir pidiendo que p(r) sea una funcién analitica en r = 0.
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4.3.1. Politropos

Ahora deduzcamos una ecuacién de estado para la cual la densidad de energia interna es
proporcional a la presion, es decir

e=p—myn=(y-1)""p, (42)

donde v es una constante arbitraria. La condiciéon de entropia uniforme por nucleén esta dada
por

L2yt (2) -
de la ecuacion (42) tenemos que
a () =z (G-m)
d
= &)

d re d (1
Z(EY+p= (=) =0 44
dr (n) +pdr (n) (44)
Por otro lado,
4 (6) = df 1
dr \n  dr\vy—1n
1 1d d (1
vy—1|ndr dr \n
Sustituyendo en la ecuacion (44) obtenemos finalmente:

ey, d (D) L [l d 1)) d
dr \n pdr n oy —1|ndr pdr n pdr n

R OEE TR
Resolviendo esta tltima ecuacion diferencial para p(r) obtenemos que
poxn’,
o bien como p &= muyn tenemos que
p=Kp". (46)

La constante de proporcionalidad K depende de la entropia por nucleén y de la composicion
quimica, pero no depende de r ni del valor de la densidad en r = 0 . A las estrellas para las
cuales la ecuacion de estado que las describa es de la forma de (46) se les conoce como politropos.

4.3.2. La funcién de Lane-Emden

Ahora transformemos la ecuacion (40) para el caso de un politropo en una ecuaciéon adimen-
sional mediante un cambio de variable.
Sea £ una variable independiente definida por
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y sea 6 una nueva variable dependiente definida por

p o= p0)95

= Kp(0)70>T. (48)
Utilizando regla de la cadena obtenemos el nuevo operador

4 _ded
dr  drd¢’

y—2

_1
donde % = (%) ’ p(0)~ "z, entonces bajo estos cambios de variable el lado izquierdo

de la ecuacion (40) se escribe como:

i (™) = (o) o= [rggrore.

1
1 K 2 = v__,df
(acg) PO Kooy e

'p(o)gﬁ drG(y -1 v—1 dg
1 v d [ .df
= ok ()

El lado derecho de la ecuacion (40) queda como

KG 1
—4 2 4 Y—2¢2 7T,
7Grip(r) — WG747TG(’Y — 1)p(O) &0

Finalmente igualando términos y reacomodando tenemos:

d (r? dp(r) 2
= = 4
dr <p(r) dr > mGrplr)
d de KG 1
vl T4 (2% - 4 1229557 4
sy w2 (€5 TG g 0 (19)
Asi reduciendo la ecuacion (49), obtenemos una ecuacion adimensional en términos de las
nuevas variables 0 y &
1 d [ ,df 1
=== — 071 =0. 5
e (€5) #0770 o

Bajo este cambio las condiciones de frontera seran
6(0)=1 0'(0) = 0. (51)

La funcién () definida por el conjunto de ecuaciones (48) es conocida como la Funcidn de
Lane-Emden de indice (y —1)71.
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5. Los bosones y su comportamiento

En esta seccion estudiaremos la estadistica de Bose-Einstein y las particulas que la obedecen.
Nos enfocaremos en encontrar la ecuacion de estado para los bosones, la cual utilizaremos para
calcular una ecuacion tipo Lane-Emden.

5.1. Condensacion de Bose'®

Para un gas ideal de Bose, la funcién de particién estd dada por'®

1
Qz, V. T) = Uo7 (52)
donde z = €’ es la fugacidad, ¢, = % son los niveles de energia del sistema donde p = |p| y

p es el momento de una particula simple:

2mh
p= V1/3 n,

con n un vector y V el volumen del sistema.
Entonces la ecuacion de estado para el gas ideal de Bose se escribe como

PV
o =108 Q2 V. T) = ~Splog (1 — ze %), (53)

el namero de particulas y la energia interna estan dadas por,

ze Per

9
N =z25-10g Q0 V.T) = Bp 15

(54)

0
_éTﬁ log Q(z,V,T)

0 1
— s [Eeroe ()]

0
= Ep% log (1 — ze_ﬁep)
zepe Per

U == Epm. (55)

Los ntmeros de ocupaciéon promedio estan dados por

10

ze Pep

1 — ze Ber
De estas tltimas ecuaciones se sigue que
N =%, <np>.

Para un gas ideal de Bose los sumandos que aparecen en la ecuacion (53) y (54) divergen
cuando z — 1 debido a que el término correspondiente a p = 0 diverge. Separando los térmi-
nos correspondientes a p = 0 y reemplazando las sumas por integrales obtenemos la siguiente

I8En esta seccién k es la constante de Boltzmann.
19E] producto continuo de una secuencia de términos xy, Tg41 - TmsSe escribe como I | xg.
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ecuacion de estado

PV A7V [ 2
T = —%/0 dp p*log (1 - zegfn> —log(1l — 2)
No= 4j/mdpp? i + = (57)
hB 0 1— Ze*% 1-— Z.
donde N = %
Estas ecuaciones también pueden ser escritas en la siguiente forma equivalente
PV v
T ﬁ95/2(2) — log(1 - 2) (58)
v z
N = —
3 kT
U = §F95/2(2)- (60)
Reescribiendo la ecuacion (59) de la siguiente forma tenemos que
<ng> M\
M= =T apa(), (61)
donde A\ = fyf,f; es la longitud de onda termodinamica, y
4 [ 2
g5/2(2) = ——/ dx 2% log (1—ze_m )
5/2 VT Jo
0
g32(2) = 2595/2(3)-

Como la ecuacion (56) implica, que la cantidad % es el ntimero de ocupaciéon promedio

< ng > para el estado base de la particula con p = 0 entonces

z

< >= 62
no >= 1 (62)
La energfa interna esté relacionada directamente con la presion mediante
3
U= §PV. (63)

Este término contribuye significativamente en la ecuaciéon (59) si < ng > /V es un niamero
finito, es decir, que una fraccion finita de todas las particulas en el sistema ocupan el primer nivel
de energia con p = 0. Bajo estas circunstancias se presenta la condensacién de Bose-Einstein.

5.2. Ecuacion de estado para un Condensado de Bose-Einstein

Utilicemos las relaciones anteriores para deducir la ecuacion de estado.
Sustituyendo (60) en (63)

P = %95/2(2)- (64)
De la longitud de onda termodinamica
_
mkA2’
Sustituyendo en (64) ,
e (65)
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de (61)

N <ng>
2 (5 - S52) = mae (66)
Ahora elevando a la 5/3 la ecuacion (66) y despejando A\° tenemos
5/3
5 g3/2(2)
A° = —(ﬂ - <n0>)5/3. (67)
1% v
Sustituyendo (67) en (65)
_2mh? gs/2(2) N <ng> 818
om 93/2(2)5/3 14 14 .
Reescribiendo la ecuacién anterior
. 2mh? 95/2(2’) mN B m < ng > 5/3
O 93/2(2)5/3 14 14 ’
sip= m?N es la densidad del gas de Bose y pg = W es la densidad media de las particulas
en el estado base, finalmente se obtiene la ecuacion de estado buscada:
p=w(p—po)°?, (68)

2nh2  9s/2(2)

donde se define la constante w = 2775 YR EIEE

Ahora, si <7‘L/°> > 0 cuando la temperatura y el volumen especifico son tales que ’\73 >gs (1)
cierta fracciéon de las particulas bosénicas ocuparan el estado base con p = 0, es decir, el gas se
condensara.

La superficie termodinamica que separa la region de condensacion de la region del gas de

Bose esta dada por

N
Aigr = 932(1) = 2,612 (69)

Para un volumen especifico definimos una temperatura critica T, para la cual se forma el
condensado de Bose )
27h? P 3

T.= —= | —— 70

C omd/3 <93/2(1)> ’ (70)

donde A, se puede interpretar como el valor para el cual la longitud de onda termodinédmica es
del mismo orden de magnitud que la separaciéon promedio entre particulas.
A temperatura constante, la ecuacion (61) define una densidad critica

m93/2(1)

Pe= "3 (71)
Asi, la region de condensacion del gas de Bose esta determinada por T' < T 0 p > p.. En esta
region la fugacidad z ~ 1 y las funciones g(z) tienden a la funcién ¢ de Riemann?®, g;(z) — ¢(1).

201,08 valores numéricos de las funciones ¢(z) son ¢(3/2) = 2,612375349 y ((5/2) = 1,341487257
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6. Las ecuaciones de Oppenheimer-Volkov y Lane-Emden
para un condensado de Bose-Einstein

Ahora ya tenemos todo lo necesario para calcular las ecuaciones diferenciales de estructura
‘s 5/3
estelar para una ecuacion de estado p =w (p — po)”’".

Retomemos la ecuacion (41)

dp(r)
dr

= —4nrp(p + p), (72)

entonces utilicemos la regla de la cadena para tener una ecuacion diferencial en funciéon de p :

dp(r) _ dpdp
dr dp dr
9 2/3 dp
- 3w (p Po) d?"’

asi, la ecuacion (41) la reescribimos como

dp 3 —dmrw(p— po)s/3 5/3
dp 12 5/3
o = —= (= po) [w (0= o) + p] (73)

esta ecuacién diferencial puede ser resuelta numéricamente.

6.1. Condensados de Bose-Einstein como candidatos a materia obscu-
ra

Anteriormente se mencioné que hay fuertes evidencias de la existencia de dos tipos de materia
que ocupan en conjunto el 96 % de la materia total del universo pero de las cuales se desconoce
su naturaleza. Recientes observaciones del WMAP para la radiacién cosmica de fondo y los
diagramas de Hubble para las SNla indican que cierta energia obscura, que es desconocida,
domina la densidad de energia cosmica global e induce la aceleracion del universo. Por otro
lado, la materia obscura domina la densidad de energia local.

Ya hemos platicado acerca del modelo de A — SFDM y sus caracteristicas principales. A
continuacién se describe un modelo que tiene como clave los condensados de Bose-Einstein.

Este modelo lo construyeron cientificos japoneses (ver referencia [7]) Las principales carac-
teristicas son:

= Se introduce un gas de Bose como materia obscura (DM), el cual domina inicialmente la
densidad de energia y el condensado de Bose-Einstein se identifica como energia obscura
(DE).

= El condensado tiene presion negativa debido a su potencial lo cual se refleja en la interac-
cion atractiva. Esta presion negativa actuaria como una constante cosmologica y garantiza
la expansion acelerada.

= La sedimentacion del condensado lentamente beneficia a la evolucion cosmica.

= Cuando la densidad de energia del condensado de Bose-Einstein excede cierto valor critico,
el condensado rapidamente colapsa en una estrella de bosones compacta y agujeros negros,
lo cual se comporta como materia obscura fria y luego se convierte en galaxias. Estos ciclos
de colapsos y sedimentacion se presentan varias veces después de la fase de desacoplamiento
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de los fotones, y asi, reproduce la estructura a gran escala tal y como lo predice el modelo
de ACDM vy las observaciones en el patrén de las fluctuaciones de la radiacion cosmica de
fondo?!.

21Conocida en la literatura como CMB -Cosmic Microwave Background-
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7. Materia Obscura en Galaxias

Como ya habiamos comentado en la seccion 1.2, no solo la mayoria de la materia bariénica
es indetectable por el ojo humano, si no que no toda la materia es bariénica. La mayoria de la
materia en el universo es materia obscura no bariénica, la cual no absorbe, no emite o dispersa
luz en cualquier longitud de onda. Una manera de detectar materia obscura es observar su
influencia gravitacional sobre la materia visible. Un método clasico de detectar materia obscura,
consiste en observar las velocidades de las estrellas en las 6rbitas de galaxias espirales.

Las galaxias espirales contienen discos planos de estrellas; dentro de este disco, las estrellas
estan en una orbita circular alrededor del centro de la galaxia. Si suponemos una estrella que se
mueva en una Orbita circular de radio R y con una velocidad orbital v, entonces esta velocidad
en términos de la masa M (R), que seria la masa contenida en una esfera de radio R, tenemos
que
GM(R)

=

El brillo de la superficie I del disco de una galaxia espiral tipica decae exponencialmente con
la distancia desde el centro

I(R) = 1(0) exp (—}’i)

con la longitud de escala Ry que tipicamente seran unos cuantos kiloparsecs.

7.1. Materia obscura, Condensados de Bose-Einstein y centros de Galax-
ias

Los campos escalares son uno de los méas importantes e interesantes campos “misteriosos” en la
fisica teoérica. Campos escalares fundamentales son necesarios en toda teoria de unificacién pero
hasta ahora nadie a logrado detectar uno. De existir, estos campos deben tener caracteristicas
muy especiales.

En los ultimos anos, diversos grupos de cientificos han sugerido que los agujeros negros y los
centros de galaxias podrian ser estrellas de bosones. También se propuso que la materia obscura
de los halos de galaxias podrian ser estrellas de bosones o bien los oscilatones podrian ser halos
de materia obscura [17, 9].

La idea principal es que el campo escalar exista como un campo fundamental, y que estén
presentes en una época muy temprana, cerca del origen del universo. Conforme el universo
se expande, los campos escalares se enfrian junto con todas las particulas hasta que estos se
separan del resto de la materia. Después de esto, solo la expansion del universo mantiene frios
a los campos escalares. No obstante, después de la inflacion, fluctuaciones primordiales hicieron
que los campos escalares colapsaran y formaran objetos astrofisicos como estrellas o galaxias.

Las fluctuaciones primordiales provocaron que las estrellas de campos escalares colapsaran
debido a su fuerza gravitacional. El enfriamiento de los campos escalares continué hasta que la
fluctuacién se separa de la expansion del universo. Después de esto, no existia algo que pudiera
causar el enfriamiento del campo escalar.

Si después de que la fluctuacion del campo escalar se separd de la expansion del universo,
la temperatura interna del campo escalar esta por encima de la temperatura critica de conden-
sacion, entonces la fluctuacion colapsara a un objeto tipo Maxwell-Boltzman como polvo (este
proceso es bien conocido). Mas atn, si esta fluctuacion esté por debajo de la temperatura critica
de condensacioén, el objeto colapsard como un condensado de Bose-Einstein. Esta es la region
que nos interesa.

En la secciéon 5, se dedujeron todas las propiedades de los condensados de Bose-Einstein
(CBE), de las cuales haremos uso a continuacién. Las simulaciones numéricas han mostrado
que, después de que los CBE han sido formados, estos tienen comportamientos estadisticos tipo
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polvo en el universo. Si esto es asi, después del desacoplamiento con el resto de la materia, la

temperatura del CBE sera:
Qg 2
Tese = TocBE (;) ; (74)
donde T,cpg es la temperatura del CBE y ag = 1 es el valor del factor de escala actual. De
la misma manera, conforme el CBE se comporte como materia en el universo, su densidad va
como pcpg = 2 eGP donde pocpr es la densidad de materia de CBE que existen actualmente
en el universo.

Con estos resultados, la ecuacion (70) podemos escribirla como:

2
2h? (Qoceperic \° 1
. = _k‘m5/3< ¢(3/2) a2 (75)
0 B2 2/3 1
= 6,2><10*31M GeV, (76)

m \5/3 g2
(GeV)

donde QocpE es la proporcion actual de CBE en el universo y pe-i¢ es la densidad critica del
universo.

Si el esquema del modelo estandar de particulas actual pudiera ser extendido a altas temper-
aturas, uno podria esperar que el campo escalar que forma los CBE, interactuaria con el resto
de las particulas por encima de alguna temperatura 7. Debido a que la fisica de particulas ele-
mentales es bien conocida hasta temperaturas del orden de TeV, no podemos esperar entonces
que alguna particula exética como estos campos escalares aparecieran bajo temperaturas del
orden de TeV. Vamos a suponer que los campos escalares que forman los CBE se desacoplan del
resto de la materia a temperaturas por encima de los TeV. Debajo de estas temperaturas, este
campo escalar tiene poca interacciéon con el resto de la materia. Si suponemos que este campo
escalar forma los CBE, la temperatura critica del condensado debe ser mucho menor que la
temperatura del campo escalar desacoplado. Este hecho da un limite superior de la masa del
campo escalar:

mg < 107 7eV. (77)

Por otro lado, de las simulaciones numeéricas, se sabe que los campos escalares forman objetos
gravitacionalmente compactos con una masa critica dada por

2
Mpy

Mcm't ~S—, (78)
me
donde mp; es la masa de Planck y s es el factor tal que s = 0,601 para campos escalares
complejos (estrellas de bosones) y s = 0,1 para campos escalares reales (oscilatones). Con el
valor dado en (77), el campo escalar puede formar CBE gravitacionalmente compactos con una
masa critica dada por

Mo > 1,491 x 10%4GeV
= 2568 x 10%%r
= 13,36 x 10°M, (79)

Este es un resultado interesante, si realmente existe el campo escalar en el universo, como lo
predicen las teorias fundamentales como supercuerdas, branas, etc. y este campo escalar (CE)
juega algun rol en el universo en este momento, entonces este CE debe tener una masa mas
pequeiia que la dada en la ecuacion (77) y formara CBE gravitacionalmente compactos con
masas alrededor de las masas dadas en (79).

Para entender el comportamiento de las estrellas de campos escalares (SFS por sus siglas en
inglés Scalar Field Stars), supondremos que nuestra estrella es esféricamente simétrica y con la
siguiente ecuacion de estado (ver seccion 5.2)

p=wlp—po)*.
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La ecuacion diferencial de Oppenheimer-Volkov (ver secciéon 6 ), la cual puede ser resuelta

numéricamente p 19
4 5/3
— =——1r(p— w(p—
I 577 (p = po) |w(p = po)
En la ecuacion (80) tenemos dos limites interesantes. Primero supongamos que la constante
w?? es pequeiia, tal que p < p. Esta situacién ocurre cuando tenemos campos escalares muy
masivos, es decir, m >> 1. En este caso la ecuacion (80) tiene una solucion analitica.

Para cuando p < p en la ec.(68) tenemos que

+p|. (80)

p < p
ptp < p

5/3
wip—po)”’"+p < p

Sustituyendo esto ultimo en la ecuacion (80) se obtiene una ecuacion diferencial para p(r),

d 12
cTi == mrp(p=po). (81)

Finalmente resolviendo esta ecuacion analiticamente,
Po
p(r) = P (82)
1— (1= Lo ) e—2mpor
( p(O))

Notemos que cuando r — oo, la funcion p(r) — pg. Tomemos el valor inicial de la densidad
como el producto de los valores iniciales del radio y la densidad, p(0) = ropo.2.

El comportamiento para la densidad utilizando la ecuacion (82) se muestra en la siguiente
figura:

Figura 2: Grafica de la densidad p(r) para el caso p < py ro < 1. Se tomo el valor de ro = 1/2
y po = 0,002.

onh?  9s/2(2)
mB/3 g3 ,5(2)5/3"

23Como estamos tratando el caso de la formacion de una galaxia ideal, los valores de rq el radio inicial y po
son arbitrarios.

22Recordemos que el valor de la constante es w = Véase seccion 5.2.

34



5 10 15 20 25

Figura 3: Grafica de la densidad p(r) para el caso p < p, o > 1. Para este caso se tomo el valor
de ro =2y pg = 0,002.

La funcién de la densidad cambia abruptamente para diferentes valores de rg. Si ro > 1,
la densidad p(r) decrece, pero si 19 < 1 la densidad aumenta como se puede observar en las
graficas obtenidas.

El segundo y el mas interesante limite de la ecuacion (80) es para p > p. Esto sucede cuando
la masa del campo escalar es demasiado pequenia m < 1 respecto al CBE astrofisico. En este
limite la ecuacién de Oppenheimer-Volkov toma la siguiente forma

p > p
wlp—po)™? > p
Asi, escribimos
d 12
L= —Zmrw(p—po)*", (83)
cuya solucion que también es analitica estd dada por
p(0) — po
plr) = + po. (84)

3/5
(2772 (p(0) = po)”* 41
De la ecuacion (68) evaluada en 0, tenemos que

p(0) = w (p(0) — po)*’?

sustituyendo esta tltima expresion en (84),

2(0) 3/5
p(r) = <27rr2];()0)+1> + po- (85)

o bien, podemos escribir esta tltima ecuacion en términos de la presion p(r) como,

1

= 2 1 -
2rr er(o)

p(r) (86)

Para este caso cuando p >> p la presion domina el CBE y adquiere su méaximo para p(0).
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Lejos del centro del CBE, es decir, para r muy grande, la ecuaciéon (85) se aproxima a
3/5

o~ ( . ) +m (87)

272

Con estos resultados y las simulaciones hechas por varios cientificos, tenemos ahora un nuevo
paradigma para la formacion de estructura. En el paradigma del modelo de SFDM, después
del big bang, el campo escalar se expande hasta el desacoplamiento del resto de la materia.
Si el campo escalar tiene una masa demasiado pequena, tal que su temperatura critica de
condensacién es menor que la temperatura de desacoplamiento, el campo escalar forma un
condensado de Bose-Einstein. Entonces el CE colapsa formando objetos cuya masa final no es
més grande que la masa critica®! m2,, . /m.

Estos objetos contienen perfiles de densidad muy similares a los mostrados en la figura 2,
ademés de que son objetos muy estables bajo perturbaciones.

Se ha propuesto que la materia obscura en las galaxias y clisteres de galaxias, es un campo
escalar con una masa de 10~23¢V. Si este fuera el caso, la principal diferencia para la formacion
de estructura de estos campos escalares ultra ligeros y el paradigma bottom up?® seria que los
objetos SFDM se forman justo después del colapso del campo escalar y permanecen solo durante
la expansion del universo. Ademaés, estos pueden colisionar unos con otros, pero después de la
colision quedan inalterados, y se comportan como solitones.

Este paradigma implica que deberiamos ver galaxias bien formadas con la masa actual para
corrimientos al rojo muy grandes, mas grandes que los que se predice con el paradigma de
bottom-up, i.e., por CDM.

1/2
24,2 masa de Planck es mpigner = <%) = 2,177 x 10~ 8kg.

25En un universo que esté dominado por materia obscura fria, los objetos que se formarian primero serian muy
pequenos, primero galaxias, luego cimulos y superctimulos. Este escenario es llamado “escenario bottom-up”, y
es consistente con las edades observadas de galaxias y supercimulos.
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8. Conclusiones

Uno de los problemas méas fundamentales en la cosmologia moderna es la naturaleza de
la materia obscura, esto ha provocado una busqueda intensa de candidatos que permitan la
formacion de estructura cosmolégica que se observa hoy en dia. Existen algunos candidatos que
pueden considerarse como exéticos, por ejemplo, los campos escalares, los cuales son simplemente
particulas.

Una de las ideas principales de estos campos escalares es que pueden formar condensados de
Bose-Einstein, y permitir la formacién de estructura a gran escala. El tipo de objetos que son
formados por campos escalares han sido investigados en detalle usando herramientas numéricas.
Una de las caracteristicas méas atractivas del modelo de campo escalar es la construccion de
configuraciones estables las cuales demandan perfiles de densidad planas en el origen, lo cual es
una ventaja sobre los modelos de materia obscura los cuales tienen picos en este tipo de perfiles.

En general, campos escalares complejos pueden formar configuraciones en equilibrio estable
llamadas estrellas de bosones, que son regulares y cuya densidad de energia es independiente
del tiempo. Campos escalares reales también forman configuraciones en equilibrio llamadas
oscilatones.

Para un potencial escalar libre, las configuraciones en equilibrio Newtoniano pueden ser tan
grandes como un halo galactico si la masa del bosén es demasiado ligera. El régimen Newtoniano
es la parte de interés astrofisico, si uno calcula la longitud de Compton asociada a la masa de
un bosén ultraligero, esta es del orden de 10723eV, esto es A\, ~ 1 pc. Desde el punto de
vista de fisica de particulas, esta masa bosonica es extremadamente pequena. Por consiguiente,
estos bosones ligeros formarén objetos que seran demasiados pequenios comparados con escalas
tipicas galacticas. Sin embargo, en el régimen Newtoniano, la gravedad es mas débil y permite
la formacion de objetos escalares mucho méas grandes.

Resumiendo, la materia obscura puede ser considerada como una particula de campo escalar
ultra ligera. La evolucion cosmologica de la materia obscura escalar (SFDM) y sus fluctuaciones
lineales, pueden ser tomadas de materia obscura fria (CDM). Por otro lado, configuraciones
escalares auto-gravitantes pueden reproducir algunas propiedades generales de halos de galaxias
observadas hoy en dia.

Se trabajo con una serie de modelos para la formacion de galaxias usando un modelo cos-
mologico con campo escalar en el cual la materia obscura estd modelada por un campo escalar ¢,
el cual se propuso como condensados de Bose-Einstein. En el modelo de materia obscura escalar
(SFDM), la materia obscura counsiste de una particula ultra ligera cuya masa utilizada en este
trabajo fué de mgy = 1,1 x 10~2%eV. En el modelo de SFDM, se sugiere que el campo escalar
pudiera ser un buen candidato de materia obscura en los halos de galaxias.

Se trabajo con un condensado de Bose-Einstein en el régimen clasico, obteniendo una ecuacion
de estado, la cual gobernara el comportamiento de nuestro condensado. Bajo estas condiciones, se
encontr6 una ecuacién diferencial de Oppenheimer-Volkov la cual se resolvié analitica y numéri-
camente para dos limites de interés. El primer limite fue en suponer una presién muchisimo
menor que la densidad, situaciéon que ocurre cuando tenemos campos escalares muy masivos.
Para este primer caso se obtuvo una solucién analitica dada por:

Po . (88)

p(r) =
)

Para este primer limite, se tomaron en cuenta dos casos, para cuando el radio rp > 1y
ro < 1. Para ambos radios se hicieron las graficas correspondientes, las cuales muestran el
comportamiento de la funcion de densidad p(r), la cual decrece para radios mayores que uno e
incrementa para radios menores que la unidad.

El segundo caso en consideracion fue suponer que la presiéon era méas grande que la densidad
p > p, esto ocurre cuando la masa del campo escalar es muy pequena. En este limite se obtuvo
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también una soluciéon analitica a la ecuacion de Oppenheimer-Volkov dada por

plr) = O i (59)

2772 (p(0) = po)”"* + 1

Si nosotros graficamos la densidad en funcion del radio, con el valor de la masa del campo
escalar propuesta, obtenemos un perfil de densidad constante, es decir, no hay picos como se
predice con el modelo de ACDM, y este perfil esta de acuerdo con las simulaciones actuales de
perfiles de densidad en las galaxias.

De estos resultados, nosotros podemos decir que los colapsos de campos escalares forman
objetos cuya masa final no es méas grande que la masa critica. Estos objetos tendran perfiles de
densidad muy similares a los mostrados en la figura superior 2. Asi la materia obscura en las
galaxias podrian ser campos escalares de masas del orden de 10723¢V.

Otra conclusién interesante es que, debido a que los objetos de campos escalares ultraligeros
se formaron justo después del colapso del campo escalar y permanecieron durante la expansion
del universo, estos pueden colisionar unos con otros y permanecer inalterados después de la
colisién, un comportamiento tipo solitones. Lo que implicaria galaxias bien formadas en un
universo muy joven.

Finalmente, los condensados de Bose-Einstein deben ser considerados como un buen candida-
to a la materia obscura que se encuentra en los halos de galaxias, y no desistir en la busqueda
de estos campos escalares con los nuevos experimentos que estan por ponerse en marcha.
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9. Apéndice de Inflaciéon.

Las propiedades observadas de las galaxias, cuasares y supernovas las cuales son en corrim-
ientos al rojo relativamente pequeiios (z < 6), nos hablan del universo a la edad de ¢t > 1Gyr. Las
propiedades de la radiaciéon coésmica de fondo nos hablan del universo al tiempo de la dltima dis-
persion (z;s = 1100, ¢;s =~ 0,35Myr). La abundancia de elementos ligeros como el deuterio y helio
nos hablan del universo en el tiempo del Big Bang y nucleosintesis (2, = 3 X 108, tpue =~ 3min).

El escenario del Big Bang caliente (Hot Big Bang), en el cual el universo temprano fué dom-
inado por radiacion, tiene tres problemas fundamentales, llamados el problema de la planitud,
el problema del horizonte y el problema de los monopolos. El problema de la planitud podemos
establecerlo como “El universo es plano hoy en dia y era mas plano en el pasado”. El problema
del horizonte nos dice: “El universo es homogéneo e isétropo ahora y fue més en el pasado”.
El problema del monopolo establece que “El universo esté aparentemente libre de monopolos
magnéticos”.

No existe una Teoria de Gran Unificacion definitiva que pueda resolver este tltimo problema,
sin embargo, podemos decir que al menos en esta época del universo no se han observado
monopolos magnéticos. Sin embargo los problemas de lo plano y el horizonte no estédn del todo
resueltos. El fisico Alan Guth fue el primero en proponer la idea de inflacion en 1981 e introdujo
una manera de resolver el problema de lo plano, el problema del horizonte y el problema de los
monopolos con un simple mecanismo cosmologico.

Pero, ;qué es inflacion?, en el contexto cosmoldgico, la inflacion puede definirse como la
hidtesis de que existié un periodo en la historia temprana del universo, cuando la expansion fue
acelerada, es decir, cuando d > 0.

Comencemos por describir el modelo del Hot Big Bang para asi poder introducir el concepto

de un universo Inflacionario®®.

9.1. EIl Modelo del Hot Big Bang

Como ya hemos visto la métrica que describe a un universo homogéneo e isotropico en
expansion fue desarrollada en la década de los 20’s y es conocida como la métrica de Friedmann-
Robertson-Walker,

dr?

2 _ 2 2
ds® =dt 7a(t) m

+ 72 (d6? + sin® 0d¢?) | ,
donde a(t) es el radio del universo o factor de escala, x es la curvatura del universo y puede ser
-1 para un universo abierto, 0 para un universo plano y 1 para uno cerrado.

Cuando k = 0, la métrica puede ser escrita en la formas:

ds® = dt* — a®(t) (da® + dy? + d2?)

la parte espacial de la métrica describe un espacio tridimensional Euclideo, es decir, plano, y
cuando a(t) es constante o varia lentamente el universo plano describe a un espacio de Minkowski.
Actualmente las observaciones del CMB27de las oscilaciones bariénicas estan en concordancia
con un universo plano. La posicién del primer pico en | = 200 en la expansién de armoénicos
esféricos es predicha para un universo plano [18§].
En coordenadas cartesianas, las ecuaciones de Einstein que describen la evolucion del factor
de escala asumiendo al universo constituido por un fluido perfecto, como ya habiamos supuesto,

son:
N2
K a K 8rG
g2+ 2 = (Z —_— =
+ a? <a> * a? 3 7
a 4G
S = ——3 (tp). (90)

26La siguiente seccién es una recopilaciéon de las notas sobre Inflacién de la Dra. Erandy Ramirez.
27Cosmic Microwave Background (Radiaciéon Cosmica de Fondo).
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De estas dos ecuaciones se puede deducir una ecuacién de conservaciéon la cual escribimos en la
forma:
pa® + 3(p + p)a*a =0, (91)

Esta ecuacién es equivalente a la ley de conservacion de energia para una expansion adiabatica.
La expansion en el universo es adiabatica porque el calor no fluye (la entropia total no cambia).

Después de inflacién se asume al universo como un gas con velocidad cuadratica promedio
v2. Tenemos dos posibilidades, un universo lleno de radiaciéon (v =~ 1) o de polvo (v? — 0). Con
la relacion entre la presion y la densidad [21, 27, 19], obtenemos una relacion entre la densidad
y el factor de escala,

02
p = §P<:>P:0<P
1<l = a—0
1
vl = a— —.

Si p = ap en la ecuacion (91), obtenemos una ecuacion para p,
pox a—f’)(1+oz)7

de esta ultima ecuacién se obtienen dos posibles soluciones:

a=0 = pxa?®
1
a=g = poxa (92)
la primera para polvo y la segunda solucién para radiacién?®.

Cuando a(t) varia lentamente, tenemos que %p > 25 ,luego podemos hacer la siguiente

aproximacion vélida para un universo lleno de polvo o de radiacion [19, 20],

8rG
H?*~ —p,
3 P
podemos resolver para a(t) utilizando las soluciones (92) encontradas antes para la densidad en
términos del factor de escala:

O [87G —aahe) L 4o 28,

a 3

De aqui obtenemos dos soluciones que son independientes de la geometria del universo:
p=0 = ax 2/3

1
p=z = ax /2
3
Hemos obtenido las soluciones para la dindmica del universo a grandes escalas dependiendo
del tipo de materia que consideremos compuesto al mismo. Sin embargo, este escenario tiene
varios problemas, algunos de los cuales mencionaremos a continuacion [27, 19, 21, 23].

9.1.1. Problemas del Hot Big Bang

1. El problema de la singularidad. Las soluciones encontradas anteriormente para el factor de
escala muestran un comportamiento como una funciéon proporcional al tiempo elevado a
cierta potencia. Al mismo tiempo, la densidad depende inversamente del factor de escala.

28F] factor extra a en el denominador para radiaciéon proviene del corrimiento del rojo que experimentan los
fotones debido a la expansion del universo.

40



9.2.

Si tomamos el limite cuando ¢ — 0, de estas soluciones tenemos una singularidad en la
densidad:

t—0 = a—0
t—0 = p—ooo

y las soluciones no pueden ser continuadas formalmente para cuando ¢ < 0.

. El problema del horizonte. H~' no solamente determina la edad del universo, sino también

el radio de la parte observable del universo, es decir, la medida de la distancia en donde
tienen lugar los procesos causales en el universo. Por lo tanto, regiones separadas por una
distancia mayor que el horizonte no pueden influenciar unas a otras. Estudios del CMBR
(el fondo de radiacién césmica de microondas) muestran que a t ~ 10° afios, el universo
era muy homogéneo e isotropico a escalas mayores que el horizonte, con temperaturas
distintas en regiones que diferian por menos que 10~%. De las ecuaciones de Einstein (90),
se puede demostrar que hay aproximadamente 10° regiones causalmente desconectadas
en el universo a ¢ ~ 10° afios. La probabilidad de que estas regiones hayan alcanzado
este equilibrio térmico fortuitamente, sin interaccionar entre ellas, es decir, que estan
causalmente desconectadas es de 10724-1073%, Sin embargo, esto es lo que se observa con
una precision de Y ~ O(107°).

. Formacion de Galazias. El modelo del Hot Big Bang esta construido bajo la hipotesis

de que se cumple el Principio Cosmologico, asi como la métrica de Friedmann-Robertson-
Walker se supone a la materia como un fluido perfecto sin inhomogeneidades. Sin embargo,
las estructuras que se observan a gran escala en el universo como galaxias y cimulos de
galaxias indican que debid existir algtn tipo de inestabilidades gravitacionales y también de
la materia a través de las cuales se formaron. Las inhomogeneidades iniciales que llevaron
a esto no pueden ser explicadas por el modelo del Hot Big Bang.

Monopolos Magnéticos. Algunas teorias de gran unificacion predicen la existencia de estruc-
turas conocidas como monopolos y otras reliquias con una abundancia que no es observada
en el universo. El modelo del Hot Big Bang tampoco puede explicar que ocurrié con esta
materia y porque no se observa.

El problema de la planitud del universo. La escala natural de longitud o radio caracteristico
de curvatura del espacio es la escala de Planck [p ~ M;l ~ 10733¢m. Para | < lp las
fluctuaciones cuanticas de la métrica hacen imposible en general describir el espacio en
términos clasicos. A I ~ 10%8cm. 60 6rdenes de magnitud mas grande que Ip el espacio
tiempo es casi perfectamente Euclideo. Surge una pregunta después de todo este analisis,
. de donde viene este comportamiento a un valor tan alejado de [p?.

Un universo inflacionario

Como una alternativa a la solucion de los problemas mencionados anteriormente, se intro-
dujo el concepto de un universo inflacionario cuyas caracteristicas principales se presentan a
continuacion [19, 23, 24]:

= A etapas muy tempranas de su evolucion, el universo pudo estar en un estado de vacio

inestable teniendo una densidad de energia cuya ecuacion de estado es p = —p. De acuerdo
a la ecuacion de conservacion (91), tenemos que:

pa® = 0= p = cte.
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que es la densidad de energia del vacio inestable en el que se encuentra el universo y la
cual no cambia conforme el mismo se expande.??

» Sobre un tiempo caracteristico de expansiéon 6t = H~! hay poco cambio en la magnitud
de H, por lo cual se puede hablar de una expansiéon cuasiexponencial del universo. Dado
que H = %y H es casi constante, esta ecuacion puede ser resuelta para a en funcion de ¢
dando:

a(t) = ag exp ( /O 1 H(t)dt) ~ agel™, (93)

lo que se conoce como etapa cuasi de Sitter de su expansion. Justo éste régimen de expan-
sién cuasiexponencial es conocido como inflacion.

= Formalmente la definicién de cualquier etapa inflacionaria del universo es definida como:
i(y) > 0,

o equivalentemente [27],
d H™!
dt a
es decir, una etapa en la que el radio u horizonte comovil del universo decrece. No debemos
confundir esta cantidad con H~! que es el horizonte el cual permanece casi constante
durante inflacién. La cantidad definida anteriormente contiene también un factor de a

para hacerlo comovil, y el factor de escala esta creciendo exponencialmente, mientras que
H no.

<0,

= Inflacién llega al final cuando H comienza a decrecer rapidamente. La energia almace-
nada en el estado de vacio es transformada en energia térmica, y el universo se vuelve
extremadamente caliente. A partir de este punto su evolucién es descrita por la teoria del
Hot Big Bang, con la salvedad de que las condiciones iniciales de expansiéon del universo
caliente son determinadas por procesos que ocurrieron en la etapa inflacionaria y que son
independientes de la estructura del universo anterior a inflacion. Es decir, inflacion provee
a la teoria del Hot Big Bang de las condiciones iniciales a partir de las cuales puede em-
pezar a explicar la evoluciéon del universo sin verse afectada por la condiciones del mismo
antes de inflacion.

= Kl campo escalar ¢ que aparece en teorias de unificaciéon podria jugar el papel del estado
de vacio con densidad de energia V(¢) que se necesita para empezar inflacion [19, 21]. La
magnitud del campo en un universo en expansiéon depende de la temperatura y también de
transiciones de fase que pueden cambiar a ¢, la energia almacenada en el campo es trans-
formada en energfa térmica. Si la transicion de fase tiene lugar en un estado metaestable
de vacio a una temperatura muy baja, la entropia total del universo se puede incrementar
considerablemente y un universo de Friedmann puede volverse “caliente”.

= Starobinsky (1979-80) [22] encontro la primera solucion inflacionaria. Utilizando la métrica
de de Sitter como una solucion a las ecuaciones de Einstein con correcciones cuénticas. La
solucion (de Sitter) es inestable, y después de que el estado de vacio inicial decae, el espacio
de Sitter se transforma en un universo de Friedmann caliente. Su objetivo principal era
resolver el problema de la singularidad cosmologica inicial, lo cual no se logré y la pregunta
de las condiciones iniciales continu6 sin explicacion. Sin embargo, las ventajas del universo
inflacionario todavia no habian sido reconocidas en esta etapa.

29Conforme el universo se expande, hay méas vacio compensando la expansién y manteniendo la densidad del
mismo constante.
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= Alan Guth (1981) [23], reconocié la necesidad de considerar modelos del universo con una
etapa de expansiéon cuasi exponencial. El sugirio utilizar la expansién cuasi exponencial

(inflacion) del universo en un estado de vacio superenfriado para resolver los problemas
del HBB.

= Kl campo escalar ¢ tiene que estar en equilibrio térmico con los demas campos del sistema
para poder localizarlo en el vacio falso al valor ¢ = 0. A altas temperaturas incluso este es
un valor preferencial del sistema. Mientras el campo esta en este vacio, inflacién tiene lugar
y dura hasta que el vacio decae completamente por tunelaje cuantico y una transicién de
fase de primer orden en la que hay una produccién de “burbujas”. El nuevo estado ¢g # 0
se encuentra adentro de las burbujas, como en el caso del agua hirviendo. La colisiéon de
las burbujas con la nueva fase adentro recalienta al universo. El problema de este primer
modelo es que la colisiéon de las burbujas llevaba a demasiadas inhomogeneidades después
de inflacién, lo cual no se desea, ya que buscamos un universo homogéneo e isotrépico
como resultado. Este es el problema del “graceful exit” de la inflacién antigua.

» La inflaciéon nueva Linde (1980) [24] y simultaneamente Albrecht y Steinhardt (1980)
[25] es otra propuesta para conservar el universo inflacionario resolviendo los problemas
del primer modelo. En este modelo, inflacién ocurre no solo por super enfriamieto, sino
también por el rodamiento lento del campo a su vacio real.

» El tiempo caracteristico de rodamiento es muchisimo mayor que H ! y si hay produccion
de burbujas, las inhomogeneidades por la colision de las mismas quedan fuera del horizonte
(H~1) ya que, al ser el tiempo caracteristico mas grande que esta cantidad, el universo
continua inflando mientras las burbujas colisionan y la expansion las “saca” del contacto
causal con el mismo. El universo ahora se recalienta por oscilaciones del campo alrededor
de minimo del potencial y no por la colisiéon de las burbujas.

= FEste modelo requiere que el potencial tenga una parte suficientemente plana alrededor
de ¢ = 0, por lo tanto, las constantes de acoplamiento del potencial deben de ser tan
pequenas que el campo no puede estar en equilibrio térmico.

= De aqui que la tnica constriccién sobre ¢ es que su densidad de energia no exceda la
densidad de energia total del universo. Esto lleva al siguiente modelo.

Inflacion cadtica Linde [26]. Teniendo la condicién ¢ > Mp, el potencial crece mas lentamente
que exp(¢). Esta condicion la satisface cualquier potencial de la forma,

Vig) = 2o n>0,0<A<1.

n—4
nMpg

En particular, las observaciones actuales del CMB favorecen los modelos inflacionarios cadticos
con n = 2 y han descartado el caso n = 40 potencias mayores [28].

El nombre de inflacién cadtica viene del hecho de que al tener fluctuaciones cuanticas del cam-
po, se crea el llamado “ruido estocastico”. Si el campo tiene valores lo suficientemente grandes,
sus fluctuaciones pueden ocasionar que “escale” el potencial de regreso y comience de nuevo la
expansion acelerada a partir de un valor més grande. Esto es, en distintos lugares del universo,
el campo puede tener diferentes valores y estar llevando a cabo inflacién en regiones separadas
causalmente. Lo cual quiere decir que afuera de nuestro horizonte, el universo puede ser muy
inhomogéneo y anisotrépico [21, 26].

9.3. Soluciones

El proceso inflacionario descrito anteriormente conlleva a la soluciéon de los problemas del
HBB en la siguiente forma:
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1. La expansion exponencial es introducida para hacer que el término -5 en la ecuacion de

Friedmann se haga muy pequeno comparado con % , lo cual implica hacer al universo

plano.

2. Este proceso asegura que la parte observable del universo 10%%, resulte de inflar una pe-

quena regién que estaba causalmente conectada inicialmente y por lo tanto, en equilibrio
térmico.

3. Formacion de estructura. Durante inflacion, el campo escalar lleva a cabo fluctuaciones
mientras se encuentra a un nivel cuantico. Estas fluctuaciones dan lugar a inestabilidades
gravitacionales que llevan a la formacion de estructura. Inflacion es el anico candidato que
explica satisfactoriamente la formacion de estructura.

4. Los monopolos magnéticos y otras reliquias son diluidos por la expansién, ya que la den-
sidad varia inversamente proporcional al factor de escala, el cual esta creciendo exponen-
cialmente.

9.3.1. La aproximacion de slow-roll y los parametros de inflacion

Los modelos inflacionarios estan basados en la posibilidad de evolucién lenta del campo
escalar ¢ en un potencial V(¢). La aproximacion de slow-roll desprecia la contribucion a la
dinamica de los términos que cambian més lentamente en las ecuaciones de movimiento.

De la ecuaciones de Einstein (90) para un campo escalar con densidad y presion dados por
[27]:

p = FHVE)

las ecuaciones para inflacion son:

wo=g 324V
0 = $+3HG+V(0) (99)

donde m%l = é es la masa de Planck, y la (") indica derivada con respecto al campo escalar. Esta
aproximacion es la mas utilizada, y aunque funciona en casi todos los modelos inflacionarios,
debe llegar un momento en que falle para que inflaciéon termine. Violaciones pequenas de la
misma pueden resultar en variaciones significativas de las predicciones comunes de los observables
inflacionarios [28, 33], los cuales seran definidos en una seccion posterior.

Para especificar completamente un modelo inflacionario, es suficiente dar explicitamente su
potencial, el parametro de Hubble 6 el primer pardmetro de la jerarquia de slow-roll en términos
del campo [32]. Esto es gracias al formalismo de Hamilton-Jacobi [32]. La aproximacién tiene
dos modalidades:

1. Pone restricciones sobre la forma del potencial y requiere que la evolucién del campo
escalar haya alcanzado su forma asintética3’. Si lo que tenemos para especificar el modelo
inflacionario es el potencial del campo escalar, la aproximacion de slow-roll requiere la
pequeiiez de los siguientes dos parametros [31]:

2
o = mm(V
160 \\V
2 "
_ mPlL
nv o= S V. (95)

30Potential slow-roll approximation.
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El valor pequeno de esta cantidades, es usado para despreciar el término cinético en la
ecuacion de Friedmann y el término de la aceleracion en la ecuacion de onda (94). Esta
es una condicién necesaria pero no suficiente para garantizar que esos términos sean des-
preciados. La aproximaciéon de slow-roll en esta variante solamente restringe la forma del
potencial, no las propiedades de las soluciones dinamicas. Las soluciones son més generales
porque contienen a gf) que gobierna el tamano del término cinético. Este término podria
ser tan grande como se quisiera sin importar que los parametros (95) sean muy pequenos.
En general, este formalismo requiere la suposiciéon de que el campo escalar se aproxima a
una solucién atractora asintotica determinada por

. V!
~ 3H

este atractor inflacionario es de gran importancia en la aplicaciéon de la aproximaciéon de
slow-roll. Esto significa que dada una solucién para un potencial, esta es estable bajo
perturbaciones lineales y va a un atractor. Pero al dar otra condicién inicial para el mismo
modelo, esa solucion también a un atractor y asi sucesivamente, al final, todos los atractores
para distintas condiciones iniciales son el mismo para un modelo particular.

El final de inflacién esta dado por ey ~ 1, esto es solo aproximado debido a que ésta
también es una condicién necesaria pero no suficiente.

2. La solucién inflacionaria pone condiciones sobre la evolucién del parametro de Hubble
durante inflacion (Hubble slow-roll approximation). Si H(¢) es tomada como la cantidad
primaria para especificar un modelo inflacionario, hay una expresiéon més conveniente para
los pardmetros de slow-roll dada por:

2
ey = mp, E
4 H
S mp H”
H Ar H’

la condicion e < 1 es condiciéon necesaria y suficiente para que inflaciéon tenga lugar. No es
necesario suponer la existencia del atractor inflacionario e inflacién termina exactamente
cuando ey = 1. Si H es una funcion de ¢ entonces ¢ no debe cambiar signo, es decir, el
campo no debe llegar al minimo del potencial para que el formalismo de Hamilton-Jacobi
pueda ser aplicado.

Las expresiones de los parametros de slow-roll dadas anteriormente en sus dos modalidades de-
penden de la dinamica especifica que se esté usando. En este caso, damos por hecho la cosmologia
estandar, pero si la dinamica cambia como en los modelos de branas, las definiciones anteriores
tendrian que cambiar para ser consistentes con la dindmica.

9.3.2. Espectros y observables

Generacion cudntica de perturbaciones. Durante inflacion, el campo escalar o inflaton lleva
a cabo fluctuaciones cuénticas, estas surgen porque el inflatén alcanza el minimo de su potencial
a diferentes tiempos en diferentes lugares del universo. Hay tres tipos de perturbaciones en el
espacio tiempo: escalares, vectoriales y tensoriales. La amplitud de las perturbaciones vectoriales
decae en un universo en expansion, las tensoriales no dan lugar a formaciéon de estructura y las
escalares si, estas son conocidas como perturbaciones de la densidad también [29].

El escenario inflacionario predice que el espectro de las perturbaciones de la densidad debier-
an ser gaussianas y dependientes de la escala. Esto es cierto para los modelos en que el campo
escalar esta acoplado débilmente. Pero la suposicion de gaussianidad no es genérica a todos
los modelos. Originalmente, se habia pensado que eran independientes de la escala (espectro
de Harrison-Zeldovich) aunque esto era solo aproximado [30]. Esto es debido a que el campo
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escalar debe llevar a cabo una evolucién para que inflacién termine eventualmente y esto implica
dependencia en la escala a los espectros [19, 21].

H~' es la medida de los procesos causales en un universo espacialmente plano, homogéneo
e isotrdpico. El tamano de una escala dada con respecto a esta cantidad es de gran importancia
para entender como fueron generados los espectros primordiales de las perturbaciones.

Cantidades como el espectro de potencia son definidas via una expansion de Fourier de
funciones con ntimero de onda comoévil k y la combinaciéon k/aH aparece varias veces en estas
expresiones. Hay comportamiento fisico distinto dependiendo de si esta cantidad es menor o
mayor a la unidad.

Inflacion es definida como una época en que el factor de escala se acelera, y el radio comovil
de Hubble (aH)~!debe decrecer lo que implica que la escalas fisicas crezcan méas rapidamente
que el radio de Hubble. Como resultado, un modo dado empezara adentro del radio de Hubble
en el régimen en que la expansion es despreciable. Conforme la expansion continua, la longitud
de onda de la perturbacion es “estirada” y el modo crece mucho méas rapidamente que el radio
de Hubble (en coordenadas fisicas) y lo rebasa, después de esto permanece “congelado”.

OGl + 5Gl = 87G (°T) + 6TY) (96)

La cantidad que nos interesa estudiar es la amplitud de la perturbacion de la curvatura 6G*#, no la
del campo escalar d7}', ya que una vez que inflacién termina este debe decaer para dar formacion
al resto de las particulas que componen al universo. Sin embargo sus perturbaciones afectan a
la gravedad a través de las ecuaciones de Einstein, ver (96) y esa perturbacién permanece
en la curvatura del espacio-tiempo. Su amplitud puede relacionarse con cantidades observadas
en la radiacién cosmica de fondo lo cual sirve para imponer constricciones sobre los modelos
inflacionarios 27, 33].

Las cantidades que dan la intensidad o potencia de cada modo en funcién de la escala son
los espectros de potencia para las perturbaciones escalares (de densidad) y tensoriales (gravita-
cionales). Su amplitud puede ser especificada con mayor precision en términos de una expansion
en parametros de slow-roll, cuyas definiciones a orden mas bajo para la amplitud son[29]:

Ay = eyt M
1 2 H
E) = —pl/z__2 7%
Ar(k) 070 = 5 /mmm f—all

Ambas expresiones estéan evaluadas para la escala con valor igual al horizonte comoévil aH,
es decir, se evaltan cuando el modo cruza el horizonte. Distintas evaluaciones llevan a distintos
errores en la precision de los observables inflacionarios. La normalizaciéon dada para el coeficiente
del espectro en la primera igualdad es arbitraria.

El primer observable inflacionario es la razén de la contribucién a la amplitud de las pertur-
baciones gravitacionales a las de la densidad (o tensoriales a las escalares) r [29]:

AT
= Tg’

también conocida como la primera ecuacion de consistencia inflacionaria. Esta cantidad todavia
no se ha medido debido a que no se han detectado atin ondas gravitacionales.

Inflacion predice la existencia de las mismas, por lo que la deteccion seria de suma impor-
tancia para esta teorfa. Se han dado estimaciones a su valor a través del ntmero de e-foldings
(cantidad de expansion que ocurre antes del final de inflacion):

4 s 4
N=lm% = —7;/ 7 /
aq Mpy Jg, sz
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y el indice espectral. La primera igualdad se cumple sélo a orden mas bajo en la aproximacién
de slow-roll, el siguiente orden contiene una expansiéon en los pardametros de slow-roll.

El indice espectral es la cantidad primaria para clasificar modelos inflacionarios, mide también
la desviacion del espectro de la invariancia con la escala. La definicion general esta dada por:

dln A2
Y
dln A2

nr(h) = s

cuando ns(k) = 1, el espectro de las perturbaciones escalares es invariante de la escala. Sobre el
rango en que las observaciones pueden hacerse, los espectros pueden ser tratados como leyes de
potencias [29].

Finalmente, np como r no han sido medidas, pero son unas de las cantidades que especi-
fican a un modelo inflacionario y pueden ser parametros que pueden ser medidos mediante el
experimento de Planck.
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