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Resumen

La presente tesis estd dedicada al estudio de las soluciones analiticas de la
ecuacion de Schrodinger con el potencial de Eckart. Las soluciones a los esta-
dos ligados de la ecuacion de Schrédinger con el potencial de Eckart con tér-
mino centrifugo son obtenidas mediante una aproximacion a dicho término. Las
funciones de onda normalizadas también son obtenidas. Es mostrado que dichas
funciones pueden ser expresadas en términos de las funciones hipergeométricas
oF (a,b;¢; 2).

Para verificar nuestros resultados, evaluamos los eigenvalores para nimeros
cudnticos dados [ y n. Los cuales coinciden en buena medida con los obtenidos us-
ando un programa en MATHEMATICA hecho por Lucha y Schoberl para potencial
de rango corto (a grande) sin aproximacion analitica. Encontramos que el espec-
tro de energia obtenido a través de esta aproximacion, se reduce al potencial de

Hultheén para el caso [ = 0 cuando uno de sus pardmetros se anula.
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Introduccion

Las soluciones exactas de la ecuacion estacionaria de Schrodinger juegan un rol im-
portante en mecéanica cuantica. Sin embargo, es posible obtener solo unas pocas soluciones
analiticas que corresponden a casos tales como el atomo de hidrégeno, el oscilador ar-
monico y otros [1, 2]. En general, los sistemas cuanticos pueden ser tratados solo por
métodos aproximativos. Un ejemplo tipico es el potencial de Morse tratado por la aprox-
imacion WKB [3, 4]. Recientemente, ha resurgido el interés en los potenciales de tipo
exponencial, como el potencial de Hulthén [5, 6], los potenciales multiparamétricos de
tipo exponencial [7-10], el potencial de Rosen-Manning [11, 12] y el potencial tipo Eckart

[13-15]. El potencial tipo Eckart es

a, B>0, (1.1)

donde r es la coordenada radial. Aqui, los pardmetros o y 3 describen la profundidad del
pozo de potencial, mientras que el paramétro a estd relacionado con el rango del poten-
cial. Las siguientes graficas muestran la forma del potencial para distintos valores de los

pardmetros o, By a.
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Fig 3. Potencial de Eckart & = 0.5, 5 = 0.005, (——)a = 0.5, (0)a = 1,0a = 2

El potencial de Eckart introducido por ¢l mismo [16] ha sido &mpliamente aplicado

en fisica [17] y quimica cuantica [18,19]. En seguida mostramos que este potencial tiene
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un valor minimo V' (ry) = —% enry = aln[%] para o > [3. Calculamos la primera
derivada de (1.1)
d o 6727“/(1 efr/a 26721“/(15 6721"/(15
—V(r) = — —— + —~7a —— — ——| (1.2)
dr a | (1—er/a) 1—e (1 —e1/a) (1 —er/a)

erfal(er e t)a(ee 1)
_ TP (1.3)

Para encontrar el valor de » que minimiza al potencial debemos resolver la ecuacion

d
%V (r)=0, (1.4)

entonces de las ecuaciones (1.3) y (1.4) obtenemos

(e —1)a—(e’"+1)B = 0, (1.5)
o _ 9FD 1.6
e pt (1.6)
re = aln ((”5). (1.7)
a—p
Ahora calculamos la segunda derivada de (1.1)
d2 r/a 1— 2r/a T 144 r/a 4 2r/a
—V (T) _ € [Oé( € ) 5( < € € )} ) (18)
dr? a?(er/e —1)
d2v 2 2Q2\2
—| = % (1.9)
(Al - a?f
Como era de esperarse ‘227‘2/ > 0 lo que confirma un minimo del potencial en las
r=rQ

graficas en r = rq
Debe ser mencionado que la mayoria de las contribuciones en la literatura para la
ecuacion de Schrodinger con este potencial son concernientes al caso de ondas s [5, 6].

El proposito de este trabajo es doble. Primero, estudiamos las soluciones para un estado
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[-arbitrario de la ecuacion de Schrodinger con el potencial de Eckart (1.1) mediante una
aproximacion al término centrifugo, la cual también ha sido usada para estudiar las solu-
ciones para los estados [-arbitrarios de la ecuacion de Schrodinger con el potencial de
Hulthén [5,6]. Sin duda, este estudio proveera una buena referencia para interpretar teori-
camente el sistema cuantico con los estados [ para el potencial de rango corto. Segundo,
los eigenvalores asi obtenidos también son comparados con simulaciones numéricas de los
eigenvalores para el problema no aproximado.

Este trabajo esta organizado como sigue. En el Capitulo 1 mostramos como derivar
las soluciones para un estado [ arbitrario de la ecuacion de Schrodinger con el potencial
de Eckart mediante una aproximacioén al término centrifugo. En el Capitulo 2 obtenemos
algunos valores de la energia usando un programa en MATHEMATICA programado por
Lucha y Scholberg para la solucién de este problema sin aproximacion al término cen-
trifugo y los comparamos con los obtenidos mediante nuestra aproximacion. El Capitulo 3
estd dedicado a dos casos especiales: paral = 0y 3 = 0. Las conclusiones son dadas en el

Capitulo 4.



CAPITULO 1
Solucion Aproximada a la Ecuacion de
Schodinger con Potencial de Eckart

La ecuacion de Schrodinger en unidades naturales i = p = 1 para un potencial

central esta dada por

110 ,0 1 9 (. ,0 1
4l ,0 1O _ - — F = 0.
{ 2 {7"2 or or * r2sin § 00 (Sme(%) * 7’2511”1290@52} tVr) }¢(r) ’

(1.10)
Tomando ¥ (r) = r ' R(r)Y},,(6, ¢), considerando el potencial (1.1) y aplicando el método

de separacion de variables, obtenemos la siguiente ecuacion radial de Schrodinger

d’R(r) 2pe7"/a 20e7/% (14 1)
2F — —
dr? + (1 —e"/a)2 + 1—e/a r2

R(r)=0;1=0,1,2... (1.11)

Esta ecuacion no puede ser resuelta analiticamente para [ # 0 debido al término centrifugo.
Una forma alternativa para tratar este problema consiste en usar una aproximacion al tér-
mino centrifugo de la ecuacion (1.11) similar a la usada por otros autores [5, 6, 20]. Es
observado que para valores grandes del parametro a, i. e. para pequefios r/a la siguiente

formula

1 1 e/e
—_— = 1.12
r2 a2 (1 _ efr/a)2 ( )

es una buena aproximacion a 1/r%. La figura (4) muestra las graficas 1/r? y su aproxi-

macion para distintos valores del parametro a.
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Fig. 4 riz y su aproximacion (1.12). (o) a = 0.1,Ua = 0.05, xa = 0.5

Tomando esta aproximacion en cuenta, definimos las siguientes variables

z = e’/ (1.13)

A = V—_2Ea. (1.14)

Con el cambio de variable dado por la ecuacion (1.13), obtenemos las derivadas re-

specto de la nueva variable z

d d dz 1 d

4 dde 14 (1.15)

d? d d d dz zd z d d

@ dd _ddzf zdy _zd [l d) 1.16

dr? drdr dz dr( adz) a?dz (Zdz) (1.16)
24 24

(1.17)

a?2dz?  a?dz
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Ahora sustituimos lo anterior en la ecuacion (1.11), y asi expresamos dicha ecuacion

en términos de z

d’R(z) dR(z) Bz Az l(l+1)z
2 — — M| R(z) =0 1.18
T T4 (1—2)2 1-—=z2 * (1—2)2 * (2) =0, (1.18)

donde A = 2aa® y B = 283a?.

De la ecuacion (1.13) observamos z — 0 (r — o0)y 2z — 1 (r — 0). Como un
resultado, las condiciones de frontera de las funciones de onda R(z) son tomadas como
sigue

0, cuando 2z — 1,

R(z) = 0, cuando z — 0, (1.19)
de las cuales podemos tomar las formas asintoticas de las funciones radiales R(z)
(1—2)*%  cuando 2z — 1,
R(2) Z7,  cuando z — 0, (1.20)
ademas
o > 0, (1.21)
vy > 0, (1.22)

por lo que la funcién de onda R (z) debe tener la forma dada por la siguiente relacion

R(z) = (1 —2)""27F(2), (1.23)

donde F'(z) es una funcion de z por determinar.
Ahora consideremos las formas asintoticas de la ecuacion (1.11) para determinar los

valores de § y A. Para el caso z — 1, calculamos las derivadas de R (z) en su forma
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asintotica (1.20)

CRE) = s (1.24)
LRE) = s0+0-271 (1.25)

Sustituyendo las relaciones anteriores en la ecuacion (1.18) obtenemos la ecuacion

para §

b(140)22—(1+0)(1—2)2—Bz—Az(1—2)—1(1+1)2=X2(1—2)°=0, (1.26)

y usando el hecho z — 1, llegamos finalmente a

d1+d)—-B-1(l+1)=0, (1.27)
cuyas soluciones son
5:%[—1i¢(1+21)2+43}, (1.28)
de donde descartamos el signo ” — 7 por la restriccion impuesta en (1.21), por lo tanto
5:%[—1+\/(1+2l)2+43]. (1.29)

Ahora consideremos la forma asintotica de la ecuacion (1.18) para el caso z — 0

C%R(z) = 4277 (1.30)
d? 9
SRE) = (-1 (131)

sustituyendo lo anterior en la ecuacion (1.18) obtenemos

B A I(l+1
e R e e R S I ED
B A l(l+1
7(7—1)+7—[(1_Z)2—1_22+éfzzf Aﬂ = 0. (1.33)
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Cuando z — 0 en la ecuacion anterior, llegamos finalmente a la condicion para A
T(y=1)+7=-M=0, (1.34)

cuyas soluciones son
v = £ (1.35)

pero por la restriccion (1.22) solo consideramos el signo ” + 7, por lo tanto
v=A (1.36)

Para encontrar F' (z) sustituimos la ecuacion (1.23) en la ecuacion (1.18) lo que con-

duce a la siguiente ecuacion

—(1 =2 PAMIM (2) F(2) + (1 = 2)° AN (2) F(2) + (1 — 2)° LA F(2) = 0,
(1.37)

donde

M(z) = B+Il(l+1)+A(z—1)—(0+1)(-1+2+20+2(z—1)N), (1.38)
N(z) = 1+42X—2z(3+20+2)\). (1.39)

Reordenando, llegamos finalmente a

&EF dF
(1—z)z7(j)+ 2X +1— 2(20 + 2X\ + 3)] diz) (1.40)

+[A-B—1(l+1)—(0+1)(1+2))] F(z) =0,

cuyas soluciones no son otra cosa que las funciones hipergeométricas [21]

F(2) =sFi(a,bic;z) =) (azi)(f:)k%’

k=0

(1.41)

donde el simbolo de Pochhammer (z);, esta dado por
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(@), = —F(If(lr)k), (1.42)
L (—1)kk!
(—2)r = Rl (1.43)

Para encontrar los pardmetros a, b y c igualamos las ecuaciones (1.40) y (A.1) lo cual

nos conduce al siguiente sistema de ecuaciones

a+b+1 = 25+2\+3, (1.44)
ab = A—B—1(+1)—(0+1)(1+2)), (1.45)
c = 2A+1, (1.46)

resolviendo para a y b encontramos

a = 14+0+X—o0, (1.47)
b = 1+6+A+o, (1.48)

donde
o= N+ A=B-ll+1)+56+1). (1.49)

De las propiedades de las funciones hipergeométricas F'(z) dada en la ecuacion (1.41)
se aproxima a infinito a menos que a = 1 + 0 + A — ¢ sea un entero negativo. Por lo tanto,

las funciones de onda R(z) seran infinitas en todas partes a menos que

a=140+A—0c=-n, n=012,---, (1.50)
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de lo cual, junto con las ecuaciones (1.29) y (1.49) obtenemos

12 —-A+B+I1(1+1 2 1)o
)\:_(n—l—) + +(+)+(n+)' (151)
2(n+6+1)
Sustituyendo esto en la ecuacion (1.14) conduce al siguiente espectro de energia
1 12— A+B+I1(1+1)+ (2n+1)5]
B, (n+1) +B+I(l+1)+(2n+1) ‘ (1.52)

2a? 2(n+6+1)

Ahora estudiaremos las eigenfunciones de este sistema. Usando las ecuaciones (1.46),

(1.47) y (1.48) podemos escribir las funciones radiales como
R(z) = N(1 = 2)""" 2% F [—n,n+2(6 + A+ 1),2A + 1, 2], (1.53)

donde N es el factor de normalizacion para ser determinado por la condicion fooo R(r)%dr =

1. Ademas esto puede ser puesto como sigue

o) 1 d
/0 R(r)2dr = /0 R(z)2d—2dz, (1.54)

o explicitamente

1
aN2/ (1= 2202 R [—nn+200 + A+ 1),22 + 1, 2]} dz = 1. (1.55)
0

Dado que usando la ecuacion (1.41) podemos escribir la ecuacion como (1.55)

o (—n) 28+ A+ 1)), [* o e )
aN ; (2X +1),4! ; (1-2) 22 B [—n, nb2(64 A1), 20+ 1, 2]dz = 1,

(1.56)
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podemos despejar el valor de la constante de normalizacién

N=
t(n) )
tHn) =aniD(25 + 3TN+ )Y ) H 20 F AL D)),

pr (g +2\)(n—q)lg!T' (¢ + 26 + 2)\ + 3)
X aFo(—,q + 20,1+ 20 + 2\ + 220+ 1,q + 20 + 2\ + 3; 1),

donde hemos usado la siguiente formula integral [21]

L(o)l(o

1
271 = 2) 7 YR (e, By 2)de = ——2 2

)3F2(oz7679;%9+0;1)-

(1.57)

(1.58)



CAPITULO 2
Comparacion de Resultados

Para verificar nuestros resultados, calculamos los eigenvalores de energia para nimeros
cuanticos dados n y [. Para tal efecto los valores obtenidos de la ecuacion (1.52) son com-
parados con los obtenidos resolviendo numéricamente la ecuacion de Schrédinger con po-
tencial de Eckart sin aproximacion al término centrifugo con un programa hecho en el
paquete de MATHEMATICA, por Lucha y Schoberl [22]. Como se muestra en las Tablas
1 y 2, encontramos que los resultados obtenidos por los dos métodos estan en buen acuerdo
para el potencial de rango corto (a grande). Sin embargo, las diferencias entre ellos apare-
cen para valores pequefios del pardmetro a. Esto quiere decir que la ecuacion (1.12) no es
una buena aproximacion para el término centrifugo cuando el parametro a del potencial es
pequefio. Ademas, debe ser mencionado que la razén por la que tomamamos los valores
del parametro [ muy pequeios, es para obtener estados ligados (£ < 0) para el potencial

de Eckart.

14



Tabla 2.1. Eigenvalores (1.52) para los

(h=p=1)ycona=1/a.

2 Comparacioén de Resultados

15

estados 2p, 3p y 3d en unidades atomicas

estados 1/a ﬂ = 0.00005 5 = 0.0001
presente Schréberl A presente Schréberl A

2p 0.025 -0.111363 -0.1064737 0.0048893 -0.108086 -0.1008358 0.0072502
0.050 -0.100968 -0.0994162 0.0015518 -0.100574 -0.0978358 0.0027382
0.075 -0.090161 -0.0891284 0.0010326 -0.089988 -0.0884183 0.0015697
0.100 -0.079897 -0.0787809 0.0011161 -0.079788 -0.0783854 0.0014026
0.150 -0.061191 -0.0592734 0.0019176 -0.061131 -0.0591059 0.0020251
0.200 -0.044962 -0.0417989 0.0031631 -0.044925 -0.0417120 0.0032130
0.250 -0.031225 -0.0265616 0.0046634 -0.031200 -0.0265124 0.0046876
0.300 -0.019983 -0.0137615 0.0062215 -0.019967 -0.0137330 0.0062340
0.350 -0.011239 -0.0037780 0.0074610 -0.011229 -0.0137330 0.0025040

3p 0.025 -0.043284 -0.0418400 0.0014440 -0.042284 -0.0401250 0.0021590
0.050 -0.033267 -0.0327011 0.0005659 -0.033135 -0.0322482 0.0008868
0.075 -0.024332 -0.0237464 0.0005856 -0.024275 -0.0235553 0.0007197
0.100 -0.016774 -0.0159559 0.0008181 -0.016742 -0.0158588 0.0008832
0.150 -0.005856 -0.0044376 0.0014184 -0.005844 -0.0044091 0.0014349

3d 0.025 -0.043407 -0.0424588 0.0009482 -0.042757 -0.0413642 0.0013928
0.050 -0.033274 -0.0324736 0.0008004 -0.033165 -0.0321973  0.0009677
0.075 -0.024333 -0.0229146 0.0014184 -0.024281 -0.0227991 0.0014819
0.100 -0.016775 -0.0144257 0.0023493 -0.016743 -0.0143675 0.0023755
0.150 -0.005856 -0.0013808 0.0044752 -0.005844 -0.0013650 0.0044790
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Tabla 2.2. Eigenvalores (1.52) para los estados 4p, 4d, 4f, 5p, 5d, 5f, 5g, 6p, 6d, 6fy 6g en
unidades atomicas (h = p = 1) y para o = 1/a.

estados 1/a p = 0.00005 £ = 0.0001
presente Schroberl A presente Schroberl A
4p 0.025 -0.0197893 -0.0191787 0.0006106 -0.0193674 -0.0184632 0.0009042

0.050 -0.011207  -0.0108852 0.0003218 -0.0111533 -0.0107159 0.0004374
0.075 -0.0049826 -0.0045636 0.0004190 -0.0049637 -0.0045059 0.0004578
0.100 -0.0012436 -0.0007380 0.0005056 -0.0012370 -0.0007212 0.0005158
4d 0.025 -0.0198398 -0.0193753 0.0004645 -0.0195625 -0.0189216 0.0006409
0.050 -0.0112098 -0.0105633 0.0006465 -0.0111644 -0.0104603 0.0007041
0.075 -0.0049830 -0.0038001 0.0011829 -0.0049654 -0.0037658 0.0011996
4f 0.025 -0.0198615 -0.0193525 0.0005090 -0.0196478 -0.0190220 0.0006258
0.050 -0.011211  -0.0099876 0.0012234 -0.0111692 -0.0099137 0.0012555
0.075 -0.0049832 -0.0025321 0.0024511 -0.0049661 -0.0025081 0.0024580

5p 0.025 -0.0093460 -0.0090320 0.0003140 -0.0091391 -0.0086850 0.0004541
0.050 -0.0027955 -0.0025853 0.0002102 -0.0027747 -0.0025231 0.0002516
5d 0.025 -0.0093703 -0.0090768 0.0002935 -0.0092332 -0.0088576 0.0003756
0.050 -0.0027966 -0.0022752 0.0005214 -0.0027788 -0.0088576  0.0060788
5f 0.025 -0.0093807 -0.0089892 0.0003915 -0.0092743 -0.0088297  0.0004446
0.050 -0.0027970 -0.0017570 0.0010400 -0.0027805 -0.0017307 0.0010498
5g 0.025 -0.0093866 -0.0088194 0.0005672 -0.0092973 -0.0086943  0.0006030
0.050 -0.0027973 -0.0009957 0.0018016 -0.0027815 -0.0009755 0.0018060
6p 0.025 -0.0041446 -0.0039648 0.0001798 -0.0040376 -0.0037873  0.0002503
6d 0.025 -0.0041570 -0.0039447 0.0002123 -0.0040857 -0.0038327 0.0002530
of 0.025 -0.0041623 -0.0038337 0.0003286 -0.0041067 -0.0037525 0.0003542

6g 0.025 -0.0041653 -0.0036554 0.0005099 -0.0041184 -0.0035919 0.0005265




CAPITULO 3
Casos Especiales

En este capitulo vamos a estudiar dos casos especiales de nuestros resultados. Primero,

estudiaremos el caso de ondas s (I = 0). Sustituyendo la ecuacion (1.29) en (1.52) lleg-

amos
. A+ BH+IA+D+ (1 +n)?+ (-1 +VI+4B) (1/2+ n)]” (359
nl — , .
202 (1++vT+4B+2n)"
y tomando /[ = 0 obtenemos
. [~A+B+(1+n)?+ (-1+v1+4B) (1/2+ n)] (.60
n0 — — . .
242 (1++v1+4B+2n)’
Este espectro de energia concuerda con el obtenido en la referencia [23] .
El potencial de Hulthén esta dado por la siguiente expresion
) 6767"
V(r)=—Ze% 3.61
(1) = 26—, (3.61)

de la ecuacion (1.1) podemos ver que el potencial de Eckart se reduce al potencial de

Hulthén cuando S = 0. Asi, de la ecuacion (1.52) tenemos

[A—(I+n+1)?
8a2(l+n+1)%

By = — (3.62)

Si tomamos o = Z €25 donde Z, e pueden ser identificados con el nlimero atdmico y

la carga del electron, respectivamente y § = 1/a, obtenemos

1 1 (n+1+1)]°
Enl:__ - )
2 n+l+1 2a

(Z=e=1), (3.63)

Este resultado coincide con el dado en la Ref. [5].
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CAPITULO 4
Conclusiones

Las soluciones para el estado [-arbitrario de la ecuacion de Schrédinger con el poten-
cial de Eckart han sido presentadas considerando una aproximacion al término centrifugo
(1.12). Es encontrado que las soluciones pueden ser expresadas por las funciones hyper-
geométricas 2 F(a, b; c; ). Y su normalizacion también es realizada. Para propositos de
verificacion de nuestros resultados, el espectro (1.52) es comparado con aquel obtenido us-
ando el programa de Lucha y Schélberg con muy buen acuerdo para n y [ dados. También
hemos estudiado que los dos casos especiales para ! = 0y S = 0, son consistentemene

recuperados.
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APENDICE A
Funciones Hipergeométricas

Las funciones hipergeométricas son soluciones a la ecuacion diferencial hiperge-
ométrica [24], que tiene un punto singular regular en el origen. Para derivar las soluciones

de la ecuacion
2(1—2)y"+[c—(a+b+1)z]y —aby =0, (A.1)

usamos el método de Frobenius. Proponemos una solucion en serie de potencias en la

variable 2

Y= f: A" (A.2)
n=0

Sustituimos la ecuacion (A.2) en la ecuacion (A.1) y obtenemos la siguiente relacion

i{(n—i—l)(n—l—c)An—[n2+(a+b)n+ab}An}z":0, (A.3)

n=0

por independencia lineal de las potencias en z llegamos a la relacion de recurrencia

(n+a)(n+0b)

(n+1)(n+c)

An, (A4)

La sustitucion de la ecuacion (A.4) en la ecuacion (A.2) da como resultado

= Ay 1+a_bz+a(a+1)b(b+1)z2

e 2le(c+ 1) (A5)

Esta es la llamada solucion regular, denotada por

19
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g abala+)bO+1) , 0 -~ (a), (D), 2"
oF (a,b;c;2) =1+ 1!Cz+ (et 1) z +...—Z (©, (A.6)

n=0

la cual converge si ¢ no es un entero negativo. Existen dos casos (1) para todo |z| < 1
y (2) en el circulo unitario |z| = 1 si Re(c—a—b) > 1. Aqui (a), es el simbolo de
Pochhammer definido en la ecuacion (1.42).
El primer indice de ,F; indica que dos simbolos de Pochhammer aparecen en el
numerador y el segundo indice que un simbolo de Pochhammer aparece en el denominador.
De la ecuacion (A.6) podemos ver que ¢ no puede ser cero o un entero negativo. Por
otro lado si a y b son cero o un entero negativo la serie termina y la funcion hipergeométrica

se convierte en un polinomio.

La solucién completa a la ecuacion diferencial hipergeométrica es
y=AoF (a,b;c;2) + B2 SFi(a+1—c,b+1—¢2—c¢2). (A7)

La serie hipergeométrica es convergente para a,b y c arbitrarios y —1 < z < 1,y
también cuando z = +1sic > a + b.

Las derivadas de o F} (a, b; ¢; z) estan dadas por las siguientes relaciones

4 oAb =L Rt 1bt et 12), (A8)

d? ala+1)b(b+1)
R ) e —_
dZ2 2 1(a7ba & Z) C(C—|—1>

o Fi(a+2,0+2;¢c+2;2). (A.9)



Appendix A Funciones Hipergeométricas

En el caso general, las series hipergeométricas son escritas como
=
qu (al’ <o Op; bla ) bqa Z) - Z n_TZna
n=0 :
donde ag =1y

anp1 _ (ntar)(nas)---(n+ap)
an (n+b)(n+by) - (n+by)’

Una forma alternativa es

(1), (a2), - (ap),, 2
pFy(ar, . ap;01, .00y 2) = Z (1), (ba) ok

n=0 n n (bq)n n

21
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