CAPITULO

4. MEMORIAS ASOCIATIVAS
GEOMETRICAS

En este capitulo se establecen las bases para el desarrollo del nuevo modelo de
memorias asociativas, las llamadas memorias asociativas geométricas. Mientras que
los primeros modelos de memorias asociativas utilizaban operadores del algebra
convencional para su funcionamiento y las memorias morfoldgicas basaban su
operacion en la morfologia matematica, el modelo propuesto en esta tesis utiliza, para
su operacion, operadores del algebra geométrica; en particular se utiliza el modelo

conforme.

Se desarrollaron dos modos de operacién de las memorias asociativas geométricas
que atacan, precisamente, dos de los problemas més importantes del reconocimiento

de patrones: el problema de la clasificaciéon y el problema de la restauracion.

Su funcién, como se vera mas adelante, es clasificar un patrén si y solo si el patron

se encuentra dentro de vecindad de soporte (hiper-esfera) de esa clase.

4.1 Modo para clasificaciéon de patrones

En las siguientes secciones se explican tres métodos para construir vecindades hiper-

esféricas de forma no iterativa.



4.1.1 Creacion de las vecindades hiper-esféricas

La construccion de las vecindades hiper-esféricas implica, primero encontrar el centro
de cada hiper-esfera y después calcular el radio adecuado. En la literatura se han
reportado algunos procedimientos para lograr esto con algebra geométrica conforme.

En las siguientes lineas se describen tres de ellos.

El primer método se describe en (Cruz, Barrén y Sossa 2009), donde dado un

. ;o m . . L, .
conjunto de puntos p= p' _ se construye una vecindad hiper-esférica. El centro se
i=

calcula de una manera muy sencilla:

c=Y _p,/m (1.1)
i—1

En otras palabras, el centro de cada hiper-esfera es el promedio de todos los puntos.

La expresion (4.2) se utiliza para calcular el radio.

L —min[ P v, (1.2)
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donde C y P’ son la representaciéon conforme de ¢ y p’ respectivamente. El

procedimiento garantiza que todos los patrones en una clase estaran cubiertos por una
hiper-esfera. Como el centro y el radio se calculan en diferentes etapas, la hiper-esfera

resultante podria no estar balanceada, como se observa en la Figura 1A.

Otra desventaja importante de este procedimiento es su alto costo computacional.
En (Hildenbrand 2005) se presenta un método para ajustar conjuntos de puntos en
hiper-planos o hiper-esferas usando una aproximacién por minimos cuadrados. En
ese trabajo se describe el ajuste de hiper-esferas (Figura 1B). Ese algoritmo usa una
medida de distancia entre puntos e hiper-esferas con ayuda del producto interior.
Utiliza una aproximacién por minimos cuadrados para minimizar el cuadrado de la

distancia entre un punto y una hiper-esfera.
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Figura 1. Tres soluciones graficas para encontrar el centro y el radio de una hiper-esfera.

Con este procedimiento es posible crear vecindades hiper-esféricas que se ajusten a
un conjunto de patrones. Un inconveniente que tiene este método es que, algunas
veces, algunos puntos pueden aparecer afuera de la resultante; por lo que los

patrones usados en el entrenamiento no serdn clasificados correctamente.

En (Barrén, Cruz, y otros 2008) se presenté un método para construir de manera
optima una envoltura convexa (del inglés convex hull) esférica usando programacion
cuadréatica y dlgebra geométrica. Una envoltura convexa es importante porque es una
forma mas natural de modelar una clase con sus patrones correspondientes y, por lo
tanto, clasificarlos de acuerdo a esta clase. El método combina las caracteristicas de los
métodos mencionados en los parrafos previos. El método, ademas, ajusta una hiper-

esfera 6ptima pero conteniendo todos los puntos (Figura 1C).

Los métodos mencionados se pueden usar para construir una vecindad hiper-
esférica para una clase especifica usando los puntos (patrones) de esa misma clase.

Pero no toman en cuenta los patrones de las otras clases o la separacién de las mismas.

En la siguiente seccion se presenta un nuevo método para construir vecindades de
decision hiper-esféricas, pero tomando en cuenta los puntos que estardn dentro de la

vecindad y los puntos que deben estar afuera de la misma.

4.1.2 Nuevo método para crear vecindades esféricas

Antes de explicar el método se enunciara una nueva definicion, partiendo de la jError!

No se encuentra el origen de la referencia. sobre separabilidad lineal:



Definicién 1. Cuando dos conjuntos de puntos en R” son completamente separados por una
hiper-esfera, se dice que estos conjuntos son esféricamente separables.

En este caso la separacion consiste en tener un conjunto de puntos dentro de la
hiper-esfera y el otro conjunto de puntos afuera de la hiper-esfera. A partir de esta
definicién se enunciard el siguiente teorema que tiene que ver con la relacién entre la

separabilidad esférica y la lineal.

Teorema 1. Si dos conjuntos de puntos en R"son linealmente separables, entonces estos
conjuntos son también esféricamente separables.

Demostracién. Sean dos conjuntos de puntos linealmente separables en R”. De la definicién
1 existe un hiper-plano T que los separa. Pero de
iError! No se encuentra el origen de la referencia. y
iError! No se encuentra el origen de la referencia. el hiper-plano T es una hiper-esfera que
pasa por el punto al infinito. Entonces, también existe una hiper-esfera que los separa, por lo

tanto ambos conjuntos son también esféricamente separablesm

Hay que notar que el Teorema 1 no garantiza que dos conjuntos de puntos

esféricamente separables sean también linealmente separables.

A continuacion se describe una nueva propuesta, inspirada en ideas de (Barrén,
Cruz, y otros 2008). Esta sirve para encontrar una vecindad hiper-esférica que toma en
cuenta los patrones de la clase dentro de la hiper-esfera y los patrones de las otras

clases.

-1 .om . L.
Sean p' y p’ dos conjuntos de puntos esféricamente separables en R”",
i=1 j=141

tal que p’ son puntos que pertenecen a una clase y p’ son puntos que pertenecen a
otra clase. El problema es encontrar una hiper-esfera S 6ptima (en términos de

programacion cuadrética) con el menor error cuadratico, donde los puntos p’ estén

dentro de Sy los de p’ estén afuera. En otras palabras, resolver:

argminz P'.S 2. (1.3)

S i=1



Sujeto a (4.4) para los puntos dentro de la hiper-esfera y a (4.5) para los puntos

fuera de ella.

pP.$>0,i=1,...,1 (1.4)

P'.S<0,j=1+1,...,m. (1.5)

Para poder encontrar una hiper-esfera 6ptima se debe utilizar un algoritmo de
optimizacién; asi que hay que cambiar la expresion (1.3) para ponerla en notacion

euclidiana y en términos de algtn problema clasico de optimizacion.

Partiendo de (1.3) y considerando que las hiper-esferas estan en forma candnica,

tales que el término S, ,, de las mismas se puede eliminar, se obtienen:
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hay que recordar que S, , :% p— * , siendo v el radio de la hiper-esfera. Con

lo que la expresion (1.3) se puede ver como:

Zm: PIS Zzzm: pi'C_Sn+1 i
i1 i—1

- i 2 I, e
2 PSP P
i=1 i=1 (L.7)

El tercer término de la expresion es irrelevante porque no depende del parametro S
y se puede omitir. Sin pérdida de generalidad esta expresion puede ser escrita en

notaciéon matricial euclidiana como en (4.8), donde W y F son matrices, cuyas



componentes se observan en (4.9) y en (4.10) respectivamente, y x:[Sl,Sz,...,Sn -

Ademas, hay que recordar que S, =¢, V,_, .

m [ n+l 2 m ([ n+1
DD Woxi |+ D R 49
i=1 \ k=1 i=1 \k=1
! parak=1,...,n
W, = Pr para (1.9)
’ —1 parak=n+1
. . 2
—p. P parak=1,...,n
Fr= ) (1.10)

p parak=n+1

Sea w' [V\Ll,wz, W,

i1, entonces para el término de la izquierda de la

-t .
expresion (1.8) y considerando w' que es el transpuesto del vector w’, se tiene:
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= x'W'Wx. (1.11)

Ahora, sea H=W'W entonces se obtiene la siguiente expresion:
m_(n+l 2
Z[kask] = x"Hx. (1.12)

Para el término de la derecha de la expresion (1.8), sea y, = Z . _entonces:
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Siy= [yl yoer Y, +1] se obtiene la siguiente expresion:

m (n+1l
Z[ szsk] y'x. (1.14)
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Al usar las expresiones (1.12) y (1.14), la expresion (1.3) se ha convertido a una

notacion matricial euclidiana:
x'Hx+y'x. (1.15)

La restriccion (1.4) para puntos dentro de la hiper-esfera se modifica de la siguiente

forma:
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donde W, se defini6 en (1.9), la expresion (1.16) se puede escribir como:

—Wx' g—% p' : (1.17)

donde x se definié anteriormente. La restricciéon (1.5) para los puntos afuera de la

hiper-esfera se modifica a:



P/.S<0
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Esta expresion puede re-escribirse como:
1 .2
Wx! <E r . (1.19)

C 1 ;2
Sea A= —-W,W vy sea b un vector cuya i-ésima componente es —— p para

. 1 ;> . . e
i=1,.,1Yy 5 p' —e para i=I[+1,...,m, la constante ¢ es una cantidad positiva

muy pequefa que se utiliza para cambiar el “<” de la desigualdad (1.19) a un “<”.
Las restricciones (1.17) y (1.19) son entonces convertidas a una notaciéon matricial

euclidiana del tipo:
Ax <b. (1.20)

Finalmente, la expresion (1.3) se cambia a un problema cldsico de optimizacién con

restricciones:

min x'Hx+y'x
X

s.a. Ax <b. (121)

La hiper-esfera 6ptima S se encuentra al resolver la expresion (1.21), donde S, = x,
para k=1,...,n+1y S, , =1. Esta claro que al incluir también en las restricciones los

puntos que se encuentran fuera de la hiper-esfera, la solucién S es una superficie de



separacion que permite diferenciar entre dos clases (puntos dentro y fuera de la hiper-

esfera).

Este procedimiento funciona muy bien cuando las clases son esféricamente
separables. En caso de tener tres o més clases el procedimiento es similar. En este caso,
i

1
el conjunto de puntos p’' = seran todos los patrones de la k-ésima clase, y el

i=1

. i m z Z Z .
conjunto de puntos p’ | ,,, seran todos los patrones de las demas clases. La k-ésima
j=t+

hiper-esfera S* se encuentra al resolver la expresién (1.21). El mismo procedimiento

se debe realizar para las otras clases.

4.1.3 Fase de aprendizaje

La fase de aprendizaje de una memoria asociativa consiste en almacenar las
asociaciones entre los patrones de entrada y sus correspondientes patrones de salida.
En el caso de las memorias asociativas geométricas, la fase de aprendizaje consiste en

crear las vecindades esféricas para cada clase.

Una memoria asociativa geométrica es, por lo tanto, una matriz M de tamafio

gx n+2 ,donde g es el naumero total de clases. El k-ésimo renglén de M es la k-ésima

hiper-esfera. M se puede observar en la Figura 2, donde C* y ~* son,

respectivamente, el centro y el radio de la k-ésima hiper-esfera.

Las hiper-esferas se pueden crear usando alguno de los procedimientos
mencionados en la secciéon 4.1, aunque se recomienda utilizar el procedimiento

descrito en la seccién 4.1.1.

4.1.4 Fase de clasificacion

Por otro lado, para la fase de clasificaciéon de una memoria asociativa geométrica se
realizard usando la idea principal, presentada originalmente en (Banarer, Perwass y
Sommer 2003), pero con ciertos cambios para considerar el caso de patrones que se

encuentren dentro de dos hiper-esferas.
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Figura 2. Memoria asociativa geométrica después de la fase de aprendizaje.

Primero se debe aplicar un producto interior entre un vector (fundamental o de
prueba) x y la propia memoria asociativa M para obtener un vector u de tamafio m.
Dicho vector contiene todos los productos interiores entre el patrén x y todas las

hiper-esferas. La k-ésima componente de u esta dada por:
u, =M, -X=5"X (1.22)

En este caso X es la representaciéon conforme del patrén x. Si x esta dentro de una
hiper-esfera, la ecuacion (1.22) regresa un valor positivo o cero en la posiciéon de esa
hiper-esfera y un valor negativo cuando se encuentra fuera de la hiper-esfera. En
algunos casos (principalmente cuando se trata de patrones afectados con ruido) x
podria estar dentro de dos o mas hiper-esferas o podria estar fuera de todas las hiper-
esferas. Para decidir a cudl hiper-esfera pertenece un patrén dado, se debe utilizar el

siguiente re-mapeo:

—00; si u, <0
v, = L2 . (1.23)
u,— v ; otrocaso

Este re-mapeo se debe realizar para k=1,...,q. Finalmente, el identificador de clase

se obtiene aplicando una funcioén de argumento méaximo:

] :arginax U kr, g (1.24)



Como se puede observar, cuando X esta afuera de la k-ésima hiper-esfera, la
expresion (1.23) regresa —oo y cuando X esta dentro de la k-ésima hiper-esfera,
regresa la distancia (con signo menos) entre el vector X y el centro de la k-ésima hiper-
esfera C*. Por tanto, el patrén x seré clasificado por una hiper-esfera cubriendo su
representaciéon conforme y con ayuda de la expresion (1.24) éste sera clasificado por la

hiper-esfera con centro mds cercano a x.

En algunos casos v, =—coV,_, ., esto es, X esta afuera de todas las hiper-esferas.

Cuando se aplique la expresion (1.24), ésta no puede regresar algtn valor. En este

punto, se pueden tener dos situaciones. La primera es que x no pertenece a ninguna

2
clase. La segunda opcién es usar la expresién (1.24) directamente sobre u, — v* °,

aqui la memoria se comportaria como un clasificador de distancia minima, pero no se

tomaria en cuenta el uso de las vecindades esféricas.

Hay que apuntar que la fase de clasificacién no depende de la fase de aprendizaje.

4.1.5 Condicién para clasificacion perfecta

Por la jError! No se encuentra el origen de la referencia., cuando una memoria
asociativa clasifica correctamente el conjunto fundamental, entonces la memoria
presenta clasificacion perfecta. Sea M una memoria asociativa geométrica entrenada

con el método descrito en la pagina 3.

Teorema 2. Sean q clases esféricamente separables en R" y sea M una memoria asociativa
geomeétrica entrenada para esas clases, entonces M presenta recuperacion perfecta.

Demostracion. Sea k un indice de clase cuya hiper-esfera S* es la k-ésima componente de M y
sea p un patron fundamental de la clase k, y sea j un indice j=1,...,q tal que j=k.

La hiper-esfera S* se obtuvo por medio de la expresion (1.21). Entonces, de acuerdo a las
condiciones (1.4) y (1.5), P-S*>0 porque p es un patron de clase k, y P-S’ <0.
Cuando se aplica la expresion (1.23), el vector u tiene un ndmero positivo o cero en la

posicion ky —oo en las otras posiciones. Por lo tanto la expresion (1.24) regresa k. Lo mismo

sucede con todos los demas patrones en todas las demas clases m.



4.1.6 Condicién para clasificacion robusta

De acuerdo a la jError! No se encuentra el origen de la referencia., una memoria
asociativa presenta clasificaciéon robusta cuando ésta clasifica patrones afectados con

ruido.

La robustez de una memoria asociativa geométrica depende en gran medida del
tamafio de su radio; la memoria puede clasificar cualquier patrén como perteneciente
a su clase cuando el patron se encuentre dentro de la hiper-esfera. Los patrones
localizados fuera de una hiper-esfera especifica no seran clasificados como

pertenecientes a dicha hiper-esfera.

. . 3 , , 2 .
Figura 3. Ejemplo de dos patrones en R” dentro de una hiper-esfera, el patrén P , mas cercano

. ) 1 s
al borde, acepta menos cantidad de ruido que P , que esta mas cercano al centro.

La cantidad de ruido que puede admitir un patrén fundamental depende de la
posicién del mismo con respecto al centro y al borde de la hiper-esfera. Los patrones
que se encuentran mas cerca del centro pueden admitir més cantidad de ruido que

aquellos localizados mas cerca del borde (Figura 3).

Teorema 3. Sea p un patron fundamental afectado con ruido, tal que p=p+r, donde r es

el ruido y sea M una memoria asociativa geométrica donde la hiper-esfera S’ es la hiper-
esfera de la clase a la cual pertenece p y m es el nimero de clases. Si se cumple la expresion
(4.25) para algun i =1,...,m, entonces p sera clasificado por M a la clase mas cercana a él.
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§.p>__ (1.25)
- 2
Demostracion. Mediante la expresion jError! No se encuentra el origen de la referencia., se
obtiene la expresion (4.26), al obtener el producto interior entre una la esfera y el patron
afectado con ruido.

S'P== " "—c-p (1.26)
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71 _Cl_p 20
28.P >0
S.P >0

Por lo tanto, p estara dentro de alguna esfera S° y mediante la expresion (1.24), se garantiza

que dicho patrdn se encuentre dentro de esfera con centro mas cercano m.

Note que el Teorema 3 no depende del tipo de ruido que afecta al patrén.

4.2 Modo para restauracion de patrones

A continuacién se presenta un nuevo modo de operacién de las memorias asociativas
geométricas, basado en las ideas mostradas en la seccién 4.1. En este caso se pretende
resolver el problema de la restauracion de patrones. La idea general es asignar a cada

patrén del conjunto fundamental una vecindad esférica, esa funciona como una zona



de encendido y se pueden restaurar patrones dentro de esa vecindad. El patrén

recuperado serd, precisamente, el centro de la hiper-esfera.

La principal ventaja de este modelo es su capacidad de restaurar, de forma directa,
patrones afectados con ruido mezclado. Ademas, la cantidad de ruido que un patrén

puede admitir se encuentra dada por el radio de la vecindad esférica.

A continuacién se presenta una nueva forma de construir las memorias asociativas

geomeétricas para que puedan restaurar patrones afectados con ruido.

4.2.1 Creacion de las vecindades esféricas

Al igual que en el modo de clasificacién, la construccién de las vecindades esféricas
puede hacerse, de forma sencilla, tomando el patrén mismo como centro de la hiper-
esfera y el radio se calcula por medio de la distancia entre este patrén y los demés. De
esta forma se garantiza que no habra solapamiento entre las hiper-esferas. Sin
embargo, al igual que con el modo de clasificacién, este procedimiento es
computacionalmente costoso, asi que de la misma que en la seccién 4.1.1 se utiliz6 una

aproximacién por minimos cuadrados para encontrar una hiper-esfera 6ptima.

Sea p',p’,...,p" un conjunto fundamental de patrones en R", el problema es
encontrar una hiper-esfera 6ptima S con el minimo error cuadratico, tal que p* se
encuentra dentrode Sy p’|j=1,...,m j=k seencuentran fuera de ella. La solucion

se puede encontrar aplicando, de nuevo, la expresion (1.3) con sus respectivas
restricciones. Podria pensarse que este problema podria resolverse de la misma
manera que el modo de clasificacién, mediante la expresion (1.21); sin embargo si se

oy ., . L L k
utiliza esta expresion como tal, el centro de la hiper-esfera podria no ser el patrén p*.
La idea, como se menciond anteriormente, es regresar, como patréon restaurado, el

centro de la hiper-esfera y con este procedimiento, esto no seria posible.

La solucion es agregar una nueva restriccién a la expresion (1.3), en la cual el centro

de la hiper-esfera es igual a p*:

k

P*=Cep*=c (1.28)



donde C es el centro de la hiper-esfera y P* es el patrén a entrenar, ambos en su
representacion conforme. Entonces, partiendo de la expresion (1.7) (omitiendo el
tercer término de la expresion sin pérdida de generalidad) y tomando en cuenta la

restriccion (1.28) se obtiene:

m
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i 2 i 2
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> PP =S P
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> PP+ S P
i=1 i=1 (1.29)

En este caso el primer y el cuarto término de esta expresion se pueden omitir,

debido a que no dependen de S. De esta forma se obtiene el siguiente desarrollo:

Z pP'.S z:_z’":z p-p* Sn+1+zm: S, ?
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=m S, +S,..) 2p-pF+p .
i1 (1.30)



Finalmente, sean y = Z 2p-p* +p ’ y x=S, . Al igual que en la seccion

i=1
41.1, se tiene una expresion en notacién matricial euclidiana como en la siguiente

expresion:

min xmx +yx . (131)

A diferencia del modelo de clasificacion, en este caso la variable a optimizar es,

simplemente S, ;. La condicion para puntos dentro de la hiper-esfera es:

P'.5>0
i 1 ;2
pc=S.,-—5p 20
2
i 1 ;>
pop=S.—5r =0
1 ;2
_Sn+1+_ p 20
1 ;2
_Sn+1 Z_E p
1 .2
S . <=1p .
w1=5 P (1.32)

Por su parte, la condicién para los puntos fuera de la hiper-esfera es:

P/.S<0
pj-C—SnH—% pj ’ <0

C 1 ;>
pp —Sn+1<5 p

1 .2 .
Spa<y P —rp

i

1 .2 .
S, . <=—p —ppte
n+1_2P p-p (133)

De la misma forma que el modelo de clasificacién, las restricciones (1.32) y (1.33) se

pueden convertir a una notacién matricial euclidiana, como en la expresién (1.20) y



obtener, finalmente, una expresion similar a (1.21); sin embargo, al ser solamente una

variable (S, ;) a optimizar, ésta se puede obtener directamente al calcular la primera

derivada de (1.31), pero tomando en cuenta el intervalo entre las dos restricciones.

La hiper-esfera 6ptima S se encuentra al resolver la expresion (1.21), solo hay que

despejar el valor del radio (v) de S,,,. El centro de la hiper-esfera sera el propio

n

punto p‘. En este caso, la solucién S es una superficie de separacién que permite

separar un punto en particular, de todos los demas.

4.2.2 Fase de aprendizaje

Como en el modo de clasificacion, la fase de aprendizaje de una memoria asociativa
consiste en almacenar las asociaciones entre los patrones de entrada y sus
correspondientes patrones de salida. En este caso, la fase de aprendizaje consiste en

crear las vecindades esféricas para cada patron.

Al igual que en el modo de clasificacion, la memoria asociativa geométrica es una

matriz M de tamafio g% n+2 , donde q es el nimero de patrones. El k-ésimo renglén

de M es la k-ésima hiper-esfera. M se puede observar en la Figura 2.

Las hiper-esferas se pueden construir al usar el procedimiento descrito en la seccion
4.1.2. Este mismo procedimiento debe realizarse para todos los patrones en el conjunto

fundamental.

4.2.3 Fase de restauracion

La restauraciéon de un patrén se puede realizar con los mismos pasos que en la Fase de
clasificaciéon del modo de clasificacién, mostrados en la seccién 4.1.4, excepto el altimo
paso, mientras que en el modelo de clasificacién se regresa un indice, en el modelo de
restauracion se regresa el centro de la j-ésima hiper-esfera, como el patron restaurado,

donde j es el valor obtenido por medio de la expresion (1.24).

Al igual que en el modelo de clasificacién, un patrén afectado con ruido sera
restaurado por la hiper-esfera que cubra su representaciéon conforme y con centro mas
cercano a dicho patrén. En este modelo, las hiper-esferas funcionan como “atractores”

del patrén a restaurar.



De la misma forma que en el modelo de clasificacion, la fase de restauracion de este

modo no depende de la fase de aprendizaje.

4.24 Condicidn para restauracion perfecta

La condicién para restauracion perfecta (jError! No se encuentra el origen de la
referencia.) de una memoria asociativa geométrica se enuncia en el Teorema 4. Sea
i

m . . . .
p'  un conjunto fundamental de patrones en R" y sea M su memoria asociativa

i=1

geométrica construida como se mostré en las secciones 4.2.1y 4.2.2.
Teorema 4. M presenta restauracion perfecta.

Demostracion. Sea S’ la hiper-esfera correspondiente al i-ésimo patrén (p’). S’ se obtuvo

usando la expresion (1.3) y siguiendo el procedimiento de la seccion 4.2.1, por lo tanto se
cumplen las condiciones (1.4) y (1.5). Al aplicar la expresion (1.23) el vector u tiene un
nlmero positivo en la posicién i y —oo en las demas posiciones. Entonces, si se aplica la
expresion (1.24), ésta regresa i. Finalmente el patron restaurado es, por lo tanto es el centro

de la hiper-esfera S', es decir p* m.

4.2.5 Condicidn para restauracion robusta

Al igual que en el modelo anterior, la robustez (jError! No se encuentra el origen de
la referencia.) de una memoria asociativa geométrica depende del tamafio de su

radio. La cantidad de ruido que esta memoria puede admitir se enuncia en el Teorema
{ m . .
5.5ea p'  un conjunto fundamental de patrones en R" y sea M su memoria
i—=

asociativa geométrica construida como se mostré en las secciones 4.2.1 y 4.2.2. Sea,

ademas, p’' = p' +r un patrén fundamental afectado con ruido.

Teorema 5. Si se cumple la expresion (4.34), donde ~' es el radio de la i-ésima hiper-esfera.

El patrén p* puede ser restaurado por M.

(1.34)



Demostracion. Sea S la hiper-esfera del patrén i-ésimo, obtenida mediante el método
descrito en la seccion 4.2.1. El ruido del patrén p’ se puede expresar de la siguiente manera:

~1:pi+r

r:f,i_pi

—r:Pl—f?l

2 i =i

r=v-r - (1.35)

Si se aplica el producto interior entre la hiper-esfera S y la representacion conforme de p’,

por la ecuacion jError! No se encuentra el origen de la referencia., se obtienen las
expresiones (4.36).

=7 -7 . (1.36)
Entonces:

e Sir’> fyizentonces P'.s" <0.

.2 ~ . .
e Si r2§ ~"  entonces P'-S' >0.

Por lo tanto, el patrén p' serd restaurado por M si y sélo si r <yl
Hay que recalcar que el Teorema 5 no depende del tipo de ruido utilizado.

4.3 Modo para clasificacién no supervisada

Originalmente las memorias asociativas geométricas para clasificacion de patrones
fueron desarrolladas para funcionar de forma supervisada. Sin embargo, en esta

seccién se mostrara un algoritmo de clasificacion no supervisada para estas memorias.

Se presentard una variante del famoso algoritmo k-medias (del inglés k-means)
(McQueen 1967), pero usando operadores del algebra geométrica conforme para

construir los clusters (agrupamientos) respectivos. Ademas, al igual que en los modos



anteriores de operacion, se puede utilizar el producto interior para saber si un patrén
dado se encuentra dentro o fuera de alguno de los agrupamientos. También con el

producto interior, es muy facil conocer la distancia entre dos puntos.

4.3.1 Clasificacién no supervisada con algebra geométrica

El algoritmo propuesto se basa en las ideas mencionadas en las lineas anteriores, pero
se usa en el marco de trabajo del algebra geométrica conforme. A diferencia del
algoritmo k-medias, los agrupamientos se encontraran separando los puntos asociados
a un centro especifico de los otros puntos al resolver el problema de optimizaciéon
mostrado en la seccion 4.1.1; es decir, al usar una memoria asociativa geométrica. La
principal ventaja de este procedimiento es que los nuevos centros se calculan

automaticamente.

El método de la seccién 4.1.1 toma en cuenta los puntos dentro y fuera de una
hiper-esfera de clasificacion para un mejor rendimiento. Al igual que en el modo de
restauracion, las hiper-esferas en la clasificacion no supervisada funcionan como
atractores para los puntos que estdn dentro y como contractores para los puntos que

estan afuera.

Otra diferencia es el cdlculo de la distancia entre los centros y los patrones
correspondientes. Este procedimiento se realiza con la memoria asociativa geométrica,

formada por los centros correspondientes, y con un producto interior.

Durante la primera iteracién del algoritmo, los centros se generan de manera
aleatoria, como en el algoritmo de k-medias; en las siguientes iteraciones los centros se

calculan automaéticamente al construir las hiper-esferas correspondientes.

4.3.2 Nuevo algoritmo de agrupamiento

. . . . . om
Basicamente el algoritmo es como sigue. Dado un conjunto de puntos p* = en R,
i=

y sea k el nimero de agrupaciones a generar para esos puntos:

1. Cambiar cada punto p’ su respectiva representacion conforme P’ por medio de

la expresion jError! No se encuentra el origen de la referencia..



2. Establecer k puntos aleatorios, en su representacion conforme: C’ donde

j=1... k.
3. Construir la memoria M = [Cl,...,C"]' .

4. Generar k agrupaciones asociando cada punto p’ con el centro mas cercano.

Este procedimiento se puede realizar aplicando:

argmax M-P’ (137)

5. Encontrar k superficies esféricas S* por cada agrupacién, por medio de la
expresion (1.3) y sus respectivas restricciones.

6. Los nuevos valores de los k centros seran, precisamente, los centros de cada
hiper-esfera.

7. Repetir desde el paso 3 hasta que los centros no cambien o se llegue a un

ndmero determinado de iteraciones.

Como se puede observar, en este algoritmo el calculo de las agrupaciones se realiza
por medio de un simple producto interior y una funcién de maximo; a diferencia del
método tradicional que, para encontrar el centro mas cercano utiliza un algoritmo del

vecino mas cercano.

Con este algoritmo se puede presentar el caso, en algunas situaciones, de que
algunos puntos se encuentren fuera de todas las hiper-esferas. Esto, puede ser una
ventaja como una desventaja, dependiendo de las caracteristicas del problema. En
algunas ocasiones, estos puntos podrian ser considerados como ruido y se pueden
eliminar sin perder informacién esencial sobre la naturaleza del problema. Sin
embargo, para algunas otras situaciones de agrupacién estos puntos pueden ser

esenciales para resolver el problema.



