CAPITULO

5. EXPERIMENTACION

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos al probar el funcionamiento de
las memorias asociativas geométricas propuestas en esta tesis. Por cada modelo
desarrollado se presentan dos tipos de problemas, uno numérico y otro con patrones
reales. Por simplicidad, y para clarificar los resultados, los problemas numeéricos se

presentan en dos y tres dimensiones.

Para resolver el problema de optimizacién, en todos los casos se utiliza la funcion
“quadprog” del toolboox de optimizacion del programa MatLab. Esta funcién resuelve
problemas de programacion cuadratica. Permite encontrar una solucién viable al

resolver el problema como uno de programacion lineal.

También, para clarificar los resultados, se decidi6 ajustar el valor de € a 1.0 " para
todos los experimentos; sin embargo, los resultados se muestran con dos centésimas

de precision.
5.1 Experimentacion para el modelo de clasificacion

5.1.1 Ejemplos numéricos

Ejemplo 1. Sean las siguientes clases linealmente separables en R*:



Clasel x'=1 1, =2 1, =
Clase2 x°=2 -1, x*=1 -3,
Clase3 x°=-1 3, «x°=-3 2,
Clase4 x%=-2 -2, x"%=-1 -3,

3 2, x*=2 2,
=3 -1, =2 -2,
"—=—_2 2, x®"=-41,
15 16

La siguiente figura muestra una representacion grafica de estos patrones en el

plano:
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Figura 1. Representacion grafica de las clases del Ejemplo 1. Los cuadrados, pentagonos, circulos
y tridngulos son puntos pertenecientes a las clases 1, 2, 3 y 4, respectivamente.

Al usar la expresion jError! No se encuentra el origen de la referencia., por cada
clase, se obtienen las hiper-esferas respectivas. Ya que se esta trabajando en un espacio
de dos dimensiones las hiper-esferas, en este ejemplo, son, en realidad, circulos. Los

centros y radios son, respectivamente:

¢'=065 111, ~'=251
=1 -1, V=2,

=-15 15, ~*=255.
c'=-08 —06, ~'=241

Finalmente, la memoria es:



7 1 S| [8'=0.65¢, +1.11e, —2.31e_ +e,
M= ' — Sz:el_ez_e*+e° . (0.2)
: S’ =-1.5e, +1.5¢,—e_+e,

gi_ct 1 o S* =—-0.8¢, —0.6e, —2.4¢__+e,

En la Figura 2 se presentan las hiper-esferas (en este caso circulos) de cada clase. Se
puede observar que las hiper-esferas son 6ptimas, porque si alguna de ellas crece un
poco més, algunos puntos de otras clases estarian dentro. Por el contrario, si alguna de

ellas decrece un poco, algunos puntos de quedarian fuera.
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Figura 2. Circulos éptimos de las clases del Ejemplo 1.
Funcionan como superficies de separacion.

Al clasificar todos los patrones de (0.1) siempre se obtiene una clasificacion
perfecta. Ahora, sean los patrones mostrados a continuacién, éstos son patrones
pertenecientes al conjunto fundamental, pero han sido contaminados con ruido

aditivo, sustractivo o mixto.



[

x'4+0 2 =1 3.

j: —

P=xX*+-2 0 =0 -2.

= x+-11 =-2 4.

~15 15

xX’= x"4+0 -1 =-1 -2. 0.3)

Al aplicar la ecuacion jError! No se encuentra el origen de la referencia., se obtiene

el siguiente resultado para cada patrén:

1.31 —1.92 —4.53 -3.07
—6 1 —15 —0.5
1 8 _ 9 — 15 —
u —= 1 U 4 U 0 U 3 ’ 0.4
-5.2 1.6 —8.4 1.9
el siguiente paso es aplicar la expresion

jError! No se encuentra el origen de la referencia. para obtener el vector v, por cada

vector:

—1.83 —00 —00 —00

1 -0 8 1 9 —00 15 |7
v = ,0 = , 0 = ,0 = . 0.5
—00 —00 -3.25 —00 ©0)

—00 -1.3 —00 -1

Finalmente, el indice de cada clase se obtiene por medio de la expresion

jError! No se encuentra el origen de la referencia., por lo tanto, para x', ¥°, ¥’ y x"

se obtiene j=1,2,3,4 respectivamente, lo cual es correcto. En estos casos la
clasificacion es correcta atn cuando los patrones han sido afectados con ruido (mixto)
y adn cuando x° aparece dentro de dos hiper-esferas. Sin embargo, al considerar el

siguiente patron:

~3 3
xX= x>+005 0 =3.05 2, (0.6)



En este caso el ruido es muy poco, pero al aplicar las expresiones
jError! No se encuentra el origen de la  referencia. vy

jError! No se encuentra el origen de la referencia. se obtienen los siguientes vectores:

—0.12 —00
—4.6 —00
3 3 _ .
Y rml? Tl ©7)
—7.89 —00

En este caso, la expresion jError! No se encuentra el origen de la referencia. no
puede clasificarlo, ya que se encuentra fuera de todas las hiper-esferas. Como se
menciono en la seccién jError! No se encuentra el origen de la referencia., si se aplica
la expresion iError! No se encuentra el origen de la referencia. sobre u’ la

clasificacion seria correcta; sin embargo, no se tomaria en cuenta la vecindad esférica.

Ejemplo 2. Sean, ahora, las siguientes clases no linealmente separables en R*:

x,=05 05 0, x, =25 2 -1,
x,=—-05 25 15, x,=1 3 0.
xx=2 0 -05, x,=2 -15 05,
x,3=05 -2 0, =1 -1 —-05
x,=-05 05 0, x,=-1 0 =05,
Xx,=-1 -10, x,=0 -05 0.

Clase 11

Clase 2

Clase 3

(0.8)

La Figura 3 muestra una representacion grafica de estos patrones en el espacio.
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Figura 3. Representacion grafica de las clases del Ejemplo 2. Los circulos, cuadrados y tridngulos
son puntos pertenecientes a las clases 1, 2, y 3, respectivamente.

Al aplicar jError! No se encuentra el origen de la referencia., a cada clase, se

obtienen las respectivas hiper-esferas, en este caso esferas, cuyos centros y radios son:

c'=119 160 061, ~'=211
=175 075 172, ~*=247
c’=-029 —020 0.05, 7’ =1.06

La memoria asociativa geométrica correspondiente se observa a continuacion.

S'=C'-= e
=% 757 E) [8'=1.19, +1.6¢, 4+ 0.61e, —0.04e__ +e,
M= : =|5* =1.75¢, —0.75¢, +1.72¢, +0.25¢_ +e, ©9)
¢ 1 e S® =—-0.29¢, —0.2¢, +0.05¢, —0.5¢__ +e,
2 *

En la Figura 4 se observan las hiper-esferas de cada clase. Al igual que en el

ejemplo anterior, éstas son 6ptimas.



Figura 4. Esferas 6ptimas de las clases del Ejemplo 2.
Estas funcionan como superficies de separacion.

Como se puede ver, al clasificar los patrones fundamentales se obtiene clasificacion
perfecta en todos los casos. Sean, ahora, los patrones afectados con ruido mostrados a

continuacion:

¥'= x'+05 -05 -1 =05 05 0.
= x+-1 05 -05 =1 -1 0.
~10 10

x'= x +1 10 =0 0 0. (0.10)
Al aplicar la ecuacion jError! No se encuentra el origen de la referencia., se obtiene

el siguiente resultado:

1.25 ~1.36 0.04
u' =[-027|,4" =| 1.25 |, u™ =|-0.25|. ©.11)
—0.65 ~0.59 0.5

Al Aplicar la expresion jError! No se encuentra el origen de la referencia. se

obtiene el vector v:



—-0.97 —00 -2.19
v'=| —0 |,v" =|-1.79],v"° =| —c0 (0.12)
—00 —00 —0.06

El indice de «clase se obtiene por medio de la expresion

iError! No se encuentra el origen de la referencia., por lo tanto, para x', ¥’ y ' el

valor dej es 1,2y 3 respectivamente. Al igual que en el Ejemplo 1, la clasificaciéon es

correcta para algunos patrones alterados con ruido.

Como se pudo observar en ambos ejemplos, aunque las memorias asociativas
geométricas pueden clasificar perfectamente algunos patrones alterados con ruido,
son muy sensibles en ciertos casos; principalmente cuando se trata de patrones

localizados cerca del borde de la hiper-esfera.

5.1.2 Ejemplos con patrones reales

Se realizaron dos ejemplos mds, pero ahora con datos reales. Las dos bases de tatos se
obtuvieron de (Asuncion y Newman 2007). Se hicieron tres pruebas, tomando 15, 25 y
30 instancias respectivamente para formar el conjunto fundamental, para entrenar la
memoria asociativa geométrica. Las instancias restantes se utilizaron para formar el

conjunto de prueba.

Ejemplo 3. Para este ejemplo se utiliz6 la bien conocida base de datos de la planta del
iris. Esta base de datos consiste de tres clases con 50 instancias cada una; cada clase
hace referencia a un tipo de planta. Una de las clases es linealmente separable de las
otras dos, las otras no son linealmente separables entre si. Cada instancia tiene cuatro

atributos numéricos: longitud y ancho del sépalo, y longitud y ancho del pétalo.

Los resultados de la clasificacion se observan en la Tabla 1. La primera columna
muestra el nimero de patrones utilizados para la fase de aprendizaje, la segunda y
tercera columnas muestran el porcentaje de patrones correctamente clasificados para

el conjunto fundamental y el conjunto de prueba, respectivamente.

Tabla 1. Resultados de la clasificacién para el Ejemplo 3

Patrones en el conjunto Clasificacion del conjunto Clasificacion del conjunto




fundamental fundamental de prueba

15 100% 90.4%
25 100% 93.3%
30 100% 95.0%

Como se puede apreciar, de esta tabla, la memoria presenta clasificaciéon perfecta
debido a que los patrones usados en el conjunto fundamental son esféricamente
separables. Ademas, la clasificaciéon del conjunto de prueba incrementa cuando el
nimero de patrones en el conjunto fundamental también aumenta (ver gréfica de la
Figura 5). Esto se debe a que cuando el conjunto fundamental tiene mas patrones, el
radio de la hiper-esfera aumenta; por lo tanto, una mayor cantidad de patrones del

conjunto de prueba se encuentran dentro de la hiper-esfera.

Ejemplo 4. En el segundo ejemplo se utiliz6 una base de datos de vinos. Estos datos
son el resultado de analisis quimicos de vinos procesados en la misma regién de Italia
pero derivados de diferentes cultivos. Los andlisis determinaron 13 constituyentes
encontrados en cada uno de los tres tipos de vinos. Esta base de datos contiene tres
clases de 59, 48 y 71 instancias cada una; donde cada clase se refiere a un tipo de vino.

A su vez, cada instancia tiene 13 atributos.
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Figura 5. Grafica con los resultados de la clasificacion para el Ejemplo 3.

Los resultados de la clasificacién para este ejemplo se observan en la Tabla 2. Las

columnas de la Tabla 2 representan lo mismo que las de la Tabla 1.



Tabla 2. Resultados de la clasificacién para el Ejemplo 4

Patrones en el conjunto Clasificacion del conjunto Clasificacion del conjunto
fundamental fundamental de prueba
15 91.1% 72.1%
25 92.0% 80.5%
30 97.7% 85.2%

Como se puede ver en esta tabla, la memoria no presenta clasificacion perfecta. Esto
se debe a que los patrones de esta base de datos, a diferencia de la base de datos de la
planta del iris, no son esféricamente separables. Y, como en el Ejemplo 3, el porcentaje
de clasificaciéon correcto del conjunto de prueba incrementa cuando el nimero de

patrones en el conjunto fundamental también aumenta (ver la grafica de la Figura 6).

Ambos experimentos se repitieron cien veces, modificando las instancias en el
conjunto fundamental. Se obtuvieron, en promedio, los valores que se muestran en la
Tabla 1y enla Tabla 2.
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Figura 6. Grafica con los resultados de la clasificacion para el Ejemplo 4.

5.2 Experimentacién para el modelo de restauracién
5.21 Ejemplos numéricos

Ejemplo 5. Sean los siguientes patrones en R*:



1 2 3 4
=1 1,¥=-11,¥=1 -1,x"=-1 —1. (0.13)

La Figura 7 muestra una representacion gréfica de estos patrones.
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Figura 7. Representacion grafica de los puntos del Ejemplo 5.

Al utilizar el método descrito en las secciones jError! No se encuentra el origen de
la referencia. y jError! No se encuentra el origen de la referencia. se obtuvieron las
hiper-esferas correspondientes a cada patréon. Los centros y radios fueron los

esperados:

=1 1, ' =1.99.
=1 -1, ~*=1.99.
=-1 1, ~*=1.99.
f= 1 -1, ~*=1.99.
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Como se puede observar, los centros de las hiper-esferas son sus correspondientes
patrones. Otra forma de obtener estos valores, como se explicé al final de la seccion
jError! No se encuentra el origen de la referencia., es encontrando el minimo de la
funcién jError! No se encuentra el origen de la referencia., pero tomando en cuenta
las restricciones correspondientes, como se observa en la gréfica de la Figura 8, el
circulo y el cuadrado representan las restricciones para los puntos dentro y fuera de la

hiper-esfera, respectivamente; el tridngulo es el valor minimo.



Por cualquiera de los dos métodos se obtiene el mismo resultado. La memoria
asociativa correspondiente es, por tanto:

1~ 1 g
5 =C T2 7 S| [S'=¢ +e,—098e +e,

S*=e, —e,—098¢_+e,

M — ' - : 0.14
: S’ =—e,+e,—098e_+e, ©.19)
gi_ci L 2 S*=—e,—e,—0.98e_ +e,
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Figura 8. Solucion grafica al problema de minimizacion.

En la Figura 9 se presentan las hiper-esferas (circulos) de cada patrén.

Figura 9. Hiper-esferas correspondientes para los patrones del Ejemplo 5.



Notese que los circulos mostrados en la Figura 9 son 6ptimos. Al restaurar los
puntos del conjunto fundamental siempre se obtiene restauraciéon perfecta. Al

considerar los siguientes patrones afectados con ruido:

= x40 15 =1 25.

= 2240 -19 =1 -29.

= x+05 —05 =-05 05.

= x4 -1 05 =-2 -15. 015)

Se puede ver que para todos estos patrones se cumple la condicion
jError! No se encuentra el origen de la referencia.. Al aplicar la ecuacion
jError! No se encuentra el origen de la  referencia. vy

jError! No se encuentra el origen de la referencia. se obtiene:

—1.13 —00 —1.25 —00
1 —00 , |-181 , |—-o0 . —00
— , = , == ’ — . 016
v —00 v —00 v —0.25 v —00 (0.16)
—00 —00 —1.25 —0.63

Finalmente, los patrones restaurados se obtienen gracias a la expresion
iError! No se encuentra el origen de la referencia., para X, %, X y x* se obtiene
7=1,2,3,4 respectivamente. Por lo cual se regresa el correspondiente centro de la
hiper-esfera. En estos casos la restauracion es correcta ain cuando los patrones estan

afectados con ruido (mixto).

Ejemplo 6. Sea, ahora, el siguiente conjunto fundamental de patrones en R3:
x'=2 2 2,x*=2 2 2 x=-2 -2 2. (0.17)

La representacion grafica de estos patrones se observa en la Figura 10. Al utilizar el
método descrito en las secciones jError! No se encuentra el origen de la referencia. y
jError! No se encuentra el origen de la referencia. se obtuvieron las hiper-esferas

(esferas) cuyos radios se presentan a continuacion.



=2 2 2 v, =3.99.
=2 2 -2 4,=39.
= -2 -2 2 =46l

S .
Se

Figura 10. Hiper-esferas correspondientes para los patrones del Ejemplo 6.

Como se puede observar, los centros corresponden a los patrones correspondientes.
Al igual que en el ejemplo anterior, estos centros se pueden obtener al calcular
analiticamente el minimo. En la grafica de la Figura 11 se presenta la solucién para las

hiper-esferas S' y S°.
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Figura 11. Solucién grafica para las hiper-esferas 1 y 2.

En la grafica de la Figura 12 se presenta la solucién para la hiper-esfera restante.
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Figura 12. Solucion grafica para la hiper-esfera 3.
La memoria asociativa geométrica es:
1
*1 |S =2e +2e,+2e,—-1.99  +e¢,

=|S*=2¢,+2e,—2¢,—1.99_+e, | (0.18)
2 S’ =-2e, —2e, +2e,—4.67¢_+e,

Las hiper-esferas, en este caso esferas como tales, correspondientes se observan en
la Figura 13, como se puede observar, al igual que en los ejemplos anteriores, las

hiper-esferas son 6ptimas.

Figura 13. Hiper-esferas correspondientes a los patrones del Ejemplo 6

Ahora, sean los siguientes patrones a ser restaurados. Estos son patrones, del

conjunto fundamental, afectados con algan tipo de ruido.



Fl= x'+2 12 =41 4.

= x+-2 -1 3 =01 -5.

=3 3

= 2+-130 =-3102. 0.19)

Si se aplican las expresiones jError! No se encuentra el origen de la referencia. y

jError! No se encuentra el origen de la referencia. se obtienen los siguientes vectores:

—-45 —00 —00
v =|—00|, 0 =|-7|,v° =|—c0|. (0.20)
—00 —00 -5

Los patrones restaurados se obtienen al regresar el centro de la j-ésima hiper-esfera.
En este caso j es el wvalor obtenido por la  expresion
jError! No se encuentra el origen de la referencia., que en este caso para x', ¥’ y x°

se obtiene j=1,2,3 respectivamente. Lo cual es correcto.

5.2.2 Ejemplos con patrones reales
Para probar el método propuesto se utilizaron tres conjuntos de imagenes.

Ejemplo 7. Para este ejemplo se utilizaron fotografias de animales. Se trata de 25
imagenes, de 300 pixeles de ancho por 300 de alto en escala de grises. Algunas
muestras se pueden observar en la Figura 14. En este caso no se utiliz6 ningtn pre-

procesamiento a las imagenes.

Los patrones se obtuvieron al hilar fila a fila de cada imagen hasta formar un vector

de tamafio 90,000 (300 x 300). Con estos vectores se formo el conjunto fundamental.

Se construyeron seis conjuntos de prueba, cada uno formado por las mismas
imagenes del conjunto fundamental, pero afectadas con 5%, 10%, 15%, 30%, 40%, y
50%, respectivamente, de ruido mezclado aleatorio. Al igual que con el conjunto

fundamental, se formaron los vectores con las filas de las imagenes.



Figura 14. Muestras de algunas de las imagenes utilizadas para el Ejemplo 7.

Ejemplo 8. Adicionalmente, se realiz6 un segundo experimento con las mismas
caracteristicas que el Ejemplo 7. Solo que en este caso se usaron 22 retratos de
matematicos y cientificos famosos, como los mostrados en la Figura 15. En este caso,

las imagenes son de 300 por 400 pixeles, también en escala de grises.

De la misma forma que en el Ejemplo 7, los patrones se formaron al unir las filas de
cada imagen, hasta formar un vector de tamafo 12,000 (300 x 400) para el conjunto
fundamental. Y, para los conjuntos de prueba se afectaron las imagenes con la misma

cantidad de ruido que en el ejemplo anterior.



Figura 15. Muestras de algunas de las imagenes utilizadas para el Ejemplo 8.

En la Figura 16 se puede observar una imagen afectada por los porcentajes de ruido

mencionados, por cada ejemplo.

Los resultados de la restauracion se muestran en la Tabla 3. La primera columna
presenta el conjunto de imdagenes utilizado, las siguientes columnas muestran el
nimero de imagenes recuperadas, en forma correcta, para los conjuntos de prueba

correspondientes.

Figura 16. Muestras de imagenes afectadas con ruido para el Ejemplo 7 (arriba) y el Ejemplo 8
(abajo). De izquierda a derecha, imagen con 0% (conjunto fundamental), 5%, 10%, 15%, 30%,
40% y 50% de ruido, respectivamente.

Como se puede observar, la recuperacion para el caso de las imagenes de animales

fue correcta cuando las imagenes fueron afectadas hasta con 30% de ruido. Solo una



imagen para el caso de matematicos y cientificos no fue recuperada para el caso de un

30% de ruido. En ambos casos se puede observar que al aumentar la cantidad de ruido

en las imagenes, la cantidad de patrones recuperados tiende a disminuir

considerablemente (ver grafica de la Figura 17).

Tabla 3. Resultados de la restauracion para los Ejemplo 7 y Ejemplo 8

Conjunto 0% 5% 10% 15% 30% 40% 50%
Animales 25 25 25 25 24 12 7
Cientificos 22 22 22 22 22 15 10

Este experimento se repiti6 cien veces variando la posicion de los pixeles de ruido

sobre las imagenes. Los resultados fueron los mismos que los que se muestran en la

Tabla 3 para 0% a 25% de ruido. Esto ocurre porque el jError! No se encuentra el

origen de la referencia. se cumple para esas imagenes con esa cantidad de ruido. Para

30% de ruido los resultados oscilan entre 25 y 21 imagenes restauradas (el promedio

fue de 24) para el conjunto uno. Para el conjunto dos, los resultados son entre 22 y 21

imégenes restauradas (en este caso el promedio fue de 22). Para 40% y 50% de ruido el

promedio de las imagenes restauradas es el que se observa en la Tabla 3.

Numero de objetos recuperados
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Figura 17. Gréfica con los resultados de la clasificacién para los conjuntos de animales y cientificos.

Algo que hay que notar, como una caracteristica de las memorias asociativas

geométricas, es que la restauracion es correcta o incorrecta solamente. No es posible



llegar a una recuperacién parcial, como sucede cuando se utiliza algun tipo de filtro,

como se verd en la siguiente seccion.

Ejemplo 9. Para mostrar la eficacia de modelo ante perturbaciones en imagenes como
el desenfoque o el difuminado se decidié hacer este experimento. En este caso se

utilizaron 18 imagenes como las mostradas en la Figura 18.

Figura 18. Muestras de las imagenes utilizadas en el Ejemplo 9.

Estas imégenes se caracterizan por ser las mas utilizadas en la comunidad de
procesamiento de imagenes. Dichas imagenes son de 200 X 200 pixeles y, al igual que

en los ejemplos previos, estdn en escala de grises.

De la misma forma que en los ejemplos anteriores, los patrones en este ejemplo se
formaron encadenando las filas de cada imagen hasta formar un vector de tamarfio

40,000. Estos patrones se utilizaron para formar el conjunto fundamental.

Para formar los conjuntos de prueba se distorsionaron las imagenes con desenfoque
artificial mediante la herramienta desenfoque Gaussiano del programa Macromedia
Fireworks, la cual permite variar el radio de desenfoque (k) de una imagen. Algunos
ejemplos de este desenfoque en las imagenes de la Figura 18 se presentan en la Figura

19. En este caso el valor de k fue de 8.
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Figura 19. Muestras de imagenes desenfocadas.

Para realizar las pruebas se utiliz6 el desenfoque variando el valor del radio k con
esa herramienta. Se obtuvieron 10 conjuntos de imagenes desenfocadas, para eso se
modifico el valor de k desde 0 (conjunto fundamental) hasta 18 con intervalos de 2.
Ejemplo de dos imagenes con estos desenfoques se observan en la Figura 20 para esos

valores de k. Note el nivel de desenfoque de las imagenes con el valor de k=12,...,18.
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Figura 20. Dos imagenes desenfocadas para distintos valores de k.

La memoria asociativa geométrica se entrené con el conjunto fundamental. Los
demas conjuntos de imdagenes desenfocadas se utilizaron para realizar la fase de
restauracion. Los resultados se observan en la grafica de la Figura 21. Se puede
observar que, hasta el nivel de desenfoque con k=10, la recuperaciéon es correcta.
Con un valor de k=12 solamente una de las imagenes no puede ser recuperada,
conforme aumenta el nivel de distorsion, el ntmero de imégenes recuperadas

correctamente disminuye hasta casi un 55%.
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Figura 21. Resultado de la recuperacion de las imagenes de los conjuntos de prueba
en imagenes desenfocadas.

5.2.3 Comparacién con otros modelos

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos al realizar la restauracion de los
dos conjuntos de imagenes utilizados en el Ejemplo 7 y en el Ejemplo 8. En este caso
se utilizaron los mismos conjuntos de imadagenes, afectadas con las mismas
proporciones de ruido (Figura 16), para probar la funcionalidad con los ya conocidos
filtros de promedio, mediana, morfolégico (apertura-clausura) (informacion sobre
estos filtros puede verse en (Gonzalez y Woods 2008)); se utilizaron, también, dos
herramientas del programa comercial Paint Shop Pro X2: removedor de puntos y
removedor de polvo; ademas, se utiliz6 la memoria asociativa basada en el método de

sub-patrones (Cruz, Sossa y Barrén 2007).

En la Tabla 4 y en la Tabla 5 se observan los resultados de la restauracién de una de
las imagenes de cada conjunto. La primera columna muestra la imagen utilizada, las
siguientes columnas, de izquierda a derecha, muestran las imagenes restauradas
usando el filtro de promedio, la herramienta remover polvo, la herramienta remover
puntos, el filtro de mediana, el filtro morfolégico (apertura-clausura), la técnica de los
sub-patrones y, por ultimo, la memoria asociativa geométrica (MAG). Cada renglén

de arriba hacia abajo representa los resultados obtenidos, para todos los métodos



mencionados, al restaurar una imagen con 5%, 10%, 15%, 30%, 40% y 50% de ruido sal

y pimienta aleatorio, respectivamente.

A partir de estas tablas se puede observar que las imagenes recuperadas con las
memorias asociativas geométricas presentaron los mejores resultados ya que se
recuper6 fielmente la imagen original; a diferencia de los otros métodos donde se

recupera parte de la informacion original.

Tabla 4. Comparacion, entre varios modelos, para la restauracion de
una imagen, afectada con ruido, del conjunto de animales.

Porcentaje Filtrode Remover Remover Filtrode Filtromor-  Sub-
de ruido i i polvo puntos mediana fologico  patrones

El método de sub-patrones presenta resultados similares a los de la memoria
asociativa geométrica debido a que la informacién de los patrones (las imagenes) se
codifica, precisamente, dentro de la propia memoria. Por lo tanto, al restaurar un
objeto afectado con ruido, la memoria regresa la informacién del objeto que

previamente habia codificado.



Tabla 5. Comparacion, entre varios modelos, para la restauracion de
una imagen, afectada con ruido, del conjunto de cientificos.

Porcentaje Imagen | Filtrode Remover Remover Filtrode Filtromor-  Sub-
de ruido conruido | promedio  polvo puntos mediana fologico  patrones

MAG

10%

15%

30%

50%

A diferencia de los filtros, en donde no es posible restaurar al cien por ciento el
objeto original, una memoria asociativa permite restaurarlo completamente. Sin
embargo, esto puede tener inconvenientes; ya que, si el objeto estd muy afectado por
ruido, la memoria podria regresar un objeto completamente diferente al original. En el
caso de una memoria asociativa no es posible hablar de una restauracién con cierto
porcentaje de error, como en el caso de algun filtro; es decir, con memorias asociativas
solo hay dos posibles resultados: a) o se restaura bien (al cien por ciento) el objeto

original, o b) no se restaura y, en este caso, regresa un objeto diferente.

En la Tabla 6 se puede observar el error cuadratico medio de las imagenes

restauradas de la Tabla 4. Las columnas de esta tabla muestran el error obtenido entre



las imagenes restauradas de cada método utilizado y su correspondiente imagen
original. Cada renglén de esta misma tabla corresponde a una imagen con 5%, 10%,
25%,30%, 40% y 50% de ruido respectivamente, como en la Tabla 4 y en la Tabla 5. La
Tabla 7 muestra la misma informacion que la Tabla 6 pero con las imagenes de la
Tabla 5. Como se puede observar, el error cuadratico medio para las memorias
asociativas geométricas y para los sub-patrones siempre es cero, esto se debe a que las
imagenes originales estan codificadas dentro de la memoria. Esta es, precisamente, la

principal ventaja de las memorias asociativas.

Los otros modelos muestran buenos resultados, pero cuando los patrones
presentan pérdida parcial de la informacién, estos métodos no funcionan
correctamente. Por ejemplo, las imdgenes mostradas en la Figura 26 no se pueden
restaurar por medio de esos métodos, pero las memorias asociativas geométricas son
capaces de hacerlo.

Tabla 6. Error cuadratico medio para las imagenes de la Tabla 4

Filtro de Remover Remover Filtro de Filtro Sub-

Ruido . k MAG
promedio polvo puntos mediana morf. patrones

5% 1165529 632256 328043 461169 3352608 0 0
10% 1833253 894465 503496 509266 4980297 0 0
25% 2858467 1312237 1312237 717805 6712505 0 0
30% 6306509 3498588 2893229 1730484 12392659 0 0
40% 8877902 6272391 4837072 3252628 15759837 NA 0
50% 12031332 10442603 8683319 6375399 19111305 NA 0

Como se puede observar, el error cuadréatico medio para las memorias asociativas
geométricas y para los sub-patrones siempre es cero, esto se debe a que las imagenes
originales estdn codificadas dentro de la memoria. Esta es, precisamente, la principal

ventaja de las memorias asociativas.

Los otros modelos muestran buenos resultados, pero cuando los patrones

presentan pérdida parcial de la informacién, estos métodos no funcionan



correctamente. Por ejemplo, las imdgenes mostradas en la Figura 22 no se pueden
restaurar por medio de esos métodos, pero las memorias asociativas geométricas son

capaces de hacerlo.

Tabla 7. Error cuadratico medio para las imagenes de la Tabla 5

Filtro de Remover Remover Filtro de Filtro Sub-
Ruido . . MAG
promedio polvo puntos mediana morf. patrones
5% 738906 673584 331396 516934 754959 0 0
10% 926361 686920 435422 562626 1058108 0 0
25%, 1187129 703110 512046 572439 1397366 0 0
30% 2109969 963170 1058996 801835 2692502 NA 0
40% 2988743 1410100 1534965 1079258 3620676 NA 0
50% 3911128 2018000 2263242 1578445 4812627 NA 0

Ejemplo 10. Se realiz6 otro experimento para probar el potencial de las memorias
asociativas geométricas contra los filtros. En este caso las imagenes de la Figura 14
fueron afectadas con una excesiva cantidad de ruido con el propésito de eliminar
parte de su informacién. Ejemplos de este tipo de imagenes se observan en la Figura
22. Se utiliz6, también, la misma memoria asociativa geométrica de los experimentos

anteriores.

El experimento en si consiste en tomar cada una de las imagenes de la Figura 14 y,
quitarle parte de su informacién. Este efecto se logra de varias maneras, la que se
utilizard en este experimento consiste en elegir un pixel al azar en la imagen, que sera
el centro de la distorsiéon. Usando dicho punto como centro, a continuacién se dibuja
un circulo o un rectdngulo de tamafo, también, aleatorio (usualmente un ntmero
grande), al cual se le agregard un efecto de difuminado en los bordes. Este proceso
repite dos o tres veces en una misma imagen, para eliminar varias regiones de la

imagen.

En todos los casos, siempre que el jError! No se encuentra el origen de la
referencia. se cumpla, las imagenes se restauraron correctamente con las memorias

asociativas geomeétricas. Es decir, siempre y cuando el ruido agregado a la imagen no



sobrepase el radio de la esfera, siempre habrd recuperaciéon correcta y total de la

imagen.

También se realizaron experimentos con el conjunto de cientificos aplicando el
mismo procedimiento para obtener distorsiones similares. Al igual que con el
conjunto de animales, si el jError! No se encuentra el origen de la referencia. se
cumple, las memorias asociativas geométricas son capaces de restaurar correctamente

y completamente las imagenes.

Figura 22. Muestras de imagenes con informacion parcialmente eliminada

A partir de estos resultados se puede observar que, usando una memoria
asociativa, es posible recuperar imagenes a partir de una parte de ellas. Una posible
aplicacion de este experimento es la restauracion de imagenes a partir de una versiéon

mas pequefia de la misma.

5.3 Experimentacion para el modo de clasificacién no supervisada

Se va a probar, ahora, el desempefio de las memorias asociativas propuestas en la
tarea de clasificacién no supervisada. Esta tarea es importante ya que muchas veces no

se tiene una etiqueta para los patrones de entrada; el objetivo de la clasificaciéon no



supervisada es, precisamente, encontrar esa etiqueta o clase para los patrones de

entrada a partir de las caracteristicas de los mismos.

Ejemplo 11. Sea el conjunto de puntos en R* mostrados en la Figura 23. Se puede
observar que dicha imagen presenta dos cimulos visibles de puntos. Estos puntos se

generaron por medio de dos distribuciones gaussianas, una con centro en 4,4 y otra

concentroen —4,—4 .

Al aplicar el algoritmo de la seccion jError! No se encuentra el origen de la
referencia., se obtienen las graficas mostradas en las imagenes de la Figura 24, Figura
25 y la Figura 26. La solucién en cada caso, como en la mayoria de los algoritmos de
clasificaciéon no supervisada, depende, principalmente, de la posicion de los primeros
centros generados aleatoriamente. La mejor soluciéon se presenta en la gréfica de la

Figura 26.

Ya que los puntos se generaron a través de una distribucién gaussiana, se considera
la mejor solucién aquella que aproxime, precisamente, a esa gaussiana. De ahi que el
mejor resultado sea el que se presenta en la Figura 26. Este experimento se repitié 100
veces, variando en cada caso los centros de inicio, la mejor solucién se obtuvo 34
veces, con diferentes valores de inicio, las otras 64 veces se obtuvieron resultados a las

gréficas de la Figura 24 y la Figura 25.

Sin embrago, como los centros de inicio se generan aleatoriamente, no se puede
hablar de un desempefio correcto o incorrecto del algoritmo, simplemente se desea

mostrar que el algoritmo logra soluciones correctas en algiin momento.



Figura 25. Otras soluciones que resuelven el problema de agrupamiento de la Figura 23.




Figura 26. Mejor solucién que resuelve el problema de agrupamiento de la Figura 23.

Ejemplo 12. Ahora sean los puntos en R* mostrados en la. En dicha grafica se

pueden observar, a primera vista, cuatro cimulos de puntos principales. En este caso

se utilizaron cuatro distribuciones gaussianas con centrosen 4,4 , 4,—4 , —4,4 y

—4,—4 .

Si se aplica el algoritmo de la secciéon jError! No se encuentra el origen de la
referencia., se obtienen las graficas mostradas en las imagenes de la Figura 28, la
Figura 29 y la Figura 30. De nuevo, la solucion en cada caso, depende, principalmente,
de la posicién de los primeros centros generados aleatoriamente. La mejor solucién se

presenta en la gréafica de la Figura 30.

Figura 27. Conjunto de puntos para el Ejemplo 12.



Al igual que en el Ejemplo 11, como los puntos de inicio se generaron por medio de
una distribucién gaussiana, se considera la mejor solucién aquella que aproxime,
precisamente, a esas gaussianas. De ahi que el mejor resultado sea el que se presenta
en la Figura 30. Este experimento también se repitié 100 veces, variando en cada caso
los centros de inicio, la mejor solucién se obtuvo 41 veces, con diferentes valores de
inicio, las otras 59 veces se obtuvieron resultados similares a las gréficas de la Figura
28 y la Figura 29.

Sin embrago, al igual que con el ejemplo anterior, como los centros de inicio se
generan aleatoriamente, el algoritmo logra encontrar soluciones correctas en algtn

momento.

En algunas de las gréficas presentadas, se presentan algunos puntos que no
pertenecen a ningin agrupamiento; son puntos que se encuentran afuera de todas las
hiper-esferas, por lo tanto, no pertenecen a una clase especifica. Esto se debe, en
algunos casos, al tipo de superficies de separacion que se estdn utilizando.

Dependiendo del tipo de problema esto puede ser o no una ventaja.

Figura 28. Diferentes soluciones que resuelven el problema de agrupamiento de la Figura 27.



Figura 30. Mejor solucidn que resuelve el problema de agrupamiento de la Figura 27.

5.4 Discusion

Con los ejemplos numéricos se puede observar més claramente el cardcter geométrico
de las memorias propuestas. A diferencia de otros modelos de memorias asociativas, o
inclusive de otros modelos de clasificacion o restauracion, la solucién de las memorias
asociativas geométricas esta basada en la geometria de los patrones, ya que se utilizan
hiper-esferas como superficies de separacion. Ademads, para determinar que un patrén
dado pertenece a una clase especifica simplemente es necesario determinar si el

patrén esta dentro de la hiper-esfera que representa, precisamente, a esa clase.

Los tres modelos presentados son, de alguna manera, similares entre si. Los tres se
dividen en dos fases. En la fase en entrenamiento se construyen las hiper-esferas de

separacién, mediante una funcién de optimizacién, pero tomando en cuenta las



restricciones de cada modelo. Para la fase de clasificacion o restauracion se utiliza un
producto interior entre el patrén nuevo a clasificar y la memoria, y una funcién de

maximo.

Como se pudo observar, por medio de los experimentos, el modelo de restauracion
es muy similar al modelo de clasificaciéon. Las hiper-esferas obtenidas con el proceso
descrito son 6ptimas, en algtin sentido. Como se pudo observar, por los experimentos
presentados, el modelo siempre presenta ya se recuperacion correcta o incorrecta. A
diferencia de un filtro tradicional que recupera la informacién parcialmente, una
memoria asociativa recupera la informacion original. Esto se puede comprobar al
observar la Tabla 6 y la Tabla 7, donde el error cuadréatico medio obtenido en las

memorias asociativas es siempre cero y en los demds modelos es mayor que cero.

En cuanto al modo de clasificacion supervisada se mostré que, al igual que los
métodos tradicionales, depende, en gran medida, de los primeros centros generados.
Una diferencia del modelo presentado es que puede considerar algunos puntos como
no pertenecientes a alguna de las clases seleccionadas. Esto puede ser, dependiendo

de la naturaleza del problema a resolver, una ventaja o una desventaja.

Aunque el modelo de clasificacion no supervisada no es perfecto, se puede
considerar como un nuevo algoritmo de agrupamiento que utiliza, ademas de una
memoria asociativa, operadores y operaciones del dlgebra geométrica conforme para

su funcionamiento.

También se mostr6 que el algoritmo generd, en algin momento, la solucién

correcta al problema.



