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RESUMEN

El presente trabajo tuvo como finalidad calcular las frecuencias naturales de una
semiala semimonocoque de doble flechado, el objetivo de este estudio es comprender
de manera analitica, numérica y experimental como actla este tipo de elementos
estructurales en vibracion libre. El trabajo lo podemos dividir en tres grandes secciones,
la primera seria aquella que concierne a la parte analitica-numérica, en cada una de
ellas mostramos metodologias precisas que permiten la obtencion de las frecuencias y
los modos naturales de vibracién. La segunda parte la podemos comprender como una
fuente de informacion para aquellas personas interesadas en entender como son los
procesos de manufactura para modelos experimentales de tipo aeronautico. Por ultimo
el lector vera en las partes finales del trabajo la manera de obtener frecuencias de forma
experimental, asi como la comparacion de los resultados mateméticos, numéricos y
experimentales de las frecuencias. Y como un valor agregado podra visualizar los
esfuerzos inducidos por la accion fluido-estructura a partir del método experimental
fotoelastico.

ABSTRACT

The obijective of this thesis was to calculate the natural frequencies of a semimonocoque
semi-wing with double sweep, the aim of this study is to understand with analytical,
numerical and experimental methods; the behavior of structural elements in free
vibration. The work can be divided into three main sections; the first would be the
analytical-numerical sections, where in each one, its show precise methodologies that
obtain the frequencies and natural modes of vibration. The second part can be
understand as a source of information for those interested in the process for
manufacturing experimental models of aircraft type. The reader will see in the final part
how to obtain an experimental frequencies and the comparison of the mathematical,
numerical and experimental results. And as an added value you can view the efforts by
the action of tresses induced by the interaction fluid-structure with the use of the
experimental photoelastic method.
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INTRODUCCION

INTRODUECCIGN

En la actualidad, el ala de una aeronave se ve sometida a efectos dinaAmicos asociados
a la alta velocidad en donde se desempefian, por tal razén estas necesitan ser
valoradas y estudiadas puesto que existe el riesgo de encontrar deformaciones,
esfuerzos y fendmenos resonantes en la estructura.

Por lo tanto en el presente trabajo se desarrollard el comportamiento dinamico de una
semiala basandose en la teoria basica de la dinAmica estructural, donde se analizaran
los fenbmenos ocasionados debido a cargas dindmicas, de las cuales podemos
mencionar las cargas por: viento, impacto y explosiones, que pueden ocasionar
fracturas repentinas de la estructura debido a las vibraciones en la etapa subsonica.

Puesto que es necesario verificar, como en todo estudio de este tipo, que el modelo
matematico, pueda simular con buena aproximacién la respuesta de la estructura real,
serd construido un modelo experimental de la semiala, ademas de realizarse una
simulacién numérica.

Finalmente se integraran e interpretaran los resultados con el fin de compararlos y
obtener informacion que nos permita en trabajos posteriores realizar modificaciones
estructurales (reingenieria).

Este trabajo se fundamenta en que actualmente en nuestro pais y gran parte de
América latina no existen trabajos relacionados con el estudio teérico y experimental
aplicado a aeronaves. Esto es debido en gran parte a la falta de presupuesto y en otros
casos por falta de interés para desarrollar una metodologia propia de disefio que
permita la construccion de aeronaves, ya que en la actualidad, los estudios de este tipo,
hechos en tuneles de viento convencionales y simulados en software que hoy en dia
esta al alcancé de cualquier pias, son realizados por compafiias o universidades
extranjeras de gran renombre que cobran cantidades enormes de dinero por esta
informacion.

Con el presente se innova en la metodologia de disefio conceptual logrando reduccion
de costos, tiempo y optimizacién de geometrias de software CAD, CAE especializado.
Con el desarrollo de este trabajo se promueve la realizacion de experimentos para
visualizar estos comportamientos y dar continuidad a la investigacion de estos
fendbmenos dentro del instituto y asi contribuir al desarrollo cientifico, tecnologico y a la
no dependencia de nuestro pais de otros.
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INTRODUCCION

En el capitulo I, se dara una introduccion de lo que es: la dinamica estructural, los
métodos experimentales que se usaran (fotoelasticidad) y los métodos numéricos; para
conocer su campo de accion.

En el capitulo 1l, se realizara el andlisis de la semiala, idealizada como edificio cortante
con diferentes varios grados de libertad, asi mismo desarrollaremos la matriz de rigidez
y de masa para obtener los modos de vibracién y las frecuencias naturales en vibracion
libre.

En el capitulo 1ll, se mostraran las fases del proceso de modelado en CAD, asi como de
la simulacién por computadora de la semiala en la cual se obtendran frecuencias
naturales y modos de vibracion.

En el capitulo 1V, se describira y mostrara el proceso de construccion del modelo
experimental, ademas de hablar de las fases de experimentacion a las que sera
sometido el modelo y en el que intervendran el método de la fotoelasticidad.

Finalmente en el capitulo V, se recopilara los resultados de cada uno de los analisis,
(tedrico, numérico y experimental), para interpretarlos y compararlos entre ellos.
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CONSIDERACIONES
TEORICAS
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Desde que tuvo comienzo la aviacion lograda por los hermanos Wright en 1903 los
componentes de los aviones han cambiado drasticamente, uno de estos componentes
son las alas y desde entonces, las alas distan mucho de ser lo que en aquella ocasion
fueron, la madera y tela dieron lugar al hierro, al aluminio y sus aleaciones, el titanio y
sus aleaciones, y estos a su vez a materiales avanzados como la fibra de vidrio, de
carbono y el aramida.

El disefio y la construccion actualmente representa todo un reto de ingenieria, las
estructuras deben de poder resistir los esfuerzos inducidos por las cargas que se
presentan durante el vuelo, por el tanque de combustible y los componentes alojados en
ella, como los trenes de aterrizaje, sistemas antihelio, cableado eléctrico y sistemas
hidraulicos; por ultimo el propio peso de la estructura contando con sus pasajeros.

De manera paradojica y no obstante que deben ser lo suficientemente resistentes estas
tienen que ser lo mas ligeras posibles para no agregar peso muerto al ala de una
aeronave, esto repercute en el consumo de combustible, en la resistencia al avance de
la aeronave provocando que el avibn pueda volar con menor potencia, mayor
autonomia y un alcance superior.

Una forma en la que los ingenieros han logrado cubrir estas necesidades ha sido por
medio de las alas de tipo semimonocoque, (figura 1.1.1); esta clase de alas tiene como
objetivo lograr que la piel de ala trabaje estructuralmente hablando como una placa
delgada de tal manera que el peso es reducido al minimo; la configuracion des estas
alas incluye atiesadotes, costillas, patines, almas y piel.

Piel

Costilla

Atiesadores

Fig. 1.1.1 Elementos de ala semimonocoque

Los patines y las almas son vigas que soportan la mayor parte de los esfuerzos, los
atiesadotes sirven como una caja de torsion y las costillas trabajan como una placa
delgada y sirven para dar forma y proveer caracteristicas aerodindmicas al ala.

En el momento en que las alas tuvieron una configuracién adecuada que les permitio
lograr la sustentacion, aparecieron también efectos aerodinamicos que han sido
positivos 0 negativos para el vuelo, (figura 1.1.2). El hombre empezé a estudiar y
comprender estos fendmenos, poco a poco ha logrado en el caso de los efectos
negativos minimizarlos o erradicarlos, y para los efectos positivos maximizarlos. Esto se
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desarrollo de software especializado en la dinamica de fluidos que abaratan costos y
tiempos permitiendo realizar experimentos de manera continda dando la capacidad al
ingeniero de modificar proponiendo nuevos disefios y configuraciones.
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Fig. 1.1.2 Fuerzas aerodinamicas que acttan en un perfil

Entre los fendmenos que se presentan en el ala en el instante del ascenso y durante el
vuelo encontramos el efecto suelo al momento del despegue y aterrizaje, el vértice
inducido en la punta, la perdida de la capa limite a ciertos angulos de ataque, la
resistencia al avance producida por la forma de el ala, los efectos de compresibilidad
gue pueden llegar a presentarse en puntos especificos alrededor del la piel del extrados
e intrados, las vibraciones que son producidas por: las turbulencias del flujo, los
motores, los ascensos y descensos, las modificaciones que llegan a presentarse en la
estructura debidas a las cargas aerodinAmicas. Todo esto llega a afectar el desempefio
de la semiala durante el vuelo y poco a poco se ha comprendido cada uno de estos
efectos.

Actualmente se sabe que los efectos del vortice pueden ser disminuidos terminando el
ala con un difusor de flujo “winglet”, (figura 1.1.3 a), no los erradica pero los arroja
afuera del cuerpo y permite el ahorro de combustible y reduce resistencia al avance,
(figura 1.1.3 b). Las vibraciones producidas por el motor y las turbulencias del flujo
pueden llegar a excitar el ala hasta el punto de entrar en resonancia, pero también se
ha descubierto la manera de evitarlo. Reducir la resistencia al avance sin perder
sustentacion u optimizar la estancia de la capa limite en el ala por mas tiempo.

Vortice sin

winglet
‘)—‘_____ - ____:D
RS
Vortice con /)
winglet  “risrrrmm—’
(@ (b)

Fig. 1.1.3 (a) Difusor de flujo “Winglet”, (b) Disminucién de los vortices con winglet o sin el.

Varias de estas investigaciones sobre estos efectos son presentadas en las revistas
especializadas, gacetas de universidades, microfilme y medios electrénicos que seran
nombradas en la bibliografia.
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La dinamica estructural serd la base del presente trabajo, asi pues es una necesidad
darla a conocer. Primero definiremos una carga dinamica, podemos decir que es
aquella en donde la magnitud, direccion o punto de aplicacion varian con el tiempo
como por ejemplo las cargas de nieve, sismos, viento, lluvias, granizadas; asi también,
las deflexiones resultantes estaran en funcion del tiempo, y los esfuerzos vienen a ser
parte de la respuesta dinamica.

Si la carga aplicada es una funcion conocida del tiempo, se dice que la carga es
preescrita y su analisis se conoce como deterministico. Si la historia del tiempo de la
carga no esta completamente conocida, sino que solo se conoce en un sentido
estadistico, la carga se dice que es aleatoria y el tipo de andlisis se le conoce como no
deterministico.

Para plantear un problema dentro de la dinAmica estructural se necesita la idealizacion
la cual consiste en definir el modelo matematico es decir una idealizacion del sistema,
en el que plantearemos el comportamiento, para poder obtener una respuesta lo mas
exacta posible.

El modelo analitico consiste en definir suposiciones simplificadas que reduzcan el
sistema real al sistema analitico, dibujos que representen el modelo analitico y una lista
de parametros de disefio. Existen dos tipos de modelo analitico los modelos continuos y
los modelos discretos. Un modelo continuo representa un sistema con infinitos grados
de libertad, uno discreto maneja un nimero finito de grados de libertad representados
por masas puntuales concentradas.

Para formular el modelo matematico se hace uso de la dinamica y la teoria elastica,
(figura 1.1.4), que combinadas llevan a las ecuaciones diferenciales que describen el
comportamiento dinAmico de la estructura deformable. Formulado el modelo
matematico, hay que resolver la ecuacion o ecuaciones diferenciales para obtener la
respuesta dinamica que nos da el movimiento resultante de la estructura en la historia
del tiempo.

Fig. 1.1.4 Formulacion del modelo matematico; 1. Aerodinamica, 2. Elastica, 3. Dinamica, 4. Mecanica de wuelo, 5.
Aeroelasticidad estatica, 6. Dinamica estructural, 7. Aeroelasticidad dinamica.

Existen dos tipos de comportamiento dinAmico de primordial importancia en
aplicaciones estructurales, los cuales son: vibracion libre y vibracion forzada. El primero
viene siendo el movimiento resultante de las condiciones iniciales dadas, donde las
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e
entrada al sistema de fuerzas externas. La fase de analisis de investigacion dinamica
se puede resumir en tres pasos: la definicion del modelo analitico, la formulacion del

modelo matematico y la solucion de este o respuesta dinamica.
Las ecuaciones de movimiento definen el comportamiento dindmico, y existen

principalmente, tres formas de generarlas:

a) Planteando el equilibrio dinamico a través de la segunda ley de newton y del

principio de D" Alambert.
b) Aplicando el principio de los desplazamientos virtuales.
c) Haciendo uso del principio de Hamilton, o bien, de las ecuaciones de Lagrange.

1.2.1 SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD.

1211 GRADOS DE LIBERTAD.

En dindmica estructural el nUmero de coordenadas independientes necesarias para
especificar la configuracién o posicion de un sistema en un tiempo dado es llamado
grados de libertad.

é—-w

% Flth——q

¥ Y 78 V74
(o} (c}

Fig. 1.2.1 Estructuras modeladas como sistemas de un grado de libertad; a) Viga simplemente apoyada con carga

puntual, b) Viga empotrada con carga uniformemente distribuida, c) Marco con carga puntual

En general, una estructura continua tiene un nimero infinito de grados de libertad. Sin
embargo el proceso de idealizacion o seleccién de un modelo matematico permite la
reduccion de grados de libertad en un nimero pequefio de ellos y en algunos casos a
solo un grado de libertad (figura 1.2.1).
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Fig. 1.2.2 Modelo matematico para un sistema de un grado de libertad
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................. modelo. - ma ICO - M --este . cuenta-con--los.-sigulentes. - ...................
elementos: (1) un elemento masa m que representa la masa y las caracteristicas
inerciales de la estructura; (2) un elemento resorte k que representa la fuerza elastica y
la capacidad de energia potencial de la estructura ; (3) un elemento amortiguador ¢
representando las perdidas de energia y las fuerzas de friccion de la estructura; y (4) un
fuerza de excitacion f (t) que representa las fuerzas externas que actdan en el sistema.
El modelo mostrado en la figura 1.2.2 asume que cada elemento en el sistema
representa una sola propiedad, si bien, fisicamente no existen estos elementos y debido
a que un modelo mateméatico es solo una idealizacion conceptual de la estructura real,
este nos proporcionar informacién limitada del comportamiento del sistema real. Sin
embargo desde un punto de vista practico la informacion que obtenemos del analisis
matematico puede ser suficiente para poder entender la conducta del sistema real.

1.21.2 SISTEMA NO AMORTIGUADO.

Es el sistema de n grados de libertad en donde se desprecia las fuerzas de friccion o
amortiguamiento, se considera al sistema cuando esta en movimiento o vibracion, libre
de la accién de fuerzas externas, bajo estas condiciones, el movimiento del sistema
esta gobernado solo por la influencia de las condiciones iniciales. El sistema no
amortiguado, es usualmente representado como muestra la figura 1.2.3(a), 1.2.3 (b).
Estas dos figuras representan modelos mateméticos que son dinAmicamente
equivalentes. En estos modelos la masa m es sujetada por el resorte k y limitada para
el movimiento rectilineo en alguna de las direcciones.

y LY
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(a) (b)

Fig. 1.2.3 Representacion de modelos matematicos de sistemas masa resorte no amortiguados.
1.21.21 LEYDE NEWTON PARA EL MOVIMIENTO.
Para predecir el desplazamiento o la velocidad de la masa M para cualquier tiempo t,

dadas las condiciones en un tiempo t =0. La relacion analitica entre el desplazamiento,
y, y el tiempo, t, esta dado por la segunda ley de Newton para el movimiento, que

puede ser expresada como:
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componentes en los ejes coordenados X,Y,Z como:

D Fx=ma, (1.2a)
D Fy=ma, (1.2b)
D Fz=ma, (1.2¢c)

La aceleracion es definida como la segunda derivada del vector de posicion con
respecto al tiempo, lo que significa que las ecuaciones (1.2) son ecuaciones
diferenciales; estas ecuaciones son solo aplicables a cuerpos idealizados como
particulas, no obstante la mecénica ha comprobado que las leyes de newton para el
movimiento pueden ser aplicables a cuerpos de dimensiones finitas bajo movimiento de
traslacion. Para el movimiento de un cuerpo rigido que es simétrico al plano en que se
mueve, las ecuaciones de Newton para el movimiento quedan:

> Fx=m(a,), (1.3a)
D Mg =lga (1.3c)

En la ecuaciones anteriores (a;)X y (85)y son las componentes de la aceleracién en
los ejes X y Y; G es el centro de masa del cuerpo; o es la aceleracion angular; |
es el momento de inercia; y ZMG es la suma de momentos de todas las fuerzas
actuando sobre el cuerpo. Las ecuaciones (1.3) son aplicables también a cuerpos
rigidos en rotacion pura. Para este tipo de movimiento, en particular la ecuacion (1.3c)
puede ser reemplazada por:

DM, =@ (1.3d)

En la cual el momento de inercia |, y los momentos M  son determinados con
respecto al eje fijjo de rotacién. EI movimiento de un cuerpo rigido es descrito por dos
ecuaciones vectoriales donde una expresa la relacion entre fuerza y aceleracion del
centro de masa y la otra relaciona los momentos y el movimiento angular del cuerpo.

1.2.1.3 DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE.

Para poder estudiar un problema es aconsejable seguir un método organizado y
sistemético que nos lleve a encontrar una solucién. El primer paso6 y probablemente el
mas importante en el andlisis dinAmico es dibujar un diagrama de cuerpo libre del
sistema. El diagrama de cuerpo libre es un esquema del cuerpo o de una parte del
mismo donde todas las fuerzas externas son mostradas. Para el caso mostrado en la
figura 1.2.4 se describe el diagrama de cuerpo libre de la masa m del oscilador,
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Fig. 1.2.4 Diagramas de cuerpo libre: (a) Sistema de un grado de libertad. (b) Mostrando fuerzas externas. (c)Mostrando

fuerzas internas y externas.

El peso del cuerpo mg y las reacciones normales N, y N, también son mostradas, sin
embargo debido a que el equilibrio es en direccion Y estas no son tomadas en cuenta
dentro de la ecuacion (1.2 b) por lo que nos queda:

—ky=nmy (1.4)

Donde la fuerza del resorte actda en sentido negativo y la aceleracion es indicada por y
donde la doble diéresis indica la segunda derivada con respecto al tiempo.

1.214 PRINCIPIO DE D’ ALEMBERT.

Una alternativa diferente para encontrar la ecuacion (1.4) es haciendo uso del principio
de D’ Alembert que establece que un sistema puede ser puesto en equilibrio dindmico
adicionando a las fuerzas externas una fuerza ficticia conocida como fuerza interna.

.kyﬂ
é >y k klyg ty)=
W+ ky
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S 1 +
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K Y s D w
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T I (e}
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(e
Fig. 1.2.5 Representacion de un oscilador simple y su correspondiente diagrama de cuerpo libre.

La figura 1.2.5(c) muestra el diagrama de cuerpo libre con la fuerza interna my. Esta
fuerza es igual a la masa multiplicada por la aceleracion, y debe ser siempre contraria al
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la suma de fuerzas en direccién Y da directamente:

my + ky = 0 (1.5)

Que naturalmente es equivalente a la ecuacion (1.4). El uso del principio de D’ Alembert
en este caso parece ser sencillo; Pero esto no es el caso para problemas mas
complejos, en los cuales el principio de D’Alembert, en conjunto con el principio del
trabajo virtual constituyen una poderosa herramienta en el analisis.

1.215 SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCCIAL DE MOVIMIENTO.

El siguiente paso es encontrar la solucion de la ecuacion diferencial (1.5). Que es una
ecuacion lineal, de segundo orden, homogénea con coeficientes constantes. Para esta
ecuacion asumimos que la solucion esta dada por

y = Acoswt + Bsenwt (1.6)
Donde A y B son constantes que indican la iniciacion del movimiento, mientras que
® es una cantidad que denota una caracteristica fisica del sistema que sera mostrada
mas adelante. La sustitucion de la ecuacion (1.6) en la ecuacion (1.5) nos da:

(-m»” +k) Acosat =0 (1.7)

Para que esta ecuacion sea satisfecha para cualquier tiempo, el factor en el paréntesis
debe de ser igual a cero de forma que

0’ =— (1.8)

La raiz positiva de la ecuacion (1.8), es conocida como la frecuencia natural del
sistema.

La expresion para la velocidad asi como para la aceleracion se obtienen derivando con

respecto al tiempo la ecuacion (1.6) una y dos veces respectivamente.

%:ﬂ/:—%semHchoswt (1.9)
d%y
- =y = —Aw 2coswt — Bo?sinmt (1.10)
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la ecuacion (1.6) y (1.9), sabemos que en t =0, el desplazamiento y la velocidad seran,
Y, v V, respectivamente de tal modo que si sustituimos los datos antes mencionados
obtenemos:

Yo=A
Vo= Bw

Despejando y sustituyendo estos valores en la ecuacion (1.6) tenemos la expresion del
desplazamiento en y de un sistema simple sin amortiguar como funcién del tiempo t.

y=Yocoswt+@sena>t (1.11)
(0]

122 SISTEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD.

Anteriormente se analizé y se obtuvo una ecuacidén para la respuesta dinamica de
estructuras modeladas como sistemas de un grado de libertad. Solo si la estructura se
mantiene de una sola forma durante el movimiento, el modelo para un grado de libertad
proveera una respuesta dindmica exacta. De tal forma que cuando la estructura tome
mas de una sola forma durante el movimiento, la solucién obtenida del modelo de un
grado de libertad sera aproximada pero no exacta al verdadero comportamiento
dindmico.

Las estructuras no siempre pueden ser representadas por un modelo de un solo grado
de libertad y, en general, deben de ser representadas por un modelo de varios grados
de libertad. De hecho, las estructuras son sistemas continuos y como tal poseen un
infinito nimero de grados de libertad. Existen métodos analiticos para describir el
comportamiento dinAmico de las estructuras que poseen geometrias regulares y
propiedades del material uniforme. Estos métodos, aunque nos dan informacién
relevante para el modelado de las estructuras, son bastante complejos y son solo
aplicables a estructuras relativamente simples. Estos métodos requieren un analisis
matematico considerable, incluyendo la solucién de ecuaciones diferenciales parciales.
Para el presente se considerara uno de los mas practicos tipos de estructuras de varios
grados de libertad, llamado el edificio cortante de varios pisos.

1.22.1 ECUACION DE RIGIDEZ PARA EL EDIFICIO CORTANTE.

Un edificio cortante puede ser definido como una estructura que no tiene rotacién en
ninguna de las secciones horizontales de sus pisos. La deflexion del edificio puede
tomar diferentes formas, asemejandose a una viga en cantiliver que es deflectada solo
por fuerzas cortantes, de aqui su nombre de edificio cortante.

10
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Fig. 1.2.6 Representacion de un edificio cortante.

Para realizar tal deflexion en un edificio, debemos asumir que: (1) la masa total de la
estructura esta concentrada en los diferentes niveles de los pisos; (2) las vigas de los
pisos son infinitamente rigidas comparadas con las columnas; y (3) la deformacion de la
estructura es independiente de las fuerzas axiales que se presentan en las columnas.
Estas consideraciones transforman el problema de una estructura con un namero
infinito de grados de libertad a una estructura que tiene tantos grados de libertad como
pisos tenga el edificio. Para ejemplificar lo anterior en la figura 1.2.6 se muestra una
estructura modelada como un edificio de 3 pisos que por lo tanto tendrd 3 grados de
libertad, esto es, un desplazamiento horizontal por cada piso del edificio.

Falt) F;,(:)—E"__]-—mas'?a
kalys = va)
Fyle) Fylr) M,y
ko ly, — ¥q)
Fy (o) Filn) my
Ky vy
(a) (b)

Fig. 1.2.7 Representacion de un edificio cortante como columna simple

Noétese que la figura 1.2.6 es solo una forma de representar el edificio cortante, ya que
en realidad se puede representar de diferentes formas; una de ellas es idealizar como
solo una columna el sistema (figura 1.2.7 a), o sea, colocando masas concentradas en
cada uno de los niveles con el entendimiento de que solo los desplazamientos
horizontales son posibles para estas masas. Otra alternativa es adoptar un sistema
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resorte ki mostrado entre cada una de las masas es la fuerza requerida para producir
un desplazamiento relativo entre dos niveles de pisos.
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"
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Fig. 1.2.8 Modelo masas — resortes representando un edificio cortante

Para una columna uniforme con sus dos apoyos empotrados, la constante de rigidez
esta dada por:
_12El

k E

Y para una columna con un apoyo empotrado y otro simplemente apoyado la constante
esta dada por:
_ 3H

k E

Donde E es el modulo de elasticidad del material, | es el momento de inercia de la
seccion transversal, y L es la longitud de la columna.

Debe ser claro que las tres representaciones mostradas en las figuras 1.2.6 a 1.2.8 son
equivalentes. Por consiguiente, las siguientes ecuaciones de movimiento para un
edificio cortante de tres pisos son obtenidas de cualquiera de los diagramas de cuerpo
libre de las figuras anteriores y realizando la sumatoria de fuerzas que actian sobre
cada masa e igualandola a cero. Obteniendo:

my, +kY, —k (¥,—y,)-F(t)=0
My, + K (¥, — %) -k (¥ - ¥,) - F,(t)=0
nEy3+k3(y3_y2)—F3(t)=0

Este sistema de ecuaciones puede ser representado en notacion matricial como:

M1y} +[K]{y}=[F] (1.12)
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m O O
[M]=|0 m, O (1.13)
0 0 m

[K]=| -k, ky+ks —k, (1.14)

Y {y}.{¥} y {F}son el desplazamiento, aceleracion y el vector de fuerza
respectivamente y estan dados por:

Vi Yi Fl(t)
Y= Y2 Y} =] % |.{F} =| R:(1) (1.15)
y3 y3 FS(t)

Se debe observar que la matriz de masas, ecuacion (1.13), es una matriz diagonal
(donde los elementos de la diagonal principal son los Unicos diferentes de cero). Los
elementos de la matriz de rigidéz, ecuacién (1.14), son designados como coeficientes
de rigidéz.

1.2.2.2 ECUACION DE FLEXIBILIDAD PARA EL EDIFICIO CORTANTE.

Una alternativa aproximada en el desarrollo de la ecuacion de movimiento de una
estructura es la formulacion de la flexibilidad. En esta aproximacion, las propiedades
elasticas de la estructura son descritas por los coeficientes de flexibilidad, los cuales
estan definidos como las deflexiones producidas por una unidad de carga aplicada en
un eje.

f f f
' <L _33_] D3,
| ! /
| | !
| | I /
' [l ool ty |
} 2.'4' 7_"7_;._1.’ __3_’4
| | / /
| | / fl
| 7| ] ; £l
1 nyl : 12/ 13
II l’ ’l /
/ / / /
/ / / /
/ / /
Y /4 7 MJV 7 7 //79
(a) {b} {c)

Fig. 1.2.9 Coeficientes de flexibilidad para un edificio cortante de tres pisos
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superposicion, podemos decir que el desplazamiento en cualquier direccion es igual a
la suma del producto de los coeficientes de flexibilidad en cada eje multiplicados por la
fuerza correspondiente.

My,
h
Falt)=p
myy,
h
myy
‘m
Fot)l=p

Fig. 1.2.10 Fuerzas actuando en un edificio cortante

Las fuerzas mencionas anteriormente que se encuentran actuando sobre el edificio
cortante de tres niveles (incluyendo las fuerzas internas) son mostradas en la figura
1.2.10 Por lo tanto, los desplazamientos del edificio pueden ser expresados en términos
de los coeficientes de flexibilidad como

Yi :(Fl(t)_mlyl) f11+(F2(t)_mzyz) f12 +(F3(t)_rr5y3) f13

Yi :(Fl(t)_myl) f21+(F2 (t)_mzyz) fzz +(F3(t)_n5y3) f23
Yi :(Fl(t)_myl) f31+(F2(t)_mzyz) f32 +( F3(t)_rr5y3) f33

Reordenado los términos en estas ecuaciones Yy utilizando notacion matricial,
obtenemos:

i =[fI{F}-[flIM]{¥} (1.16)

Donde [M ]es la matriz de masas, ecuacion (1.13), [ f | es la matriz de flexibilidad dada

por:
fll le f13

[f]=|fa Tz fx (1.17)
f31 f32 f33

Y {y}. {¥} y {F}son los vectores de desplazamiento, aceleracion y fuerza
respectivamente mostrados en la ecuacion (1.15).
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La definicion dada para los coeficientes de rigidez y flexibilidad esta basada en
consideraciones estaticas en las cuales el desplazamiento es producido por fuerzas
estaticas. La relacion entre las fuerzas estéticas y los desplazamientos pueden ser
obtenidos por medio de las ecuaciones (1.12) o (1.16) al igualar a cero el vector
aceleracion {Yy}, de tal modo que:

[K{y}={F} (1.18)
[FH{F} =1y} (1.19)

De esta relacion se entiende que la matriz de rigidez [K] y la de flexibilidad [ f ]son
matrices inversas una de la otra, de forma que:

[K]=[f]" (1.20 a)
[f]=[K]" (1.20 b)

Por consiguiente, la matriz de flexibilidad [ f] puede ser obtenida de ambas formas, por
medio del célculo de la inversa de la matriz de rigidez o directamente del concepto de
coeficientes de flexibilidad.

1.22.4 VIBRACION LIBRE DE UN EDIFICIO CORTANTE.

Cuando la vibracion libre esta bajo consideracion, la estructura no esta sujeta a ninguna
excitacion externa y el movimiento es solo gobernado por las condiciones iniciales. El
analisis de la estructura en movimiento libre provee las mas importantes propiedades
dindmicas de dicha estructura las cuales son la frecuencia natural y los
correspondientes modos de vibracion.

1.22.41 FRECUENCIAS NATURALES Y MODOS NORMALES.

El problema de la vibracion libre requiere que el vector de fuerza {F} sea igual a cero
en las ecuaciones de rigidez (1.12) y flexibilidad (1.16). Para la ecuacion de rigidez con
{F} =0, tenemos:

[M]{y}+[K]{y}=0 (1.21)

Para vibracion libre de estructuras sin amortiguar, asumimos que las soluciones de la
ecuacion (1.21) sonde la forma:

y. =asen(ot-a), i=12,..,n
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Donde & es la amplitud de movimiento del plano i y n es el nimero de grados de
libertad. La substitucion de la ecuacion (1.22) en la ecuacion (1.21) muestra

—w®[M]{a} sen(wt —a)+[k]|{a} sen(wt —a) ={0}

O reordenando términos

[[K]-w?[M]]{a}={0} (1.23)

Para el caso general, la ecuacion es puesta para nsistemas algebraicos homogéneos
de una ecuacion lineal con n desplazamientos desconocidos &, y un parametro
desconocido w®. La formulacién de la ecuacién (1.23) es un importante problema
matematico conocido como un eigenproblema. Donde existe una solucion trivial, esto
es, la solucion para el cual no todos los valores a =0, para esto se requiere que el
determinante de la matriz {a} sea igual a creo; por lo tanto:

[K]-e’[M]=0 (1.24)

En general, la ecuacién (1.24) resulta una ecuacion polinomial de grado n en o el
cual debe ser satisfecho por n valores de w”. Este polinomio es conocido como la
ecuacion caracteristica del sistema. Para cada uno de los valores de »® que satisfagan
la ecuacion (1.24), podremos resolver la ecuacion (1.23) para a,, a,,..., @, en términos
de una constante arbitraria.

Anélogamente, para la formulacion de flexibilidad en vibracion libre, de la ecuacion
(1.16), igualando {F} =0, tenemos que:

[ f[M]{y} =10} (1.25)

Asumimos de nuevo que el movimiento arménico esta dado por la ecuacion (1.22)
substituyéndola en la ecuacion (1.25) para obtener:

(al=w?[f][M]{a) (1.26)

O bien

¥ .{a}=[D]{a) (1.27)
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[D]=[f][M] (1.28)

Por lo que la ecuacioén (1.27) puede también ser escrita como:
[[D]—%)Z[I]}{a}:o (1.29)

Donde [I ] es la matriz unitaria. Para no tener una solucion trivial de la ecuacion (1.29),
se requiere que el determinante de la matriz {a} sea igual a cero, esto es:

[D]- .[1]=0 (1.30

La ecuacion (1.30) es un polinomio de grado n en J/a)z . Este polinomio es la ecuacion
caracteristica del sistema para la formulacién de flexibilidad. Para cada una de las n
soluciones de (]/a)z) de la ecuacion (1.30), podemos obtener de la ecuacion (1.29) las
soluciones correspondientes para las amplitudes @ en términos de una constante

arbitraria.

1.3 METODO DE FOTOELASTICIDAD

1.3.1 RELACION DE LA LUZY LA OPTICA CON LA FOTOELASTICIDAD
1.3.1.1 TEORIA DE LA LUZ.

El fendmeno de la luz ha atraido la atencion desde los tiempos mas tempranos de la
historia. Empedocles (484 - 424 a.c.) sugirié que la luz tomaba cierto tiempo para viajar
de un punto a otro; sin embargo, Aristoteles (384 — 130 a.c.) desecho esta idea dado
gue se debian asumir muchas cosas, las ideas de Aristdteles concernientes a la
naturaleza de la luz persisti6 por aproximadamente 2000 afios. En el siglo XVII,
Huygens (1629 — 1695 d.c.) y Hooke (1635- 1703 d.c.) trataron de explicar algunos de
estos efectos con la “teoria de onda”. En la teoria de onda se hace uso de una masa
hipotética de llamada “El Eter”, la cual fue asumida para ocupar todo el espacio.
Inicialmente, la propagacion de la luz fue asimilada como un disturbio longitudinal
moviéndose a través del éter. La idea de ondas secundarias, en el que cada punto en
un frente de onda podia ser remitido como una nueva fuente de onda, fue propuesta por
Huygens para explicar la refracciébn. Al mismo tiempo Newton (1642 — 1727 d.c.)
propuso su teoria corplscula en la que la luz es visualizada como un flujo de pequefias
pero rapidas emanaciones de particulas hacia cuerpos brillantes. Esta teoria fue
aplicable a la mayoria de los efectos Opticos observados en ese tiempo. El mayor paso
dado en la teoria de la luz fue dado por Maxwell (1831 — 1879 d.c.). Su teoria
electromagnética predice la presencia de dos vectores de campo en las ondas de luz,
un campo eléctrico y el otro magnético. La teoria de ondas electromagnéticas también
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La teoria electromagnética de Maxwell establece que la luz es un disturbio
electromagnético donde la perturbacion puede ser expresada como un vector de luz
gue es normal a la direccion de propagacion. En el caso de luz ordinaria emitida, por
ejemplo, de un bulbo de filamento de tungsteno, el vector de luz no es restringido en
ningun sentido y puede ser considerado a ser compuesto de un nimero arbitrario de
vibraciones transversales, como es ilustrado en la figura 1.3.1.

Z
Fig. 1.3.1 Vectores de luz aleatorios asociados con luz ordinaria

Desde que la perturbacién produjo luz, puede ser considerada como un movimiento de
onda, haciendo posible expresar la amplitud del vector de luz en términos de la solucion
de la ecuacion de onda de una dimension.

a=f(z-ct)+g(z+ct) (1.31)

Donde A es la amplitud del vector de luz o una de sus componentes, zes la posicidén a
través del eje de propagacion, t el tiempo y ces la velocidad de propagacion (3 x 10%
cm. /seg. en vacio).

Una descripcion simple del efecto de foto elasticidad es obtenido considerando una
componente senosoidal de la propagacion de la luz en direccibn positiva de z.
Pudiendo rescribir la ecuacioén (1.31) como:

a= f(z—ct):asen%(z—ct) (1.32)

Una presentacion grafica de la amplitud del vector de luz (o una de sus componentes)
propagandose a lo largo del eje positivo z es mostrado en la figura 1.3.2.
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Fig. 1.3.2 Amplitud del vector de luz como una funcién de la posicion a través del eje de propagacion

La distancia de pico a pico en la grafica de la amplitud senosoidal del vector de luz es
definido como la longitud de onda A . El tiempo requerido para pasar de pico a pico en
un valor definido de z es definido como el periodo T y esta dado por

A
T=— (a)
c
La frecuencia del vector de luz o de una de sus componentes esta definido por el

nimero de oscilaciones de la amplitud por segundo. Asi la frecuencia f esta dada por
elinverso del periodo

f= (b)

=

El color de la luz que el ojo puede reconocer esta determinado por la frecuencia de las
componentes del vector de luz. Los colores que estan en el intervalo del espectro visible
van desde el rojo profundo, con una frecuencia de 390 x 10” cps, al violeta profundo,
con una frecuencia de 770 x 10” cps. Si bien la mayoria de las investigaciones foto
elasticas estan desarrolladas dentro de la porcion visible del espectro, los principios de
foto elasticidad son validos dentro de la region infrarroja y ultravioleta de energia
radiante.

Cuando el vector de luz esta compuesto de vibraciones A, A,, A, etc., las cuales tienen
la misma frecuencia, el color observado por el ojo, en orden de mayor a menor
frecuencia, son violeta, indigo, azul, verde, amarillo, anaranjado y rojo. Cuando las
componentes del vector de luz estan a diferentes frecuencias, los colores se
encuentran combinados y el ojo reconoce esta mezcla como luz blanca.

1.3.1.2 LUZ POLARIZADA.

Desde un punto el punto de vista clasico de la fisica, la luz ordinaria se conforma de
ondas electromagnéticas cuyas vibraciones son transversales a la direccion de
propagacion. Cuando el patron de vibracion de la onda electro magnética muestra
alguna preferencia como la direccidn transversal de la vibracion, entonces la luz se dice
que esta polarizada. Existen tres diferentes formas de luz polarizada. Nos podemos
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especiales; sin embargo, debido a la importancia de esto en el entendimiento basico a
la foto elasticidad, cada tipo de luz polarizada ser& discutida con detalle.

1. La luz polarizada plana es obtenida por la restriccién del vector de luz a la vibracién en
un plano conocido como el plano de polarizacion, como se ilustra en la figura 1.3.3.

2. La luz polarizada circularmente se obtiene cuando la punta del vector de luz describe
una hélice circular cuando la luz se propaga a través del eje Z, como se muestra en la
figura 1.3.4.

3. La luz elipticamente polarizada se puede obtiene cuando la punta del vector de luz
describe un hélice eliptica cuando la luz se propaga bajo el eje Z.

A

3
Punta del vector de luz propagandose
en una curva senosoidal

AN
BIAVAVAVAY

/ \Plano de polarizacion

Fig. 1.3.3 Luz polarizada planamente

—

Vector de luz

Helice circular

Fig. 1.3.4 Luz polarizada circularmente

En realidad, la polarizacion eliptica describe las condiciones generales de la luz
polarizada, y la luz polarizada plana y circularmente son casos especiales. Considere
que el mayor y menor eje de un elipse esta denotado por a y b. Cuandoa=Db, la luz
polarizada elipticamente se vuelve polarizacion circular. También, si a=0y b es finito,
la luz polarizada elipticamente cambia a polarizacion plana, con el plano yz como el
plano de polarizacion. Finalmente, si b=0 y a es un nimero finito, la luz es polarizada
en forma plana, pero ahora con el plano Xz como el plano de polarizacion.
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elipticamente requiere el uso de dos elementos épticos.

1.3.1.3 POLARIZADOR PLANO.

Los polarizadores planos son elementos épticos que absorben las componentes del
vector de luz que no oscilan en la direccién del eje de polarizacion. Cuando un vector
de luz pasa a través de un polarizador plano, este elemento Optico absorbe las
componentes del vector de luz que son perpendiculares al eje de polarizacion y
transmite la componente paralela, como se muestra en la figura 1.3.5.

Eje de polarizacion

L

Vector de

-Plano de polarizacion

Fig. 1.3.5 Absorcién y transmision caracteristicas de un polarizador plano

Si el polarizador plano esta fijo en cualquier punto a lo largo del eje de z, la ecuacion
para la amplitud del vector de luz es dada en la ecuacion (1.32) y puede ser escrita
como:
A=asin ﬁct
A
Que puede ser simplificada usando (a) y (b) a
A=asen2r ft =asenwt (1.33)

Donde w =27 f , es la frecuencia circular de la luz. La componente del vector de luz
gue es absorbida y tramitada es:

A =asenot e

1.34
A =a sen ot cosd (1.34)

Donde 6 es el angulo entre el eje de polarizacion y el vector de luz.
En los primeros dias de la foto elasticidad la produccion de luz plana polarizada fue un
problema dificil, y como consecuencia un gran nimero de métodos fueron empleados,
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.................. vidrio, y-el-prisma-de -Nicol. Sin.embargo-estos metodos -de produccion.de luz-polarizada - --.-....-..........
plana han sido principalmente desplazados con la llegada de los filtros polaroid. Estos
filtros tienen la ventaja de proveer un gran campo de buena luz polarizada a un costo
relativamente bajo.

1314 PLACA DE ONDAS.

Ciertos materiales tienen la capacidad para descomponer el vector luz en dos
componentes ortogonales y, también, también para transmitir cada uno de estos
componentes a diferentes velocidades. Un material que tiene esta propiedad se le
denomina doblemente reflejante. La placa doblemente reflejante ilustrada en la figura
1.3.6 tiene dos ejes principales marcados como 1y 2. La transmision de la luz a lo largo
del eje 1 ocurre a una velocidad C, y a lo largo del eje 2 a una velocidad c,. Como C, >
C,, eleje 1 a menudo es llamado el eje rapido y el 2 el eje lento.

Eje 2
Indice de refraccion = 72
Velocidad de propagacion = €2

Indice de refraccion'= 1,
Velocidad de propagacion = ¢4

Placa de doble refraccion

Fig. 1.3.6 Vector de luz polarizado planamente entrando a una placa doblemente refractante

Si esta placa doblemente reflejante se situara en un campo sobre un plano de luz
polarizada tal que el vector de luz A formara un angulo 8 con el eje 1 (el eje rapido),
entonces en el momento en que la placa entra y toca la luz, el vector se dividira en dos
componentes A, y A, alo largo de los ejes 1y 2, respectivamente. Las magnitudes de
los componentes individuales de A, y A, estan dadas por:

A, = Acosp =acosd sewt cosf =k serwt cosp (1.35 a)

A, =Asens =acoso sewt senf =k serwt sens (1.35 b)

Donde k=acosd . Las componentes de la luz A, y A, viajan a través de la placa
con diferentes velocidades C, y C, respectivamente. Por esta diferencia, las dos
componentes surgirdn de la placa en diferentes tiempos. En otras palabras, una
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relativa entre las dos componentes, como se muestra en la figura 1.3.7. Para obtener

esta fase, se considera la retardacion angular para cada componente, como se muestra
en seqguida:

2
A= _ﬂh (n1 - n)
A (1.36 a)
A, =——(n,—n) (1.36 b)

Donde n es el indice de refraccién del aire.

Ay =5 cos £ sin %Z(z—c,r)
[ Arp=bsin Bsin £ (2 -c, )

A 2mh
__:l iTA_T(”i‘ﬂz)
"~ Defasamiento

Fig. 1.3.7 Retraso producido por una placa de onda

La diferencia entre A, —A, representa la fase de cambio o la diferencia entre las dos
componentes de la luz cuando estas surgen desde la placa de onda. Por lo que.

2rch
A=A -A, :T(nl_nz) (1.37)

La fase de cambio relativa A producida por una placa doblemente reflejante es
dependiente del espesor h, del ancho de onda de la luz 1 , y de las propiedades de la
placa descritas por (n, —n,). Cuando la placa doblemente reflejante es disefiada para
dar un retardo angular de 7 /2, se le suele llamar como placa de cuarto de onda. Las
placas doblemente reflejante que son disefiadas para dar un retardo angular de 7 y 27
son conocidas como placas de media onda y de onda entera, respectivamente. Cuando
se emerge desde una placa de onda general exhibiendo un retraso en A, las dos
componentes de la luz se describen por estas ecuaciones:

A, =kcosp sent+A) (1.38 a)
A, = ksen st (1.38 b)
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A =[A7 + A] =ki[sin*(at + A)cos” frsinotsin’p ) oo

Asi como también, el &ngulo que crea el vector de luz emergente con el eje 1 (el eje
répido) esta dado por:

Al sinwt

A, sin(ot+A)

an
(1.40)

Por esto, es claro que tanto la amplitud como la rotacion del vector de luz emergente
pueden ser controladas por una placa de onda. Los factores que los controlan son la
fase relativa de diferencia A y la orientacion de angulo £ .

1.3.15 ACONDICIONAMIENTO DE LUZ PARA UNA SERIE DE COMBINACIONES DE
UN POLARIZADOR LINEAL Y UNA PLACA DE ONDA.

Las ecuaciones para la amplitud y la direccion del vector de luz que emergen de una
serie de combinaciones de polarizadores lineales y placas de ondas han sido
presentadas anteriormente [ecuacion (1.39) y (1.40)]. La luz que emerge de esta
combinacién de elementos Opticos es siempre polarizada; sin embargo, el tipo de
polarizacion puede ser plana, circular, o eliptica. Los factores que controlan el tipo de
polarizacion de la luz producida por estas combinaciones son las diferentes fases de A
impuestas por la placa de onda y el angulo de orientacion [ . Los tres casos bien
definidos que existen son:

1. LUZ POLARIZADA PLANA

Si el angulo # es colocado en cero y la retardacion relativa A no esta restringida en
ningln sentido, Las ecuaciones de amplitud y direccion del vector emergente de luz,
[ecuaciones (1.39) y (1.40)], pueden ser expresadas como:

A =ksen(@t +A)
A =0 (1.41)

Como 4 =0, el vector de luz no es girado cuando pasa por la placa de onda; por tal
motivo la luz que emerge es aun polarizada en forma plana. La placa de onda en esta
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2. LUZ POLARIZADA CIRCULARMENTE

Si una placa de onda es escogida de tal forma que A=7/2 y B es colocado en /4,
Las ecuaciones de amplitud del vector de luz emergente estaran dadas por:

A’:%x/sinza)t+cosza)t =£22k (1.42)

Asi pues, el vector de luz que emerge tiene una constante de amplitud. Empleando la
ecuacion (1.48) es posible mostrar que:

tany = tanwt
y =t (1.43)

La ecuacion (1.43) muestra que el &ngulo de salida incrementa con t. Por su parte la
ecuacion (1.42) indica que la amplitud del vector de luz es una constante independiente
de t. Por esta razon la punta del vector de luz forma un circulo. Como la luz se
propaga a lo largo del eje z, este circulo es convertido en una hélice circular con el eje
coincidiendo con z.

3. LUZ POLARIZADA ELIPTICAMENTE

Si un cuarto de placa de onda (A=7/2) es elegiday B8 es colocada a cualquier angulo
exceptuando 0,7 /4, /2, o multiplos de ellos, por medio de la ecuacion (1.39) el vector
de luz emergente tendra una amplitud que estara dado por

A =kyJcos’wtcos? f +sin‘wtsin® (1.44 a)

Y el angulo del vector que emerge estara dado por

1.3.1.6 ARREGLO DE ELEMENTOS OPTICOS EN UN POLARISCOPIO.

A. POLARISCOPIO PLANO

El polariscopio plano es el sistema Optico mas simple usado en fotoelasticidad, consiste
en dos polarizadores lineales y una fuente de luz organizadas en la forma en que la
figura 1.3.8a lo presenta.
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Fig. 1.3.8 Arreglo de elementos opticos

El polarizador lineal mas cercano a la fuente de luz es llamado el polarizador, mientras
gue el segundo polarizador lineal es conocido como el analizador. En el polariscopio
plano los dos ejes de polarizacion estan siempre cruzados, por eso ninguna luz es
transmitida a través del analizador, y este sistema éptico produce un campo oscuro.
Cuando opera el sistema un modelo fotoeldstico es insertado entre los elementos
cruzados y vistos a través del analizador.

B. POLARISCOPIO CIRCULAR

Como su nombre lo dice, el polariscopio circular emplea luz polarizada circularmente; de
tal forma que, el aparato fotoelastico contiene cuatro elementos Opticos y una fuente de
luz, la cual se ilustra en la figura 1.3.8b.

El primer elemento seguido de la fuente de luz es el polarizador. Este convierte la luz
ordinaria en luz de polarizacion plana. El segundo elemento es un cuarto de placa de
onda situado a un angulo 8 =z /4 al plano de polarizacion. Este cuarto de placa de
onda convierte la luz planamente polarizada en luz de polarizacion circular. El segundo
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cuarto-de.placa de onda.-El proposito. de este elemento es convertir la [uz.circularmente
polarizada en luz planamente polarizada, la cual esta otra vez vibrando en el plano
vertical. El altimo elemento es el analizador, que esta en el eje de polarizacion en el
plano horizontal y su propésito es apagar la luz. Esta serie de elementos Opticos
constituyen un arreglo estandar para un polariscopio circular, y esto produce un campo
oscuro. En realidad es posible tener cuatro arreglos de elementos O6pticos en el
polariscopio, dependiendo de si el polarizador y el cuarto de placa de onda esta cruzado
o paralelo. Estos cuatro arreglos opticos estan descritos en la tabla 1.3.1.

Tabla 1.3.1 Arreglo de elementos en un polariscopio circular.

Arreglo Placas de Cuarto de Onda Polarizador y Analizador Campo
A* Cruzado Cruzado Oscuro
B Cruzado Paralelo Luminoso
C Paralelo Cruzado Luminoso
D Paralelo Paralelo Oscuro
1.3.2 TEORIO DE FOTOELASTICIDAD
1.32.1 LEY DEL ESFUERZO OPTICO EN DOS DIMENSIONES PARA UNA

INCIDENCIA NORMAL.

Se considera un modelo fotoelastico bidimensional maquinado a partir de una lamina
apropiada de plastico transparente. Inicialmente, el modelo se encuentra en un estado
libre de esfuerzos y muestra un indice de refaccion n, el cual es el mismo en todos los
puntos y todos los planos de modelo. Sin embargo, cuando un sistema de cargas es
colocado en el modelo, un estado bidimensional de esfuerzos es inducido, el cual
cambia sus propiedades Opticas. El modelo se vuelve doblemente reflejante y muestra
propiedades semejantes a las de las placas de onda, descritas en los pérrafos
anteriores. Los ejes principales de esfuerzos en cualquier punto en el modelo se
vuelven el eje rdpido y el eje lento de la placa; por esta razon es aparente que los
indices de refraccion del modelo hayan cambiado en relacion al sistema de esfuerzos
aplicado al mismo. Esta es la propiedad Optica tan inusual en la cual los fundamentos
de la foto elasticidad estan basados. El polariscopio es simplemente un instrumento
optico que mide los cambios del indice de refraccion.

La teoria que relaciona los cambios del indice de refraccién al estado de esfuerzos es
debida a Maxwell, quien reporto este fendbmeno en 1853. Maxwell noté que los cambios
en lo indices de refraccidon eran linealmente proporcionales a los esfuerzos inducidos en
el modelo y dedujo estas relaciones:

n—n,=¢co,+Co,
n,-n,=Co,+Co,

(1.45)

27
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respectivamente, C, y C, son los coeficientes de esfuerzos opticos.
Si las ecuaciones (1.45) presentadas anteriormente son restadas para eliminar n,
tenemos

n-n,=(c,-c,)(o,-0,) (1.46)

Recordando que un modelo fotoelastico con esfuerzos se comporta temporalmente
como una placa de onda con las propiedades O6pticas que fueron descritas por la
diferencia de los indices de refraccion n, —n, en la ecuacion (1.41) la ecuacion (1.46) se
convierte en:

_2zh

A=20
A

(¢-¢)(o,—0,) (1.47)
Si el coeficiente de esfuerzos oOpticos relativos C, —C, es igualado a c, la retardacion
relativa A esta dada por:

_ 2rhe
A

A (0,-0,) (1.48)

Donde C es expresada en términos de Brewsters (1 Brewster =10cn?/dina). La
ecuacion (1.48) es la notacion clasica de la ley de esfuerzos oOpticos. La retardacion
relativa A es linealmente proporcional a la diferencia entre los esfuerzos principales
(01—02). El coeficiente de esfuerzo relativo Cc es una propiedad del material que
depende de la seleccion del material empleado en la fabricacion del modelo foto
elastico. Asi como también, el atraso relativo es linealmente proporcional al espesor del
modelo h e inversamente proporcional a la longitud de onda de la luz que pasa a través
del modelo.

Las unidades asociadas con el Brewsters no son cominmente empleadas en la practica
de la ingenieria, es conveniente reescribir la ecuacién (1.48) y redefinir ciertas
cantidades, como se muestra enseguida

(0-1_0-2) :% (149)

Donde N =A/2zr es el retraso relativo en términos de un ciclo completo de atraso 27,
f =2/c es el valor de la franja del material en psi-iny h es el espesor del modelo en
pulgadas. Es inmediatamente apreciable que de la ecuacion (1.49) la diferencia de
(6,-0,) en un modelo bidimensional puede ser determinada si el atraso relativo
N puede ser medido, y si el valor de la franja del material puede ser establecido por
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Si un modelo foto elastico muestra un comportamiento completamente elastico, la
diferencia en las principales deformaciones (51—52) también puede medirse
estableciéndole orden de la franja N . Las ecuaciones para la de deformacion estan

dadas por:
1
& = E(O'l -v0o,) (1.50 a)
1
&, = E(G2 —-v0,) (1.50 b)
£,—&,= H?U(O'l vo,) (1.51)

Y sustituyendo la ecuacion (1.51) en la (1.49) se obtiene

Nf E
=——(&-¢,)
h 1+v (1.52)

Si la ecuacion anterior la reescribimos como

Nf
&= (51 _52)
(1.53)
Es claro que tenemos que
f = 1+v f
E (1.54)

Donde f es el valor de la franja del material expresada en términos de deformacion.
Para un modelo foto elastico perfectamente eldstico, la determinacion de N es
suficiente para establecer ambas (01—02) y (51—82) si tres de estas propiedades del
material E,v,f o f son conocidas. Sin embargo, muchos materiales fotoelasticos
tienen propiedades viscoelasticas, y la ecuacion (1.54) no siempre es valida.

1.32.2 EFECTOS DE UN MODELO SOMETIDO A ESFUERZOS EN UN
POLARISCOPIO PLANO.

Se considera primero el caso de modelo sometido a esfuerzos dentro de un campo de
un polariscopio plano que coincide de forma normal con el eje del polariscopio, como se
ilustra en la figura 1.3.9.
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Fig. 1.3.9 Modelo fotoelastico en un plano polarizado.

Se debe notar que la direccién del esfuerzo principal en este punto del modelo esta bajo
la consideracion de que crea un angulo a con lo ejes de polarizacion del polariscopio.
A continuacion, se considera que la luz emerge del polarizador y se propaga a través
del modelo y el analizador. De acuerdo De acuerdo con la ecuacion (1.33), la luz
emerge desde el polarizador en un estado de plano polarizado, vibrando en el plano
vertical con una amplitud que varia con el tiempo de la siguiente forma:

A=ksinhwt
Eje de polarizacion
4

Direccion
de 0_2

Direccion
de 0y

Modelo

Fig. 1.3.10 Acercamiento de los vectores de luz cuando entran a un modelo en un plano polarizado.

Esta luz del plano polarizado entra en el modelo como se muestra en la figura 1.3.10
Desde que el modelo sometido a esfuerzos muestra las propiedades 6pticas de una
placa de onda, el vector luz que colisiona puede resolverse en sus dos componentes A
y A, como se muestra a continuacion:
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Estas dos componentes del vector de luz se propagan a través del modelo sometido a
esfuerzos a diferentes velocidades, y como consecuencia las dos componentes se
encuentran fuera de fase cuando emergen del modelo. La diferencia relativa entre las

dos componentes esta dada por la ecuacion (1.49) como:

A:zﬂN:fL(al_az) (1.56)

Si esta fase relativa es dividida igualmente entre las dos componentes A y A, (A/2
sumado a la componente A y restando A/2 a la componente A,), las amplitudes de
las componentes del vector de luz que emergen desde el modelo se vuelven:

A =kcosa sin(a;t+%j
(1.57)

A - ksinasin(cot—%j

Luego las componentes A’y A, se propagan fuera de fase por un angulo A hasta que
alcanzan el analizador. Estas entran en el analizador de la manera mostrada en la figura
1.3.11.

/£~ Eje de polarizacion

Iy

Direccion
} } de &3
Direccion
de 0_1 /”’
5
I 142
I -
| -~
|57
|
oA |
?—J o A"‘
r i
42 Eje del
analizador

Fig. 1.3.11 Componentes del vector de luz que son trasmitidas a través del analizador de un plano polarizado

Las componentes de la luz A’ y A, son resueltas cuando entran al analizador como
componentes horizontales, A’ y A’ como componentes verticales. Desde que la
componente vertical se absorbe por causa de las caracteristicas del polarizador lineal
del plato analizador, estas no fueron mostradas en la figura 1.3.11 Las componentes
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A=A -A'=A cosa - Asna (1.58)
Substituyendo la ecuacion, (1.57) en (1.58) hace claro que

A=Kksina cosa {sin(wt—%}—sin(mtﬁtgﬂ (1.59)

A través del uso de identidades trigpnométricas la ecuacion (1.59) se reduce a:
. A
A=-ksin2x coswtsmE (1.60)

La intensidad de la luz como la percibe el ojo humano es proporcional al cuadrado de la
amplitud del vector de luz emergente del analizador; por esta razén; la intensidad de la
luz emergente | en este punto del modelo se da por:

I =KSin22aCOSZ%COSZa)t (1.61)

Examinando la ecuacion (1.61) podemos observar que la extincion (que es, | = 0)
puede ser alcanzada de tres diferentes maneras:

« CASO 1: EFECTOS POR FRECUENCIA

Cuando cot=[(2n+1)7r]/2, donde n =0, 1, 2, etc., cos’wt =0 y la intensidad | se
vuelve 0, produciendo una condicién de extincion. Sin embargo, la frecuencia circular @
es tan alta (de la magnitud de 10" rad/seg) que el ojo o cualquier otro tipo de equipo
fotografico de alta velocidad existente no puede grabar esta extincion periodica. Por
consecuencia para aplicaciones estaticas foto elasticas este efecto puede ser ignorado
por el completo y la ecuacion (1.61) puede ser escrita como:

I:KsinZZaSinZ% (1.62)

Este efecto puede ser considerado en la determinacion de la frecuencia dinamica de
respuesta del polariscopio cuando es empleado en la solucion de problemas de
impacto. Actualmente, la respuesta dinAmica de un polariscopio es extremadamente
alta (del orden de 10” cps), y a la fecha ningtn problema de esfuerzo dinamico ha
podido ser hecho donde la frecuencia de respuesta del polariscopio se ha encontrado
gue es inadecuada. En vez, de la aplicacion de foto elasticidad dinamica, los problemas
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« CASO 2: EFECTOS POR LAS DIRECCIONES DE LOS ESFUERZOS
PRINCIPALES.

Cuando 2 =nz ,donde n =0, 1, 2, 3, etc., sen“2x =0 y laintensidad | tiende a cero,
produciendo una condicién de extincién. Este hecho implica que cuando a =0, 7/2, o
un multiplo exacto de 7/2, cualquiera de las dos direcciones principales de o, o o,
coinciden con el eje del polarizador. Desde que este andlisis puede ser extendido para
cubrir cada punto en el modelo, todos los puntos en el modelo en donde la extincién
ocurre debido a este efecto pueden ser determinados. Cuando el modelo completo es
visto, el resultado del patrén de franjas donde son centrados los puntos en los cuales
las direcciones de los esfuerzos principales (ya sea o, 0 ¢,) coinciden con los ejes del
polarizador. El patrén de franja producido por el termino del sen*2u en las ecuaciones
(1.61) o (1.62) es conocido como el patron de franja isoclinas. Este patron de franjas
isoclinas es empleado para determinar las direcciones de los esfuerzos principales en
un modelo foto eldstico. Estos representan un importante segmento de los datos que
pueden ser obtenidos en un analisis foto elastico.

« CASO 3: EFECTO DE LA DIFERENCIA PRINCIPAL DE ESFUERZOS.

Cuando A/2 = nz, donde n =0, 1,2, 3, etc., sen’(A/2)=0y laintensidad | tiende
a cero, produciendo una condicion de extincion. Por consecuencia, es claro que cuando
A/27r = n, laextincién ocurre.

Por la ecuacién (1.49) y las antecedentes se puede mostrar que

L heN="Y(0,-0,) (1.63)

[e2

Cuando la diferencia principal de esfuerzos es tal que

fﬂ(al 5,)=012.3 (1.64)

etc., las condiciones para la extincion estan satisfechas. El orden de la extincion (N = 0,
1, 2, 3, etc.) es controlado por la magnitud de la diferencia del esfuerzos principal, por el
espesor del modelo y por la sensibilidad del material foto elastico, como el denotado por
elvalorde f .

En general, la diferencia principal de esfuerzos (61—62) y la direccion del esfuerzo
principal varian desde un punto a otro en el modelo foto elastico. El andlisis presentado
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combinados para obtener un campo completamente cubierto, la lineas de extinciéon
pueden ser obtenidas donde o, -0, = Nfg/h,con N variando como O, 1, 2, 3, etc., y
donde cualquiera de las dos direcciones principales del esfuerzo coinciden con el eje de
polarizacién del polarizador. Estos dos estados de las lineas de extincion son llamados
franja y los dos diferentes patrones de franjas son formados y superpuestos uno sobre
el otro. Las lineas de este primer tipo, se conocen como franjas isocrométicas, son
lineas a lo largo en las cuales (01—02) equivale a una constante dependiendo del
orden de N sobre la franja. El segundo tipo de patrén de franja que esta relacionado a
la direccion de los esfuerzos principales es llamado patron de franja isoclina.
Desafortunadamente estos dos patrones de franjas son superpuestos, como se muestra
en la figura 1.3.12, y su separacion requiere técnicas especiales.
Tedricamente se ha establecido que las franjas isoclinas e isocrométicas deben ser de
un ancho cero; sin embargo, la fotografia presentada en la figura 1.3.12 muestra las
franjas como bandas que tienen un ancho considerable. Ademas, un examen visual
directo del patron de franja en el polariscopio mostrard de nuevo que las franjas son
bandas y no lineas.

Fig. 1.3.12 Patr6n superpuesto de franjas isocromaticas e isoclinas

Estas observaciones no implican que la derivacién presentada sea inexacta, por que el
ancho de la franja se debe a las caracteristicas de percepcion del grabado tanto del ojo
como de la pelicula fotografica. Si la intensidad de la luz emerge desde el analizador de
donde fue grabado usando una celada foto eldstica adecuada, las franjas mostraran una
intensidad minima en un punto cerca del centro en el cual coincidira con la linea exacta
de extincion.
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Cuando un modelo foto elastico sometido a esfuerzos es localizado en un campo de un
polariscopio plano con su coincidencia normal con el eje z del polariscopio, los efectos
difieren un poco de aquellos obtenidos en un polariscopio plano. El uso de un
polariscopio circular elimina el patrén de franjas isoclinas mientras mantiene el patréon
de franjas isocromaticas y como resultado el polariscopio circular es mas cominmente
usado que el plano.

Para ilustrar este efecto, considere el modelo sometido a esfuerzos en un polariscopio
circular mostrado en la figura 1.3.13.

Eje de
polarizacion

—

Fuente
de luz

Polarizador
T2

gz

Primer cuarto - placa de onda

Modelo esforzado

Seqgundo cuarto - placa de onda

Eje de
polarizacion
Z

Analizador

Fig. 1.3.13 Modelo fotoelastico en un polarizador circular,

Empleando las ecuaciones (1.38), la luz emergente del primer cuadrante de la placa de
onda puede ser expresada como:

A’=%ksen(wt+%j=%kcoswt (alolargo de gjeréapido)
J2 (a)
Ay == keerwt (alolargo de gjelento)

Como se mostro previamente, este vector luz como emerge del primer cuadrante de la
placa de onda es circularmente polarizado. El vector luz obtenido combinando las
componentes A’y A, son de amplitud constante, y su punta es barrida a una hélice
circular que se propaga abajo del eje del polariscopio.
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Eje de polarizador

Eje Lento
{Primer cuarto - placa de onda) Eje rapido

(Primer cuarto - placa de onda)

Modelo

Fig. 1.3.14 Componentes del vector de luz

Las componentes de la luz se propagan desde el primer cuadrante del la placa de onda
y entran al modelo de la manera ilustrada en la figura 1.3.14. Las componentes A'y A
se resuelven de manera adicional cuando chocan sobre el modelo dentro de dos
nuevas componentes A’ y A’ alo largo de los ejes o, y o,. Las componentes A’ y
A’ pueden expresarse como:

A{'=A{cos(%—aj+A;sen(%—aj

- - (b)
A=A cos(z—aj— Asal(z—a)
Al combinar la ecuaciones (a) y (b)
A{’:Qk{coswtcos(z - ) + sencotsen(z - ﬂ
2 4 4 ©

A =gk{sem)tcos(% —a ) —coswtsen(% —a ﬂ

Desde que el modelo sometido a esfuerzos tiene las caracteristicas de una placa de
onda, las dos componentes A" y A’ se propagan a través del modelo con diferentes
velocidades y emergen fuera de fase por una cantidad relativa A que es proporcional a
la diferencia de esfuerzos (01—02), como lo indica la ecuacion (1.56). Si esta


https://comercio.softonic.com/esales/tienda/motor_tienda2.phtml?quehacer=comprar_programa&n_id=237
https://comercio.softonic.com/esales/tienda/motor_tienda2.phtml?quehacer=comprar_programa&n_id=237

CAPITULO |

Buy NywrierCr eare PO thupt-TriatAmtermark!

---------------- a-la-eomponente--A~-y 2- aplicada a-la-componente-A; .-entonees- las amplitudes de - -------------------
estas dos componentes de donde emerge del modelo se vuelve

A{”:%k{cos(wﬁ%} oos(%—aj + sen(wt+%)sen(%—aﬂ

ool e o -

La luz que emerge del modelo se propaga al segundo cuadrante de la placa de onda y
entra en ella de acuerdo al diagrama mostrado en la figura 1.3.15.

A Eje del polarizador

oy
Eje raido i Eje lento e
Ay

Segundo cuarto - placa de onda Segundo cuarto - placa de onda

Segundo cuarto - placa de onda

Fig. 1.3.15 Acercamiento de las componentes del vector de luz

Las componentes A" y A" se resuelven dentro de los ejes rapido y lento del segundo
cuarto de la placa de onda y se denotan como Ai“’ y A‘Z". Estas pueden ser descritas por
las siguientes ecuaciones:

-G
e
AY Ai”'cos(%_a j_ A;@m[%_aj (e)

Y sustituyendo las ecuaciones (d) en las (e)
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_____________________________ A

+cos[a)t+%)cos[%—ajsen[%—aj+sen(a)t+%jsen2(% o
5 cos[cot+%jcosz[%—aj+sen[coH%jsen[%—ajcos[——aj
A=k

el ool |

Se asume que el cambio en la fase relativa 7/2 que ocurre cuando la luz pasa por a
través de este cuarto de placa de onda es aplicado en un sentido positivo a la

componente A", entonces los componentes de luz emergentes A’ y A’ pueden
expresarse como:

_cos[a)t—éjco§££—aj+sen[a)t—éjsen££—a oos(l—aj ]
A&vzﬁk 2 4 2)7 4 4
2 A T T A 2
—Sen(a)t+Ejsen(z—ajcos[z—aj+cos(wt+Ejsen (——aj 1.65)
cos(cot+éj0052(£—aj+sm(a)t+éjsen(£—a cos[z—aj ]
V_Qk 2 4 2 4 4
A= 2 A T T A o7
—sm(wt—;]cos(z—ajsenﬂz—aj+cos(wt—5jsen (Z—aj

Finalmente, la luz entra al analizador como se muestra en la figura 1.3.16. Los

componentes de la luz A’ y A después son resueltas en componentes verticales y
horizontales.

L Eje del po_larlzador

Eje rapido /—

Segundo cuarto - placa de onda

_\ Eje lento =

Segundo cuarto - placa de anda

Y
x4

.m.iq

Eje del
analizadar

Analizador

Fig. 1.3.16 Componentes del vector de luz que son trasmitidas a través del analizador

Las componentes verticales son absorbidas por el analizador y las horizontales son
transmitidas para dar el vector luz A.
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Substituyendo la ecuacion (1.65) en (1.66) expandiéndola y simplificando se obtiene.

A=F(AA) ful65)

A:%ksen%[cos(a +wt)—9n(a +a)t)] (1.67)

2r Laintensidad | de la luz es proporcional al cuadrado de la amplitud; por lo tanto

| = KsenZ%[cos(a +wt)—9n(a +cot)]2 (1.68)

Observando la ecuacion (1.68) encontramos que la extincion (que es | = 0) es posible
solo cuando el SenZ(A/ZZ): 0 o que [Cos(a +ot) —sin(a +cot)]2 =0. El término
[Cos(oc +ot)-sin(a +a)t)] no produce una extincion que pueda ser grabada, debido
a que la frecuencia angular de la luz @ se encuentra méas alla del intervalo de cualquier
equipo de grabacion. Por lo tanto para fines practicos este término puede ser ignorado,

y la ecuacion (1.77) puede ser escrita como:

| = Ksenzg (1.69)

En este punto se debe notar que las direcciones de los esfuerzos no producen
extincion, desde que el angulo o es combinado con el término @t en los argumentos
de las funciones seno y coseno. De hecho, el polariscopio circular es empleado
solamente para eliminar el patron de franjas isoclinas desde el superpuesto patron de
franja isoclina- isocromatico obtenido con el polariscopio plano.

Ahora retomando el término Senz(A/Z) de la ecuacion (1.69), es claro que | =0
cuando SeI”IZ(A/Z):O. Este hecho implica que la extincién solo es posible cuando
A/Z: nr , donde n= 0, 1, 2, 3, etc. Es aparente que este tipo de extincién es idéntica a
la que se describe en la seccion 1.3.4.1 del caso 3. La localizacion de estos puntos de
extinciébn produce un patrén de franjas conocido como isocromaticas. Un ejemplo de
este patron de franjas es mostrado en la figura 1.3.17.

Fig. 1.3.17 Patr6n de franjas isocromaticas en campo oscuro.

39
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Un polariscopio circular es usualmente empleado con cualquiera de los arreglos de
campo ya sea el oscuro o el luminoso (A y B). El polariscopio puede convertirse desde
el campo oscuro (arreglo A) al luminoso (arreglo B) simplemente rotando el analizador
90°. La ventaja de utilizar ambas es que puede obtenerse el doble de informacién o
mucho mas en la determinacion del campo completo de o, —o,. Debemos recordar de
la seccién 1.3.2.2 que el nimero de franjas N coinciden con n, y tanto como las
franjas son contadas en la secuencia 0, 1, 2, 3, etc. Con el arreglo de campo luminoso
del polariscopio, n'y N no coincidiran. En lugar, N =3+n,por lo tanto con el arreglo
de campo luminoso el orden de las franjas son contados %2, 1 %, 2 %, 3 %, etc.

Eje del polarizador
| Eje del analizador

Eje rapido /’JR Eieleto .~

Segundo cuarto - placa de onda Segundo cuarto - placa de onda

Analizador

Fig. 1.3.18 Componentes del vector de luz que son transmitidos a través del analizador

Para establecer el efecto de un modelo sometido a esfuerzos en el campo luminoso de
un polariscopio circular, solo es necesario considerar los componentes de la luz A’ y Al
cuando entran al analizador en su nueva orientacion como se indica en la figura 1.3.18.
Las componentes horizontales de a' y A seran absorbidas, mientras la componente
vertical sera transmitida tanto como la luz se propague a través del analizador. Por lo
tanto el vector de luz emergente estara en el plano vertical, con una amplitud dada por:

A=§(N+A;) (1.70)

Substituyendo las ecuaciones (1.65) en (1.70) expandiendo y simplificando

A= 2kcoswt cos% (1.71)
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De nueva cuenta el término del coseno que contiene @ en el argumento puede ser
despreciado por las razones anteriormente citadas; por lo tanto la ecuacion de
intensidad puede ser rescrita como:

| =K 0032% (1.72)

La ecuacion (1.72) muestra la extincion (| = 0) ocurrira cuando

A 1+2n
—_— = T

Paran =0, 1 2, 3,...
2 2

Pero por la ecuacion (1.49)

A1

2r 2
La cual implica que el orden de la primera franja que se observa en el campo luminoso
del polariscopio es %, la cual corresponde a Nn=0. Un ejemplo de un de un patrén de
franja isocromética de campo luminoso es presentado en la figura 1.3.19.

Fig. 1.3.19 Patr6n de franjas isocromatico en campo claro.

Si se usa un polariscopio circular ya sea con en el campo oscuro o en el campo
luminoso, es posible obtener dos fotografias de la resultante del patron de franjas
isocrométicas. Los datos asi obtenidos dard una completa representacion del campo y
el orden de las franjas més cercanas al orden de %. Interpolando entre franjas a
menudo permite un estimado del orden de la franjas un +0.1, lo cual resulta en
acercase de una manera muy exacta al esfuerzo principal aproximadamente +0.1f /h.
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1.3.3.1 PATRON DE FRANJAS ISOCROMATICAS.

En un analisis foto elastico convencional una vez que el modelo se fabrico, se le
colocan las cargas, y es observado en un polariscopio, los patrones de franjas son
examinados y fotografiados, el siguiente paso en la investigacion foto elastica es la
interpretacion de los patrones de franjas, que en la realidad representan los datos de
prueba.

El patrén de franja isocromatico obtenido en un andlisis de un modelo, da las lineas a lo
largo de las cuales la diferencia de esfuerzos principales (01—02) es igual a una
constante y poseen el mismo valor. Esto significa que una franja isocromética es el
lugar geométrico de los puntos de igual diferencia de los esfuerzos principales.

En este caso el empleo del polariscopio circular es requerido, y debe obtenerse la
informacion de todo el sistema empleando el arreglo de campo oscuro y el luminoso;
esto ayuda a obtener una lectura mas completa del orden de franja N .

A continuacion se describen seis puntos que se deben tomar en cuenta en la
interpretacion de patrones de franjas isocromaticas.

La diferencia de esfuerzos principal o, —o, puede ser determinada en cualquier punto
del modelo usando la siguiente ecuacion:

Nf
h

G, —G, = (1.74)

Sic, >0y o, <0, 0,—0, puede ser relacionado al esfuerzo cortante maximo a traves
de la siguiente ecuacion:

1 Nf

T o = E(Gl —0,)= 2; (1.75)

Sio, >0,>00si 0>0, >0,, 0,-0, no puede ser relacionado con el esfuerzo
cortante maximo y sera necesario determinar o, yo, y relacionar r_ a o, Yo, por
las ecuaciones:

1 1 . .
5(01—03):501 sioc, yo , son positivas
T
max %(cr 3-C 3):%0 2 sic, Yo, sonnegativas (1.76)

Si la frontera se considera como libre (lo que es que si o, 0o, =0), El otro esfuerzo
principal puede ser determinado directamente por:

0,0, :N_P:T (1.77)
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NF,
h

0,-0,=0,+pP=

O bien

o, =—2%—p (1.78)

Donde la presion o, =—p dado que la presion aplicada pes considerada como una
cantidad positiva.

1.33.2 PATRON DE FRANJAS ISOCLINAS.

El patron de franjas isoclinas obtenido en un polariscopio plano es empleado
primeramente para dar la direccion de los esfuerzos principales en cualquier punto en el
modelo, esto se basa en que la inclinacion de los esfuerzos principales a los largo de
una franja isoclina es la misma; por lo que una isoclina es el lugar geométrico de los
puntos con la misma inclinacion de esfuerzos principales.

Con la finalidad de identificar el patron de franjas isoclinas es necesario el empleo de un
polariscopio plano en campo oscuro. Utilizando materiales transparentes en los cuales
sea necesario aplicar mucha carga para que aparezca la primera isocromatica (estos
pueden ser vidrio, acrilico, etc.)

El primer procedimiento es obtener un nimero de patrones isoclinos a diferentes
puestas del polariscopio y combinar estos patrones de franjas para dar una fotografia
compuesta que muestre los parametros isoclinos sobre todo el modelo. EI segundo
procedimiento es aislar los puntos de interés y después individualmente determinar la
puesta del polariscopio asociada con cada uno de estos puntos.

A continuacién se muestran reglas para el bosquejo de patrones de franjas isoclinos
compuestos desde un patrén de franjas isoclino individual:

1. Los pardmetros isoclinos deberdn pasar a través de puntos singulares o
isotropicos.

2. Unaisoclina de un parametro debe coincidir con un eje de simetria en el modelo
si es que dicho eje existe.

3. El parametro de una isoclina que intersecta una frontera es determinado por una
cuesta de la frontera en un punto de interseccion.

4. Las isoclinas de todos los pardmetros pasando a través de los puntos de carga
concentrada.

Finalmente con el pardmetro de isoclina se puede calcular el esfuerzo cortante a partir
del circulo de Mohr con las siguientes ecuaciones:
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Donde O es el angulo entre el eje X y la direccion de o, dado por el parametro
isoclino. También

o,—0 Nf
T, = ——=5en20, =—% sen26, (1.80)
2 2h
Donde 6, es el angulo entre el eje X y la direccion de o, dado por el parametro
isoclino.
1.3.3.3 METODOS DE CALIBRACION.

En la mayoria de los analisis fotoelasticos la distribucion de esfuerzos en un modelo
complejo es buscada como una funcién de la carga. Para determinar esta distribucion
de esfuerzos de manera precisa se requiere de una calibracion cuidadosa del material
en su valor de franja f_ (en la literatura y en trabajos de publicacién el nombre de valor
de franja puede ser encontrado también como constante de franja). Por esta razon es
siempre necesario calibrar cada hoja de material con que se pretende llevar acabo la
experimentacién, asi el patrén de franja obtenido sera valido para todas la piezas
fabricadas el mismo material.

En un método de calibracién se debe seleccionar un cuerpo del cual la distribucién de
esfuerzos teodrica es precisa y conocida. Preferentemente el modelo también tendria
gue ser facil de maquinar y simple de cargar. El modelo de calibracién es cargado por
incrementos, y el orden de la franja y las cargas seran anotadas. Por medio de estos
datos el valor de la franja f del material puede ser determinado.

Carga aplicada

| | L I (-
Orden defranja A/

Fig. 1.3.20 Curva tipica de calibracion usando una probeta a tension.

Se considera primero una probeta a tensién que posea un ancho W y su espesor h,
los cuales son empleados a menudo como partes en la calibracion. El esfuerzo axial
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Si se substituye la ecuacion (1.79) en (1.49) nos da

P _Hf, o f _P (1.82)
wh h WN

Esta ecuacién nos muestra que el valor de la franja f_ obtenido de la probeta sometida
a tension es totalmente independiente de su espesor h. En la practica, se debe graficar
una curva de la carga P como una funcion de N como se muestra en la figura 1.3.20
para cinco o seis diferentes puntos.

A. VIGA SOMETIDA A UN ESTADO DE TENSION PURA.

Se tiene que someter la viga a la accion de dos cargas simétricas, apoyadas libremente,
para observar el patrén de franjas isocromaticas. Con esto se puede determinar el
orden de la franja que coincida con el borde inferior o superior de la viga en la zona de
flexion pura, para esto se emplea la siguiente ecuacion:

f = I\?v'\\/ﬁlz (1.83)

Donde M es el momento flexionante en kg / cm.

B. DISCO SOMETIDO A COMPRESION DIAMETRAL.

El disco es de alguna manera mas sencillo de maquinar y de cargar que la probeta a
tension; sin embargo, se requieren de varios puntos de calibracién que son obtenidos
de una sola carga con este tipo de probeta.
Al ser sometido a una compresion diametral, se puede observar el patron de franjas
isocrométicas (en un campo oscuro) y cuando la franja N =1 se encuentre en el centro
del disco se registra la carga y se substituye

f = 8P (1.84)
7 DN

Donde Pes la carga aplicada en kg y Des el diametro del disco en cm. De nueva
cuenta se puede ver que el valor de la franja f es independiente del espesor h. El
valor de P/N substituido en la ecuacion es determinado al graficar varios puntos de P

contra N .
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La aplicacion del interferémetro al problema de separacion de esfuerzos esta basada en
la medicion de ¢,
relacionado con la suma de los esfuerzos principales como se muestra a continuacion:

el esfuerzo normal al plano del modelo. Este esfuerzo esta

€ =—é(61+62) (1.85)

7z

También, el esfuerzo ¢, es una funcion lineal del cambio en el espesor del modelo asi
que:

& =—%(61+62) (1.86)

zz
El interferbmetro es un instrumento éptico empleado para medir las variaciones del
espesor de Ah sobre la superficie del modelo. El patrén de franjas obtenido en un
interferometro  es llamado patrén isopéatico, donde el namero de franjas son
proporcional a Ah, como se muestra abajo

N = kAh

Por lo tanto con la ecuacion (1.86)
N=K(o,+0,) (1.87)

Donde K es una constante de calibracion.

Valores individuales de o, y o, son obtenidos por la simple suma y resta de (01—02)
gue son valores obtenidos de la ecuacion (1.49) y (al+02) valores obtenidos de la
ecuacion (1.87). Asi los esfuerzos principales o,y o, pueden ser separados de
manera independiente a las determinaciones experimentales de los patrones de franja
isocromaticos e isoclinicos.

1.3.3.5 CRITERIO DE SELECCION DE MATERIALES.

Uno de los méas importantes factores en un analisis fotoelastico es la selecciéon de las
propiedades para el modelo fotoelastico. Desafortunadamente, un material fotoelastico
ideal no existe, y el investigador debe de seleccionar de una lista de polimeros
disponibles que pocas veces se ajusta a las necesidades del investigador. La cantidad
de plasticos foto elasticos usados cado afio no es suficiente para atraer a una
compafiia quimica en el desarrollo y produccion subsiguiente de un polimero
especialmente disefiado para aplicaciones foto elasticas. Como consecuencia, el
investigador especializado en foto elasticidad debe seleccionar un material diferente que
usualmente es elaborado para propésitos diferentes a la foto elasticidad.
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adecuado, por lo que el material debe:

1. Ser transparente a la luz empleada en el polariscopio.
2. Ser sensible a esfuerzo o a deformacion.
3. Debe mostrar caracteristicas lineales con respecto a:
« Las propiedades esfuerzo-deformacion
« Las propiedades en el orden de limite de esfuerzos
. Las propiedades en el orden del limite de las deformaciones.
Tener isotropia y homogeneidad mecanica y Optica.
No poseer una conducta visco elastica.
Tener un alto modulo de elasticidad y un alto esfuerzo ultimo.
No debe ser sensible a pequefias variaciones de temperatura.
Ser capaz de maquinarse por métodos convencionales.
. Estar libre de esfuerzos residuales.
10. Estar disponible a costos razonables.

© o ~No oA

1.3.4 FOTOELASTICIDAD TRIDIMENSIONAL

Las aplicacion de foto elasticidad la mayoria de veces es limitada a técnicas de dos
dimensiones para determinar esfuerzos en modelos planos, sin embargo en la practica
existen muchos cuerpos que son tridimensionales y no es muy efectivo estudiarlos
usando técnicas bidimensionales. Sin embargo seria posible el construir un modelo
tridimensional y analizarlo foto elasticamente si la deformacién debido a la aplicacion de
la carga puede ser capturada en el modelo. En realidad, la base de la foto elasticidad
tridimensional es el proceso de encerrar permanentemente las deformaciones en el
modelo. Tres diferentes técnicas han sido desarrolladas para que las deformaciones
puedan ser encerradas permanentemente en el modelo. Estas técnicas son: esfuerzos
congelados, arrastramiento, curado. En todos estos métodos la deformacion es
encerrada dentro del modelo en una escala molecular, permitiendo a los modelos ser
divididos sin cambiar las deformaciones encerradas. De todos estos el método de los
esfuerzos congelados es por mucho la més efectiva y popular técnica para encerrar la
deformacién en el modelo. La técnica de curado y arrastrado no seran tratados debido a
gue son raramente empleados en practicas actuales.

1.34.1 EL METODO DE ESFUERZOS CONGELADOS

El método de los esfuerzos congelados para encerrar en el modelo deformaciones
debido a una carga aplicada esta basado en el desfazamiento del comportamiento de
muchos materiales polimeros cuando estos son calentados.

a7
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Fig. 1.3.21 Cadenas moleculares primarias y secundarias en un polimero.

Los materiales polimeros estdn compuestos de largas cadenas de moléculas de
hidrocarburos, como es ilustrado en la figura 1.3.21. Algunas de las cadenas de
moléculas estan bien unidas dentro de una red tridimensional en uniones primarias. Sin
embargo, un gran niumero de moléculas estan solidamente menos unidas en pequefias
cadenas secundarias. Cuando el polimero esta a su temperatura normal, ambos
conjuntos de uniones de moléculas, las primarias y secundarias, actian para resistir las
deformaciones ocasionadas por la aplicacion de alguna carga. Sin embarga, en cuanto
la temperatura del polimero es aumentada, las uniones secundarias se separan y las
uniones primarias soportan toda la carga aplicada. Como las uniones secundarias
constituyen una gran porcion del polimero, las deflexiones sobre las uniones primarias
son un poco mas grandes y elasticas en caracter. Si la temperatura del polimero es
bajada a temperatura del cuarto mientras la carga es mantenida sobre el modelo, las
uniones secundarias se vuelven a formar entre las uniones primarias que se encuentran
con una gran elongacion lo que provoca que las uniones primarias se queden en su
posicion extendida. Cuando la carga es removida, las uniones primarias disminuyen su
tamafo, pero la mayoria de las deformaciones sobre ellas no vuelven a su estado
inicial. Las deformaciones elasticas de las uniones primarias se quedan
permanentemente encerradas en el modelo debido a las uniones secundarias.

La temperatura a la cual el modelo es calentado para romper las uniones secundarias
es llamada temperatura critica. Realmente, este nombre es un tanto equivoco ya que la
temperatura requerida para romper las uniones secundarias no es del todo critica. En su
lugar, el proceso de rompimiento de las uniones secundarias depende mas tanto de la
temperatura como del tiempo bajo en el cual el modelo esta cargado.

El comportamiento de los materiales polimeros descrito anteriormente constituye la
base del proceso de los esfuerzos congelado frecuentemente utilizado en la foto
elasticidad tridimensional.
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podemos describir en los siguientes seis puntos:

Colocar el modelo dentro un horno para esfuerzos congelados.

Calentar el modelo rapidamente hasta alcanzar la temperatura critica.

Aplicar las cargas requeridas.

Poner el modelo a reposar de 2 a 4 horas hasta que una temperatura uniforme

se obtenida en el modelo.

5. Enfriar el modelo lo suficientemente lento para que los gradientes sean
minimizados.

6. Remover las cargas y seccionar el modelo.

PobhPE

1.4 METODO DEL ELEMENTO FINITO

La técnica del elemento finito es un método numérico aplicado resolver problemas de
ingenieria entre otras ramas. Los problemas tipicos donde es ocupado el método del
elemento finito incluyen el analisis estructural, transferencia de calor, flujo de fluidos,
trasporte de masa, y el potencial electromagnético.

Para problemas que envuelven geometrias complicadas, cargas, y propiedades de
materiales, generalmente no es posible obtener una solucidn analitica. Estas soluciones
analiticas estan dadas por una expresion matematica que proporciona los valores de las
cantidades desconocidas deseadas en cualquier punto de un cuerpo (Estructura total, o
sistema fisico de interés) y estos son validos para un namero infinito de localizaciones
en el cuerpo. Estas soluciones analiticas generalmente requieren la solucién de una
ecuacion diferencial ordinaria o parcial, la cual, debido a las complicadas geometrias,
cargas, y propiedades, no son facilmente resueltas. Por esta razén, nosotros
necesitamos de un método numérico, tal como el método del elemento finito, para
obtener soluciones aceptables. La formulacion del elemento finito del problema resulta
en un sistema simultdneo de ecuaciones algebraicas para la solucion, bastantes como
requiere la solucion de ecuaciones diferenciales. Estos métodos numéricos
proporcionen valores aproximados de un sin nimero de puntos en el continuo. Por lo
tanto este proceso de modelar un cuerpo dividiéndolo en un sistema equivalente de
unidades o cuerpos mas pequefios (elementos finitos) interconectados en puntos
comunes a dos o mas elementos (puntos nodales o nodos) y/o lineas de frontera y/o
superficies es llamado discretizacion. En el método de elemento finito, en lugar de
resolver el problema para el cuerpo completo en una operacién, nosotros formulamos
las ecuaciones para cada elemento finito y se combinan para obtener la solucion de
todo el cuerpo.
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El desarrollo moderno del método de elemento finito comienza en los 40s en el campo
de la ingenieria estructural con el trabajo de Hrennikoff en 1941 y McHenry en 1943,
qguienes usaron una red de elementos lineales (barras y vigas) para encontrar la
solucion de esfuerzos en sdlidos continuos. En un articulo publicado en 1943 pero no
reconocido ampliamente por muchos afios, Courant propuso establecer la solucion de
esfuerzos de una forma variacional, después el introduciria la interpolacién de funciones
a través de subregiones triangulares hechas dentro la regién total como un método
para obtener una solucion numérica aproximada. En 1947 Levy desarrolla el método de
flexibilidades o fuerzas, y en 1953 su trabajo influencia para que otro método (método
de los desplazamientos) pueda ser una alternativa prometedora para su uso en el
andlisis estatico de estructuras de aeronaves. Sin embargo, sus ecuaciones eran
sumamente complejas como para resolverse a mano, y este método solo comenzé a
ser popular con los avances de las computadoras digitales de alta velocidad.

En 1954 Argyris y Kelsey desarrollaron el método de analisis de una matriz estructural
usando el principio de energia. Este desarrollo mostraba la importancia del rol que
jugaria el principio de energia en el método de elementos finitos.

El primer acercamiento que hubo con elementos de dos dimensiones fue por Turner y
su equipo en 1956. Ellos derivaron la matriz de rigideces para elementos lineales,
elementos viga, y para elementos triangulares y rectangulares en esfuerzo plano y
sintetizaron el proceso conocido como el método directo de rigideces obteniendo asi la
matriz de rigideces total de una estructura. En conjunto con el desarrollo de las
computadoras digitales de alta velocidad en los primeros afios de los 50's, el trabajo de
Turner provoca desarrollos adicionales de la ecuacion de rigidez de elemento finito
expresadas en notacion matricial. La frase “elemento finito” fue introducida por Clough
en 1960 cuando utiliz6 elementos triangulares y rectangulares para el andlisis del
esfuerzo plano.

Una extension del método de elementos finitos a problemas de tres dimensiones se
realizo con el desarrollo de una matriz de rigideces tetraédrica hecha por Martin en
1961, por Galagher en 1962, y por Melosh en 1963. El caso especial de solidos
axisimetricos fue considerado por Clough, Rashid y Wilson en 1965.

Desde los primeros afios de 1950 has el presente, muchos avances han sido hechos en
la aplicacion del método de los elementos finitos. Ingenieros, matematicos, y cientificos,
continuaran con el desarrollo de nuevas aplicaciones para resolver nuevos problemas
gue surjan en la ingenieria.

1.4.2 PASOS GENERALES DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Tipicamente, para el andlisis del problema de esfuerzo deformacion de una estructura,
los ingenieros buscan determinar desplazamientos y esfuerzos a través de | estructura,
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convencionales, y asi el método del elemento finito es usado necesariamente.

Existen dos aproximaciones asociadas con el método de los elementos finitos. Una
aproximacion, llamada método de fuerzas, o de flexibilidades, usa fuerzas internas
como incégnitas del problema. Para obtener las ecuaciones que describen el
comportamiento, primero la ecuacién de equilibrio es usada. Después son encontradas
ecuaciones adicionales necesarias introduciendo ecuaciones de compatibilidad. El
resultado es colocado en una ecuacion algebraica para determinar las fuerzas
desconocidas o redundantes. La segunda aproximacion, llamada meétodo de los
desplazamientos o de las flexibilidades, asume el desplazamiento de los nodos como la
incognita del problema. Por ejemplo, las condiciones de compatibilidad requieren que
antes de que una carga sea aplicada y después de que las deformaciones tomen lugar
en los elementos conectados a un nodo comun, a lo largo de un vértice coman, o sobre
una superficie comin estén inicialmente satisfechos. Después las ecuaciones
gobernantes son expresadas en términos de desplazamientos nodales usando la
ecuacion de equilibrioy una ley aplicable relacionando fuerzas y desplazamientos.
Estas dos aproximaciones no entregan diferentes resultados (Fuerzas o
desplazamientos) en el analisis y diferentes matrices asociadas con su tipo de
formulacion (flexibilidades o rigideces), ha sido demostrado que el método de los
desplazamientos (rigideces) para propoOsitos computacionales es mas deseable por
debido a que su formulacién es mas simple para la mayoria de los problemas de
analisis estructural.

El método del elemento finito incluye el modelado de la estructura usando elementos
pequefos interconectados llamados elementos finitos. Una funcion de desplazamiento
es asociada con cada elemento finito. Cada elemento interconectado es conectado,
directa o indirectamente, a cada uno de los otros elementos a través de una interfase
comun, que incluye nodos y/o lineas de frontera y/o superficies. Usando propiedades
conocidas de esfuerzo — deformacion del material de la estructura, uno puede
determinar el comportamiento de un nodo dado en términos de propiedades de cada
uno de los otros elementos en la estructura. El total de las ecuaciones que describen el
comportamiento de cada nodo resultan en una serie de ecuaciones algebraicas mejor
expresadas en notacién matricial.

Ahora se presentaran los pasos usados en el método del elemento finito y en la solucion
de un problema estructural.

1. DISCRETIZACION Y SELECCION DEL TIPO DE ELEMENTO

El paso uno envuelve la division del elemento en un sistema equivalente de elementos
finitos con nodos asociados y escogiendo el tipo de elemento mas apropiado al modelo.
El nUmero total de elementos usados y su variacion en tamafio y tipo dentro de un
cuerpo dado son el primer parametro de juicio de ingenieria. Los elementos deben ser
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son generalmente deseables donde la geometria cambia y donde existen los mayores
gradientes; los elementos largos pueden ser usados donde los resultados son

relativamente constantes.

La seleccion de elementos usados en el andlisis de elemento finito depende de la
apariencia fisica del cuerpo, como este vaya a ser cargado y que tan exacto el analista
quiera que sean los resultados. Ademas se debe seleccionar el tipo de idealizacion,
(una, dos o tres dimensiones), si esta es necesaria. Lo que es mas, la elecciéon del
elemento mas apropiado para un problema en particular es una de las mayores tareas
gue un ingeniero o analista tiene.

2
)
8 ot v} x

(a} Elemento unidimensional utilizado para representar un elemento viga o un elemento barra
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(b] Elementos bidimencionales utilizados para representar esfuerzo y deformaciones en el plano
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{d) Elemento axisimetrico utilizado para problemas axisimetricos

Fig. 1.4.1 Tipos de elementos finitos
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usualmente representados por un segmento de linea. En general, el area de su seccion
transversal puede cambiar. Este elemento es frecuentemente usado para modelar
estructuras como marcos o armaduras como la que se ve en la figura 1.4.2. El elemento
lineal mas simple tiene dos nodos, uno en cada uno de sus puntas, sin embargo existen
elementos de un mayor grado que tienen tres 0 mas nodos.

Los elementos basico bidimensionales mostrados en la figura 1.4.1 b son cargados por
fuerzas en su propio plano (esfuerzos en el plano o condiciones de deformacion en el
plano). Son elementos triangulares y cuadrangulares. Los elementos bidimensionales
mas simples solo poseen nodos en las esquinas (elementos lineales) con lados rectos o
fronteras, ademas también hay elementos de orden mayor, generalmente con nodos de
tamafio mediano (llamado elementos cuadraticos) y lados curvos. Los elementos
pueden variar en su espesor total o ser constantes. Son generalmente usados para
modelar un amplio rango de problemas en la ingenieria.

Los elementos tridimensionales mas comunes (figural.4.1.c) son tetraédricos y
hexaédricos; estos son usados cuando se vuelve necesario realizar un analisis
tridimensional de esfuerzos. Los elementos basicos tridimensionales poseen solo nodos
en las esquinas y lados rectos, mientras que elementos de orden superior con nodos a
mitad de aristas (y posiblemente nodos en la mitad de las caras) tiene superficies
curvas por cada lado.

El elemento axisimétrico (figura 1.4.1 d) se obtiene al rotar un triangulo o un cuadrilatero
alrededor de un eje fijo localizado en el plano del elemento a través de 360°. Este
elemento puede ser usado cuando la geometria y a carga del problema es axisimétrico.

2. SELECCION DE LA FUNCION DE DESPLAZAMIENTO.

El paso dos involucra la seleccion de una funcién de desplazamiento dentro de cada
elemento. La funcién es definida dentro del elemento usando su valor nodal. Funciones
de polinomios lineales, cuadraticos y cubicos son frecuentemente usadas por que son
sencillas de trabajar con la formulacion del elemento finito. Sin embargo, pueden ser
usadas de igual manera funciones trigopnométricas. Para un elemento bidimensional, la
funcién de desplazamiento es una funcion de las coordenadas en ese plano. Las
funciones son expresadas en términos de una incégnita nodal (en un problema
bidimensional, en términos de componentes de Xy VY).

La misma funcion general de desplazamiento puede usarse en cada elemento. Asi el
método del elemento finito en uno en el que una cantidad continua, como el
desplazamiento a través de un cuerpo, se aproxima por un modelo compuesto que ha
sido discretizado en funciones continuas en cada una de sus partes en un arreglo de
definido por cada dominio finito o elemento finito.
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Las relaciones deformacién / desplazamiento y esfuerzo/ deformacion son necesarias
para poder derivar las ecuaciones de cada elemento. En el caso de una deformacién
unidimensional, digamos, en la direccion X, tendremos el esfuerzo ¢, es relacionado a
un desplazamiento por

(1.88)

Para deformaciones pequefias. En suma, los esfuerzos deben ser relacionados con las
deformaciones a través de la ley constitutiva. La habilidad de definir el comportamiento
del material es de mayor importancia en la obtencién de resultados aceptables. La
simplificacion de las leyes esfuerzo/ deformacion, la ley de Hooke, la cual es a menudo
usada en el andlisis de esfuerzos, esta dado por

o, =Ee (1.89)

X

Donde o, = al esfuerzo en direccion X y E = al modulo de elasticidad.

4. OBTENER LOS ELEMENTOS DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ Y LAS
ECUACIONES.

Inicialmente, el desarrollo de los elementos de la matriz de rigidez y las ecuaciones de
los elementos fue basado en el concepto de la influencia por los coeficientes de rigidez,
lo cual presupone un respaldo en el analisis estructural. Sin embargo existen otros
métodos que no requieren este respaldo como son:

. METODO DE EQUILIBRIO DIRECTO

De acuerdo con este método, la matriz de rigidez y las ecuaciones que relacionan las
fuerzas en los nodos con sus desplazamientos son obtenidos usando las fuerzas para
las condiciones de equilibrio para un elemento basico, junto con las relaciones
fuerza/deformacion. Por que este método es mas adaptable para elementos lineales o
unidimensionales.

. METODOS DE TRABAJO O ENERGIA.

Para desarrollar la matriz de rigidez y sus ecuaciones para elementos bi y
tridimensionales, resulta mas sencillo aplicad un método ya sea de energia o de trabajo.
El principio de trabajo virtual (usando desplazamientos virtuales), el principio de energia
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El principio de trabajo virtual es aplicable para cualquier comportamiento de material,
mientras que el principio de energia potencial minima y el teorema de Castigliano son
aplicables solo a materiales elasticos. Ademas, el principio de trabajo virtual puede ser
usado incluso cuando una funcién potencial no existe. Sin embargo, los tres principios
producen ecuaciones idénticas de los elementos para materiales lineales — elasticos;
asi el uso de cualquier método por el tipo de material en el analisis estructural es
simplemente una cuestion de conveniencia y de preferencia personal.

« METODOS DE CARGAS RESIDUALES

Los métodos de cargas residuales son utiles en el desarrollo de las ecuaciones de los
elementos; un método particularmente popular es el de Galerkin. Este método da los
mismos resultados que los métodos de energia donde quiera que sean aplicables. Son
de especial ayuda cuando una funcionall tal como la energia potencial no se encuentra
realmente disponible. EI método de cargas residuales permite al método del elemento
finito ser aplicable directamente a cualquier ecuacion diferencial.

Usando cualquiera de los elementos descritos anteriormente podremos crear las
ecuaciones que describen el comportamiento de los elementos. Estas ecuaciones se
escriben convenientemente en matrices como la siguiente:

fl i k11 ka k13 e kln ] a
fz k21 kzz k23 o k2n d2
f3 = k31 k32 k33 k3n d3 (1.90)

fn knl knn_ dn

O como matriz compacta

{1} =[k]{d} (1.91)

Donde { f} es el elemento del vector fuerza en nodos, [k]| es la matriz de rigidez, y {d}
es el elemento del vector de los grados de libertad desconocidos o los desplazamientos
generales ,n.

Una funcional es una expresion integral que implicitamente contiene ecuaciones diferenciales que describen el

problema. Una funcional tipica es de la forma [ (U) =j f (X, u, U') dx.
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Las ecuaciones individuales de los elementos generadas en el paso 4 pueden ser ahora
sumadas y puestas usando un método de superposicion (llamado el método de rigidez
directo, que esta basado en el equilibrio de fuerza en los nodos) para obtener las
ecuaciones globales de toda la estructura. Implicito dentro del método directo de rigidez
se encuentre el concepto de continuidad, o compatibilidad, el cual requiere que la
estructura permanezca unida y que no llegue a ocurrir una separacion en cualquier
parte de la estructura.

El ensamble final o la ecuacién global escrita en su forma matricial es:

{F}=[K]{d} (1.92)

Donde{F} es el vector global de fuerza en nodos, [K] es la matriz de rigidez global o
total de la estructura, y {d} es ahora el elemento del vector de los grados de libertad
desconocidos o conocidos de la estructura o los desplazamientos generales. Se puede
demostrar en esta etapa, que la matriz global de rigidez [K] es una matriz singular por
gue su determinante es igual a cero. Para remover este problema de singularidad, se
debe involucrar cierta condicion de frontera (o restricciones o apoyos) para que la
estructura pueda mantenerse en su lugar en vez de moverse como un cuerpo rigido. En
este momento se puede apreciar que el hecho de agregar condiciones de frontera o de
apoyos repercute en una alteracion de la ecuacién global (1.92). También se debe notar
gue las cargas aplicadas se han explicado en la matriz de fuerza global {F} .

6. SOLUCION DE LOS GRADOS DE LIBERTAD DESCONOCIDOS.

La ecuacion (1.92), modificada para explicar las condiciones de frontera, es un arreglo
de ecuaciones algebraicas que pueden ser descritas en una matriz expandida desde

Fl K11 KlZ Kln d1
Fz _ K21 Kzz KZn dz (1 93)
Fn Knl an Knn dn

Donde ahora n es el numero de incognitas totales de los grados de libertad. Estas
ecuaciones pueden ser resueltas desde el ds usando un método de eliminacién (como
el Método de Gauss) o un método iterativo (como el método Gauss — Seidel). Las dos
son llamas incAgnitas primarias, por que son las primeras cantidades determinadas
usando el método de rigidez (o desplazamiento) en el método del elemento finito.

56
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de esfuerzo y deformacion (o momento y esfuerzo cortante) pueden ser obtenidas por
qgue estas pueden ser directamente expresadas en términos de desplazamientos
determinadas en el paso 6. Relaciones comunes entre deformacion y desplazamiento y
entre esfuerzo y deformacién — tal como las ecuaciones (1.88) y (1.89) para un esfuerzo
unidimensional dados en el paso 3 — pueden ser usadas.

8. INTERPRETACION DE RESULTADOS.

El objetivo final es la interpretacion y analisis de resultados para su uso en el disefio/
proceso de andlisis. Determinacion de zonas en la estructura en donde grandes
deformaciones y esfuerzos de gran magnitud ocurren es generalmente importante en la
toma de decisiones y en el proceso de disefio. Programas de post proceso ayudan al
usuario a interpretar resultados mostrandolos en forma gréfica.

1.4.3 APLICACIONES DEL METODO DE ELEMENTO FINITO.

El método del elemento finito puede ser usado para analizar tanto problemas
estructurales como no estructurales. Las &areas estructurales tipicas incluyen

« Analisis de esfuerzos, incluyendo marcos y armaduras, y problemas tipicos de
concentracién de esfuerzos asociados a barrenos, angulos, o cualquier otro cambio
en la geometria de un cuerpo.

« Analisis de vibraciones.

. Dilatacion.

Problemas de tipo no estructural incluyen

« Transferencia de calor.
« Flujo de fluidos, incluyendo el paso a través de medios porosos.
« Distribucion del potencial magnético eléctrico.

Finalmente, algunos problemas de ingenieria biomecénica (los cuales incluyen analisis
de esfuerzos) cominmente se incluye analisis de espina dorsal, craneo, implantes,
corazon, y 0jos.

Ahora presentaremos un sencillo ejemplo. Esta aplicacion muestra la variedad, tamafio
y complejidad de los problemas que puede ser resuelto usando el método y los
procesos de discretizacion comunes y los tipos de elementos usados.

La figura 1.4.2 ilustra una torre. La torre es un marco tridimensional que comprime una
serie de elementos tipo viga. Los 48 elementos estdn marcados por los numeros
inscritos en circulos, mientras que los 28 nodos estan indicados simplemente por el
nimero. Cada nodo tiene tres componentes de rotacion y desplazamiento asociados a
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Fig. 1.4.2 Discretizacion de una torre de control en elementos finitos

El método del elemento finito usado para este marco permite al disefiador o analista
obtener rdpidamente los desplazamientos y esfuerzos en la torre para caso comunes de
cargas, como lo requieren las normas de disefio. Antes del desarrollo del método del
elemento finito y las computadoras, incluso este problema de aparente sencillez llevaba
horas encontrar su solucion.

1.4.4 VENTAJAS DEL METODO DEL ELEMENTO FINITO.

Como se ha mostrado previamente, el método del elemento finito ha sido aplicado a
numerosos problemas, ya sea de indole estructural o no estructural. Este método posee
un nimero significativo de ventajas que han hecho de el una herramienta muy popular.
Entre las cuales se destacan:

« Facilita el modelado de geometrias irregulares.

« Manejo de condiciones de carga generales sin ningun problema.

« Modelo de geometrias compuestas de diversos materiales por que permite que las
ecuaciones de los elementos sean evaluadas de manera individual.

« Manejo de un nimero ilimitado y tipos de condiciones de frontera.

. Varia el tamafio de los elementos para hacer posible el uso de elementos pequefios
cuando sea necesario.

« Altera el modelo del elemento finito de manera barata y sencilla.
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materiales no lineales.

El método del elemento finito de andlisis estructural permite al disefiador detectar
esfuerzos, vibraciones, y problemas térmicos durante el proceso de disefio y evaluar los
cambios en el disefio antes de la construccion de un posible prototipo. Asi la confianza
en la aceptacion del prototipo se puede realizar. También, si se usa adecuadamente, el

método reduce el nimero de prototipos
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El proceso de disefio de una aeronave inicia con un célculo aerodinamico el cual brinda
las geometrias adecuadas del fuselaje, ala, empenaje horizontal y vertical, y de las
superficies hipersustentadoras que cubran las caracteristicas para la que ha sido
pensada, una vez que estas geometrias son obtenidas se necesita una estructura que
se adecue a dichas geometrias y que ademas sea capas de soportar los esfuerzos,
deformaciones y vibraciones que se inducen antes, durante y después del vuelo. La
estructura de una aeronave se encuentra restringida por las caracteristicas de los
materiales, el costo, proceso de manufactura, instalaciones y la disponibilidad en el
mercado del material. Debido a estos factores el disefio de la estructura se llevaba
acabo por medio de la construccion de modelos para experimentacion, la simulacién por
computadora, asi como por el calculo matemético.

El disefio empieza proponiendo una configuracion de estructura la cual se debe analizar
e ir mejorando en un proceso iterativo. En el caso del presente trabajo se selecciono
una semiala semimonocoque de configuracion de doble flechado compuesta por 2 vigas
en las que se distribuyeron 16 costillas con la forma de un perfil NACA 4412 (figura 2.1).

Aligeramienta

Fig. 2.1.1 Modelo de semiala

Teniendo el modelo listo y este se va a someter a un estudio de vibracion libre, la
estructura no debe estar sujeta a ninguna excitacion externa y mucho menos a una
amortiguacion por lo que Unicamente se desea ver el comportamiento bajo la accion de
su masa y su rigidez. El andlisis de la estructura en movimiento libre no amortiguado
muestra la frecuencia natural y los correspondientes modos de vibracion. La teoria de
vibraciones nos dice que un problema puede ser discretizado de manera arbitraria
siempre y cuando este conserven sus caracteristicas iniciales de masa y de rigidez,
esto es sumamente importante ya que de la apreciacion que se le de al problema este
puede simplificarse o complicarse tanto como se desee. En la practica estos problemas
involucran tiempo y dinero, es ldgico pensar que entre mas complicado sea un problema
este llevara mas tiempo y dinero ser resuelto, lo cual no siempre es bien visto por que
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problema otro grado mas de dificultad.

Pensemos ahora en las limitantes tecnolégicas, dentro de esta fase podemos decir que

la capacidad de computo no es siempre la adecuada a los requerimientos del problema,

lo que deriva en otra frontera que es complicada de establecer, realmente un ingeniero

debe buscar que todas estas variables cuadren con el propésito de entregar los

resultados. Su apreciacion y decisiones son vitales en la implementacién de la técnica a

resolver por que de seguir una linea equivocada de estudio y desarrollo el problema se

puede complicar tanto que podria parecer avasallador.

Como ya mencionamos la semiala consta de 16 costillas con sus aligeramientos, 2
vigas de seccion transversal asimétrica y su piel. En el primer capitulo se menciona que
algunas estructuras pueden ser simplificadas y se representadas por medio de un
sistema masa — resorte en el caso de este trabajo se eligié un sistema de cuatro grados
de libertad por lo que la masa de la piel, las costillas y las vigas se han sumado y
dividido en 4 masas puntuales, los resorte que unen estas masas tendran una rigidez
que sera calculada con la seccién transversal de las vigas del modelo. La figura 2.1.2a
muestra el diagrama masa — resorte al que fue simplificado la semiala ademas de un
diagrama de cuerpo libre donde son colocadas las fuerzas y desplazamiento que
afectan el sistema.

M1 AN M2 AV M3 VA M4

K1 K2 K3 K4
.| | ! | 1
o 1 1 1 1<
X1 X2 X3 X4
(@
4 lo— y1 ﬂ‘ VQ et \4»]/3—4 \‘ y4 —DJ
" r F.(t _,.‘ "
A= m,y, Fa =81 m, i, Faltl=y msy3 4t MyV,
¢ 44— G ) ¢
kyyy @ k?(Vz—h)"" k3(V3*V2’4" l’{4(1/4‘ VB’
(b)

Fig. 2.1.2 (a) Sistema masa — resorte de la semiala. (b) Diagrama de cuerpo libre de la semiala

Ahora podemos escribir las ecuaciones de movimiento a partir de la figura y el
diagramas de cuerpo libre de la figura 2.1.2 b, realizando las sumatorias de fuerzas que
tiene ingerencia en cada masa e igualando estas ecuaciones a cero obtenemos el

siguiente sistema de ecuaciones.
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nEy2+k2(y2_yl)_ks(ys_yz)_Fz(t)zo (2-1b)
nEy3+k3(y3_yz)_k4(y4_y3)_|:3(t):0 (2.1c)
MY, +K, (Vs = ¥s)—Fi(t)=0 (2.1d)

Al ordenar y agrupar términos obtenemos la ecuacién (1.12) del capitulo 1 la cual en

forma matricial es representada por:
MI{9}+[K]{y}=[F] (1.12)

Donde [M ]y [K]son respectivamente las matrices de masas y rigidez, que para el
sistema de cuatro grados de libertad estan dadas por:

[M]-

o o o 3

0
m,
0
0

o3 oo

0
0
0
m,

k+k, -k, 0 0

[K]— —k2 k2 +k3 _ks 0
) kK, k+k, Kk,
0 0 —k, k,

Por lo que la ecuacion (1.12) puede ser rescrita de la siguiente manera:

m 0 0 0 k+k, -k, 0 0
Oom 0 Of. | -k k+tk -k O
=[F (2.2)
0 0m O i 0 Kk otk —k, {y}=[F]
0 0 0 m 0 0 -k K

La ecuacion (2.2) es la formulacion para un sistema de 4 grados de libertad a partir de
las rigideces.

2.2 FRECUENCIAS NATURALES DE VIBRACION.

Partiendo de la ecuacion (2.2) la cual representa el movimiento del sistema el cual
posee 4 grados de libertad, y es el clasico problema de eigenvalores y eigevectores,
rescribiendo la ecuacion utilizando el procedimiento para obtener las frecuencias
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k+k -k 0 0 m 0
-k k+k, -k O .| 0 m _
0  k k+k k| “lo o 1@ =0 (23)
0 0 -k Kk 0 0

Como podemos observas [F] es igualada a cero debido a que se trata de un problema
de vibracion libre donde no exciten fuerzas externas que actien sobre la estructura. La
formulacion de la ecuacion (2.3) es un importante problema matematico conocido como
un eigenproblema. Donde existe una solucion trivial, esto es, la solucion para el cual no
todos los valores a =0, para esto se requiere que el determinante de la matriz {a} sea
igual a creo; por lo tanto:

[K]-e*[M]=0

O los que igual

k+k, -k, 0 0 m O 0 O

-k, k+k, -k 0 ,, O m 0 O
—w =0 (2.4)

0 Kk, k+k K, 0 0 m O

0 0 —k, Kk, | 0 0 0 m,|

Al resolver el determinate de la ecuacion (2.4) se obtendr4 un polinomio del cual
podremos encontrar las raices de omega y estas seran las frecuencias naturales del
sistema. Con el problema planteado lo que resta es asignarle valores numéricos a las
masas Yy rigideces del sistema, para obtener el valor de la rigidez de cada tramo,
partiremos de la consideracion de que las dos vigas son asimétricas, lo que significa
gue en cada tramo tendrd un valor propio de rigidez por lo que es necesario determinar
la rigidez equivalente de cada tramo del sistema, esto es posible ya que cuando se
tienen dos rigideces en paralelo la rigidez equivalente es igual a la suma de ambas, el
calculo de la rigidez se obtuvo utilizando la ecuacion (2.5).

_12El

k E

(2.5)

Para obtener los valores se utilizo un modulo de elasticidad de 2x10° que corresponde
al acrilico, material del cual esta hecho el modelo experimental, el momento de inercia
fue calculado por medio de la ecuacion (2.6).
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Con estos datos se calculan los valores del momento de inercia asi como la rigidez en
cada tramo de la viga frontal y son mostrados en la tabla 2.2.1 asi mismo en la tabla
2.2.2 se muestran los mismo datos pero de la viga trasera.

Tabla 2.2.1 Momento de inerciay rigidez en la viga frontal

Seccion | h(m) | b(m) | L(m) | 1 (m*) k ()
1 0.056688 | 0.003 |0.241314 | 4.55421E-08 | 77781.64069
2 0.038665 | 0.003 0.274 1.44509E-08 4214.96152
3 0.026426 | 0.003 0.301 4.61354E-09 1015.046795
4 0.015496 | 0.003 0.37976 | 9.30248E-10 101.9113198

Tabla 2.2.2 Momento de inerciay rigidez en la viga trasera

Seccion | h(m) [ b(m) | L(m) | I_(m*) k&)
1 0.044901| 0.003 |0.248811| 2.26312E-08 | 35262.29386
2 0.030626| 0.003 |0.280797| 7.18143E-09 1946.187608
3 0.020931| 0.003 0.30298 | 2.2925E-09 494.5603652
4 0.012274| 0.003 |0.380095| 4.62273E-10 50.5095089

Como se menciono anteriormente las dos vigas se encuentran por lo que el valor de la
rigidez equivalente del sistema es simplemente la suma de los valores de rigidez del
tramo trasero mas el delantero, la tabla 2.2.3 muestra los valores totales de rigidez para
el sistema.

Tabla 2.2.3 Rigideces equivalentes

Seccién kequi (%)
1 113043.9346
2 6161.149128
3 1509.60716
4 152.4208287

Sustituyendo los valores de las tablas anteriores en la matriz de rigidez de la estructura
esta queda de la siguiente manera:

119205.0837 —-6161.149128 0 0
(K]= —6161.149128 7670.756288 —1509.60716 0
0 —-1509.60716  1662.027989 —152.4208287
0 0 —152.4208287 152.4208287

Ahora bien ya que se tiene la matriz de rigideces con valores numéricos, los que resta
es asignarle valores numéricos a la matriz de masas, estos valores serdn la suma de las
masas de las costillas, la piel y las vigas que estaran concentradas en 4 puntos. La
tabla 2.2.4 muestra la sumatoria de las masas en las 4 secciones en la que la semiala
fue dividida.
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1 0.029549234 0.049462 0.040464 0.3160132 0.435488434

2 0.022633158 0.038219 0.0310473 0.1066784 0.198577858

3 0.016937598 0.028631 0.022824 0.049679 0.118071598

4 0.012267225 0.020793 0.016576 0.0156334 0.065269625

Sustituyendo los valores de la tabla anterior en la matriz de masas de la estructura esta
gueda de la siguiente manera:

0.435488434 0 0 0
M- 0 0.1985577858 0 0
0 0 0.118071598 0

0 0 0 0.065269625

Si uno observa puede notarse que la matriz de masa no posee valores afuera de su
diagonal principal, esto se debe a que la fuerza de inercia producida por la aceleracion
de la masa solo actta en el nodo. Otro punto que se debe mencionar es que la masa se
encuentra bajo el supuesto de que no tendra inercia rotacional, con lo que la masa que
pueda asociarse al grado de libertad de rotacion es cero.

Ya es posible en este punto obtener los valores de las frecuencias naturales de
vibracion procedemos a sustituir en el determinante (2.4) la matriz de masas y la de
rigideces con los valores numéricos. Con lo cual obtenemos la siguiente matriz:

119205.0 -6161.1 0 0 0.435 0 0 0
-6161.1 7670.7 -1509.6 0 ,| 0 0.198 0 0 0
0 -1509.6 1662.0 -152.4 @ 0 0 0.118 0o |
0 0 -152.4 152.4 0 0 0 0.065
Al ser simplificada el determinante anterior queda como:
1.1921x10° —0.4354% * -6161.1 0 0

—6161.1 7670.8—0.19856m —-1509.6 0 0 (2.7)
0 —1509.6 1662.0—0.118070° -152.42 -
0 0 -152.42 152.42 - 0.06257w”

Al resolver este determinante es posible obtener el polinomio caracteristico del sistema
gue es la siguiente:

1.6026x 10" —9.9184x10%»? +1.0126x10’w * — 219.090 ® + 6.6638x 10 ‘0 ® (2.8)

Utilizando un programa numérico es posible resolver las raices del polinomio
caracteristico que serian las frecuencias naturales de la estructura.
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Tabla 2.2.5 Frecuencias naturales del sistema.

No.
Frecuencia | ¢ (rad/s) | o (HZ)
1 44.841 7.1367
2 103.58 16.485
3 201.12 32.009
4 524 .96 83.55
2.3 MODOS DE VIBRACION.

En este ultimo apartado se mostraran los modos de vibracion (eigenvector) que se
obtienen a partir de las frecuencias naturales de vibracion de la estructura, también se
mostrara las gréficas que representan dicho modo de vibracion, cabe mencionar que el
procedimiento analitico solo es realizado para el primer modo de vibracion, ya que cada
uno de los siguientes modos de vibracidon se obtienen de la misma manera, al final de
este apartado se muestran las cada una de las graficas de cada modo con su
frecuencia correspondiente.

Para la obtencion del primer modo de vibracion se parte de la obtencion de las
frecuencias, (o eigenvalor), se toma la ecuacion (2.7) y se multiplica por un vector de
desplazamiento que se propone arbitrariamente, de lo que resulta un sistema de
ecuaciones de primer orden (ecuacion 2.9).

1.1921x10°a-0.43549%a -6161.1b 0 0
~6161.1a 7670.8b— 0.198560,%b ~1509.6¢ 0 o @9
0 ~1509.6b 1662.0c—0.11807w,’c ~152.42d
0 0 -152.42¢ 152.42d - 0.06257,°d

Como podemos apreciar en la ecuacion (2.9) omega (a)) tiene un subindice
especificado con el numero 1, este subindice nos indica el namero de frecuencia que
estamos utilizando en este caso para el primer modo de vibracion utilizamos la 1lra
frecuencia. El paso que sigue es tomar el valor numérico de a)lz sustituirlo en la
ecuacion (2.9).

1.1833x10°a -6161.1b 0 0
—616l.1a  7271.6b —1509.6c 0
=0 (2.10)
0 ~1509.6b 1424.6c -152.42d
0 0 ~152.42c  21.181d
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1.1833x10°a—6161.1b a=1
—6161.1a+ 7271.6b—1509.6¢ . b=19.206
—1509.6b +1424.6c —152.42d c=88.432
—152.42c +21.181d d =636.31

Nuestro ultimo paso corresponde al escalamiento o normalizacion del modo de
vibracion este se hace multiplicando la matriz transpuesta del vector de modos por la
matriz de masa de nuevo por el vector de modos, el resultado que da se le saca la raiz
cuadrada y finalmente el vector de modos de vibracion se divide entre este nimero, tal y
como lo muestra la ecuacion (2.11).

(2.11)

Aplicando la ecuacién (2.11) tenemos:

0435 0 0 o0 1
(al'[M]{al=[1 19206 88432 63631 _ o0 O O 1O 0
Mgy =[t 29 ' Ao 0 oms o | esase|”

0 0 0 0.065] 636.31

1
19.206
88.432
~1636.31
TN
Finalmente el vector normalizado de los modos de vibracion queda de la siguiente
forma:

0.00619
0.11889
i 7| 05474
39338
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los modos con su frecuencia natural ademas de que seran comparados con los
resultados del andlisis numérico y experimental.

Tabla 2.3.1 Modos de vibracion del sistema
Frecuencia |7.1367 Hz | 16.485 Hz |{32.009 Hz | 83.55 Hz

Distancia de
las masas Modo1l | Modo 2 | Modo 3 | Modo 4

0 0 0 0 0
0.241314 | 0.00619 |0.041736| 0.12712 | 0.76628
0.515314 | 0.11889 | 0.77592 | 2.0961 |-0.09995
0.816314 | 0.5474 | 2.6774 | -1.0198 | -0.0122
1.196074 | 3.9388 |-0.74186|0.073169| 3.4607
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ANALISIS NUMERICO
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Si bien el desarrollo tedrico que se realizo en el capitulo anterior es de gran exactitud,
siempre es recomendable realizar a la par un andlisis numérico y/o experimental que
nos ayude a corroborar los resultados obtenidos. En cualquiera de los disefios que se
realizan hoy en dia los analisis numérico, experimental o tedrico van de la mano debido
a que se debe tener al menos dos de ellos para poder comparar resultados y asegurar
gue lo se esta obteniendo sea correcto y se pueda emplear para dicho disefio.

Hoy en dia el desarrollo de computadoras personales de alta capacidad de
procesamiento ha hecho posible que los disefios consuman mucho menos tiempo ya
gue ha permitido desarrollar los métodos numéricos de una mejor forma, debido a esto
se han desarrollado en todo el mundo programas especializados en disefio y en el
andlisis numérico como lo son Fluent, Ansys, Nastran, NX, CATIA, Autocad, Solid Work,
por mencionar algunos. En este capitulo se ocuparan 2 de los programas mencionados
para realizar primero el modelado y segundo para realizar el andlisis modal de la
semiala.

En el proceso de modelado se tomaron en cuenta la forma y tamafio de las alas de
varios aviones con el fin de darnos una de idea de las dimensiones y escalas que se
debian tomar asi como de las distintas configuraciones que existen, al final se decidié
que la semiala tuviera una configuracion semimonocoque de doble flechado compuesta
por 2 vigas en las que se distribuyeron 16 costillas con la forma de un perfil NACA 4412
(Figura 3.1.1).

1193.7¢
B 753 85 43991

244 944 944 944 1575 7535, 1575, 1525, 5325 | p0 75 £625 H675 97.6g 9760 976¢ 6H1B

7857
105.47
134.28

159.23
1861

20755
226.99

25044
271.848

79333
335.01

376.7

418,39

454,81

49129

16°

527.68

5741

Acot: mm ,z) \
X Esc: sle

Fig. 3.1.1 Distribucion de las costillas de la semiala
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al software Ansys para ser analizada, sin embargo debido a que ambos programas no
son de la misma compafiia es necesario convertir el modelo geométrico a un tipo de
archivo que ambos programas sean capaces de leer. Para este caso los archivos con
extension “.iges” son aceptados en la mayoria de los programas y en este caso también
por Ansys y NX, sin embargo existen errores en estos archivos cuando son importados
lo que ocasiona que las geometrias convertidas no aparezcan tal y como fueron
enviadas, los errores mas frecuentes son la repeticién de lineas, areas o volumenes,
ademas de que se presentan errores de unién de lineas, por lo que si asemos el
balance del tiempo en que uno tarda en rectificar cada uno de los errores presentes o
modelar en cada uno de los programas, por regular es mas productivo modelar las
geometrias en cada programas, ademas de que se cuenta con la ventaja de tener un
comparativo entre un modelo realizado en un paquete y otro. Por lo que seran
mostrados en este capitulo el proceso de modelado en el software NX y en el Ansys, la
metodologia que se siguié para modelar la semiala en cada uno de estos seran
mostrado a continuacion.

3.1.1 MODELADO DE LA SEMIALA EN NX.

Dentro del programa NX existen muchos médulos como lo son el de modelado, dibujo,
manufactura, analisis estructural, placas, cableado, 3-D estudio, dibujo, etc. Para el
caso de nuestro trabajo solo fueron utilizados dos médulos, el de modelado y el de
analisis estructural, en el de modelado como su nombre lo dice fue donde se realizo el
modelo tridimensional de la semiala en seguida serd descrito a grandes rasgo la
realizaciéon de la semiala.

Tabla 3.1.1 Puntos del perfil

Distanciaen Y Distanciaen Y
% de la cuerda del Extrados del intrados
1.0000 0.0013 -0.0013
0.9500 0.0147 -0.0016
0.9000 0.0271 -0.0022
0.8000 0.0489 -0.0039
0.7000 0.0669 -0.0065
0.6000 0.0814 -0.0100
0.5000 0.0919 -0.0140
0.4000 0.0980 -0.0180
0.3000 0.0976 -0.0226
0.2500 0.0941 -0.0250
0.2000 0.0880 -0.0274
0.1500 0.0789 -0.0288
0.1000 0.0659 -0.0286
0.0750 0.0576 -0.0274
0.0500 0.0473 -0.0249
0.0250 0.0339 -0.0195
0.0125 0.0244 -0.0143
0.0000 0.0000 0.0000

72
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seleccmnado es el NACA 4412, mediante la herramienta de curvas spline, se unen los
puntos del perfil para formar la superficie de presion y de succion de la semiala (Figura
3.1.2), debido a que cuando ingresamos los puntos estos se encuentran en forma de %
de la cuerda, debemos escalar el perfil a la medida que deseamos, en este caso, las
medidas de la cuerda de cada una de las costillas aparecen en la figura 3.1.1

oy

Fig. 3.1.2 Puntos unidos por lineas para formar el perfil

Ya estando construido el perfil se procedio a realizarle los aligeramientos, se tomo en
cuenta la restriccion de que el area de los aligeramientos no debe sobrepasar el 35%
del area del perfil por lo que propusimos que la costilla tuviera 3 aligeramientos en
forma de circulos distribuidos en las dos primeros tercios de la longitud del perfil,
ademas se colocaron las lineas por donde pasa la viga principal y la viga secundaria,
alado de estas se colocaron 2 lineas mas que sefalan los puntos donde iniciaban y
terminaban los patines, sin embargo al paso del trabajo se simplifico esto haciendo que
estas lineas solo fueran una referencia. Realizado ya el perfil con sus aligeramientos y
lineas de las vigas, se procedi6 a copiar y pegar el perfil 15 veces separandolos a las
distancias que la figura 3.1 sefiala, colocados en su posicion respectiva cada uno de los
perfiles, se les cambio su escala para darle el doble flechado y tener la silueta de la
semiala, luego se unieron los extremos de las lineas de la viga principal y la viga
secundarias para formar el contorno de estas; al tener el contorno, usando la funcion de
“areas a través de cuatro puntos” se formo lo que seria el alma de las vigas, cada una
de estas se realizo en dos partes, la primera empezando en el perfil de raiz y
terminando en el perfil donde cambia el &ngulo de flechado y la segunda parte
empezando donde cambia el angulo de flechado y terminando en el perfil de punta
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Fig. 3.1.3 Contornos de la semiala con areas como almas de viga.

Ya con las areas de las vigas y los contornos de los perfiles procedimos a darle
volumen, esto se realizo con la funcion “extrude”, para esto se selecciono para cada
perfil cada una de sus lineas y los circulos que la conformaban y dandole el espesor
deseado que en este caso fue de 3mm, de igual forma se selecciono el &rea de la viga
principal y de la viga secundaria para convertirla en un volumen del mismo espesor que
los perfiles, el paso siguiente fue unirlas mediante la funcion “unite”, con el fin de que
formaran finalmente la estructura de la semiala, para crear la piel de la estructura se
utilizo la funcién “ruled” la cual crea areas a travées de lineas que tengan algin grado de
curvatura, esto se realizo en cuatro partes, primero dos en el intrados y luego dos en el
extrados, para luego unirlas y formar una sola piel, por ultimo debido a que no se
pueden borrar lineas y/o areas debido a que son parte de los volimenes estas fueron
blanqueadas con la funcion blank quedando finalmente el modelo de la semiala, (figura
3.1.4), al cual se le extraeran los modos y frecuencias de vibracion.

Fig. 3.1.4 Modelo final de la semiala semimonocoque
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Como ya se menciond antes NX es un programa de disefio, pero cuenta con una
aplicacién que permite resolver problemas estructurales, sin embargo sus opciones para
solucionar problemas es muy limitada compara con otros software especialmente
dedicado a esto, por lo que en este apartado solo con fines comparativos se describira
de manera general como es el proceso de extraccion de frecuencias y modos de
vibracion.

Primero se ingresa al menu de de aplicaciones, se selecciona la aplicacion de andlisis
estructural, aqui aparece una ventana donde se seleccionar el solver, para el caso de
este trabajo se utilizo el solver “Structures P.E.”, se selecciona el tipo de analisis
estructural y como tipo de solucién el modal tal como se muestra en la de la figura
3.1.5; dentro de la solucion modal se encuentra predeterminado que la extraccion sea
por el método “LANCZOS” y que sean extraidos unicamente los 5 primeros modos con
sus frecuencias correspondientes.

[ N
'@ Create Solution
Mame: Solution 1
Saolver: Structures P.E. |»
Analysis Type: Structural w
Solution Type: | Madal v

v |
I (4 ] ’ Cancel ]

Fig. 3.1.5 Ventana de seleccién del tipo de solucion.

Después es necesario darle a los elementos de las estructuras propiedades para que se
comporten como materiales reales (densidad, modulo de Young, coeficiente de
Poisson) y dependiendo de estos la extraccion de modos y frecuencias se llevada a
cabo. Para esto se entra a la ventana de “materials Properties” (Figura 3.1.6), esta
ventana se encuentra en la barra de herramientas “stuctures”, dentro de su biblioteca se
encuentran muchos materiales, en este caso se seleccionamos el acrilico y se le asigna
a todo nuestro modelo. Cuando son colocadas las propiedades del material debemos
realizar la discretizacion de nuestro modelo, en el caso del tipo de “solver” que
utiizamos no posee una variedad amplia de elementos, ya que solo se puede elegir
entre un elemento tetraedro de 4 nodos y otro de 10, asi que se selecciono el elemento
tetraedro de 4 nodos, se le asigno un tamafio de elemento 4 y se la aplico al modelo.
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ninguna carga. La Unica restriccion que se debe aplicar es un empotre completamente
restringido en la costilla de la raiz tal como lo vemos en la figuras 3.7. Este empotre
tiene la caracteristica de no permitir desplazamiento y rotaciones en los ejes X, Y,y Z,y
alrededor de ellos respectivamente.

& Materials
Category =
Material ¢ | ‘Category |
Materials Inbesited |_Pan |
Mame RCRYLIC
Category PLASTIC
Library Reference 25
Isotropic | Orthotropic || Anisotropic |
~
Mass Density 1.2e-006 kgfmm~3 M
Reference Temperature C M
‘Young s Maodulus Ze+006 mijmm<2{kPa) M
Poisson " s Ratio 0.4
Shear Modulus mi/fmm-2{kPa) M
Yield Strength 18000 mNfmm~2(Pa) [+ |
Ultimate Tensile Strength ] mimm-2{kPa) M u
w
Filter Any [l]
[ Ok ] [ Apply ] [ Back ] [ Cancel ]

Fig. 3.1.6 Ventana de propiedades de los materiales.

Empotre

Elemetos
tetraedros
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elemento grande debido a la capacidad de procesamiento de la maquina en la que se
realizo el andlisis, ademas cabe aclarar que en para esta simulacién no se realizo un
estudio de independencia de malla debido a que el analisis realizado en NX solo servira

de comparativo, los resultados de la simulacion son presentados a continuacion.

Tabla 3.1.2 Resultados de la simulacién en Nx.

Modo de vibracion | Frecuencia Natural (Hz)
7.324
9.964
13.14
15.81
20.55

AP [([W[N|F

La tabla 3.1.2 muestra las frecuencias naturales en Hertz de los 5 primeros modos de
vibracion de la estructura; en las siguientes figuras 3.1.8 — 3.1.12 son presentados cada
uno de estos modos de vibracion, los mapas de colores representan los
desplazamientos en mm, siendo el color rojo el que indica el maximo desplazamiento y
el azul el minimo, cabe mencionar que la piel del modelo no fue colocada debido a que
el NX no nos permite pegar piel a la estructura, sin embargo como ya lo mencionamos
debido a que esto solo se realizo en forma comparativa para observar como se
comporta la estructura no es de gran importancia que no sea presentada la piel, ya que
este andlisis en el que si es contemplada la piel se realizo con ANSYS .
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Fig. 3.1.9 Segundo modo de vibracién a un frecuencia de 9.96 Hz.
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Fig. 3.1.12 Quinto modo de vibracion a un frecuencia de 20.55 Hz.

3.1.3 MODELADO DE LA SEMIALA EN ANSYS.

El programa Ansys es en un software disefiado para resolver problemas de andlisis
estructural, transferencia de calor, flujo de fluidos, potencial eléctrico y magnético. Lo
gue lo hace muy impractico para el modelado, por esta razon es que la mayoria de los
investigadores, estudiantes o usuarios prefieren modelar en otro software y luego
exportar la geometria, pero como lo mencionamos esto trae muchos problemas. Por lo
cual se hard una descripcion de cémo fue modela la semialas en este software. En
general el proceso es el mismo que en NX sin embargo existe diferencias tanto del
ambiento como en las funciones. El primer paso es ingresar los punto del intrados y
extrados del perfil, (Tabla 3.1), en Ansys estos puntos son llamados Keypoints y se les
asigna un numero conforme son ingresados, para formar la linea que une estos puntos
se necesita la funcién spline, la cual unen los puntos del perfil que son seleccionados y
de igual forma le es asignado un nimero por cada linea, cuando tenemos las dos lineas
se procede a formar el &rea con la funcién “area - arbitrary - by lines” , como en el caso
anterior los puntos se encuentran en % de la cuerda, por lo que se debe escalar el perfil
a la medida que se desea, para crear los aligeramientos debemos antes crear tres
puntos los cuales seran el centro de cada circulo, al tener estos tres puntos formamos
los aligeramiento circulares con la funcion “area — circle — solid circle” se selecciona
cada punto y se le asigna el radio que se desea, luego se le substrae al perfil cada uno
de los circulos con la funcion “operate — booleans — subtract - areas”, habiendo
elaborado esto, al perfil solo le resta unir 4 keypoints dos por cada lugar donde pase
una viga (principal y secundaria) en este caso los keypoints que se unieron fueron el 11
y 25 para la viga principal y el 6 y 30 para la viga secundaria (Figura 3.1.13).
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Fig. 3.1.13 Costilla de semiala modelada en Ansys

Realizado el perfil con sus aligeramientos y lineas de las vigas, luego se traza una linea
perpendicular al punto 11, sobre esta linea se crean keypoints a las distancias
indicadas en la figura 3.1.1, luego se copia (“copy — area”) el area del perfil y se mueve
(“move — area“) a cada uno de los puntos creados en la linea perpendicular al punto 11,
colocados en su posicidn respectiva cada uno de los perfiles, se les cambio su escala
con “ operate — scale — areas” después se unieron los extremos de las lineas de la viga
principal y la viga secundarias para formar el contorno de estas; al tener el contorno,
usando la funcidn “area - arbitrary - by lines” se formo lo que es el alma de las vigas, el
paso siguiente fue unir con lineas los bordes de ataque y de salida para asi formar la
piel de la estructura aqui de igual forma se utilizo “area - arbitrary - by lines” la cual sin
importar que las lineas tengan algun grado de curvatura forma el area requerida, esto
se realizo de igual forma en cuatro partes, primero dos en el intrados y luego dos en el
extrados, quedando finalmente el modelo de la semiala, (figura 3.1.14), como podemos
observar en este modelo no realizaron volimenes lo que lo hace un modelo mas
sencillo que el modelado en NX, sin embargo es mas dificil de modelar este comparado
con NX, esto debido a que Ansys no es un software de modelado.

Costillas
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La semiala mostrada en la figura 3.1.14, es el modelo del cual se obtendran las
frecuencias y modos de vibracién, como podemos ver la semiala esta formada por 2
vigas, 16 costillas y la piel, este modelo debe ser discretizado en un namero n finito de
elementos de ahi el nombre del “método del elemento finito” estos elemento deben
tener ciertas caracteristicas que le permitan comportarse como la parte estructural que
van a representar, ansys posee un gran namero de elementos que pueden ser
utilizados para la simulacion, como lo son los tipos link, beam, pipe, solid, shell, solid
shell, constraint, viscoelastic, etc.

Cada uno de los tipos de elementos es utilizado para diferentes propdsitos incluso para
simplificar problemas pueden ser utilizado un elemento en lugar de otro; por ejemplo si
quiere analizar una viga, se puede utilizar un elemento tipo “solid” y dibujar toda la viga,
pero si se requiere ahorrar recursos de computo, este problema puede ser simplificada
utilizando un elemento tipo “beam” y dandole las propiedades correspondientes. En el
caso del andlisis presente, se utiliza las caracteristicas que tienen los elemento de
poderse ejemplificar mediante otro elemento y propusimos la utilizacién del elemento

placa (shell).

El tipo de elemento utilizado parar realizar la discretizacion (mallado) de la semiala fue
el elemento SHELL63 este elemento posee propiedades de una placa elastica es
mostrado en la figura 3.1.15

2L

KL

J
Opcion triangular

Fig. 3.1.15 Geometria del elemento SHELL63

El elemento SHELL63 puede utilizarse como placa con curvatura y/o como membrana.
En ambos casos se les pueden aplicar cargas tanto normales como axiales. El
elemento tiene seis grados de libertad por cada nodo: Traslacion en la direccion X, Y,y
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---------------- -esfuerzos y deflexiones muy grandes:--Ademas de poseer-la-opeion - de aplicar- matrices --------------------
de rigideces consistentes para cuando se desea un andlisis donde las deflexiones son
muy grandes. En la tabla 3.1.3 se muestran las propiedades del elemento SHELLG63, las
cuales se configuran mediante el apartado Real Constants.

Tabla 3.1.3 Constante reales del elemento SHELL63

No. Nombre Descripcion
1 TK() Espesor de la placa en el nodo |
2 TK(J) Espesor de la placa en el nodo J
3 TK(K) Espesor de la placa en el nodo K
4 TK(L) Espesor de la placa en el nodo L
5 EFS Rigidez de la fundacién elastica
6 THETA Angulo de rotacion del elemento con respecto al eje X
7 RMI Relacion del momento de inercia de la curvatura
8 CTOP Distancia desde la mitad de la superficie hasta arriba
9 CBOT Distancia desde la mitad de la superficie hasta abajo
10, ...,18 (Blank) --
19 ADMSUA Masa agregada

Las constantes reales que se utilizan en nuestro andlisis son 2: una se utiliza para las
costillas y las vigas, y la otra es usada para la piel, la figura 3.16 y 3.17 nos muestra las
ventanas donde deben son definidos los valores de las constantes reales.

A\ Real Constant Set Mumber 1, for SHELL63

Element Type Reference Mo, 1
Real Constant Set Mo,

Shell thickness at node T TK(T)

atnode 1 TK{T)

at node K TE(K)

atnode L TE{L)
Elastic foundation stiffness EFS
Element X-axis rotation THETA
Bending mom of inertia ratio RMI
Dist fram mid surf to top  CTOP
Dist from mid surf to bot CBOT

Added massfunit area  ADMSLUA

I\

oK Apply Cancel | Help |

Fig. 3.1.16 Constantes reales para las costillas y viga
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Fig. 3.1.17 constantes reales para la piel

Cuando tenemos el tipo de elemento y a este se le a asignado sus constantes reales se
debe designar propiedades tales que indiquen el comportamiento y composicion de un
material en especifico, el material de estos tres componentes (viga, costilla y piel) esta
denotado por el material nimero 1 que es acrilico, el cual se define dentro del software
como un material lineal elastico e isotropico; en la figura 3.1.18 a) y b) podemos ver las
ventanas donde introducimos los valores de las propiedades mecénicas y la densidad
del material respectivamente.

)
Fig. 3.1.18 Definicion de las propiedades del acrilico material

Cumpliendo con los pasos anteriores se procede a realizar el mallado de la geometria
teniendo en cuenta que se debe seleccionar para las vigas y costillas unas constantes
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----------------- mallada;-y-en la -figura-3.20- podemos -ver -un -acercamiento- -del- malladc - de- uno -de
perfiles y una parte de la piel, aqui podemos observar que el mallado es de tipo
cuadrangular pero existe una parte de la imagen que se encuentra de color morado,
esto nos indica que existen algunos elemento triangulares, esto es debido a la
irregularidad de las formas, sin embargo esto no incurre ni afecta la solucion del
problema.

ELEMENTS

Fig. 3.1.19 Semiala Mallada
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----------------- cargas- a-las- gue - esta -sometido- la - semiala.- -Pero -debide- -a- -que- -la- semiala - solo-es - -------------------
analizada en vibracién libre, no se le aplica ninguna carga. En la figura 3.1.21 se
muestran el tipo de apoyo correspondiente a la semiala. El tipo de apoyo aplicado es de
tipo empotre (Este empotre tiene la caracteristica de no permitir desplazamiento y
rotaciones en los ejes X, Y, y Z, y alrededor de ellos respectivamente o sea es
completamente restringido).

Empotres

Fig. 3.1.21 Empotre de la semiala

Ahora que el modelo ya esta restringido lo Unico que falta es resolver el problema para
esto tenemos que la ecuacion clasica que se resuelve para problemas de eigenvalores
en un andlisis modal sin amortiguamiento es:

[M]{y}+[K]{y}=0  (@27)

Muchos métodos numéricos estan disponibles para resolver la ecuacion mostrada en la
parte de arriba. ANSYS por su parte utiliza los siguientes métodos:

« Block Lanczos

« Subspace

« PowerDynamics

« Reduced (Householder)
« Unsymmetric

o Damped

« QR damped

Los primeros cuatro métodos (Block Lanczos, subspace, PowerDynamics, y reduced)
son los que son usados mas comUnmente. La tabla 3.1.4 muestra la comparacion y
aplicacién de forma general de estos cuatro tipos de métodos.
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de memoria de disco duro

~

Sirve para encontrar muchos modos (alrededor de
cuarenta) de modelos muy complejos. Es
recomendado cuando el modelo consiste de
elementos solidos y placa con formas irregulares.
El desempefio de este método es muy bueno Medio Bajo
cuando el modelo consiste de placas o soélidos o
una combinacion de ellos. Trabaja mas rapido que
el método Subspace pero requiere mas o menos
50% més de memoria.

Sirve para encontrar solo algunos modos de
modelos grandes. Es recomendado cuando el
Subspace | modelo consiste de elementos sélidos y placa con Bajo Alto
formas regulares. Trabaja bien si la memoria es
limitada.

Sirve para encontrar algunos modos (alrededor de
20) en modelos grandes. Es recomendado por su
rapido calculo de eigenvalores cuando el modelo
consta de alrededor de 100,000 grados de libertad. Alto Bajo
En modelos con mallas densas, las frecuencias
son aproximaciones. Es posible perder modos
cuando frecuencias repetidas existen.

Sirve para encontrar todos (alrededor de 10,000) lo
modos de modelos pequefios y medianos. Puede
ser usado para encontrar algunos modos
(alrededor de 40) de modelos grandes
seleccionando previamente grados de libertad
maestros, pero la precision de las frecuencias
depende del tipo de grado de libertad
seleccionado.

Block
Lanczos

Power
Dynamics

Reduced Bajo Bajo

En el andlisis fue utilizado el método Block Lanczos el cual utiliza el algoritmo de
Lanczos desempefiado como un bloque de vectores. Este método es tan preciso como
el método subspace, pero mucho més rpido utiliza el método de solucién de matrices
escaso, que primordialmente todos los métodos son resueltos via el comando EQSLV.
Este método es especialmente poderoso cuando se buscando las frecuencias del
sistema en un rango dado del espectro. El tiempo de convergencia puede ser el mismo
cuando se extraen modos en el rango medio y alto del espectro de frecuencias como
cuando se extraen los modos en el rango méas bajos de frecuencias. Habiendo realizado
la solucion del problema utilizando el método descrito anteriormente debemos saber si
nuestros resultados no varian con respecto al tamafio de la malla por lo que se realiza
un estudio de independencia de malla.

AN

oEC 5 208
1124 10
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c) d)

Fig. 3.1.22 Costilla de semiala mallado con a) tamafio de elemento 4, b) tamafo de elemento 3, ¢) tamafio de elemento
2, d) tamafio de elemento 1.

El estudio de independencia de malla se utiliza para encontrar un balance entre el
tamafio de elemento y la exactitud y precision de los resultados de los modelos, este
estudio es necesario realizarlo siempre, ya que nunca pocemos dar por hecho que un
tamafio de elemento puesto arbitrariamente nos dara un resultado correcto. Ademas es
importante conocer el nimero de elementos del que constara nuestro modelo ya que
este numero nos dird si nuestro equipo computacional es capas de resolver el sistema,
en la actualidad este es uno de los grandes problemas que se tiene en la investigacion,
debido a que en ocasiones se carece de supercomputadoras capaces de resolver
sistemas de millones o miles de millones de elemento. El estudio de independencia de
malla del presente trabajo fue realizado para 5 tamafos de elemento (Figura 3.1.22) los
cuales se presentan en la tabla 3.1.5 que nos muestran la cantidad de elementos que
se forman con un tamafio de elemento dado.

Tabla 3.1.5 Tamafio y nimero de elementos en el modelo

Tamafio de Nuamero total de
elemento elementos en el modelo
4 65000
3 85000
2 104000
15 250000
1 350000

Como podemos ver entre mas pequeiio es el tamafio del elemento aumenta
considerablemente el nUmero de elementos del modelo y por consecuencia el nimero
de ecuaciones que el programa debe realizar, como observamos el numero de
elementos no nos dice que tan exacto es la solucion, por lo que se debe realizar la
solucién del sistema con cada uno de los tamafios de elemento y verificar cual es el
error que existe entre cada uno de ellos, y asi poder decidir cual tamafio de elemento es
el optimo tanto en exactitud y precisibn como en exigencia de procesamiento del equipo
de computo y tiempo. La tabla 3.1.6 nos muestra las frecuencias naturales de los 5
primeros modos de vibracién de la semiala con 5 tamafios de elementos diferentes.
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________________ numero.|. . deltamanio4.” |~ delfamano 3. _[.. .delfamano2 "| "deltamafio 1.57 | _deltamarol”.

1 7.1619 7.1669 7.1685 7.1700 7.1706

2 9.6821 9.6710 9.6608 9.6568 9.6535

3 12.729 12.699 12.673 12.664 12.657

4 15.681 15.672 15.663 15.660 15.658

5 19.901 19.872 19.839 19.827 19.818

Observamos que para nuestro modelo la variacion de las frecuencias dependiendo del
tamafio del elemento es de centésimas y en algunos caso de décimas por lo que

podemos concluir que cualquiera del tamafio de elemento que se utilice (entre tamafio 1
y 4) los resultados seran confiables. Para darnos una idea de esta confiabilidad la tabla
3.1.7 nos muestra una comparacion del porcentaje de error que tienen cada uno de los
tamafos de elemento con respecto al tamafio de elemento 1, que por capacidad
computacional fue el de menor tamafio que se pudo calcular.

Tabla 3.1.7 Porcentaje de error dependiendo el tamafio de elementd

% Error

tamafio 4
respecto al
tamafio 1

Modo

tamafo 3
respecto al
tamafio 1

tamafio 2
respecto al
tamafio 1

tamafio 1.5
respecto al
tamafio 1

0.12132876

0.05159959

0.02928625

0.0083675

0.2962656

0.1812814

0.07562024

0.03418449

0.56885518

0.33183219

0.12641226

0.05530536

0.14688977

0.08941116

0.03193256

0.01277302

g Bl W N

0.41881118

0.27247956

0.10596427

0.04541326

Los resultados de la simulacion seran mostrados, analizados y comparados en el capitulo 5.
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4.1 . DESCRIPCION.DEL-METZOROEXPERIMENTALIDEESFLHRIAS X
VIBRACIONES.

La experimentacion con modelos reales nos da una validacién que sirve de base para
los resultados obtenidos por métodos numéricos o analiticos, cabe mencionar que
muchas de las teorias o leyes que se han establecido hasta nuestros dias han sido a
partir de que alguien hizo una serie de varios experimentos, tabulo los resultados, los
ordeno e interpreto para después desarrollar modelos mateméticos que permitieran la
reproduccion de ese mismo experimento, en diferentes partes del mundo.

El presente trabajo pretende mostrar de manera practica como es la experimentacion
con un modelo desarrollado en software, llevandolo a la realidad a través del maquinado
por control numérico y su ensamble pieza por pieza. El resultado es un trabajo que
incluye la experimentacion con un polariscopio circular de refraccion y un acelerémetro

triaxial.

La forma de experimentar con un acelerometro triaxial facilita la obtencién de datos por
gue es posible fijarlo a la conveniencia del usuario, la obtencién de datos se hace por
medio de la computadora mediante un programa que tabula aceleracion y posicién en
un periodo de tiempo dado. Basta fijarlo en una zona donde la estructura del modelo
oscile a causa de su vibracion natural o forzada.

Dentro del andlisis experimental de esfuerzos tenemos el método fotoelastico este
método basa sus principios como se menciono en el primer capitulo de este trabajo por
medio de un modelo plastico de alta respuesta éptica y otro idéntico de baja respuesta
Optica; lo cual nos permite determinar, de forma indirecta, por medio da la luz polarizada
de un polariscopio, la magnitud de los esfuerzos principales y sus trayectorias.

Esta tesis utiliza un modelo plastico de alta respuesta 6ptica que fue emplazado en un
polariscopio circular de campo claro; el cual permiti6é la observacién de franjas
isocrométicas, las cuales estan ligadas a la diferencia de los esfuerzos principales. El
material empleado es el birrefringente de dos dimensiones, este tipo de material es util
cuando se pretende que el estudio aplicado se lleve del modelo al prototipo, ya que la
distribucién de los esfuerzos no depende de la magnitud de la carga 6 del factor de
escala del modelo, ni de las constantes elasticas (cuando las fuerzas de cuerpo son
constantes O valen cero); de tal manera que, cuando el modelo y el prototipo son
geométricamente similares, bajo estos pardmetros es posible entender de mejor manera
los requerimientos en la construccién de la semiala.

Q0
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4.2 . DESARROLLO.DELMODELGPARA EXPERIMENTACION

Dentro de los objetivos de ésta tesis uno de ellos es poder visualizar los esfuerzos
producidos en el empotre de la viga principal a partir del método de fotoelasticidad,
como hemos mencionado anteriormente los modelos fotoeldsticos requieren ser
construidos con material birrefringente éste material es de un alto costo econdémico,
sumamente sensible al maquinado y su presentacion comercial es en pequefias hojas
gue generalmente no exceden los 26 x 26 cm. Debido a estas razones en vez de
producir una semiala completamente de material birrefringente se decidi6 que la
semiala fuera construida de acrilico, ya que si bien no es un material sumamente
sensible al la luz polarizada es posible apreciar los esfuerzos con resultados aceptables;
ademas de que el acrilico muestra la direccion de los esfuerzos como se mostrara mas
adelante.

Con la intencién de no perder validez en nuestros resultados hemos implementado la
puesta de tres claros de viga hechos de material birrefringente para modelos foto
elasticos bidimensionales, esto se hizo pegando estas placas de material a la viga
principal. Una de las propiedades més interesantes de este material es que sin importar
gue el tramo de una seccion de prueba se haya construido de manera continua o en
secciones la propagacion de los esfuerzos no se ve afectada y estos se muestran con
continuidad en el polariscopio.

Es importante recordar que cuando se hacen andlisis experimentales de esfuerzos el
material que serd empleado debe ser transparente a la luz, esto permite que la
apreciacion de las franjas sea mucho mejor, ademas se debe procurar escoger un
material que sea sensible a las variaciones de esfuerzo y deformacion, esto implica que
el material tendré una valor bajo de franja en términos de f, y f.. Si f; es bajo, puede
obtenerse un patron de franjas satisfactorio cuando se carga al modelo con fuerzas
relativamente bajas. Se aceptan los siguientes intervalos:

f;=0.035 a 350 KN/m
f.=0.005 a 0.5 mm

El material debe presentar un amplio rango de proporcion lineal en las relaciones
esfuerzo deformacion y diferencia de esfuerzos contra orden de franja. Considérese

también que el material debe de ser isétropo y homogéneo.

Para la seccion de empotre y para colocar la semiala en la balanza aerodinamica se
selecciono una barra de acero inoxidable de 1.9 cm de diametro. Uno de los puntos que

91
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mefingel S carbone instaladas tanto en el borde- de-ataque- como-en el borde e-salida; la primera-de--------------------
3.2 mm de didmetro y la segunda de 1.2 mm estas dos barras no se contemplan en el
disefio por que no ayudan a la rigidez de la semiala, la razén por la que son instaladas
es por que al momento de forrar con el plastico PVC, éste no se hunda entre los perfiles

creando una curvatura que modificaria las propiedades aerodinamicas del perfil.

Anteriormente mostramos el modelo elaborado en el software NX en las computadoras
de la Escuela Superior de Ingenieria Mecénica y Eléctrica Unidad Ticoman nuestro
modelo final consta de 2 vigas de seccién transversal variable en donde se distribuyen
16 costillas que tiene la forma del perfil aerodinamico NACA 4412 se debe mencionar
gue el perfil se seccion6 en tres partes para poder ensamblar el ala al final y colocar
ambas vigas, una de ellas muestra un dngulo de flechado.

Otra parte esencial del modelado fue el empotre del ala ya que esta se sujeta de la
balanza aerodindmica, en el presente trabajo proponemos un empotre tipo sandwich, se
hace de esta manera ya que la mayoria de los aviones en los empotres muestran una
serie de perfiles muy cercanos entre ellos que se unen por pequefias vigas (figura
4.2.1). Para evitar la rotacién en el empotre y poder fijar la semiala en la balanza
aerodinamica, se disefiaron unas pequefias placas rectangulares, a las cuales se les
hicieron tres barrenos con la finalidad de pasar tornillos a lo largo del empotre;
asegurando finalmente que no hubiera rotacién en el eje X una vez montada en la
balanza aerodinamica, la figura 4.2.2 muestra dichos objetos.

mpotre tipo
sandwich
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Placas de
acrilico
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Fig. 4.2.2 Detalle del empotre de la semiala

Como se puede apreciar en las figuras el detalle del modelo es bastante complejo tanto
por la forma asimétrica de las vigas y las costillas como por la distribucién de estas
Ultimas alrededor de la viga, existen diferentes maneras de construir un modelo real
baséndonos en los planos de un modelo creado por computadora, el equipo de trabajo
opté por un manufactura precisa y sujeta completamente el plano por lo que se inclind
por la maquina de control numérico que existe en la escuela llamada CINCINATTI este
es un equipo de tipo industrial con un area de trabajo de 60 x 45 cm aproximadamente,
pero por un mal funcionamiento de la maquina no fue posible llevar acabo todo el
trabajo dentro de las instalaciones del la ESIME TICOMAN.

En lugar de esto se llevaron los planos a una empresa dedicada a la construccion de
modelos de acrilico bajo disefio, el equipo que utiliza esta empresa es una cortadora de
laser y un router de control numérico las descripciones de los equipos se muestran en
la tabla 4.2.1y4.2.2

Tabla 4.2.1 Caracteristicas de la maquina cortadora LASER

Caracteristica
Potencia de laser 60 watts
Area maxima de grabado 1Im x 60cm
Velocidad de grabado 40m/s
Tipo de laser LASER de cristal CO2
Tamafio minimo de caracter 1mm
Potencia de maquina 15000 w
Software de control Léser soft. V 4.0
Precision de legibilidad 0.025mm
Plataforma de grabado Control eléctrico de la plataforma
Dimensiones 1.430m x 1.10m x 0.95m
Voltaje de alimentacion 120v/60hz
Temperatura ambiente 5°a35°
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IMotor " 6hp
Area (til de trabajo 1.22 x 2.44m
Bomba de vacio 6hp
Puntos de succion 6
Vélvulas de control independiente 3 x 160m%hr
Memoria interna 128 Mb
Entrada de memoria USB
Extractor de polvo 7.5hp
Set bésico de corte
Cableado para corriente 5m

Una de las més notorias ventajas de este tipo de maquinas es que al ser maquinas

comerciales trabajan con programas comunes, por lo que los operadores solo
necesitaron de los contornos de la figura en archivos con extensién DWG estos archivos

son los que utiliza Autocad. Con estos dos equipos fue posible el maquinado de todas
las piezas principales de la semiala; que comprende las dos vigas y todas las costillas,

el paquete de piezas

se muestra en la figura 4.2.3.

Fig. 4.2.3 Conjunto de piezas maquinadas con LASER y router.

La tolerancia mecanica de la cortadora de laser es de 1 mm mientras que del router es

de 3 mm con lo que concuerda con las tolerancias geométricas que se establecieron

para cada una de las

piezas en el modelado.

Una vez realizado el paquete de piezas se procedio a la creacién de las pequefias vigas

gue conforman el empotre estas se llevaron acabo en el laboratorio de CNC de ESIME
TICOMAN, bajo el programa Master-CAM, el equipo que se utilizé para el maquinado es
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TRIAC VMC

Fig. 4.2.4 Fresadora CNC DENFORD TRIAC VMC.

Tabla 4.2.3 Caracteristicas del equipo CNC

Caracteristicas
Mesa de trabajo 500mm x 160mm
\Viaje longitudinal (eje x) 290mm
\Viaje longitudinal (eje y) 170mm
\Viaje longitudinal (eje z) ATC 200mm x 235mm
Musillo a la columna 170mm
IAfilamiento del husillo (+ cambio rapido) 1SO30
Eje Z 16mm dia x 5mm diapason
Eje Y 16mm dia x 5mm diapason
Eje X 16mm dia x 5mm diapason
Longitud de la maquina 1285mm/1885mm
/Ancho de la méaquina 890mm
/Altura de la maquina 720mm/1170mm
Longitud de la caja de control 600mm
IAncho méximo de la caja de Control 360mm
Altura de la caja de control 780mm
Peso de la maquina 240 kg
Peso de la caja de control 70 kg
Peso de la maquina con ATC 320 kg
Resolucion de la maquina 0.01mm
Rango de velocidad del husillo Programable de 0-4000 rpm

Las figuras 4.2.6 y 4.2.7 muestran el proceso de maquinado que se realizo para la
obtencion de las vigas que se utilizaron para el empotre ademés de las placas que
sujetan la barra a la balanza aerodinamica.
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Fig. 4.2.6 Maquinado de vigas para el empotre ypiezas de sujecion
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Fig. 4.2.7 Piezas Maquinadas

Finalmente al tener todos elementos necesarios para comenzar a realizar el ensamble,
fue necesario probar con el polariscopio cada una de las piezas con el objetivo de
demostrar que no existian esfuerzos residuales en ninguna de las piezas producidos por
el proceso de maquinado a LASER y/o con el router, para esto se utilizé tanto el campo
oscuro como el campo claro, podemos apreciar este proceso el las figuras 4.2.8 a la
4.2.11.


https://comercio.softonic.com/esales/tienda/motor_tienda2.phtml?quehacer=comprar_programa&n_id=237
https://comercio.softonic.com/esales/tienda/motor_tienda2.phtml?quehacer=comprar_programa&n_id=237

CAPITULO IV

(@

]
Fig. 4.2.8 Borde de ataque en campo claro y oscuro.

® .0

Fig. 4.2.9 Seccion media del perfil en campo claro y oscuro.

Fig. 4.2.10 Perfil seccionado en campo claro y oscuro.
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----------------- residuales;-se-procede a realizar-la construccion-dei-modelo; lo- primero que se debe -~
hacer es pegar los bordes de ataque a la viga principal, esto se hace por medio de una
escuadra y teniendo cuidado en el pegado, la figura 4.2.11 muestra como finamente

guedan los bordes de ataque pegados a la viga.

Fig. 4.2.11 Ensamble de los bordes de ataque a la viga principal

Después se coloco un sistema de sujecidén que permitiera pegar la seccién media de las
costillas a la viga principal, del mismo modo fue necesario el uso de una escuadra y un
nivel para este proceso, la figura 4.2.12 muestra el ensamble de las secciones medias
del perfily en la 4.2.13 podemos observar el ensamble final de las secciones medias.

I

I Wi f
~L L1 gy
___r_?.'m,irl'!""r_- |
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Fig. 4.2.13 Ensamble final de secciones medias de las costillas

Después debido a que en el modelo la viga trasera tiene un &ngulo para formar el doble
flechado se requiere que el material sea doblado esto lo logramos calentandolo por
medio de una resistencia para lograr que el calor salga de manera lineal para no hacerlo
burbujear, la figura 4.14 muestra la viga trasera después de este proceso, las figuras
4.15 y 4.16 muestran que al calentar el material la resistencia deja esfuerzos residuales
por lo que se recomienda que al hacer este tipo de &ngulos se haga de manera precisa
y cuidadosa ya que el acrilico por este proceso se vuelve extremadamente duro y poco
tenaz por lo que su fragilidad aumenta, recordemos que este modelo ser4 empleado en
el tinel de viento y que debe soportar la distribucién de presiones que se logre generar
con la puesta en marcha de cada uno de los motores del tiinel de viento.

Fig. 4.2.14 Seccion de la viga donde se realizo el angulo.
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Fig. 4.2.15 Esfuerzos residuales en campo claro.

Fig. 4.2.16 Esfuerzos residuales en campo oscuro.

Cuando se realiza el doble la viga trasera se ensambla, acto seguido los bordes de
salida son colocados, la figura 4.2.17 nos muestra como se realizo el ensamble tanto de
la viga trasera como los bordes de salida.

-, ¥ = = ... ; al

% = ) Eagyy -
Fig. 4.2.17 Ensamble de viga trasera y bordes de salida.
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---------------- -atague -y-en-el-borde -de salida,- (figura-4.2.18).- Cabe mencionar-que se- quiere evitar- que - -------------------
la luz se refleje de manera excesiva ya que si esto fuera asi el polariscopio no podria
reflejar y por lo consiguiente no podriamos observar nada, por lo que a toda la semiala
se afiadi6 oxido de titanio.

Fig. 4.2.18 Atiesadores de fibra de carbono

Con el proposito de que el modelo mostrara los esfuerzos a través del polariscopio se
manufacturaron con material birrefringente de 2 dimensiones tres paneles que se
situaron en los primeros tres claros de la viga principal, (figuras 4.2.19). La razon de
situar estos paneles en esta zona es debido a que la zona del empotre es la que sufre
las mayores deformaciones y esfuerzos, la validez de los resultados es aceptable por
gue es en la superficie donde tienen lugar cominmente los esfuerzos mas grandes y
también los de mayor importancia.

AR e

Fig. 4.2.19 MauihaJo de material birrefringente.

El material birrefringente es capaz de maquinarse por medios convencionales el equipo
DENFORD de ESIME TICOMAN es capas de maquinarlo en intervalos de 750 rpm o
superiores, (en la tabla 4.3 se menciona este intervalo), cuidando siempre evitar
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----------------- posible- queelcalor le produzea escurrimiento-plastico;-de ser asi;-al-aplicarla-carga no - --------------o---
se podra considerar como un comportamiento elastico, sino viscoelastico.

Los tres paneles de material birrefringente colocados en los claros de la viga se
sometieron a una prueba en el polariscopio en campo claro, se observo que en algunos
de estos existia una precarga debido a la presion ejercida por los bordes de ataque,
(figura 4.20), lo cual provoco que dichos paneles fueran rebajados hasta embonaran de
forma correcta.

Fig. 4.2.20 Precarga en los paneles de material birrefringente.

La figura 4.2.21 muestra que al realizar el maquinado y posteriormente el ensamble los
esfuerzos residuales no se presentaron, esto nos garantiza una lectura correcta del
orden de franja.
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----------------- razonable -una- vez -que -el-modelo -es - maguinado -y- se- encuentra -listo -para- su-apalisis --------------------

este se lleve acabo de inmediato, la importancia radica en que el material fotoelastico
llega a presentar esfuerzos por efecto de tiempo. El problema en cuestion aparece
cuando se hace un analisis del modelo, en funcion del tiempo y en condiciones de cero
cargas. Los esfuerzos, que se presentan en el modelo como patrones de franjas,
producidos por este efecto; afectan considerablemente a los esfuerzos que se
presentan bajo la accion de una carga, ya que habrd una superposicién de patrones
debido al efecto del tiempo y a la carga.

El origen de este efecto se basa en la difusién del vapor de agua del aire dentro del
modelo; la cual es tan lenta que en ciertos materiales se requiere mucho tiempo para
alcanzar el equilibrio. La forma de evitar este problema es seleccionar un dia
relativamente seco (humedad relativa menor el 40 6 50%). Si el modelo se maquina de
un material que se ha mantenido en condiciones de humedad relativa constante,
durante algunos meses; entonces habra equilibrio y el efecto de tiempo no se
presentard si se realiza la prueba bajo las mismas condiciones de humedad.

El Gltimo proceso fue el forrado de la semiala con PVC termofomable, el hecho de

forrar con este material permite que a pesar de que el forrado no logre quedar
correctamente, al agregarle calor este estire logrando paneles completamente lisos
haciendo que todo el ala trabaje como un conjunto, (figura 4.2.22).

Fig. 4.2.22 Forrado de la semiala
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El equipo de laboratorio que fue ocupado en la experimentacion es el siguiente:

« Polariscopio de reflexion.- este esta compuesto por un lente polarizador, un lente
analizador, un compensador, una fuente de luz polarizadora, (figura 4.3.1 a).

« Acelerometro triaxial.- esta formada por el acelerémetro y una tarjeta transductora,
(figura 4.3.1 b).

« Computadora par adquisicion de datos del acelerémetro, (figura 4.3.1 c).

« Camara de video para adquisicién de imagenes del polariscopio, (figura 4.3.1 d).

« Tunel de viento de cuatro motores, (figura 4.3.2).

a) b)

Fig. 4.3.1 Equipo utilizado en el experimento
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Fig. 4.3.2 Tunel de viento de la ESIME TICOMAN

La realizacion de la experimentacion se llevé acabo en el laboratorio de aerodinamica
de ESIME TICOMAN en el tinel de viento de cuatro motores (figura 4.3.2), la semiala
se empotr6 en la parte izquierda del tunel fijada por medio de la balanza aerodinamica,
sin embargo esta no fue ocupada para adquisicion de datos, después se coloco el
acelerémetro en la penultima costilla de la punta de la viga principal y el polariscopio
frente al tinel en direccién de la zona donde se coloco el material birrefringente, (figura
4.3.3).



https://comercio.softonic.com/esales/tienda/motor_tienda2.phtml?quehacer=comprar_programa&n_id=237
https://comercio.softonic.com/esales/tienda/motor_tienda2.phtml?quehacer=comprar_programa&n_id=237

CAPITULO IV

Buy NOywrtcr Cresste PEE vyitere cetvolriad Wgtermark! !

----------------- pelariscopio-asi-como-el-acelerémetro - la metodologia- seguida fue-la-sigutente: ------------oooveioio

Se obtuvieron datos de cuatro corridas del experimento, en cada una de ellas se
prendieron de manera gradual cada uno de los cuatro motores del tinel de viento. La
adquisicion de datos por medio del acelerémetro triaxial fue con una duracién de cuatro
minutos y medio, primero la semiala se probd 30 segundos con los motores apagados
con el objetivo de calibrar tanto el acelerometro como el polariscopio, después cada uno
de los motores se fue prendiendo en intervalos de tiempo de un minuto, hasta tener los
cuatro motores en marcha.

Para la visualizacion de esfuerzos el polariscopio se monto en la parte de afuera del
tunel de viento la luz polarizada se dirigié hacia la seccion de interés y se grab6 en el
mismo periodo que se obtuvieron los datos con el acelerometro triaxial, para la etapa
de visualizacién se considero Unicamente el campo claro, al momento de la prueba se
fue variando el Angulo del compensador para poder apreciar a cada ciertos grados el
campo de esfuerzos producidos por cada uno de los motores, la variacion del la escala
de grados se hizo cada 6 segundos empezando desde el cero cada diez grados asi
hasta llegar a un &ngulo de noventa grados.

Se debe mencionar que el experimento se realizo para tres diferentes angulos de
ataque, el primer angulo que se utilizé fue el de 0 grados, después con 5 grados y por
altimo a 10 grados en cada etapa se realizo el procedimiento antes mencionado. Los
resultados de la visualizacién de esfuerzos asi como la adquisicion de datos de cada
una de las corridas se expondran en la el capitulo 5.
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INTERPRETACION Y
COMPARACION DE
RESULTADOS
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En este subcapitulo se presentaran los resultado del analisis te6rico, como podemos
apreciar la tabla 5.1.1 nos presenta los primero 4 modos de vibracién con cada una de
sus respectivas frecuencias, cabe aclarar que estos son modos flexionante es decir solo
representan a la semiala como si esta fuese una viga en voladizo en dos dimensiones
por lo que al entrar en resonancia las deformaciones solo ocurriran en el eje “Y”, si bien
a simple vista pareciera que estos resultados no pueden ser comparados con los de la
simulacion, se debe recordar que en el caso de la semiala el primer modo siempre es
flexionante ya sea en 2 o 3 dimensiones, por lo que la comparacion es directa ya que en
el caso de un andlisis en 3 dimensiones en el primer modo solo ocurrirdn deformaciones
eneleje"Y”

Tabla 5.1.1 Modos de vibracion del sistema
Frecuencia |7.1367 Hz | 16.485 Hz |{32.009 Hz | 83.55 Hz

DIiS‘a"Cia 9 | Modo1 | Modo 2 | Modo 3 | Modo 4
as masas

0 0 0 0 0
0.241314 | 0.00619 |0.041736| 0.12712 | 0.76628
0.515314 | 0.11889 | 0.77592 | 2.0961 |-0.09995
0.816314 | 0.5474 | 2.6774 | -1.0198 | -0.0122
1.196074 | 3.9388 |-0.74186|0.073169| 3.4607

Las figuras 5.1.1 a la 5.1.4 nos representan graficamente la forma en que se deforma la
estructura al entrar en resonancia a cierta frecuencia, los puntos que se muestran
representan las masas concentradas, cada una de estas esta separada a una distancia
caracteristica, en la tabla anterior se muestra dicha distancia, mas adelante en el
subcapitulo 5.4 se comparara el primer modo de vibracion de cada uno de los analisis

Modo 1

3.9388

3.5 1

2.5 1

151

051 05474

0.11889
0.00619

—®—7.1367 Hz
Fig. 5.1.1 Primer modo de vibracién a una frecuencia natural de 7.13 Hz.
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.....................

4

\ -0.74186
—#—16.485Hz

Fig. 5.1.2 Segundo modo de vibracién a una frecuencia natural de 16.48 Hz.

Modo 3
25

2.0961

15 A1

0.5 1
0.12712

0 s M 0.073169

-0.5 1

-1 1 -1.0198

-15

—=—32.009Hz
Fig. 5.1.3 Tercer modo de vibracion a una frecuencia natural de 32.009 Hz.
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351 3.4607

25 A

15 A

0.77628

0.5 1

-0.09995
0 wo -0.01222

-05
—=—83.55Hz

Fig. 5.1.4 Cuarto modo de vibracion a una frecuencia natural de 83.55 Hz.

Por ultimo cabe decir que este analisis se va haciendo mas preciso conforme el ala se
discretiza en un nimero mayor de masa, e incluso existe un método por el cual se
puede analizar como una estructura formada por varios elementos estructurales, sin
embargo tanto el ir aumentado el nimero de masa en las que es discretizada la semiala
como el resolver el sistema como una estructura van aumentado el grado de dificultad
del problema y su tiempo de solucion, en este caso se opto por discretizar el continuo
en 4 masa ya que representaba un problema féacil de solucionar y una muy buena
aproximacion a lo real.

5.2 RESULTADOS DEL ANALISIS NUMERICO.

Aqui se presentaran los resultados del capitulo 3. El andlisis que se realizo finalmente
fue con un tamafo 2 de elemento, la tabla 5.2.1 nos muestra las frecuencias obtenidas.

Tabla 5.2.1 Frecuencias de los 5 primeros modos de vibracion sin piel
Modo nimero Frecuencia (Hz)
7.1685
9.6608
12.673
15.663
19.839

QB WIN -
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2 1é.1190
3 19.6810
4 21.2800
5 22.5580

Estas frecuencias fueron obtenidas analizando solo la estructura, sin la piel, ya que al
tener una piel muy delgada como la que se tenia (calibre 100, Aprox. 0.000024mm) la
estructura no trabajaba en conjunto, ya que después de presentar el primer modo en
los modo siguientes la piel entraba en resonancia e impedia ver como la estructura
trabajaba y se deformaba en conjunto, en la tabla 5.2.2, mostramos las frecuencias
naturales que fueron obtenidas con la piel, en la figura 5.2.1 se muestra el primer modo
de vibracion con la piel y el la figura 5.2.2 el mismo modo pero sin la piel, como se
aprecia la deferencia entre las dos frecuencias naturales solo es de 0.066 Hz, por lo que
podemos decir que esta deferencia puede ser despreciable, esta pequefia variacion
gue se tiene es debida principalmente al cambio de masa que existe (aproximadamente
5-10gr.) y al pequefio aporte de rigidez de la piel a la estructura.

1
NODAL SOLUTION ANSYS
STEP-1 MAR 5 2009
SUB =1 13:49:29
FREQ=7.234
SEQV (BVG) ¥
DMK =5.25

SME =608.809

0 135.291 270.582 405.873 541.163
67.645 202.936 338.227 473.518 608.809

Fig. 5.2.1 Primer modo de vibracion de la semiala con piel

En las figuras podemos aprecia una escala de colores esta nos muestra la intensidad de
los esfuerzo de Von Mises debido a la deformacion a la que es sometida la estructura al
entrar en resonancia, esta escala se encuentra en KPa y como podemos apreciar el
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produce en la viga principal cerca de la costilla nUmero 8 y este es de 424.59 KPa, en la
figura 5.2.3 podemos observar a detalle la zona donde ocurre el esfuerzo maximo de la

semiala sin piel.

: ANSYS

HODAL SOLUTICH

STEP=1 MRAR 10 2009
5UB =1 ¥ 17:14:07
FREQ=T7.168

SEQV {BVG)

DM =5.799
SMY =424.599

—
a 94.355 188.71 283.066 37T7.421

47.178 141.533 235.888 330.243 424.5893

Fig. 5.2.2 Primer modo de vibracién de la semiala sin piel.

HODAL. SOLUTION

STEB=1
SUB =1
FREQ=7.168
SEQV (BVE)
DMK =5.799
SMY =424.599

283.066 ™~ 377.421
235.888 330.243 424,599
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bastante con piel y sin ella, como se puede observar en la figura 5.2.4 la piel entra en
resonancia a una frecuencia de 18.11 Hz, provocando un desprendimiento de esta, por
otro lado en la figura 5.2.5 vemos como la estructura es flexionada en forma paralela al
eje X.

: NODAL SOLUTICN ANSYS

STEP=1 MAR 11 2009
SUE =2 16:46:01
FREQ=18.119

SEQV (BVE)

DMX =107.616

SMX =36296

0 8066 lel32 24198 32263
4033 12089 20165 28230 36296

Fig. 5.2.4 Segundo modo de vibracién de la semiala con piel

LNDDAI. SOLUTION ANSYS

MRAR 10 2009
17:27:44

STER=1

SUB =2
FREQ=9.661
SEQV (BVG)
DMX =1.985
SME =T14.188

0 158.708 317.417 476.125 634.834
T79.354 238.063 3596.771 555.48 T714.188

Fig. 5.2.5 Segundo modo de vibracién de la semiala sin piel
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colocamos los modos con piel la deformacion de la estructura como conjunto no es
visible debido a que se menciona la piel por ser tan delgada entra en resonancia.

S ———— ANSYS
STEP=1 MER 10 2008
SUB -3 17:33:35
FREQ=12.673

SEQV {BVG)
DMX =3.395
SMX =153%

0 342.094 684.188 1026 1368
171.047 513.141 855.235 1187 1539

Fig. 5.2.6 Tercer modo de vibracion de la semiala sin piel

NODAL. SOLUTICH ANSYS

STEP=1 MER 10 2009
SUB =1 17:36:53
FREQ=15. 663

SEQV (AVG)

DM =7.006
SMY =1319

0 293.18%5 586.388 879.588 1
146.6 435.739 T32.958 1026 1319

Fig. 5.2.7 Cuarto modo de vibracion de la semiala sin piel.
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STEP=1 MRR 10 2009

SUB =5 -
FREQ=19.83% b
SEQV {BVG)

DMK =5.628
SME =2356

17:40:25

0 523.562 1047 1571 20594
261.781 785.343 1309 1832 2356

Fig. 5.2.8 Quinto modo de vibracién de la semiala sin piel

5.3 RESULTADOS DEL ANALISIS EXPERIMENTAL.

5.3.1 VISUALIZACION DE ESFUERZOS POR MEDIO DE LA FOTOELASTICIDAD.

La fotoelasticidad es un método ampliamente empleado para obtener mediciones muy
precisas de las deformaciones de las superficies que determinar los esfuerzos en una
parte especifica o en toda la estructura durante una prueba estéatica o dinamica.

Los resultados del experimento como veremos a continuacion dados por una carga
aplicada a la semiala (que en este caso es simplemente la interaccion fluido estructura,
generada por la puesta en marcha de cada uno de los motores del tinel de viento), el
material birrefringente es iluminado por la luz polarizada desde un polariscopio de
reflexion. Al momento de ver este material a través del analizador del polariscopio,
muestra todas las deformaciones en un campo lleno de color, que es un patron
informativo que inmediatamente revela toda la distribucion de deformaciones y sefiala
las areas altamente deformadas. Al tener el compensador, varios andlisis pueden
llevarse acabo de manera rapida y facil. Registros permanentes de toda la distribucién
de deformaciones puede hacerse simplemente fotografiando o grabandose.
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Poder identificar &reas criticas, destacando regiones sobre esforzadas o poco
esforzadas.

Medir de manera precisa picos de esfuerzos y determinar concentraciones de
esfuerzos alrededor de husillos, nodos, muescas, filos y cualquier tipo de fallas
potenciales.

Optimizar la distribucion de esfuerzos en las partes, y estructuras para una
disminucion de peso y una méxima confiabilidad.

Medir la direccion de los esfuerzos principales en cualquier punto del material.
Identificar y medir en los ensamble esfuerzos residuales.

Detectar el rendimiento y observar la redistribucion de esfuerzos en el intervalo
de deformacion plastica.

Para cualquier andlisis experimental siempre se deben tomar las condiciones
atmosféricas en el momento en que se va a realizar el experimento la tabla 5.3.1, nos
muestra las condiciones que imperaban durante cada una de las pruebas dentro del

laboratorio.
Tabla 5.3.1 Condiciones atmosféricas del laboratorio.
Condicion Ensayo 1 | Ensayo 2 | Ensayo 3 | Ensayo 4 | Ensayo 5
Hora 13:50 16:48 17:01 17:31 17:55
Temperatura 23.6 25.6 25.6 25 24.5
ambiente
Humedad 58 56 56 56 56
relativa
Presion 600 599 599 600 600
atmosférica

Con las condiciones mostradas en la tabla anterior podemos calcula la densidad
promedio del laboratorio, esto se hace siguiendo el procedimiento descrito en el
apéndice A, con esta densidad y mediante la toma de presion estatica y total con un
tubo pitot podemos calcular la velocidad del tinel de viento con 1, 2, 3 y 4 motores, la

tabla 5.3.2 nos muestra dichas velocidades.

Tabla 5.3.2 Velocidades del tinel de viento y densidad del aire.

Densidad promedio del aire p, = 0.924798613 kr’;’fz
Motor 1 1y2 12y3 123y4
V (m/s) 4.606021032| 10.29937613 | 14.56551741| 25.64523976
V(Km./h) 1.279450287| 2.860937815 |4.045977059| 7.123677711

En las siguientes paginas veremos una serie de fotos en las que se visualizara el campo
completo del patrén de franjas isocromaticas visto desde el analizador posicionado a 0 y
90° respectivamente, la primera serie de fotos muestra el campo cuando la semiala se
encuentra con un angulo de ataque de 0°,(figuras 5.3.1), la segunda serie de imagenes

116


https://comercio.softonic.com/esales/tienda/motor_tienda2.phtml?quehacer=comprar_programa&n_id=237
https://comercio.softonic.com/esales/tienda/motor_tienda2.phtml?quehacer=comprar_programa&n_id=237

CAPITULO V

Buy Nt to€ penstes P E=pwriddre et ‘Triak et ermark!

-------------------- (flguras 5 3:2);-por ultimo se muestra-el-campo-cuando-la-semiala-esta-con un angwe --------------------
de ataque de 90°, (figuras 5.3.3).

PRUEBA CON UN ANGULO DE ATAQUE DE 0°

Fig. 5.3.1 a Vista del material birrefringente con los motores apagados

Motor 1 encendido.

Fig. 5.3.1 b Polariscopio a 0° con un motor encendido
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Fig. 5.3.1 d Polariscopio a 0°con motor 1y 2 encendidos.

Fig. 5.3.1 e Polariscopio a 90° con un motor 1y 2 encendidos.

Motor 1, 2 y 3 encendidos

Fig. 5.3.1 f Polariscopio a 0° con un motor 1, 2 y 3 encendidos.


https://comercio.softonic.com/esales/tienda/motor_tienda2.phtml?quehacer=comprar_programa&n_id=237
https://comercio.softonic.com/esales/tienda/motor_tienda2.phtml?quehacer=comprar_programa&n_id=237

CAPITULO V

g ermark!

Fig. 5.3.1 g Polariscopio a 90° con un motor 1, 2 y 3 encendidos.

Motor 1, 2, 3y 4 en marcha.

Fig. 5.3.1 h Polariscopio a 0°con un 4 motores encendidos.

Fig. 5.3.1 i Polariscopio a 90° con un 4 motores encendidos.
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Fig. 5.3.2 a Semiala a 5° con motores apagados

Motor 1 encendido.

Fig. 5.3.2 b Polariscopio a 0°con un motor 1 encendido.

Fig. 5.3.2 ¢ Polariscopio a 90° con un motor 1 encendido.
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Fig. 5.3.2 d Polariscopio a 0° con dos motores encendidos.

Fig. 5.3.2 e Polariscopio a 90° con dos motores encendidos.

3 motores en marcha
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Fig. 5.3.2 g Polariscopio a 90° con tres motores encendidos.

4 motores en marcha
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Motor apagado

Fig. 5.3.3 a Polariscopio a 0° con motores apagados.

1 motor encendido
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Fig. 5.3.3 e Polariscopio a 90° con dos motores encendidos.

3 motores en marcha
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Fig. 5.3.3 g Polariscopio a 90° con tres motores encendidos.

Momento de ruptura del empotre

Fig. 5.3.3 h Polariscopio a 0° con cuatro motores encendidos.

532 INTERPRETACION DEL CAMPO COMPLETO DE DEFORMACIONES.

Como se puede apreciar en las imagenes anteriores los esfuerzos causan
deformaciones que existen en general a través de toda la viga sobre su superficie.
Debido a que el material birrefringente se encuentra pegado al acrilico, las
deformaciones en la viga son transmitidas a los paneles de material birrefringente.
Estas deformaciones en el material producen efectos 6pticos que se muestran a través
del polariscopio como las llamadas franjas isocrométicas.

Debido a que las imadgenes nos muestran el campo completo de la distribucion de
esfuerzos generada por efecto del aire en el tinel de viento, debe de notarse que
existen zonas sobre esforzadas que pueden llegar a ser las causantes de fallas, y estas
a su vez se encuentran rodeadas de zonas que son cercanas a esfuerzos de valor cero.
Con las imagenes anteriores, podemos interpretar que es posible hacer modificaciones
en el peralte de la viga en la seccion cercana al empotre, lo que inmediatamente
forzaria al material que se encuentra en el centro de la viga a llevar su parte en la
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533 IDENTIFICACION DE LAS FRANJAS.

Se puede apreciar a través de las fotos que una vez puesto en marcha el primer motor
las franjas aparecen en un inicio en las zonas que estdn sometidas a los mayores
esfuerzos. A medida que la carga se aumentaba por efecto de la presién del viento
debido a la puesta en marcha del segundo motor, nuevas franjas aparecen y las franjas
anteriores son empujadas hacia zonas de menor esfuerzo. Con el tercer motor en
marcha la carga es mucho mayor sobre el ala lo que provoca, que franjas adicionales se
generen en las zonas de mayor esfuerzo y se muevan hacia zonas donde los esfuerzos
sean menores 0 muy cercanos a cero. Una vez puesto en marcha el cuarto motor el
flujo se desarrolla completamente y obtenemos una condicién de carga maxima, que
vuelve a repetir el patrén de franjas como lo hemos descrito.

Lo anterior es aplicable a cada uno de los tres casos del presente trabajo. Analizaremos
el dltimo caso, por ser donde las franjas isocromaticas se muestran con mayor
definicion y su aparicion es mas notoria desde las primeras imagenes.

Es posible asignarles a las franjas nimeros ordinales (primero, segundo, tercero, etc.)
asi como fueron apareciendo, y estas mantendran sus identidades individuales
(“orden”) a través de toda la secuencia de carga. Se debe notar que las franjas no
solamente se ordenan en el sentido de la numeracion, si no que a su vez lo hacen
ordenadamente, las franjas nunca se cruzan unas con otras, como tampoco emergen
de otras franjas y estas siempre mantienen su posicion en una secuencia ordenada.

Las franjas isocrométicas en las figuras 5.3.2 f y 5.3.3 f aparecen como series sucesivas
y contiguas de bandas de diferentes colores, donde cada banda representa un grado
diferente de birrefringencia que corresponde a la deformacion subyacente en la viga
principal de la semiala. Asi, el color de cada una identifica la birrefringencia, o el orden
de la franja (y su nivel de deformacion), a lo largo de toda la banda.

La manera en que los colores aparecen es debido al orden de extincién de la longitud
de onda, provocado por el efecto de la carga, al aumentar esta la birrefringencia
también aumenta y cada color en el espectro es extinguido por turnos de acuerdo a su
longitud de onda. En la figura 5.3.3 d el color empieza con violeta, que es la longitud de
onda mas corta visible.

Observemos las figuras 5.3.1 a, 5.3.2 ay 5.3.3 a, que es cuando el ala se encuentra sin
carga, el material birrefringente se muestra uniformemente negra. Conforme el primer
motor es encendido, como hemos mencionado las zonas que se encuentran sometidas
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extingue y muestra naranja; después verde, para dar rojo. Con el tercer motor el
siguiente color en extinguirse es el amarillo, llevando al morado; y este es seguido por la
extincién del naranja, produciendo una franja de azul oscuro.

La franja de color morado, que se distingue facilmente de la roja y la azul, resulta ser
sumamente sensible a los cambios en el nivel de deformaciones, esto se refiere a la
tonalidad de paso. Debido a su caréacter distintivo y resolucién, la tonalidad de paso
morado se selecciona para marcar el incremento en el retraso relativo que es igual al
orden de franja de la unidad (N = 1). Posteriormente la repeticion de la tonalidad de
paso significa la presencia de ordenes de franja enteros mucho mayores (N =2, N = 3,
et.). La tabla 5.3.3 nos describe las caracteristicas de las franjas isocromaticas.

Tabla 5.3.3 Caracteristicas de las franjas isocromaticas.

Color Retraso Relativo Aproximado Orden de Franja
(hm) (N)
Negro 0 0
Gris 160 0.28
Blanco 260 0.45
Amarillo pélido 345 0.60
Naranja 460 0.80
Rojo oscuro 520 0.90
Morado (Tonalidad de paso) 575 1
Azul oscuro 620 1.08
Azul-Verde 700 1.22
Verde-Amarillo 800 1.39
Naranja 935 1.63
Rojo rozado 1050 1.82
Morado (Tonalidad de paso) 1150 2
Verde 1350 235
Verde-Amarillo 1440 2.50
Rojo 1520 2.65
Rojo / Transicién Verde 1730 3
Verde 1800 3.10
Rosa 2100 3.65
Rosa/ Transicion Verde 2300 4.00
Verde \ 2400 \ 4.15

Con cada ciclo de color completado, el efecto aumenta en complejidad debido a la
simultaneidad de extinciones que causan que las franjas de colores se vuelvan
paralelas y menos distintivas (figura 5.3.4). Debido a este efecto, los ordenes de franjas
encima de 4 6 5 no son distinguibles por color en la luz blanca. Aunque franjas de orden
superior a 3 son raramente encontradas (0 necesitadas) en los analisis de esfuerzos,
para poder apreciar franjas de este tipo de orden se puede usar un monocromador con
el polariscopio.
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Fig. 5.3.4 Detalle de las franjas

La figura 5.3.5 muestra las franjas identificadas por efecto de la deformacién y la tabla
5.3.4 nos muestra la diferencia de las principales deformaciones (figura proveniente de
la prueba con un &ngulo de ataque de 10° con tres motores y flujo alineado, detalle de la
primera placa).

Cambio de color

Tonalidad
de paso

Figura 5. P X Cion del aumento de los esfuerzos en el eje y.

t =2.54mm
K=015 f=757um/m/ franja
A =575nm
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o orden 'de Franja N (g—e)—Nf """"""""""""""""""""""""""""
X y)
0 (Franja negra) 0
1 757 um/m
(Amarillo-Verde) af)
2 1514 pm/m
(1er Azul-Rojo) (2f)
3 2271 um/m
(2do Rojo-Verde) (3f)
5.34 RELACION ENTRE LOS ORDENES DE FRANJAS Y MAGNITUD DE LOS

ESFUERZOS Y LAS DEFORMACIONES.

Ahora que sabemos que los ordenes de franja son proporcionales a la diferencia entre
las deformaciones principales en los claros de material birrefringente (y en la superficie
de la viga principal de la semiala) podemos conocer los esfuerzos en cualquier punto de
la placas de material birrefringente recordemos del capitulo 1 la ecuacion (1.52).

E
—0,=—Nf 1.52
Y olvv (152)
Sabemos que la mitad de la diferencia de los esfuerzos principales es lo que se conoce

como el esfuerzo cortante describimos a esta ecuacion como la (1.75).

- l(ij Nf (1.75)

Tmax
2\ 1+v

Estas ecuaciones dan solamente la diferencia de las deformaciones principales, no las
cantidades individuales. Para determinar las magnitudes individuales y los signos de
cada una de las deformaciones principales o los esfuerzos generales se requiere, para
estados de esfuerzo biaxial, una prueba secundaria.

Existen casos donde uno de los esfuerzos principales en la superficie es cero, estos
casos incluyen miembros estructurales rectos, o de seccién transversal uniforme que se
encuentran en tension sobre su eje o compresién, también a flexion, lejos del punto de
aplicacién de la carga. Incluso para miembros estructurales de seccion transversal
variable como el caso de nuestra viga, por lo cargado, el estado de esfuerzos es muy
cercano al uni axial, asi ox=0 y la ecuacion (1.52) se convierte en

o,=—Nf (1.52a)
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De la figura 5.3.5 se ha determinado el orden de la franja lo que haremos ahora con
esta misma seccion de prueba es determinar el oy con la suposicion mencionada antes;
se puede apreciar que la franja de orden tres no existe por lo que la aproximacion la
haremos para 1y 2 con lo que hemos determinado lo siguiente:

E = 2.24Gpa
v=04
Nf = 757um
o, = 2245P3 057 m=12112MPa
¥ 1+04
Nf =1514um
o, = %1514um: 2.4224Mpa
¥ 1+04

5.3.5 ANALISIS EXPERIMENTAL DE VIBRACIONES.

Las frecuencias que obtuvimos experimentalmente fueron a partir de un acelerémetro
triaxial, el cual fue colocado en la penultima costilla de la semiala, (figura 5.3.6).

Acelerémetro
triaxial

Fig. 5.3.6 Colocacion del acelerémetro.

El acelerometro a su vez estaba conectado por medio de una tarjeta transductora de
informacion a una computadora personal, la computadora estaba equipada con el
software Logger Pro, que permitia la adquisicion de los datos, al ponerse en marcha el
programa este capta y grafica los movimientos en los ejes “X”, “Y” y “Z” del cuerpo al
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T LEELEE programa- desarrolla;-en-esta-grafica- pedemos ver-claramente que-la-amplitud cambia-a
cierto tiempo, este cambio obedece al cambio de velocidad en el tanel de viento
producido por el encendido sucesivo, (intervalo de 1 minuto), de cada uno de los
motores del tunel.

4 motores
en|marcha
Motor 1, 2y 3 A
1 encendido r Al
Qof Motor 1y 2
ﬁ encendidos / \
Motor 1
1 encendido —
10—
f_)%

-10-

= Ac K (mig®) Ac Y (mis?) Ac Z (mig?)

20—

{4 Tiempo (s) —=»
Fig. 5.3.7 Grafica del movimiento de la semiala
Por medio del programa es posible realizar el ajuste de curvas de las graficas que se
obtuvieron en un intervalo de tiempo seleccionado, en este caso comprende de un 1
segundo, por lo que la curva pudo ser ajustada 50 veces para cada motor debido a que
se dejo una tolerancia de 5 segundos entre el encendido de cada motor para que las
oscilaciones estuvieran en un estado estacionario, la figura 5.3.8 muestra el ajuste de
curvas, cabe sefalar que este ajuste, automaticamente nos daba las frecuencias en %

Ajuste de Curva E
Opiones:
t 3 Tipo de Ajuste:
il @L (% Automdtico

T " Manual

o

=

E [~ Crear Columna en Coleccién:
]

L]

* [ [ [

202 294 296 298 Coeficientes:
l 4=  Tiempo(s) == Asen(Bt=Cj+D
' '_ =l

Ecuacidn General: Alfmpitud) 1.264 : =
A'exp(Ct+B  (Exponencial) [ Bi{Frecuencia] 46.83
Afn{Bt)  {Logaritmica) | =
A107BY)  (Base-10 Exponencial) CiFase) 2040 5
Alog(Bt)  (Base-10 Logaritmica) ’7 =
A 1exp(Ct)}+B  (Exponencial inversa) 7l D{Ordenada) 005622
Azen(Bt+C)D  (Seno) | = ‘

1/@iz(2°3.14159) S epH-M"2/2°5"2))  (Gauss nomal) h

Aepl4-By"2/C" 2D (Gauss) | ]

Definir Funcidn | | AMSE: 073424
Probar Ajuste | HAyuda | Aceptar | Cancelar

Fig. 5.3.8 Ajuste de curvas.
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CAPITULO V

mostrados en el apéndice B, por su parte las tabla 5.3.5 a la 5.3.8 muestra un promedlo
de frecuencias que fueron obtenidas en el experimento con uno, dos, tres y cuatro
motores.

Tabla5.3.5 Promedio de frecuencias para el experimento con 1 motor.

MOTOR 1
Prueba 2 3 4 5 6 7
Frecuencia 4251 | 46.06 | 42.52 | 44.09 | 40.65 | 46.65
Promedio
Frecuencia (rad/s) 43.75

Frecuencia Final

(Hz) 6.96

Tabla5.3.6 Promedio de frecuencias para el experimento con 2 motores.

MOTOR 1y 2
Prueba 1 15 2 3 4 5 6 7
Frecuencia 44.9 | 4521 | 4054 | 56.23 | 50.18 | 47.20 | 51.55 | 56.67
Promedio
Frecuencia (rad/s) 49.06

Frecuencia Final

(Hz) 7.80

Tabla5.3.7 Promedio de frecuencias para el experimento con 3 motores.
MOTOR 1,2y 3

Prueba 3 4 5 6 !
Frecuencia 67.91 | 56.24 | 75.44 | 65.50 | 56.93
Promedio

Frecuencia (rad/s) 64.40

Frecuencia Final

(Hz) 10.25

Tabla5.3.8 Promedio de frecuencias para el experimento con 4 motores.
MOTOR 1,2,3y 4

Prueba 5 6
Frecu encia 85.64 8178
Promedio
Frecuencia (rad/s) 83.71
Frecuencia Final
(HZ) 13.32

Como podemos darnos cuenta dentro del rango de las frecuencias promedios que
obtenemos con 1 y 2 motores se encuentra la primera frecuencia natural de la
estructura.
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CAPITULO V

54 COMRARAGION DERESULTADES

Por dltimo tenemos la comparacién de los resultados tedricos numéricos y
experimentales, solo nos concentraremos en la primer frecuencia de vibracion, por que
en cualquiera de los tres casos es la primer frecuencia que con cada uno de los
métodos de andlisis se alcanza. En la siguiente tabla 5.4.1 podemos observar las

frecuencias para cada uno de los métodos de andlisis.

Tabla 5.4.1 Comparacion de frecuencias resultantes

Método Analitico Numeérico Exp.con 1 | Exp.con 2
motor motores
Fre%‘jg‘c'a 7.1367 7.1619 6.96 7.80

El lector se podr& percatar que tanto el método analitico y el numérico comprueban que
se encuentran dentro del rango de la frecuencia natural minima, no asi las frecuencias
obtenidas por el método experimental, ya que estas dos no son frecuencias naturales
pero demuestran que la frecuencia natural se encuentra en el intervalo de ambas
debido a que los desplazamientos marcados por el acelerometro en las gréficas
muestran una variacion en su posicion de entre 4mm y 7mm; y esto coincide con los
desplazamientos obtenidos con el método tedrico y la simulacion numérica (3.94mm y
5.94mm respectivamente).

Por lo que las dos frecuencias naturales obtenidas por el método teérico y numérico son
validadas por el método experimental. Y debemos sefialar que debido a que la
discretizacién del modelo tedrico fue simplificada la frecuencia natural no empata
completamente con la del método numeérico pero aun asi es muy cercana.

Finalmente en lo que corresponde a la visualizacién del campo de esfuerzos podemos
apreciar en la figura 5.4.1, 5.4.2 y 5.43 los contornos de colores de esfuerzos en la
semiala experimental, la semiala con piel y la semiala sin piel respectivamente, como
podemos apreciar, las franjas del modelo experimental tienen una tendencia que se
asemeja a los contornos de colores de la simulacién, sin embargo esto no lo podemos
presentar como un resultado concluyente, ya que estos colores solo nos indican un
orden de franja y no un esfuerzo, se necesitaria calcular los esfuerzo mediante el
procedimiento mostrado en la seccién 5.3.3 y 5.3.4 en cada una de las zonas para
determinar si concuerdan los resultados experimentales con los numéricos, por otra
parte en la simulacion podemos ver que la variacion de los esfuerzos en el empotre de
la semiala con piel y del empotre de la semiala sin piel son de alrededor de 35 KPa y
esta se aprecia en la parte superior del tercer claro de la viga contando de izquierda a
derecha.
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CAPITULO V

Fig. 5.4.1 Franjas de colores en los tres primeros claros de la viga de la semiala

HODAL SOLUTION ANSYS

STEP=1 MAR 5 2009
SUB -1 14:09:40
FREQ=7.234

SEQV (BViE)

DM =5.25

SME =608.809

1] 135.281 270.582 405.873 541.163
67.6845% 202.936 338.227 473.518 608.809

Fig. 5.4.2 Contorno de colores de esfuerzos en los tres primeros claros de la viga de la semiala con piel.
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CAPITULO V

.........

NODAL SoLuTION ANSYS

STEP=1 MAR 5 2009
SR -1 19:37:42
FREQ=7.168

SEQV (EVG)

DMX =5.7939

SME =424.5939

4] 94,355 188.71 283.066 377.421
47.178 141.533 235.888 330.243 424,589

Fig. 5.4.3 Contorno de colores de esfuerzos en los tres primeros claros de la viga de la semiala sin piel.


https://comercio.softonic.com/esales/tienda/motor_tienda2.phtml?quehacer=comprar_programa&n_id=237
https://comercio.softonic.com/esales/tienda/motor_tienda2.phtml?quehacer=comprar_programa&n_id=237

CONCLUSIONES

CONCLUYSIONES

Se determind, mediante un andlisis tedrico, numérico y experimental, el comportamiento
estructural de una semiala en vibracién libre, de la cual se obtuvo los modos de
vibracion y sus respectivas frecuencias naturales, para el caso de la simulacion se
mostré la distribucion de esfuerzos debidos a las deformaciones por la vibracion,
también se pudo visualizar por medio del método experimental fotoelastico la magnitud
y distribucion de las deformaciones de la seccién del empotre de la viga, con estos
andlisis se puede comenzar con el redisefio de la semiala, que permita reducir el peso
de esta sin restarle rigidez.

Pudimos ver que el conjunto de varios procesos forma parte del disefio de aeronaves,
uno de ellos es el proceso del calculo estructural y dentro de este se encuentra el
célculo de las frecuencias naturales de las alas. Para poder brindar una geometria es
indispensable pensar el proposito especifico del la aeronave y prepara una lista que
contenga aquellos conceptos que tendran mayor impacto en el disefio, nuestro caso
particular fue crear una semiala semimonocoque doble flechado con propdsitos
experimentales para un tinel de viento.

Se puede observar en el capitulo dos que nuestra discretizacion del modelo se decidio
de 4 masas y 4 resortes lo que da una matriz mucho mas manejable, una ventaja
significante de hacer esto es que se puede resolver este tipo de sistemas, sin necesidad
de recurrir a un software especializado, por métodos numéricos en el caso del polinomio
caracteristico del sistema, (un ejemplo seria el método de Bairstow utilizado para
resolver polinomios de orden superior). Por otra parte, hacer esto puede repercutir
directamente en la fidelidad del resultado, lo que en nuestro caso no ha sido problema
ya que como podemos observar en la seccibn 5.4 en nuestra comparacion de
resultados, la variacion entre el modelo matemético y el numérico es muy pequefia.

Los resultados en lo referente a el analisis numérico en el que el primer modo de
vibracion lo encontramos en 7.16 Hz es corroborado por el andlisis tedérico y validado
por el experimental ya que en estos la primera frecuencia natural se encuentra en el
caso teorico en 7.13 Hz. y en el experimental esta en el intervalo comprendido por 6.8
Hz.y 7.8 Hz; en lo que corresponde a la distribucién de esfuerzos indican que la zona
mas critica en la semiala se encuentra cerca del cambio de geometria de la viga
principal donde el valor maximo de esfuerzo es de magnitud igual a 424 KPa y esto
corresponde a que ese cambio de geometria puede verse como un concentrador de
esfuerzos.

El experimento fotoeldstico resulta en suma didactico, es posible comprender los
efectos producidos por la interaccion fluido estructura, ver el campo completo de la
distribucion de los esfuerzos y las deformaciones, este guarda una proporcion real de lo
gue ocurre en el momento en que una carga mayor es aplicada. Debe de quedar muy
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CONCLUSIONES

clarg quefel-patyon de-franias~isdcnofmaticas, no, flesesiban la ymadnitud.de l0s fegfueizes
SI.no.Ja de~los.desplazamientos.y..€s . a.traves de.esios.gue .es. posible. calcuiar | 10S
esfuerzos con la ley de Hooke. EI comportamiento del modelo foto eldstico guarda una
estrecha relacion con el comportamiento del prototipo, el inico factor a consideracion es
la relacién de Poisson ya que en algunos problemas bidimensionales; la distribucién de
esfuerzos depende de ella. En este método no es necesario que la pieza sea
manufacturada en un solo tramo de material, ya que la distribucién de esfuerzos ocurre
de manera continua, sin afectar el resultado final. La manufactura debe ser cuidadosa,
cualquier sobre esfuerzo con el cortador y calentamiento excesivo resulta en una lectura
incorrecta del orden de franja. EI método es ampliamente recomendable para que el
estudiante comprenda y tenga la proporcion real de lo que ocurre cuando le es aplicada
una fuerza aerodindmica a un objeto en este caso una semiala, esto produce una
deformaciény es lo que se conoce como interaccion fluido estructura.

Por otra parte en lo que corresponde a la obtencion de frecuencias por medio de la
experimentacién, podemos decir que nuestro trabajo quedo validado con los datos
obtenidos por medio de este analisis, pues si bien las frecuencias promedio que
obtuvimos no son exactamente iguales a las tedricas y numéricas, (esto se debe a que
si hubiéramos encontrado la primera frecuencia natural experimentalmente el modelo
hubiera sido destruido debido a la resonancia), estas ultimas si caen dentro del intervalo
de frecuencias que se obtienen cuando 1 y 2 motores estan encendidos, también esto
es visible ya que el desplazamiento maximo de la punta del ala no excede los 6cm.
Cabe aclarar que la informacion obtenida experimentalmente fue de 7 pruebas que se
realizaron con la semiala, para obtener una mayor exactitud en las frecuencias se
deben realizar un nimero mayor de pruebas.

Por ultimo podemos decir que muchas veces la obtencion de las frecuencias naturales
nos permite evitar el fenbmeno de resonancia pura que sSe conoce cCOmO una
“sintonizacion” de la frecuencia impulsora con la de las vibraciones libres, pero no
Unicamente este, puede llegar a rebasar el limite plastico del material y destruir la
estructura. Conocemos a la resonancia como un fenémeno lineal, en el cual no existe
amortiguamiento alguno en el sistema, pero ademéas de este fendbmeno de vibracion
existen otras consideraciones que se deben hacer y comprender para evitar un colapso
estructural. Fendmenos no lineales pueden llegar a rebasar los limites elasticos del
material, esto puede llegarse a dar con situaciones en que las amplitudes de las
oscilaciones aumentan al transcurrir el tiempo, por que la amplitud de un término en la
solucion, durante cualquier ciclo, es directamente proporcional a la velocidad al principio
del ciclo y (debe quedar claro que) esto no es siempre resultado de la resonancia.
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RECOMENDACIONES

Al experimentar la semiala se fracturo en la zona del empotre esto debido a que la barra
de acero que se utilizo para sujetar la semiala a la balanza aerodinamica solo estaba
sujeta a la seccidon media de los perfiles del empotre, y estos a su vez se encontraban
pegados a la viga principal y secundaria, se recomienda disefiar un empotre que tenga
mayor contacto con las vigas o que la barra este conectada directamente con estas,
incluso se podria disefiar un empotre de una sola pieza o bien utilizar un pegamento
mas potente.

Construir un modelo de la semiala de material birrefringente de 3 dimensiones ya que
con este modelo podrian ser apreciados los esfuerzos generados en cualquier direccion
y punto de la semiala, de igual forma se recomienda construir las vigas en forma de |

para apreciar los esfuerzos en los patines, ademas de que se debe disefiar previendo
los espacios y/u orificios para la colocacion de los atiesadores, (barras de fibra de
carbono).

Para la parte de la experimentacion con las frecuencias naturales primero es
recomendado construir varios modelos también se debe contar con un mayor nimero
de acelerobmetros triaxiales que permitan censar la semiala en barios puntos, ademas
de que se debe contar con un tunel de viento con control de velocidad para que permita
llegar a la frecuencia natural.

Realizar un modelo en el que se puedan colocar tomas de presion estatica para poder
obtener la distribucion de presiones y conocer la distribucion de cargas en la semiala y
calcular teéricamente los esfuerzos generados, a la par se debe realizar una simulacion
por medio de algin programa de CFD para poder comparar los resultados.

Finalmente como peticion y no como recomendacién se debe de adquirir un polariscopio
de mayores dimensiones que permita observar una mayor seccion del modelo que se
este analizando, ya que como pudimos observar, lo pequefio del equipo solo permite
enfocarnos a una seccion del modelo.
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APENDICE A

ARENDIEERA

Las condicioncs ambicntales se detemminan para conocer la densidad del airve, la cval esta afectada por la temperatura ambients, la humedad y la presion
atmosférica.

! 5 >
El aire es una mezcla de gases, uno de ellos es el vapor de agua, la cantidad de este puede variar en forma mis notable que fos otros gases, por lo que su influencia
en la densidad del aire es mayor.
En las signienfes ecuaciones se utilizara esta notacion:

P =presion el aire seco. pa—densidad del aire seco.
P ~presica del vapor de agua. pv=densidad del vapor de agua.
Pe=presion de la mezcla aire seco + vapor de agua, pe=densidad de la mezcla aire.seco + vapor de agua.
Ps=presidn de saturacion. Ra=constante especifica para e} aire seco.
T=temperatura ambiente en umidades absohmas, Ry=constante ¢specifica para el vapor de agna

Pa= pAgRAT
Las ecuaciones de estado para el aire seco y el vapor del agua son: (1)

Pv=pgR.T
La presion total de la mezcla aire-vapor de agua es igual a fa suma de Ja presion
parcial ejercida por et aire seco y el vapor de agua: Pz=Pa+Pv [¥4]
D la misma manera, la densidad de la megcla aire-vapor de agua es: pr=patpy {3)
Entonces despejando a a densidad de las ecuaciones } v sustituyendo 2 v 1 en 1 Ra
ecuacion 3 podemos obtener el valor de la densidad del aire en of laboratoric, pz= Pz- PV(’j - _j 4)
esto 28, la densidad de la mezela aire seco mas vapor de agua: QRAT Rv
Los valores de R Y Ry sor: Ra—29.256 m”K 1

Ry=47.031 /K Pz = [Pz-0.3779Pv] (5)
Entonces podemos volver & escribir  la copacidn 4 comeo: gRaT " .

La ecnacidn 3 nos permite conocer el valor de la deosidad del aire a partir de:

-L.a temperatura ambiente en grados Kelvin, Este dato se obtience de {a lectura del termdmetro colocado en el laboratorio. (no ofvide efectuar la conversion de
unidades, ya que la escala del termometro estd graduada en centigrados o grados Falwenheit. ).

-La presién atmosférica P, en kg/m® Este duto se obtiene de la lectura del bardémetro, esta puede ser en mm de Hg o en pulgadas de Hg. 8¢ debe realizar uma

correccion” para eliminar el error producido por la dilatacion del mercurio en ¢l bardmetro y finalmente convertir este valor a kg/m®.

- La presién de vapor Py en kg/m’, Este dato se obtiene de la siguiente manera:

a) Se debe conocer el valor de Ia presién de saturacidn, que es el valor maximo do = + -3 g3y 2.246 6
presion a la cual el aire puede mantener agua en estado gaseoso 2 una temperaiura Ps 2'6_85 FSSExA0 "4 e ©
dada, su valor se puede caleular medianie la formula empinica: (P se abtiene en I/ y t debe estar en °F)

b} 82 mide ¢l valor de fa lnmedad relativa que indica el higriymetmﬁ_ La humedad relativa’ se define como el cociente que resalfa de dividir fa presion de vapor
enire la presion de saturacion:

Pv
Mr = —, finalmente la presian de vapor se obtiene con! Pv=HPs {7}

Ps

Note que las umdades de |la presidn de vapor se obtiensn de acuerde a las unidades en que este b presion de saturacion, pucsto que la humedad relativa es
adimensional. Emlonces si de Ja ecuacién 6 se obtienen b/, fa presién de vapor también se obtendra ¢n estas unidades al utilizar la ccuacion 7, y se debera de
convertir a kg/m” para al utilizar la ecuacién 5, o bien dirsctamente convertir a kg/m® el valor de Ps obtenido de 12 ecuacién 6.

1+(0.0000184 L)t
1+(0.0001818 L)t

Sia presion leida del bardometro deberd de corregirse con: Poorr = PuEipa t &5 la temperatura ambiante en centigrados.

S neostumbra graduar la escala de los higrometros en porcenigje, indicdndolo con %rH, en este caso, simplemente se deberd de cambiar la lectura a su
valor decimai, por ejempin: 23% a 0.23.

7fﬂgunas veces se expresa también como rH (relative humidity).
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APENDICE B

ARENDICEB
Tabla-B1-Dates-de las frecuencias temadas por- el acelerometre para-1-moier
MOTOR 1
Prueba 2 Prueba 3 Prueba 4 Prueba 5 Prueba 6 Prueba 7

Segundos Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia
6 52.9 42.97 41.6 63.53 39.52 46.72
7 41.24 43.11 40.8 64.7 40 46.59
8 42.32 43.35 40.78 40.76 41.55 46.18
9 42.13 43.07 41.27 50.06 39.69 46.14
10 40.59 42.4 39.85 50.38 40.77 46.24
11 40.77 42.43 41.03 35.21 39.54 46.06
12 41.95 44.09 40.92 64.45 45.15 46.73
13 41.82 43.15 41.72 37.05 41.31 46.04
14 41.21 43.23 41.58 42.35 41.67 46.6
15 42.37 42,77 41.02 54.53 40.68 46.83
16 41.81 43.41 60.46 37.12 39.93 45.87
17 42.73 42.54 43.04 43.32 40.1 46.56
18 41.76 42.27 41.56 43.51 39.54 46.84
19 41.65 64.3 42.04 40.86 39.59 47.38
20 41.16 65.1 41.09 41.96 39.52 47.2
21 41.02 64.3 40.3 42.8 44.94 46.24
22 42.07 64.7 41.66 40.95 40.09 46.89
23 41.09 42.75 40.28 39.95 39.72 46.56
24 42.09 42,91 40.83 41.74 39.16 45.79
25 41.64 43.13 42,72 39.27 39.37 46.15
26 43.11 45.09 40.52 40.7 40.21 46.63
27 40.22 43.38 41.21 55.05 39.86 46.42
28 40.21 42.49 40.2 47.25 40.03 46.72
29 41.54 41.5 41.59 44.05 39.45 46.79
30 40.55 63 41.04 34.97 40.32 47.08
31 46.27 43.05 40.65 47.57 39.71 46.18
32 47.3 44.33 40.59 49.83 40.2 46.75
33 42.02 42.46 41.71 49.01 40.58 46.88
34 42.94 41.65 42.44 41.6 40.28 47.01
35 41.85 42.72 41.72 44.22 45.16 46.23
36 42.55 45.79 42.36 39.57 40.44 46.11
37 42.73 67 45.16 43.27 40.41 47.24
38 41.47 43.18 42.99 41.42 40.64 46.73
39 41.73 41.6 43.18 44.47 40.23 46.18
40 44.23 43.97 41.21 40.98 40.79 46.62
41 41.9 51.85 43 52.52 40.75 46.24
42 43.39 42,57 42,51 40.48 40.43 46.9
43 43.72 59.04 44.51 42.08 41.05 47.3
44 43.38 43.46 44,01 46.61 40.53 46.73
45 41.48 42.9 41.42 42.4 41.35 46.49
46 42.25 43 43.65 40.59 40.41 46.95
47 43.18 43.37 55.62 40.14 41.28 46.39
48 41.68 42.73 53.61 31.92 41.04 47.33
49 44,52 42.64 43.21 33.02 41.37 46.93
50 45.02 41.72 41.04 40.85 41.21 47.11
51 42.3 42.32 39.26 41.27 40.69 46.71
52 43.75 42.26 41.77 39.57 40.78 47.48
53 42.84 42.76 40.87 50.98 40.77 47.1
54 42.05 41.54 39.65 41.4 40.31 46.81
55 41.23 44,12 41.09 42.33 40.5 47.03

Promedio 42.5146 46.0694 42.5268 44.0924 40.6524 46.6536

Frecuencia

Promedio (rad/s) 43.75153333
Frecue(ﬂcz')"" Final 6.963272798
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APENDICE B

Tabla-B2-Dates-de las frecuencias tomadas por-el acelerdometrc para-2 moteres

MOTOR 2
Pruebal | Pruebal.5| Prueba2 Prueba 3 Prueba 4 Prueba 5 Prueba 6 Prueba 7
Segundo Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia

6 41.88 64.55 40.89 39.68 40.23 41.09 56.34 40.53
7 42.62 77.41 39.12 40.74 42.04 40.12 38.13 43.21
8 42.6 59.93 40.72 55.78 42.8 41.11 43.08 60.27
9 42.27 56.83 40.28 41.05 42.65 42.95 43.06 47.61
10 42.24 42.89 39.8 40.69 39.64 46.27 41.86 42.97
11 41.36 39.51 39.77 40.56 39.09 41.56 42.22 57.74
12 42.74 41.16 39.84 40.19 65.94 42.53 45.42 54.91
13 43.42 40.54 40.35 101.4 53.43 56.3 42.07 47.77
14 42.53 54.23 40.42 78.5 52.95 45.4 41.58 42,01
15 41.52 41.94 39.99 63.46 52.42 47.8 43.23 47.33
16 39 42.55 40.46 64.3 41.35 47.06 41.71 51.93
17 3 41.29 40.4 65.7 58.29 53.11 40.72 58.41
18 40.57 39.54 40.55 64.35 63.4 53.21 72.37 77.75
19 40.18 40.14 40.1 39.87 48.59 47.87 76 63.39
20 40.96 53.66 30.42 75.35 47.02 48.82 55.36 75.33
21 40.82 41.43 45.87 76.8 48.49 52.72 57.61 45,97
22 40.57 41.07 39.43 49.86 46.19 56.11 46.05 84.89
23 40.99 41.34 39.55 40.07 43.63 50.04 46.37 84.48
24 40.49 39.72 41,51 54.76 51.66 41.9 48.8 69.55
25 41.18 41.24 40 58.77 41.98 44.22 63.86 71.6
26 40.81 40.85 40.18 60.3 41.93 46.5 52.43 65.27
27 40.07 40.56 40.35 55.65 64.91 38.84 48.14 46.99
28 40.44 39.57 40.58 59.14 48.71 43.54 45,54 52.99
29 41.7 45.2 41.26 40.55 61.51 61.93 58.6 62.98
30 41.25 41.7 56.88 39.96 51.26 42.8 49.02 43.58
31 40.7 41.29 54.94 41.3 43.35 43.81 46.79 41.88
32 39.31 40.47 39.96 55.14 43.26 48.05 41.19 61.8
33 59 40.55 39.16 57.1 44.76 42.28 50.41 66

34 57.31 41.26 39.79 40.92 45.08 47.21 46.68 64.65
35 78.37 41.21 40.47 74.59 48.32 63.36 56.27 56.08
36 39.88 40.97 38.64 75.9 47.8 48.88 56.62 41.67
37 56.11 39.81 40.7 65.3 65.43 37.96 55.58 45,59
38 41.2 40.42 39.81 76.3 38.46 52.63 59.62 39.95
39 52.42 40.62 39.38 76.3 68.16 54.54 47.73 71.66
40 66.76 41.87 41.92 59.16 45,59 66.3 44.8 41.3
41 52.9 44.42 40.73 76.3 56.73 42.8 40.67 119

42 52.09 41.03 40.33 53.04 66.56 45.68 55.18 52.92
43 40.54 41.76 39.09 54.05 49.25 52.73 53.39 50.74
44 39.43 40.93 39.28 59.17 55.91 42.05 49 49.07
45 39.85 43.69 38.82 56.28 53.24 41.55 63.37 53.53
46 40.57 41.55 39.75 48.57 50.96 40.41 94.71 57.04
47 54.67 40.24 40.27 76.3 49.97 40.24 69.97 59.57
48 47.41 41.06 40.24 61.14 54.59 51.84 54.62 50.66
49 40.16 78.505 39.87 57.48 62.08 56.14 51.7 48.77
50 41.02 64.005 40.12 54.2 42.16 56.07 65.33 51.93
51 54.81 60.73 39.42 48.09 48.91 39.26 39.97 55.03
52 55.5 40.85 39.71 39.03 54.97 38.96 51.55 57.91
53 55.59 41.5 37.66 40.45 42,01 40.54 52 44.02
54 40.7 40.82 39.19 38.69 54.18 39.57 48.35 61.11
55 63.49 42.33 39.46 39.43 47.64 53.44 42.44 52.51

Promedio 44.9 45.2148 40.5486 56.2342 50.1896 47.202 51.5502 56.677
Frecuencia
Promedio (rad/s) 49.06455
Frecuencia Final 7 808865663

(Hz)
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Tabla-B3-Dates-de las frecuencias tomadas por-el acelerometrc para-3 motores

MOTOR 3
Prueba 3 Prueba 4 Prueba 5 Prueba 6 Prueba 7
Segundo Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia
6 60.81 51.46 56.39 55.65 55.2
7 58.55 61.78 56.7 41.26 55.17
8 38.82 64.08 52.62 70.46 57.64
9 73.32 41.88 49.94 68.06 59.68
10 53.86 39.01 51.36 64.45 54.05
11 61.37 37.81 68.56 70.39 62.87
12 60.25 66.19 39.5 71.11 58.32
13 50.9 53.01 54.87 74.66 55.98
14 74.15 53.93 42.14 64.7 54.99
15 56.76 50.66 55.89 134.4 55.39
16 54.94 52.12 57.39 62.4 55.77
17 78.55 51.64 41.05 47.03 55.08
18 51.35 48.4 60.2 70.77 56.07
19 78.55 61.3 46.56 101.9 48.73
20 78.55 65.5 62.74 46.04 44.82
21 83.91 47.07 62.5 75.09 55.23
22 86.05 49.15 58.84 61.52 63.66
23 63.55 52.56 55.55 55.95 45.32
24 52.59 73.1 67.29 75.3 65.57
25 68.45 45.02 39.58 59.85 56.46
26 50.45 59.45 39.32 58.92 54.14
27 63.23 52.65 37.33 57.46 60.45
28 63.4 55.47 80.88 48.3 63.31
29 64.35 77.05 83.33 46.88 68.93
30 59.1 77.74 88 64.56 56.35
31 45.8 46.35 71.2 55.48 56.19
32 118.6 69.95 52.89 52.28 56.55
33 63.9 65.29 76.05 44.39 56.55
34 54.45 59.17 76.05 62.16 48.31
35 78.55 46.41 55.33 90.02 48.57
36 78.41 59.29 65.14 86.24 50.94
37 56.75 59.48 57.4 65.29 59.98
38 54.27 72.08 73.1 85.89 56.08
39 57.71 41.18 56.64 91.82 49.8
40 228.9 57.3 38.77 102.3 66.49
41 52.15 56.23 75.51 43.5 50.51
42 153.8 60.09 70.05 71.84 66.48
43 55.25 56.59 72.1 69.56 59.41
44 59.5 57.95 66.13 60.17 61.51
45 52.44 50.81 75.15 53.05 54.97
46 50.3 64.2 63.1 49.51 55.86
47 54.47 49.66 53.92 57.16 56.21
48 51.24 56.76 46.57 74.56 63.84
49 50.29 55.51 52.73 59.43 58.21
50 50.86 51.86 52.46 68.64 57.28
51 37.75 53.82 53.46 72.25 57.06
52 117.8 53.87 882.15 48.22 56.95
53 66.42 60.3 67.13 50.93 57.14
54 63.65 67.5 45.48 52 66.74
55 56.44 52.63 65.32 61.54 55.86
Promedio 67.9102 56.2462 75.4472 65.5068 56.9334
Frecuencia
Promedio (rad/s) 64.40876
Frecu‘?ﬂcz')"" Final 10.25097253

APENDICE B
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APENDICE B

bemmmeee e e e e e e e e e e e e e - - - - - Tabla-B4-Dates-de las frecuencias tomadas por-el acelerometro para-4 1AotereS - - - === === mmmmmmmmmmcee e e e e e ee e
MOTOR 4
Prueba 5 Prueba 6
Segundo Frecuencia | Frecuencia

6 65.08 95.75
7 50.25 73.75
8 47.87 83.81
9 69.81 101.7
10 99 73.36
11 68.61 115.8
12 55.7 78.15
13 50.37 71.36
14 115.1 78.13
15 119.4 106

16 67.6 101.3
17 83.8 56.89
18 58.2 55.05
19 149.7 94.29
20 102.8 142.1
21 120.1 72.62
22 111.97 58.29
23 182 51.97
24 67.19 121.6
25 118.5 58.04
26 77.94 93.96
27 110.48 74.99
28 58.23 59.11
29 94.8 52.88
30 109.4 147.5
31 78.15 44.32
32 106.8 50.75
33 157.1 72.53
34 84.1 71.57
35 86.39 66.06
36 97.2 66.74
37 93.1 57.14
38 81.15 56.03
39 80.64 111.3
40 57.38 68.21
41 89.94 104.7
42 61.93 76.26
43 41.7 68.48
44 54.61 63.92
45 78.91 86.26
46 72.27 97.47
47 75.33 69.91
48 137.1 73.01
49 62.61 72.05
50 61.81 56.81
51 52.57 86.18
52 60.64 128

53 145.7 106.7
54 47.6 101.5
55 63.63 114.9

Promedio 85.6452 81.784
Frecuencia
Promedio (rad/s) 83.7146
Frecue(u(;l)a Final 13.3235924
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