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RESUMEN

RESUMEN

El presente trabajo aborda los procedimientos para la realizacion de analisis
cinematicos y dinamicos de manipuladores roboéticos usando numeros duales en

lugar de numeros ordinarios.

El analisis cinematico se divide en dos partes, la primera corresponde al analisis de
desplazamiento donde se determinaran posiciones y orientaciones mediante la
determinacién del modelo directo del manipulador auxiliandose de los parametros

de Denavit-Hartenberg, pero con aplicacién a algebra dual.

La segunda parte del analisis cinematico corresponde al estudio de velocidad, se
determinan las velocidades lineales y angulares en su forma dual y se usara el

método de propagaciéon de velocidades para determinar la velocidad del sistema.

La realizaciéon del andlisis dindmico tiene como finalidad obtener la ecuaciones
duales de equilibrio dinamico empleando el método de Newton-Euler pero adaptado

a algebra dual.

Finalmente los procedimientos y resultados se aplican a un manipulador de

configuracion cilindrica.
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ABSTRACT

ABSTRACT

This work presents the procedures for the realization of kinematic and dynamic

analysis of robotic manipulators using dual numbers instead of ordinary numbers.

The kinematic analysis is divided into two parts, the fisrt one is for the displacement
analysis which will determine positions and orientations by determining the direct
model of the manipulator using the Denavit-Hartenberg parameters, but with

application to dual algebra.

The second part of the kinematic analysis is for the study of the velocity,
determining the linear and angular velocities in dual form and will be used the

method of propagation velocity to determine the velocity of the system.

The realization of dynamic analysis is intended to obtain the dual dynamic

equilibrium equations using the Newton-Euler method but adapted to dual algebra.

Finally, the procedures and results are applied to a cylindrical configuration

manipulator.
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OBJETIVO Y JUSTIFICACION

OBJETIVO GENERAL

Realizar el analisis cinematico y dinamico de un manipulador robético aplicando la
metodologia de los numeros duales a las técnicas ya conocidas con la finalidad de
demostrar que al usar algebra dual en lugar de algebra ordinaria los resultados se

produciran mas compactos y a la vez mas completos.

JUSTIFICACION

El uso de manipuladores roboticos es en la actualidad es numeroso, la creciente
demanda de estos dispositivos obliga a proyectar mejores expectativas en el diseno

y operacion de los mismos.

La operacién y funcionamiento de los manipuladores robdticos se lleva a cabo
mediante un control, este a su vez, generalmente se opera mediante un software que
se programa de acuerdo a las tareas que se desea que el robot realice, la
reincidencia y el tiempo en el cual se deben realizar, crear los algoritmos y cédigos
que conformaran estos software resulta generalmente dificil pues los algoritmos se
desarrollan en base a las ecuaciones que definen los modelos cinematicos vy
dinamicos de los manipuladores robéticos y dichas ecuaciones resultan muy

extensas y complejas.

Las ecuaciones que definen los modelos cinematicos y dinamicos de los
manipuladores robéticos resultan de los analisis cinematicos y dinamicos de dichos
robots, estos analisis también son dificultosos, por lo tanto si se encuentra la
manera de simplificar estos procedimientos los resultados que generaran también
resultaran mas factibles. Estos analisis se pueden simplificar mediante el uso de

matematicas avanzadas.
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CAPITULO

HISTORIA DEL ARTE

Se considera de suma importancia,
para este capitulo presentar los
antecedentes  histéricos de Ia
Robdtica con el fin de conocer sus

origenes y evolucién, de la misma

forma se presenta la resefia histoérica

de los numeros duales desde su

aparicién hasta la época actual, de

esta manera se le facilitara al lector

encontrar la conveniente relacion de

ambos temas en los analisis
cinematicas y dindmicos.




HISTORIA DEL ARTE

1.1 INTRODUCCION

Hoy en dia la robodtica ha crecido insélitamente impulsada por los avances en

computacion, sensores, electronica y software.

Los robots estan presentes en cada aspecto relevante de el crecimiento de la
tecnologia en la Tierra, se han aplicado accidentes nucleares, exploraciones
maritimas a grandes profundidades donde el ser humano no puede llegar, viajes
espaciales, cirugias medicas, se han convertido en herramientas para producir,

trabajar, y realizar labores peligrosas en el planeta y fuera de él.

La robdtica esta cambiando la forma de vida y trabajo proporcionando nuevas
maneras de construir, mantener la seguridad, producir y distribuir energia,
tecnologia y alimentos al mundo y de esta forma le da la oportunidad a la

humanidad de expandir los limites de la experiencia humana.

Para incrementar la efectividad de las tareas de los robots es indispensable hacer
analisis cinematicos y dinamicos de estos, con el fin de obtener mayor exactitud,
sistemas de control mas practicos, movimientos mas precisos y un sin numero de

ventajas.

Los analisis a robots resultan ser un tanto complicado sobre todo los dinamicos, es
por eso que la metodologia de los nimeros duales facilita en gran manera este
proceso ya que simplifica la soluciéon de expresiones matematicas muy complejas

que se usan regularmente en el proceso de analisis tradicional.

1.2 HISTORIA DE LA ROBOTICA

Por siglos el ser humano ha construido maquinas que imiten las partes del cuerpo
humano. Los antiguos egipcios unieron brazos mecanicos a las estatuas de sus
dioses. Estos brazos fueron operados por sacerdotes, quienes afirmaban que el

movimiento de estos era inspiracion de sus dioses. Los griegos construyeron

ANALISIS CINEMATICO Y DINAMICO DE MANIPULADORES ROBOTICOS POR LA METODOLOGIA DE LOS NUMEROS DUALES
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HISTORIA DEL ARTE

estatuas que operaban con sistemas hidraulicas, los cuales se utilizaban para

fascinar a los adoradores de los templos.

Durante los siglos XVII y XVIII en Europa fueron construidos mufiecos mecanicos muy

ingeniosos que tenian algunas caracteristicas de robots.

En 1805, Henri Maillardert construydé una muneca mecanica que era capaz de hacer
dibujos. Una serie de levas se utilizaban como “el programa” para el dispositivo en el
proceso de escribir y dibujar. Estas creaciones mecanicas de forma humana deben
considerarse como inversiones aisladas que reflejan el genio de hombres que se
anticiparon a su época. Hubo otras invenciones mecanicas durante la revolucion
industrial, creadas por mentes de igual genio, muchas de las cuales estaban
dirigidas al sector de la produccion textil. Entre ellas se puede citar la hiladora
giratoria de Hargreaves (1770), la hiladora mecanica de Crompton (1779), el telar

mecanico de Cartwright (1785), el telar de Jacquard (1801), y otros.

o P o At R

Figura 1.1 Telar de Jacquard (History of Robotics, 2005).

Una obra checoslovaca publicada en 1917 por Karel Kapek, denominada Rossum’s
Universal Robots, dio lugar al término robot. La palabra checa ‘Robota’ significa
servidumbre o trabajador forzado, y cuando se tradujo al ingles se convirtié en el
término robot. Dicha narracion se refiere a un brillante cientifico [lamado Rossum y

su hijo, quienes desarrollan una sustancia quimica que es similar al protoplasma.

ANALISIS CINEMATICO Y DINAMICO DE MANIPULADORES ROBOTICOS POR LA METODOLOGIA DE LOS NUMEROS DUALES
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HISTORIA DEL ARTE

Utilizan ésta sustancia para fabricar robots, y sus planes consisten en que los robots

sirvan a la clase humana de forma obediente para realizar todos los trabajos fisicos.

Rossum sigue realizando mejoras en el disefio de los robots, elimina érganos y otros
elementos innecesarios, y finalmente desarrolla un ser perfecto. El argumento
experimenta un giro desagradable cuando los robots perfectos comienzan a no
cumplir con su papel de servidores y se rebelan contra sus duefos, destruyendo toda

la vida humana.

El desarrollo en la tecnologia, donde se incluyen las poderosas computadoras
electronicas, los actuadores de control retroalimentados, transmision de potencia a
través de engranes, y la tecnologia en sensores han contribuido a flexibilizar los
mecanismos autématas para desempenar tareas dentro de la industria. Son varios
los factores que intervienen para que se desarrollaran los primeros robots en la
década de los 50’s. La investigacion en inteligencia artificial desarroll6 maneras de
emular el procesamiento de informacion humana con computadoras electronicas e

inventd una variedad de mecanismos para probar sus teorias.

En 1951 los cientificos Goertz y Bergsland realizaron el primer trabajo de desarrollo
de manipuladores de control remoto para manejar materiales radioactivos. Para
1954 se solicito la primera patente para disefio de robot por el inventor britanico C.
W. Kenward. Finalmente en 1959 se introdujo el primer robot comercial por Planet

Corporation, el cual estaba controlado por interruptores de fin de carrera.

Al iniciar la década de los 60’s Se introdujo el primer robot ‘Unimate’’, basada en la
transferencia de articulos programada” de Devol, utilizaba los principios de control
numeérico para el control del manipulador y era un era un robot de transmision
hidraulica. En 1961 Un robot Unimate se instalé en la Ford Motors Company para
atender una maquina de fundicion de troquel. Para 1966, una firma noruega llamada

Trallfa construyd e instalé un robot de pintura por pulverizacion. En 1968 Un robot

ANALISIS CINEMATICO Y DINAMICO DE MANIPULADORES ROBOTICOS POR LA METODOLOGIA DE LOS NUMEROS DUALES
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HISTORIA DEL ARTE

movil llamado ‘Shakey’” se desarrollo en el Standford Research Institute, estaba
provisto de una diversidad de sensores asi como una camara de vision y sensores

tactiles y podia desplazarse por el suelo.

e i =

Figura 1.2 Robot “Shakey” (History of Robotics, 2005).

La época de los 70’s no fue menos importante, ya que durante ésta se desarrollaron
los primeros lenguajes de programacion para robot, en 1974 se introdujo el robot
IR6 de accionamiento completamente eléctrico y en ese mismo afno Cincinnati
Milacron introdujo el robot T3 con control por computadora. También se realizé una
de las primitivas aplicaciones de la robotica al montaje cuando en 1975 el robot
‘Sigma’”’ de Olivetti se utiliz6 en operaciones de montaje. En el ano de 1978
Unimation introdujo el robot PUMA (Programmable Universal Machine for Assambly)
para tareas de montaje, basandose en disefos obtenidos en un estudio de la General
Motors mientras que el robot T3 de Cincinnati Milacron se adapt6 y programé para
realizar operaciones de taladro y circulacion de materiales en componentes de
aviones, bajo el patrocinio de Air Force ICAM (Integrated Computer- Aided
Manufacturing). A finales de la década de los 70’s se Desarrollo del robot tipo SCARA
(Selective Compliance Arm for Robotic Assambly) en la Universidad de Yamanashi en

Japon para montaje. Varios robots SCARA comerciales se introdujeron hacia 1981.
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Figura 1.3 Robot “Unimate” (History of Robotics, 2005).

En 1982 IBM introdujo el robot RS-1 para montaje, basado en varios anos de desarro
llo interno. Se trata de un robot de estructura de caja que utiliza un brazo
constituido por tres dispositivos de deslizamiento ortogonales. El lenguaje del robot

AML, desarrollado por IBM, se introdujo también para programar el robot RS-1.

En 1984 varios sistemas de programacion fuera de linea se demostraron en la
exposicion “Robots 8”la operacion tipica de estos sistemas permitia que se
desarrollaran programas de robots utilizando graficos interactivos en una

computadora personal y luego se cargaban en el robot (Historia, 1999-2000).

La compania Tomy Kyogo cre6 un robot juguete, el “Omnibot 2000” el cual se
manipulaba por un control remoto a través de programas almacenados en cinta

magneética.

e —
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Figura 1.4 “Omnibot 2000” (History of Robotics, 2005).

En el sentido comun de un maquina que imita la figura y los movimientos de un ser
animado, el mayor robot en el mundo tendria que ser el “Maeslantkering”, una
barrera para tormentas del Plan Delta en los Paises Bajos construida en los anos
1990, la cual se cierra automaticamente cuando es necesario. Sin embargo, esta

estructura no satisface los requerimientos de movilidad o generalidad.

En 2002 Honda y Sony, comenzaron a vender comercialmente robots humanoides
como “mascotas”. Los robots con forma de perro o de serpiente se encuentran, sin
embargo, en una fase de produccion muy amplia, el ejemplo mas notorio ha sido
Aibo de Sony.

SONY

Figura 1.5 “Aibo” de Sony (History of Robotics, 2005).
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Los robots son usados hoy en dia para llevar a cabo tareas sucias, peligrosas,
dificiles, repetitivas o embotadas para los humanos. Esto usualmente toma la forma
de un robot industrial usado en las lineas de produccion. Otras aplicaciones incluyen
la limpieza de residuos toxicos, exploracién espacial, mineria, busqueda y rescate de
personas y localizacion de minas terrestres. La manufactura continta siendo el
principal mercado donde los robots son utilizados. En particular, robots articulados
(similares en capacidad de movimiento a un brazo humano) son los mas usados
comunmente. Las aplicaciones incluyen soldado, pintado y carga de maquinaria. La
Industria automotriz ha tomado gran ventaja de esta nueva tecnologia donde los
robots han sido programados para reemplazar el trabajo de los humanos en muchas
tareas repetitivas. Existe una gran esperanza, especialmente en Japén, de que el
cuidado del hogar para la poblacion de edad avanzada pueda ser llevado a cabo por

robots.

Recientemente, se ha logrado un gran avance en los robots dedicados a la medicina,
con dos compahias en particular, Computer Motion e Intuitive Surgical, que han
recibido la aprobacion regulatoria en América del Norte, Europa y Asia para que sus
robots sean utilizados en procedimientos de cirugia invasiva minima. Desde la
compra de Computer Motion (creador del robot Zeus) por Intuitive Surgical, se han
desarrollado ya dos modelos de robot daVinci por esta ultima. En la actualidad,
existen mas de 800 robots quirurgicos daVinci en el mundo, con aplicaciones en
Urologia, Ginecologia, Cirugia general, Cirugia Pediatrica, Cirugia Toracica, Cirugia
Cardiaca y ORL.

La automatizaciéon de laboratorios también es un area en crecimiento. Aqui, los
robots son utilizados para transportar muestras bioldgicas o quimicas entre
instrumentos tales como incubadoras, manejadores de liquidos y lectores. Otros
lugares donde los robots estan reemplazando a los humanos son la exploraciéon del
fondo oceanico y exploracion espacial. Para esas tareas, robots de tipo artropodo

son generalmente utilizados. Mark W. Tilden del Laboratorio Nacional de los Alamos

ANALISIS CINEMATICO Y DINAMICO DE MANIPULADORES ROBOTICOS POR LA METODOLOGIA DE LOS NUMEROS DUALES
8



HISTORIA DEL ARTE

se especializa en robots econémicos de piernas dobladas pero no empalmadas,
mientras que otros buscan crear la réplica de las piernas totalmente empalmadas de

los cangrejos.

Robots alados experimentales y otros ejemplos que explotan el biomimetismo
también estan en fases previas. Se espera que los asi llamados nanomotores y cables
inteligentes simplifiquen drasticamente el poder de locomocion, mientras que la
estabilizacion en vuelo parece haber sido mejorada substancialmente por
giroscopios extremadamente pequefios. Un impulsor muy significante de este tipo

de trabajo es el desarrollar equipos de espionaje militar (Robot, 2008).

1.3 MECANISMOS APLICADOS EN ROBOTICA

1.3.1 Mecanismos

Un mecanismo es un dispositivo mecanico que tiene el propédsito de transferir el
movimiento y/o fuerza de una fuente a una salida. Un eslabonamiento consiste en
barras (llamadas eslabones), generalmente consideradas rigidas, conectadas por
articulaciones, para formar cadenas abiertas o cerradas. Tales cadenas cinematicas
con un eslabén fijo como minimo, so mecanismos si, por lo menos, otros dos
eslabones retienen movilidad, o estructuras si no tienen movilidad alguna. En otras
palabras, un mecanismo permite el movimiento relativo entre sus eslabones
“rigidos”, una estructura, en cambio, no lo permite. Los eslabonamientos forman
mecanismos simples y pueden disefiarse para efectuar tareas complejas, como

movimientos no lineales y transmisién de fuerza.

Eslabonamiento de cuatro barras.- Los mecanismos se usan en una gran variedad de
maquinas y dispositivos. El eslabonamiento de lazo cerrado mas simple es el de
cuatro barras, que tiene tres eslabones moviles y un eslabén fijo mas cuatro

articulaciones.

El eslabon conectado a la fuente de potencia se llama eslabon de entrada. El eslabon

seguidor conecta la articulacion movil B a tierra. El eslabon acoplador 6 flotante
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conecta los dos eslabones moviles A y B, acoplando el eslabon de entrada con el

eslabon de salida.

El eslabonamiento de cuatro barras es la cadena mas basica de eslabones
conectados por pasadores que permite movimiento relativo entre los eslabones. No
obstante que se trata de un mecanismo simple, las cuatro barras forman un

mecanismo muy versatil usado en miles de aplicaciones.

O

Eslab6n
acoplador

Eslabon
seguidor

Eslabon de

entrada

T

Eslabon Fijo

70

Figura 1.6 Eslabonamiento de cuatro barras

Cadena de seis barras.- si un eslabonamiento de cuatro barras no proporciona el
tipo de desempeno requerido para una aplicacion particular, usualmente se
considera como siguiente posibilidad uno de los dos tipos de eslabones de seis

barras de un solo grado de libertad: la cadena de Watt o la cadena de Stephenson.

Los mecanismos pueden clasificarse en tres categorias dependiendo de las tareas
que realizan: generaciéon de funcion, generacion de trayectoria, y generacion de

movimiento (Erdman&Sandor, 1998).

Las caracteristicas basicas de la estructura de los robots estan formadas por los
tipos de articulaciones y configuraciones clasicas de brazos de robots industriales.
Los robots manipuladores son esencialmente, brazos articulados. De forma mas
precisa, un manipulador industrial convencional es una cadena cinematica abierta

formada por un conjunto de eslabones o elementos de la cadena interrelacionados
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Las articulaciones permiten el

mediante articulaciones o pares cinematicos.
movimiento relativo entre los sucesivos eslabones (Ollero, 2001).
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Figura 1.7 Eslabonamiento de seis barras

1.3.2 Articulaciones

Existen diferentes tipos de articulaciones, las mas utilizadas en robdtica se detallan a

continuacion:

Rotacion.- Consiste en una rotacion alrededor del eje de la articulacion y suministra
numero de parametros

un grado de libertad,

los grados de libertad son el

independientes que fijan la situacion del 6rgano terminal.

Figura 1.8 Articulacién de Rotacion

11
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Prismadtica.- El grado de libertad consiste en una traslacion a lo largo del eje de la

articulacion.

———

Figura 1.9 Articulacién Prismatica

Cilindrica.- Existen dos grados de libertad: una rotacion y una traslacion.

Figura 1.10 Articulacion Cilindrica

Planar.- Se caracteriza por el movimiento de desplazamiento en un plano, existiendo

por lo tanto, dos grados de libertad.

¥

Figura 1.11 Articulacion Planar

Esférica.- También llamada de Rétula, combina tres giros en tres direcciones

perpendiculares en el espacio.

e —
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Figura 1.12 Articulacion Esférica
1.3.3 Configuraciones

La estructura tipica de un manipulador consiste en un brazo compuesto por
elementos con articulaciones entre ellos. En el Ultimo enlace se coloca un 6rgano
terminal o efector final tal como una pinza o un dispositivo especial para realizar

operaciones.

Se consideran, en primer lugar, las estructuras mas utilizadas como brazo de un
robot manipulador. Estas estructuras tienen diferentes propiedades en cuanto a

espacio de trabajo y accesibilidad a posiciones determinadas.

El espacio de trabajo es el conjunto de puntos en los que puede situarse el efector
final del manipulador. Corresponde al volumen encerrado por las superficies que
determinan los puntos a los que accede el manipulador con su estructura totalmente

extendida y totalmente plegada.

Por otra parte, todos los puntos del espacio de trabajo no tienen la misma
accesibilidad. Los puntos de accesibilidad minima son los que las superficies que
delimitan el espacio de trabajo ya que a ellos solo puede llegarse con una Unica

orientacion.

Configuracion Cartesiana.- La configuracion tiene tres articulaciones prismaticas
(3D o estructura PPP). Esta configuraciéon es bastante usual en estructuras
industriales, tales como porticos, empleadas para el transporte de cargas
voluminosas. La especificacion de posicion de un punto se efectia mediante las

coordenadas cartesianas (Xx,y,z). Los valores que deben tomar las variables
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articulares corresponden directamente a las coordenadas que toma el extremo del
brazo. Esta configuracién no resulta adecuada para acceder a puntos situados en
espacios relativamente cerrados y su volumen de trabajo es pequeno cuando se

compara con el que puede obtenerse con otras configuraciones.

=

Sis =

Figura 1. 13 Configuracion Cartesiana

Configuracion Cilindrica.- Esta configuracion tiene dos articulaciones prismaticas y
una de rotacion (2D, 1G). La primera articulacion es normalmente de rotacion
(estructura RPP). La posicion se especifica de forma natural en coordenadas
cilindricas. Esta configuracién puedes ser de interés en una célula flexible, con el
robot situado en el centro de la célula sirviendo a diversas maquinas dispuestas
radialmente a su alrededor. El volumen de trabajo de esta estructura RPP (o de la
PRP), suponiendo un radio de giro de 360 grados y un rango de desplazamiento de
L, es el de un lado de seccidon cuadrada de radio interior L y radio exterior 2L. Se

demuestra que el volumen resultante es: 3mL?3.
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»
v

Figura 1. 14 Configuraciéon Cilindrica

Configuracion Polar y Esférica.- Esta configuracion se caracteriza por dos
articulaciones de rotacion y una prismatica (2G, 1D o estructura RRP). En este caso
las variables articulares expresan la posicion del extremo del tercer enlace en
coordenadas polares. En un manipulador con tres enlaces de longitud L, el volumen
de trabajo de esta estructura, suponiendo un radio de giro de 360 grados y un rango
de desplazamiento de L, es el que existe entre una esfera de radio 2L y otra

concéntrica de radio L. Por consiguiente el volumen es (28/3)mL>.

Figura 1. 15 Configuracién Esférica
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Configuracion Angular.- Esta configuracion es una estructura con tres articulaciones
de rotacion (3G o RRR). La posicion del extremo final se especifica de forma natural

en coordenadas angulares.

La estructura tiene un mejor acceso a espacios cerrados y es facil desde el punto de
vista constructivo. Es muy empleada en robots manipuladores industriales,
especialmente en tareas de manipulacion que tengan una cierta complejidad. La
configuracion angular es la mas utilizada en educacion y actividades de investigacion
y desarrollo. En esta estructura es posible conseguir un gran volumen de trabajo. Si
la longitud de sus tres enlaces es de L, suponiendo un radio de giro de 360 grados,

el volumen de trabajo seria el de una esfera de radio 2L, es decir (32/3)mL?

Figura 1. 16 Configuracién Angular

Configuracion Scara.- Esta configuracion esta especialmente disefnada para realizar
tareas de montaje en un plano. Esta constituida por dos articulaciones de rotacion
con respecto a dos ejes paralelos, y una de desplazamiento en sentido perpendicular
al plano. El volumen de trabajo de este robot, suponiendo segmentos de longitud L,
un radio de giro de 360 grados y un rango de desplazamiento de L es de 4mlL?
(Ollero, 2001).
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Figura 1. 17 Configuracion Scara

1.4 ANALISIS CINEMATICOS Y DINAMICOS EN ROBOTICA

Puesto que los mecanismos son elementos cinematicos de las maquinas e
instrumentos mecanicos, los métodos de sintesis y analisis de mecanismos se
aplican en la etapa preliminar del diseno de cualquier mecanismo real, junto con
otras disciplinas como el diseno mecanico, la resistencia de materiales, procesos de
manufactura, etc. En un principio los métodos de sintesis y analisis de mecanismos
se basaban en procesos graficos, puesto que daban una soluciéon relativamente
sencilla a problemas muy complejos. Después se introdujeron los métodos analiticos
que tienen la ventaja sobre el método grafico de que pueden hacer el analisis de
conjuntos de mecanismos tanto planos como espaciales, con la exactitud que se
requiera, aunque presentan la necesidad de operar a veces con expresiones
matematicas muy complejas lo cual no representa un problema en la actualidad pues

con las calculadoras y las computadoras este problema se resuelve facilmente.

La matematica, la fisica y la quimica son las ciencias fundamentales en que se basa
la ingenieria. En la mayoria de los casos, la ingenieria implica el analisis de la

conversion de energia de alguna fuente hacia una o mas salidas, usando uno o mas
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de los principios basicos de esas ciencias. La mecanica de sélidos es una de las
ramas de la fisica que, entre otras, contiene otras tres ramificaciones principales: la
cinematica, que trata del estudio del movimiento relativo; la estatica, que es el
estudio de fuerzas y momentos, separados del movimiento, y la cinética, que trata
de la acciéon de las fuerzas sobre los cuerpos. La combinacién de la cinematica y la

cinética se denomina dinamica (Erdman&Sandor, 1998).

En robodtica es necesario poder describir de forma conveniente las posiciones y
orientaciones de los objetos en el espacio. Para lo cual es necesario dominar los
conceptos basicos que se emplearan en los modelos cinematicos y dinamicos que se
estudiaran mas adelante. Se comienza por estudiar la posicion y orientacion en el
plano introduciendo las operaciones elementales de rotacion y traslacion, vy
considerando los cambios de sistemas de referencia. También se debe dominar los
problemas en tres dimensiones, el concepto de transformacién homogénea,
transformaciones compuestas, inversa de una transformacion y como complemento
algunas formas alternativas para representar la orientacion de un cuerpo en el

espacio.

Para poder realizar el anadlisis cinematico se estudian los modelos geométricos de los
robots, estos modelos junto con los modelos cinematicos se emplean tanto para
simulacion como para control. Los modelos se basan en el empleo de las
transformaciones entre sistemas de referencia. El modelo directo permite obtener la
posicion y orientacion del efector final del robot en funcion de las variables de las
articulaciones mientras que el modelo inverso obtiene las variables articulares que

hacen la posicién y orientacion del efector final sea la deseada.

Las velocidades lineales y angulares vienen dadas por las fuerzas y los pares que se
aplican a la estructura mecanica y dependen también de las magnitudes de las masas
y su distribucion. Las relaciones involucradas constituyen el modelo dinamico del
manipulador. La identificacion del modelo dinamico de un robot es por lo general
dificil. Asimismo, la consideracion de dicho modelo complica el desarrollo e

implantacion del sistema de control.
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Por ello, muchos sistemas de control de robots han sido disefiados utilizando
fundamentalmente el modelo cinematico. Los resultados son aceptables cuando los
movimientos del robot son suaves no produciéndose aceleraciones significativas. Sin
embargo, cuando es necesario realizar movimientos rapidos involucrandose
aceleraciones y masas importantes, la consideracion del movimiento mecanico

resulta imprescindible (Ollero, 2001).

Los componentes principales en lo que se llama dinamica de sistemas mecanicos son
la fuerza y el movimiento. El grado de dificultad de un analisis dinamico estriba en
determinar qué es conocido y qué es desconocido en un problema y en la hipotesis

que pueden hacerse sobre las incognitas (Erdman&Sandor, 1998).

1.5 ANTECEDENTES DE LOS NUMEROS DUALES

En 1873 fue introducido por Clifford el concepto de “nimero dual”’. William Kingdon
Clifford nacié6 en 1845 en Exeter, Inglaterra, fue un matematico britanico, Profesor
en el Colegio Universitario de Londres y miembro de la Sociedad Matematica de
dicha ciudad. Ademas de las investigaciones de los numeros duales realizo estudios
sobre geometria, en especial no euclidiana y generaliz6 el estudio de los
quaterniones (introducidos por Hamilton en 1843), finalmente Clifford muri6 en
1879 en Madeira, Portugal (O’Connor, 1996).

En 1971 An Tzu Yang publicé un articulo titulado “Inertia Force Analysis of Spatial
Mechanisms” el cual se fundamenta en la aplicaciéon de la ecuaciéon dual de la
dinamica basada en vectores duales y cdlculos de rotaciéon con el fin de proporcionar
una herramienta analitica para el estudio de la dinamica del cuerpo rigido en
cualquier sistema mecanico complejo. Aplicando esta ecuaciéon al momento de
inercia en el analisis de un mecanismo RCCC; teniendo las reacciones y el par de
inercia se obtienen en forma cerrada las expresiones en numeros duales. Tales
expresiones son mas susceptibles a la interpretacion geométrica y a una buena

adaptacion de la computacion digital (Yang, 1971).
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También en 1971 el asistente de profesor de Ingenieria Mecanica de la Universidad
Tecnoldgica de Tennessee, C. Bagci publicé uno de sus mas significativos articulos
basado en las expresiones duales. “Fuerza estatica y analisis de torque usando una
matriz de rotacion de 3x3, y criterio de transmision para mecanismos espaciales” es
el titulo de dicho articulo y Bagci lo resume asi: el método de determinacion de la
fuerza estatica y la distribucion de torques en mecanismos espaciales mediante el
uso de una matriz de rotacion de 3x3 es desarrollado en este escrito. Durante el
proceso, las ecuaciones duales de equilibrio, una por cada eslabon, se escriben en
forma vectorial dual, entonces éstas se resuelven simultaneamente para obtener los
componentes duales de la fuerza. De esta forma se obtienen expresiones explicitas

para las fuerzas y torques en los mecanismos espaciales RCCC y RSSR (Bagci, 1971).

Para 1988 You Liang Gu difundié un articulo en ingles para la revista de Robética y
Automatizacion titulado “Transformacién con numeros duales y sus aplicaciones a
Roboética” en el cual se propone que siendo la transformaciéon homogénea un punto
de transformacion se sustituya por una linea de transformacion. En Robética, para
hacer frente a la transformacion de coordenadas en tres dimensiones en el espacio
cartesiano, la transformacion homogénea es el método mas usualmente aplicado
este se define en el espacio de cuatro dimensiones y su matriz de multiplicacion

realiza la rotacién y traslacion simultanea.

Para la cinematica y dinamica en robdtica, los vectores de velocidad y aceleracion
son blancos directos de analisis. La linea de transformacion tiene ventajas sobre el
punto comun de transformacion, ya que la combinacion de las cantidades lineales y
angulares puede ser representada por lineas en el espacio tridimensional. Ya que
una linea en el espacio tridimensional es determinada por cuatro parametros
independientes, buscando un tipo apropiado de "representacibn numérica", que

combina dos variables reales como el primer requisito fundamental.

El ndmero dual elegido para la linea de la representacion, y teoremas que indican las
propiedades mas relevantes del numero dual, los vectores duales, y matrices duales
se proponen. Esto es seqguido por la transformacién y manipulacion de las

aplicaciones roboticas.
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Este procedimiento ofrece un algoritmo que se ocupa del analisis simbdlico para
ambos; rotacion y traslacion. En especial, este puede ser efectivamente utilizado de
para la determinacion directa de las matrices Jacobianas y sus derivadas. Se muestra
que el procedimiento propuesto contribuye a un enfoque simplificado para la

formulacién de la cinematica y dindmica en robética (Gu, 1988).

Vladimir Brodsky y Moshe Shoham miembros del departamento de Ingenieria
Mecanica del Instituto Tecnologico de Israel publicaron un articulo en ingles titulado
“Dual numbers representation of rigid body dynamics” en este trabajo se presenta
una ecuacion dinamica tridimensional para un cuerpo rigido con respecto a un punto
arbitrario, la representacion tridimensional de las ecuaciones dinamicas de un
cuerpo rigido es posible introduciendo el operador dual de la inercia y usando las
reglas de la transformacion del motor. Entonces, la ecuacién dual de Lagrange se
formula desarrollando las reglas de derivacion de una funcién real con respecto a las

variables duales.

e —
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El propdsito de este de capitulo es
presentar las bases y conocimientos
necesarios para aplicar la metodologia
de los numeros duales, como su

definicidn, operaciones basicas y

funciones trigonométricas. Asi también

se presentan los métodos utilizados para

realizar andlisis cinematicas y dinamicos

explicando las operaciones basicas como

transformaciones homogéneas,

rotaciones, entre otras.




MARCO TEORICO

2.1 INTRODUCCION

Basado en principio de la geometria no euclidea William Clifford desarroll6 los
numeros duales, los cuales cuentan con especificos procedimientos algébricos,
trigonométricos, de calculo vectorial, ademas de propiedades, nomenclatura, y
representacion exclusiva entre otros factores. En este capitulo se estudian cada una
de estas particularidades de lo que se puede llamar las matematicas de los numeros

duales.

En el estudio de mecanismos con numeros duales representan una gran ventaja ya
que permiten compactar formulaciones lo cual facilita el proceso de analisis. A lo
largo de este apartado se presentan las herramientas y conceptos necesarios para
que la metodologia de los numeros duales pueda resultar en una exitosa aplicacion
en los analisis estaticos, dinamicos, de desplazamiento y velocidad de un

mecanismo.

Se introducen algunos criterios nuevos como la coordenada de transformacion, y se
presentan otros tradicionalmente usados pero ahora con aplicacion a los numeros
duales como la ecuacion de la transformacion, los angulos de Euler, eslabones vy

articulaciones, etc.

2.2 NUMEROS DUALES

2.2.1 Definicion

Los numeros duales son una ampliacion de los numeros reales mediante un

elemento nuevo ¢ el cual tiene las siguientes propiedades:

E£0 (2-1)

£2=0 2-2)
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Los numeros duales (que también pueden ser llamados “numeros duplex”) se

escriben en la forma:

A=a+ea, (2-3)

Donde “a” es la parte primaria y representa la parte real del numero dual, “a " es la

parte secundaria y se refiere al componente dual del numero duplex.

El plano de todos los numeros duales es un plano alternativo complejo que

complementa al plano de un numero ordinario complejo (Fischer, 1999).

2.2.2 Adicion de numeros duales

La adicion de numeros duales se realiza sumando primero las partes primarias 0

componentes reales y después los componentes duales:

a=a+éeq, (2-3)
é=e+tee, (2-4)
at+é=(a+e)+s(a, +e,) (2-5)

2.2.3 Sustraccion de numeros duales

La sustraccion de numeros duales sigue el mismo procedimiento que la adicion, a

diferencia de que en lugar de sumar los componentes, estos se restan.
a-é=(a+te)-¢(a, +e,) (2-6)

2.2.4 Multiplicacion de numeros duales

La multiplicacién de numeros duales se define en forma similar al procedimiento

algebraico que se sigue para obtener el producto de dos polinomios.

A A

ae=(a+ &ao)(e+ £eo) (2-7)
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aé —ae+age, + e, (2-8)

aé —ae+ ¢ @e, +ea,) (2-9)

2.2.5 Division de numeros duales

La division de numeros duales solo se puede realizar cuando la parte real del
denominador es diferente de cero, el proceso de divisibn es analogo al

procedimiento algebraico, donde el denominador debe ser multiplicado por su

conjugado con la finalidad de eliminar la parte dual.

a_ata,
=00 (2-10)
é eteg
a_atéa, e- & 211)
é et+eg e—&g
4 _ ae-age, + e, - £°8,8, 212
e (e% +em, —eee, -£%2)
a _ae-age, +eca,
= : (2-13)
é €
a ag, —e
a_a, (@a-eq) (2-14)
€ € €

2.2.6 Potencia en numeros duales

Para elevar un nimero dual a una potencia es necesario separar el nimero en su
parte primaria y secundaria, la parte primaria se eleva a la potencia en cuestion y la

parte secundaria se multiplica por el valor de la potencia y se eleva al equivalente de

dicha potencia menos 1.

a"=(a+aa,)" (2-15)
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a=a"+amaa"" (2-16)

2.2.7 Raiz de numeros duales

La raiz de un numero dual se define obteniendo primero la raiz de la parte real y
posteriormente dividiendo la parte secundaria 6 dual entre el producto del doble de

la raiz de la parte primaria.

~ a
@:ﬁ”'gzﬁ 2-17)

2.2.8 Series de Taylor en numeros duales

La representacion de las series de Taylor en numeros duales es la siguiente:

f(a)=f(a+a,) (2-18)
df(a)

~
C

f(a)=f(a)+ea, (2-19)

2.3 ANGULOS DUALES

Los angulos duales representan la orientacion entre dos lineas en el espacio y el

desplazamiento relativo entre estas.

Figura 2.1 El angulo dual expresa la relacion entre dos lineas en el espacio.

e ——
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El angulo dual se define asi:

=0+« (2-20)

Donde:

6 = Angulo proyectado entre la linea roja y la linea azul.

d = La distancia mas corta entre la linea roja y la linea azul.
Si las lineas se interceptan:

6=0 (2-21)

En caso de que las lineas sean paralelas (Fischer, 1999):

6 =& (2-22)

2.4 IDENTIDADES Y FUNCIONES TRIGONOMETRICAS EN ANGULOS DUALES

Las funciones trigonométricas de un angulo dual se obtienen usando las series de

Taylor referidas en la ecuacion (2-19).

serd = serd + edcosd (2-23)
cosd = cosf — edserd (2-24)
tand = tan@ + edsedd (2-25)

Las identidades trigonométricas que se usan con los angulos ordinarios son
totalmente aplicables a los angulos duales gracias al principio de transferencia

(Fischer, 1999). Las identidades trigonométricas mas usadas son:

sertd + cos?f+ =1 (2-26)
send = 2senécosld (2-27)
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cos®d = cosd -serfd (2-28)
@\ 1-cosb
tan — |[=———— (2-29)
2 serd

2.5 VECTORES

2.5.1 Vectores Libres

Los vectores libres estan compuestos por una magnitud y una direccion,
graficamente se representan con una flecha cuya longitud representa la magnitud vy

la orientacion corresponde a la direccion.

k

Figura 2.2 Un vector libre \7|_ debe mantener su magnitud y direccién pero puede ser posicionado

en cualquier lugar del espacio.

2.5.2 Vectores Fijos

El extremo de un vector fijo esta empotrado al origen del sistema de coordenadas.
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k

<l

Figura 2.3 Un vector fijo \7|: es muy util para la localizacién de un punto P.

2.5.3 Vectores Duales

Un vector lineal es un vector que se simula sobre una linea definida en el espacio.

Figura 2.4 Un vector dual V esta simulado sobre la linea R en el espacio.
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El vector lineal también es llamado “Vector Dual” cuando se expresa en la forma:

V =V + &N (2-30)

Dénde:

V - Es el vector resultante y contiene la magnitud y direccion del vector dual

~

V vy es independiente de la localizacion en el origen del sistema de coordenadas.

W = Es el componente dual llamado también “Vector Momento”.

El vector momento varia de acuerdo con el origen del sistema de coordenadas que se

designe, y se define:

W =r xV (2-31)

El vector I conecta el origen “O” a cualquier punto de la linea R del vector dual V
Los vectores duales pueden ser expresados en términos de componentes del sistema

de coordenadas como vectores unitarios.
V =V +V, j +Vk + Wi +W, | +WKk) 2-32)

Las seis cantidades escalares componen el vector lineal \Y} (Fischer, 1999).

2.6 LA ECUACION DE LA TRANSFORMACION

La “ecuacion de la Transformacion” permite la expresién de un vector dual dado en
términos de un sistema de coordenadas con origen en un punto O, en términos de

otro sistema de coordenadas orientado de forma similar con origen en otro punto P.
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Figura 2.5 La ecuacién de transformacién permite a un vector dual expresado en un marco {O} ser

expresado en un marco {P} orientado similarmente.

La notacion que se toma para especificar el marco en el cual actia un elemento es
una letra que represente el marco escrita en forma de superindice de lado izquierdo

del elemento.

Se analiza el vector dual:
A =V +£W (2-33)

Dénde el vector resultante V es invariante con respecto al origen y momento vy el

—

vector W varia con respecto al origen, entonces la ecuacién (2-33) se puede

reescribir asi:

%7 =V +£(ORxV) (2-34)

Dénde el punto R es cualquier punto sobre la linea del vector dual V.

Si se considera:

"V =V +£(PRxV) (2-35)
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Dénde:
PR=PO +0OR (2-36)
Por lo tanto:
"V =V +¢[(PO + OR)xV] (2-37)
WV =V +£[(PO xV)+(ORxV)| (2-38)
Retomando:
AW =0ORxV (2-39)
Consecuentemente:
WV =V +£(OW +PO xV) (2-40)

Este resultado es llamado “ecuacion de la transformacién” y transforma un vector

dual V expresado en términos de los vectores unitarios de un marco coordenado {O}
dentro de los términos de los vectores unitarios de un marco coordenado {P} el cual
es orientado al igual que el marco {O} pero cuyo origen es localizado por una

traslacion a través del vector OP de el origen del marco {O} (Fischer, 1999).

2.7 REPRESENTACION LINEAR

Si el numero 1 es familiar en la matriz de adicion y la matriz de multiplicacion,

entonces el numero dual puede ser representado asi:

E= 01 2-41
“lo o (2-41)
El nimero dual genérico puede ser tomado como:
a+eay=| . O 2-42
°7lo a (2-42)
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La suma y el producto de dos niumeros duales corresponden cada cual a la operacion
apropiada de la matriz. Ambas operaciones son conmutativas y asociativas (Dual
Number, 2008).

2.8 GEOMETRIA

El circulo unitario de numeros duales consiste de aquellos donde e = 1 6 -1 ya que

éstos satisfacen la regla eé = 1, donde é=e-&,, Sin embargo notese que:

explee,) =1+ e, (2-43)
Asi que la funcion exponencial aplicada al eje £ s6lo cubre la mitad del circulo.

A

Sie=0ym=e/e entonces é=¢(l+am) y es la coordenada polar del numero dual é

y la pendiente m es su parte angular. El concepto de rotacion en el plano de un

nimero dual es equivalente al plano cortante vertical desde (1+&p)1+&g9)=1+£(p+0q)

(Dual Number, 2008).

2.9 CICLOS

Considerando dos numeros duales py g, estos determinan la expansion de é tal que
el angulo entre las lineas de “e” hacia p y g es constante. Esta expansion es un ciclo
en el plano de un nimero dual; ya que la ecuacion que ajusta las diferencias en las
pendientes de las lineas a una constante es una ecuacion cuadratica en la parte real
de &, un ciclo es una parabola. En el ambito de la geometria inversa uno de los
numeros duales encuentra un ciclo de rotacion como una proyeccion sobre la linea

descriptiva sobre los numeros duales (Dual Number, 2008).
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2.10 GENERALIZACION

Esta construccion puede ser llevada a cabo mas generalmente: por un circulo
conmutativo R se pueden definir los numeros duales sobre R como el cociente del
polinomio del circulo R[X] por el ideal (X* ): la imagen de X entonces ha coincidido

igual a cero y corresponde al elemento ¢.

Este circulo y sus generalizaciones juegan un papel importante en la teoria
algebraica de derivaciones y de los diferenciales de Kahler (formas puramente

algebraicas diferenciales).

Sobre cualquier circulo R, el numero dual a +&£b es una unidad, si y s6lo si “a” es
una unidad en R. En este caso, la inversa de a +&b es a' - &ba? . Como
consecuencia de ello, notese que el numero dual respecto de cualquiera campo (o

de cualquier circulo conmutativo local) forman un circulo local (Dual Number, 2008).

2.11 DIFERENCIACION

Una aplicaciéon de los numeros duales es la diferenciacion automatica. Dado
cualquier polinomio real es sencillo ampliar el dominio de éste, al de un polinomio

de numeros duales. Si se tiene:

P(a+ &) =P(a) +eP's(a) (2-44)
Dénde P’ es la derivada de P. Mediante un programa de coOmputo usando numeros
duales en lugar de los numeros reales se puede calcular las derivadas de polinomios.
Mas generalmente podemos definir la division de niumeros duales, y a continuacion,

definir las funciones trascendentales de los numeros duales mediante:

f(a+e&) =f(a)+ef g(a) (2-45)
Por operaciones computacionales de estas funciones usando numeros duales y

examinando el coeficiente de ¢ en el resultado, se puede encontrar y obtener

automaticamente la derivada de la operacion.
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Este efecto puede ser explicado si no se estandariza el punto de vista del analisis. La

unidad imaginaria € de un namero dual es relativamente cercano al infinitesimal
usando en los calculos no estandarizados: de hecho, el cuadrado (6 cualquier otra
potencia mas alta) de € es exactamente cero y el cuadrado de un infinitesimal es

casi cero en la escala infinitesimal (Dual Number, 2008).

2.12 COORDENADA DE TRANSFORMACION

2.12.1 Desplazamientos relativos y orientaciones

Se propone una técnica matematica para tratar con los desplazamientos relativos y
orientaciones de los componentes de los mecanismos. Esta técnica también se puede

aplicar a los analisis de velocidad y dinamicos.

Esté esquema permitira definir los sistemas de coordenadas que son fijados en cada
eslabon, y los relacionan a través de las matematicas de los numeros duales con

coordenadas de transformacion de 3 x 3.(Fischer, 1999).

2.12.2 Movimiento de Rotacion con respecto a los ejes de coordenadas

Un marco de coordenadas también llamado sistema de coordenadas, se puede
representar con vectores unitarios, vectores alineados con sus ejes y de longitud
unitaria, donde el marco {A} especificado por los vectores unitarios se indica con
subindices a la derecha y el sistema de coordenadas {B} en cuyos vectores unitarios

estos vectores son expresados y se indica con superindices a la izquierda.

5 55 ®K (2-46)
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Movimiento de Rotacion con respecto al eje X.- Los vectores unitarios del marco {A} se

pueden escribir en forma de vectores en columna:

1 0 0
A, =40¢, ATa =418, "k, =<0 (2-47)
0 0 1

Estos vectores columna pueden ser combinados dentro de una sola matriz:

{A} = lArA’AiA’ARAJ (2-48)

(2-49)

Si se considera un movimiento de rotacion a través de un angulo dual 8 con respecto

al eje X del marco {A} como se muestra en la figura:

Zp

Figura 2.6 Sistema de coordenadas {B} relativo al sistema de coordenadas {A} por movimiento de

rotacion con respecto al eje x del marco {A}.

En el cual el angulo 6 representa la rotacion sobre el eje x y la distancia s representa
la traslacion a lo largo del eje de rotacion. El sentido positivo de la rotacién se define
mediante la regla de la mano derecha como sentido contrario a las manecillas del

reloj cuando se examina el final del eje positivo hacia el origen.
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Los vectores unitarios del marco {B} expresados en términos de vectores unitarios

del marco {A} son:

1
=", =40 (2-50)
0

s = (COS6T + senHK) + E[di' X (coséf + serﬂk’)]
= (cost - edserd)j + £(serd + &d cosO)K

= (cosg + sendk)
0
AiB = Jcosd (2-51)
send
Ky = (— sernd + cos&Z) + g:dr X (— serd + COS&Z)]
= (- send + costk)
0
ARB =) _serd (2-52)
cosd

Asi se puede describir el marco {B} en términos de los vectores unitarios del marco

{A} como vectores:
Mo Men Pkg (2-53)

Se combina dentro de una sola matriz:

{B} = |1y, s ks

(2-54)
1 0 0
{B}=|0 cosf -serd
0 serd cosf (2-55)
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Se busca un operador ;X el cual trazara un mapa del marco {A} al marco {B}:

{Bl=oX{A} (2-56)

Las ecuaciones (2-49) y (2-55) son substituidas en la ecuacién (2-56):

1 0 0 1 0O
0 cos® -serd|=fX|0 1 O (2-57)
0 serd cosd 0 01

Entonces se tiene que:

1 O 0
Av N "
s X =10 coséA? —serAE' (2-58)
0O serd cosf
AR = [ArB,AjB,ARBJ (2-59)

Por lo cual se puede afirmar que el operador 2X es la “matriz de transformacion que

describe el marco {B} relativo al marco {A}’, este operador es una descripcion de los

vectores unitarios del marco {B} en términos de los vectores unitarios del marco {A}.

El operador ;X permite que cualquier vector expresado en términos de vectores

unitarios del marco {B} se pueda representar en términos de vectores unitarios del

marco {A}.
NV=[XY (2-60)
A/ es un vector dual expresado en el marco {A} y ®V es el mismo vector dual

expresado en el marco {B}.

N =™ +£AN (2-61)
BV =BV +£BW (2-62)
AX=LR, +£1S, (2-63)
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La matriz SR, representa una rotacion simple con respecto al eje X por medio del
angulo 6.
La matriz /S, representa una simple traslacion a lo largo del eje X a través de la

distancia S. Por lo tanto:

N +eAW = (2R, +elS, |V +£W) (2-64)
=0R AV +¢[ AR, AW+S, | (2-65)

Si se analiza la parte primaria de la ecuacion (2-65):
=R WV (2-66)

El Unico cambio en el vector resultante es que se da en términos de vectores
unitarios orientados de manera diferente, a través de una rotacion del angulo -6 con
respecto al eje X.

Considerando el componente dual de la ecuacion (2-65):
~ A - B
W=/R, "W +£/S, °V (2-67)

El término SR, "W representa el vector momento descrito en términos de vectores

unitarios orientados diferente, a través de una rotacion del angulo -8 con respecto al

eje X.

Al examinar el término £S, ®V se puede ampliar asi:
0 0 0 ®v

2S5,V =50 -serd -cosd|®v
0 cosd -serd||Bv

X

Y (2-68)

z

0
= s(—vasené’—sz cos&’) (2-69)
s(va cosH—szsenG’)

Entonces el lado derecho de esta ecuacion se puede escribir asi:

5S, W =tR |- sV (2-70)
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Esto es equivalente al segundo término del vector momento en la ecuacion de la
transformacion representados en vectores unitarios del marco {A}, obtenido por un

movimiento de rotacién a través del angulo dual -8 con respecto al eje X.

-f=-0-¢s 2-71)

Movimiento de rotacion con respecto al eje Y.- El movimiento de rotacion a través del

angulo dual 8 con respecto al eje Y se muestra en la Figura 2.7.

ZBgem?
}coge
6
S
fffffffffff Y
YA cosf °
gem@i
XA X,

Figura 2.7 Marco de coordenadas {B} relativo al marco {A} por el movimiento de rotacién con respecto

al eje Y del marco {A}.

Este movimiento de rotacion puede ser manejado de igual manera al movimiento de

rotacion con respecto al eje X. Por lo tanto:

A = |4 e K 2-72)
cosd 0 serd

4= 0 1 0
-serd 0 cosd (2-73)
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Movimiento de rotacion con respecto al eje Z.- El movimiento de rotacion a través del

angulo @ con respecto al eje Z se muestra en la Figura 2.8.

X

Figura 2.8 Marco {B} relativo al marco {A} por movimiento de rotacién con respecto al eje Z del marco
{A}.

Ademas también se aplica el mismo procedimiento para movimiento de rotacion en

cualquier eje X 6 Y (Fischer, 1999).

. Entonces:
QZA = [ArBiAj\B’ARB] (2-74)
cosd -serd 0
272 =|serd cosd O
0 0 1 (2-75)

2.12.3 Movimiento de un vector a través de un angulo dual

Hasta el momento solo se ha considerado el caso cuando el vector es inmoévil y el
nuevo marco se mueve relativamente al marco anterior, entonces se puede aplicar la
cinematica inversa y considerar el movimiento del vector relativo al marco inmovil.

Se supone que el vector se mueve de la posicion 1 a la posicion 2 donde el marco

permanece inmovil, si un observador se fija sobre el vector, y el movimiento se lleva

ANALISIS CINEMATICO Y DINAMICO DE MANIPULADORES ROBOTICOS POR LA METODOLOGIA DE LOS NUMEROS DUALES.
41



MARCO TEORICO

a cabo tan facilmente que es imperceptible al observador, se podria pensar que el
marco esta moviéndose. La apariencia es que el marco se mueve en direccion inversa

a la del actual movimiento del vector relativo al marco fijo.
~ _2 VoSN
V=11V (2-76)

Entonces las mismas matematicas que se aplican a los marcos en movimiento y

vectores fijos también se pueden usar para marcos fijos y vectores en movimiento.

Se observa que el vector V, y el vector V, son vectores diferentes como lo indican

sus subindices diferentes, pero ambos son representados por vectores unitarios del

mismo marco (Fischer, 1999).

2.12.4 Transformacion Inversa

~

La matriz de identidad dual |, es una matriz tnica de 3x3 de tal manera que:
M =M (2-77)

Donde M es cualquier vector de la matriz por el cual la multiplicacion puede ser

realizada.
Siendo que:
1 0O
[=|0 1 O (2-78)
O 0 1
1 0O O 0O
=0 1 0|+&0 O O (2-79)
O 0 1 O 0O
=1 +¢£[0] (2-80)
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Donde el simbolo / representa la matriz de identidad de 3x3 y el simbolo [0]

representa la matriz nula de 3x3.
Puesto que la operacion entre la matriz de identidad dual y un vector 6 un marco no
produce cambio, la accion es equivalente a permanecer fijo.

Si se considera la transformacion:

A =TV (2-81)
Y otra transformacion idéntica en magnitudes pero opuesta en direcciones:
V =ITA (2-82)

Al substituir la ecuacion (2-81) en la ecuacion (2-82):

V=TV (2-83)
Eliminando los términos en comun:

[ =77 (2-84)

Esto es evidente ya que el operador ;T3 no produce cambios en el vector dual 'V .

~

Si el producto de dos matrices da como resultado la matriz de identidad dual | |,
entonces una matriz es inversa a la otra.

Esto se escribe como:

=T (2-85)
También se puede escribir:

=7 (2-86)
Ahora, se observa que el valor de la determinante de cualquier matriz coordenada de
transformacion con numeros duales es unitario, esto indica que la matriz

coordenada de transformacion con numeros duales es ortogonal. Para un matriz

ortogonal, la inversa es igual a la transpuesta.

T=2T=2T (2-87)
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Por tanto al obtener la inversa de una matriz coordenada de transformacion con
numeros duales, solo se necesita intercambiar el orden de los subindices de los
elementos. Esto representa una dran ventaja sobre todo con las matrices
coordenadas de transformaciéon homogéneas donde encontrando la inversa facilita
varias operaciones aritméticas (Fischer, 1999).

La inversa de:

Er 0 1
O 1 O (2-88)
-1 0 &7
Se escribe como:
er 0 -1
0 1 0 (>89
1 0 &7
Esto prueba que:
Er 0 1je7r 0 -1
0 1 0f0 1 (2:90)

-1 0 7|1 0O &7

2.12.5 Transformaciones sucesivas

Las transformaciones sucesivas con respecto a ejes fijos de coordenadas son
manejadas por multiplicacion sucesiva hacia la izquierda.

Considerando un movimiento de rotacion de {1} a {2} seguido de un movimiento de
rotacion de {2} a {3} y después un movimiento de rotacion de {3} a {4}. La

transformacion de matrices es 2T31 4

Se hacen las transformaciones individuales:

AR (2-91)
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V=T (2-92)
V=TV (2-93)

Substituyendo la ecuacion (2-92) en la ecuacion (2-93):
N =TTV (2-94)

Y al substituir la ecuacidon (2-91) en la ecuacion (2-94):
N =TTV (2-95)

Entonces las transformaciones sucesivas pueden ser concentradas dentro de una

transformacion simple:
4 _4LIL 2P
1 _3T3T21T (2-96)
Por lo tanto:
V=TTV (2-97)

Este concepto funciona para cualquier numero de transformaciones. Generalizando

la concentraciéon de transformaciones toma la forma:

ZF _ ZFZ-H A2 A+HR 5.

AT _Z_].TZ_;-I- -------- A+1T :I- ( 98)
Se puede notar que el orden de los movimientos de rotacion es importante.
Ademas se observa que en la ecuacion (2-98) que todos los movimientos son

respecto al marco {A}, el marco fijo, a pesar de las posiciones y orientaciones

intermedias del vector mévil 6 el marco (Fischer, 1999).

2.12.6 Rotar-Proyectar-Orientar con respecto a ejes fijos

Suponga un marco de coordenadas fijo en el espacio. Rotar a través de un angulo
dual es un movimiento de rotacion con respecto al eje X de dicho marco. Proyectar a
través de un angulo dual es un movimiento de rotacién con respecto al eje Y. Por
ultimo orientar a través de un angulo dual es un movimiento de rotaciéon con

respecto al eje Z del marco de coordenadas.

ANALISIS CINEMATICO Y DINAMICO DE MANIPULADORES ROBOTICOS POR LA METODOLOGIA DE LOS NUMEROS DUALES.
45



MARCO TEORICO

“_ [{p )

Ahora es mas conveniente usar las letras “s”y “c” en lugar de las abreviaciones de

seny cos para representar las funciones seno y coseno respectivamente.

rotar(p) = Movimiento de rotacién p=y+&G respecto al eje X
proyecta(,@):Movimiento de rotacion [=[+eB respecto al eje Y
oriental(d):Movimiento de rotacibn & =a+&A respecto al eje Z
Una combinacion de esto es:
AT-wo = rotar (@) proyectar3)orientar(y) = 2(a)V(3)X (p) (2-99)

ca -s@ O0llcB 0 sBf1 0 O
=ls¢ ca Ol O 1 OO0 cp -sy

A R (2-100)
O O 1||-s6 0 cG8|0 sp cy

cacll casBsp-sacy casfsy+ sasy
QTRPO(V, B, d) =|sacB sasfsy+cacy casfsy—casy
s cBsp cBep

Es importante resaltar que el orden de los movimientos es muy importante.

(2-101)

Secuenciacion de la rotacidn, proyeccion y orientacion de otra manera se traducira en

una expresion diferente de la ecuacion (2-101) (Fischer, 1999).

2.12.7 Angulos de Euler XYZ

En el tema anterior, se consideraron movimientos de rotacion con respecto de un
sistema de coordenadas fijo en el espacio. El cuerpo siguié una serie de
movimientos, cada movimiento estaba referido a los ejes del mismo marco de

coordenadas.

ANALISIS CINEMATICO Y DINAMICO DE MANIPULADORES ROBOTICOS POR LA METODOLOGIA DE LOS NUMEROS DUALES.
46



MARCO TEORICO

Pero también se puede expresar los movimientos del cuerpo con respecto a los ejes
de un marco de coordenadas fijo en el cuerpo. Cuando cada movimiento de rotacion
se completo, la localizacién y orientacion de ese marco de coordenadas ha cambiado
de tal forma que el cuerpo sobre el cual el marco es fijado se ha movido. Cada
movimiento de rotacion sucesivo ocurre con respecto a un eje cuya localizacion y
orientacion depende de los movimientos anteriores. Se podria decir que los
movimientos de rotacion son tomados con respecto a los ejes de un marco de

coordenadas moévil se llaman angulos duales de Euler.

Si se observan movimientos de rotacion a través de los angulos duales de Euler con
respecto a cualquier secuencia de ejes siempre y cuando no repita el mismo eje
consecutivamente. Al considerar los angulos duales de Euler XYZ donde los
movimientos de rotacidon ocurren con respecto a los ejes X,Y,Z.Estos van a ser
referidos como angulos duales de Euler XYZ. Cabe senalar que los angulos duales de

Euler ZYZ son otra forma popular.

Analizando un marco {A} en el espacio que sera sometido a movimientos de rotacion
a través de los angulos duales de Euler XYZ p,3,a para avanzar a la adaptaciéon con

un marco {B}. El movimiento se producira en tres pasos:

» Rotacion del marco {A} con respecto al eje &, a través del angulo § al marco

{B’}

+ Rotacion del marco {A} con respecto al eje y, a través del angulo 3 al marco
{B’}

» Rotacion del marco {A} con respecto al eje 2,. a través del angulo & al marco
{B’}

Ahora se desea evaluar una matriz de coordenadas de transformacion QE(V,B,C?) que

va a transformar a un marco de coordenadas {A} a través de los angulos duales de

Euler g,3,a en alineacion con el marco de coordenadas {B}.
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El problema reside en que los 3 componentes de los movimientos de rotacion estan
expresados en marcos diferentes, y el método previamente desarrollado para
concentrar transformaciones sucesivas aplica solo para movimientos de rotaciéon con
respecto a ejes del mismo marco. Para combinar movimientos de rotacion con
respecto a ejes de tres marcos diferentes dentro de una sola matriz de
transformacion. Los movimientos deben estar todos referidos al mismo grupo de

ejes.

Evidentemente, la definicion de los angulos duales de Euler se refiere a movimientos
de rotacién con respecto a ejes de diferentes sistemas de coordenadas. Por lo tanto
la formulacion de los movimientos a través de los angulos de Euler exige un enfoque
distinto al de la consideracion previa de las transformaciones sucesivas con respecto
a un marco fijo. Esencialmente se tiene un sistema de coordenadas fijado en un
cuerpo en movimiento y un sistema de coordenadas fijo en el universo. De acuerdo a
las definiciones se toman los movimientos de rotacion con respecto al sistema sobre

el cuerpo en movimiento.

Supdngase que una persona Vviajara en el cuerpo mientras este se mueve en el
espacio, si los movimientos son tan suaves que las aceleraciones no se perciben, la
persona sentiria que se mantiene en su posicion y que el universo se esta moviendo.
Ademas, la persona podria sentir que el universo se esta moviendo en direccidon
opuesta al desplazamiento del cuerpo, como cuando los pasajeros de un tren que
avanza hacia el oeste pueden llegar a sentir que el tren esta parado y que el paisaje

visto a través de una ventana se esta moviendo hacia el este.

Asi que al considerar la parte estacionaria y el movimiento del universo se pueden

tomar todos los movimientos de rotacion con respecto al mismo marco.

En lugar de observar al primer movimiento como un movimiento de rotacion con

respecto al eje x, (del sistema universal) a traves del angulo dual p ,se considera este

como un movimiento de rotacion con respecto al eje x, a través del angulo dual -p.
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En lugar de examinar el segundo movimiento como un movimiento de rotacién con
respecto al eje y,. a través del angulo dual [ ,se considera este como un movimiento
de rotacion con respecto al eje y_, a través del angulo dual -B.

Y en lugar de observar el tercer movimiento como un movimiento de rotacion con
respecto al eje z , a través del angulo dual & ,se considera este como un movimiento

de rotacion con respecto al eje z_, a través del angulo dual -a.

Asi que:
2B = X(-pN(-B)2(-a) 2-102)
Después:
X(=p)=X(p) (2-103)
R
Z(-a)=z"(a) (2-105)
Por lo tanto:
e = (o (B)2- (o) 2106
rez(e) = x(p)v () @107
BE2(aN(B)= X (- p) 2108)
rez(aN(pIR()= 1 @109
2aN(BR ()5 2o
Asi que:
SE =PE™! (2-111)
Por lo tanto:
AE =2(a)V(B)X(p) (2-112)
Entonces:
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ca -s@ 0llcB 0 sBff1 0 O
=ls¢ ca 0 0 1 O|0 cy -sy (2-113)
0O O 1|-sB 0 cB||0 sp cp

cacll casBsy-—sacy casBsp+ sasy
2E =|sdacf sasPsy+cacy casfsy-casy
s clsp chey

Note que la expresion para la transformacion a través de los angulos duales de Euler

(2-114)

con respecto a los ejes -x,-y y -z determinada en la ecuacion (2-113) es idéntica a la
matriz de la ecuacion (2-100), representando los mismos tres movimientos de
rotacion tomados con respecto a los ejes fijos en orden contrario.

Los tres angulos duales de Euler representados en una matriz con numeros duales
de 3x3 pueden ser determinados en la misma manera que los angulos duales de
rotacion-proyeccion-orientacion para movimientos de rotacion con respecto a un

marco fijo (Fischer, 1999).

2.12.8 Angulos de Euler ZYZ

Una forma muy comun de los angulos de Euler es la secuencia ZYZ. En este régimen
se comienza con un sistema moévil alineado a un marco fijo {A}. Primero se realiza un
movimiento de rotacidon con respecto al eje Z a través del angulo dual &. Después se
hace un movimiento de rotacion con respecto al eje Y del sistema de coordenadas

movil a través del angulo dual 8 . Por ltimo se realiza un movimiento de rotacion a

través del angulo dual § con respecto al eje Z del sistema movil (Fischer, 1999).

:0 =2(a)V(B)X(p) @-115)
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cd -sa 0| cB 0 sBlcy -sp O
=ls¢@¢ ca O] 0O 1 Ofsyp cy O (2-116)
0O 0 1|-sB8 0 ¢80 0 1

caclcy—sasy -—cacfsy—sacy caspB
2D =| sacficy—casy - sacfsy+cacy sasp

- sficp spsp cb 2-117)
Substituyendo valores:
- sasy +cacfey — sacy —cacfsy caspB |
Alcasy - sacfey) ~ Alcacy - sacfsy) A3
- & + Beasfsy +&| + Becasfsy L ch’g}
+G(sacy + cacfsy) +G(sasy - cacfey)
casy + saccy cacy - sacfsy sasp
A(sasy + cacBey) — A(sacy + cacfsy) Acasg
=| +¢ - Bsaspey +&| + Bsasfsy +L Bsacﬂ} (2-118)
- G(cacy - sacSsy) - G(cacy + sacSsy)
- sfcy spsy s
-B
. C,BCy +e BC,GS}/ - Bs
+GsBsy +GsBey

2.12.9 Transformacion Relativa

Las transformaciones sucesivas de coordenadas son concentradas en una simple
matriz por la pre-multiplicaciéon (hacia la izquierda) si las transformaciones son

hechas con respecto a los ejes de un sistema de coordenadas fijo.
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Las transformaciones sucesivas de coordenadas son concentradas dentro de una
matriz Unica por la post-multiplicacién (hacia la derecha) si las transformaciones son

hechas con respecto a los ejes de un marco de coordenadas movil (Fischer, 1999).

2.12.10 Movimiento de rotacion con respecto a un vector unitario general

Las matrices de transformacion de coordenadas han sido desarrolladas para tratar
con movimientos de rotacion solo cuando son respecto a ejes de marcos de
coordenadas.

Sin embargo, es posible considerar movimientos de rotacion con respecto a un eje
general, alguna linea en el espacio que no coincide con los ejes de coordenadas.

Si se supone que se va a transformar un marco de coordenadas {A} en coincidencia
con un marco de coordenadas {B} mediante la adopcion de un movimiento de

rotacion a través del angulo dual 8 =8+ ss con respecto a alguin eje representado por

la linea unitaria de un vector h= f + & tal como:

{A=5T(6,h)B) (2-119)

A fin de dar cabida a la limitacion de solo poder estudiar los movimientos de
rotacion con respecto a ejes de coordenadas, el movimiento de rotacion es
considerado con respecto a algun marco {C} cuyo eje Z coincide con el eje de
rotacion general. Entonces el sistema de coordenadas {A} en el cual el eje de rotacion
h se ha especificado, se transforma a este marco {C}. Por tanto los movimientos de
rotacion del cuerpo a través del angulo dual & son tomados con respecto al eje °Z
que corresponde al eje de rotacion h. El resultado de esto es asi transformado
regresando del marco {C} al marco de referencia {A} en el cual los vectores unitarios
del marco {B} se han especificado. Esto se logra por la concentraciéon de las matrices

de transformacién de coordenadas.

“T(6.R)=5T2 (65T (2-120)
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Donde la matriz 2() representa un movimiento de rotacion a través del angulo dual
@ con respecto al eje Z y la matriz T (de la cual la matriz ST es la inversa)
representa la transformacién del marco de coordenadas {A} al marco de coordenadas
{B}. Ahora, las tres columnas de la matriz de transformacion ST representan los
vectores duales unitarios del marco {C} que son expresados en términos del marco
de coordenadas {A}. De estos, los elementos del eje “X son representados por los
simbolos A B,C, el eje °Y por los simbolos D,E,F, si bien el eje “Z esta agrupado

en alineamiento con los ejes del movimiento de rotacidn, el vector dual h por lo que:

)
- Y
<

(2-121)

O >
N
1

O W >
T [Th
N:T> -<_'T>

En consecuencia, la ecuaciéon (2-118) se puede rescribir:

A D h|cd -s& of] A B C
T=|B E h |sd cd 0O|D E F (2-122)
C F h{O 0 1/h h R

La amplificacion de este producto puede ser simplificada considerablemente,

haciendo varias observaciones.

El producto escalar de una fila o columna de una matriz de transformacién de
coordenadas con cualquier otra fila o columna desapareceran ya que los vectores

que comprende la matriz son perpendiculares y se interceptan a fin de que:

AD +BE+CF =0 (2-123)
AB+DE+hnh =0 (2-124)
AC +DF +h.h, =0 (2-125)
BC+EF +hh, =0 (2-126)
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El producto escalar de una fila o columna de una matriz de transformacion de

coordenadas con ella misma es la unidad ya que se trata de unidad dual de modo

que los vectores:

AA+BB+CC=1 (2-127)
DD +EE+FF =1 (2-128)
AA+DD +hh, =1 (2-129)

(2-130)

(2-131)

El producto cruzado de dos columnas de una matriz de transformacion de
coordenadas es la tercera columna ya que las columnas representan un conjunto de
vectores unitarios perpendiculares que interceptan en el origen del marco de

manera precisa a fin de que:

BF -CE =h, (2-132)
CD - AF =h, (2-133)
(2-134)

>
T
|
o
O
1|
Y
N

Substituyendo las ecuaciones (2-123) a la (2-134) dentro de la ampliacién de la

ecuacion (2-122) beneficia la matriz de transformacion representando un

movimiento de rotaciéon a través del angulo dual 8 con respecto a un eje

especificado por el vector unitario h.
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)
'_\
=

~—+
L
N

~—+
L
w

QA(Aﬁ): f21 fzz fzs
31 t32 t33
- A A ~ N A A A A A A A A am (2-135)
R2vé+cd  hhvd-hsd hhvé+hsd
=|hhvé+hsfd h¥f+cld hhvé-hso
hhvé-hsd hhvd+hsd hivd+ch

Donde v@ indica versend =1-c8 (Fischer, 1999).

2.12.11 Determinacion del angulo dual y eje de un movimiento de rotacion dado.

Procedimiento para un movimiento general.- Si se considera la situacion donde se

desea determinar el angulo dual &=68+e y h=T+&a 4a un movimiento de rotacién
., AT £

general representado por una transformacion dada 8' con elementos "i.

Si igualamos las sumas de los elementos en diagonal de la ecuacién (2-135):

f,+€,+6,=hivA+ch+hv+chH+hvh+chd

" ne om0\ A A (2-136)
= (R2 +R2 + A2 N0 +3c

Se puede aceptar:
t,=u,+ev, (2-137)
f,=u,,+e&v,, (2-138)
£33 = Ugy T8V, (2-139)

Y también:
h, =f, +&, (2-140)
h =f, +&g, (2-141)
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N

h, =1, +eg, (2-142)
Ademas:
v@=1-cf=1-cH+SY (2-143)
De esta forma la ecuacion (2-134) se puede escribir:

ull + u22 + u33 + g(vll + V22 + V33)

(2-144)
2 2 2
(2 + 17+ £2)+£2(f 9 + 0, + 1,9, )[(1-c6) + eS]
+3cH - &So
Ya que el vector f es de longitud unitaria:
2 2 2 _
fe+f, +f,=1 (2-145)
Y ademas:
U, Uy, + U+ £(V11 TV, + V33)
) (2-146)
1+2c6+£2|(f, gy + f,g, + f,0, [1-c6)- S|
Entonces el componente primario de la ecuacion (2-144) resulta:
u, +Uu,, +U,, =1+2cé (2-147)
Y por lo tanto:
u.,+u, +u,.—-1
cg="1 2 33 (2-148)
2
Si se hace una resta entre dos términos en diagonal de la ecuacion (2-135):
£, — €, = (A,h,v@ + A, s8)- (A R,vE + h, s8) = 2A, sO (2-149)
Los componentes de esta ecuacion son:
Uy, —U,, = 2f, S8 (2-150)
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Y también:
Vo, —V,, = 2(f, S + g, S6) (2-151)
De la misma forma:
u, — U, =2f,sf (2-152)
Vi, —V,, = 2(f, S0+ g, s6) (2-153)
U, —u, =2f,s8 (2-154)
v, —V,, = 2(f,Sc + g,s6) (2-155)

Una expresion para el seno de rotacion de un angulo 0 se obtiene sumando los

cuadrados de los componentes primarios:
(u32 B uz3)2 + (u13 B u31)2 + (u21 B u12)2 - 4(1:><2 + fY2 + fzz)szg (2-156)
Y usando la ecuacion (2-144):
(usz - u23)2 + (u13 - Usl)2 + (u21 - u12)2 =4s°0 (2-157)

Asi que:

\/(u32 - uz3)2 + (u13 B u31)2 + (uzl B u12)2 (2-158)

2

La ecuacion (2-158) evaluada para el seno de un angulo de rotacién 6 y la ecuacion

s =+

(2-148) evaluada para el coseno del angulo de rotacién 8 son considerados juntos
muy precisos para determinar la rotacion del angulo 6. Usualmente el signo mas en
la ecuacion (2-158) se escoge a manera de conveniencia. Si se elige el signo negativo
s6lo resulta en un cambio correspondiente en el sentido del vector unitario

resultante componente del eje de rotacion del movimiento.

Conociendo la rotacién del angulo 0, el componente primario de la diferencia de los
términos en diagonal en la ecuacion (2-135) pueden ser usados para determinar los

componentes del vector unitario resultante f.
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_ Uz, = Uy, )
fy = osd (2-159)
_ Uz~ Uy
=18 sl (2-160)
v 2560
f, = 2"t (2-161)
2sd

El producto escalar de un vector resultante y un vector momento compuesto por un
vector desapareceran (lo que puede demostrarse mediante la ampliaciéon

fg=frrxf) donde r es el vector desde el origen del marco de coordenadas a

cualquier punto en la linea del vector resultante).
1:xgx + ngY + 1:zgz =0 (2-162)
El componente dual de la ecuacion (2-144) es:
Vig HVop +V53 = 2[(fx gx + 0y + 1,0, )(1_(:5)_ S’39] (2-163)

De tal manera que substituyendo la ecuacidon (2-144) en la ecuacion (2-163),
Vi, +V,, +V,, =259 (2-164)

Y asi la traslacion a lo largo del eje de rotacion es:
Vip T Vo T Vg5
2s6

Las ecuaciones (2.151), (2-153), (2-155) pueden ser resueltas por los componentes

S=-

(2-165)

del vector momento g.

_ V3~V — 21, S

= (2-166)
Ix 256
_ Vi3~V — 21,50 .
Oy = 2¢g (2-167)
g, _Vy —Vy, — 21,50 (2-168)
2s6
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Procedimiento para una traslacion pura.- Cuando un movimiento es traslacién pura,
entonces el angulo de rotacién 06=0°, la ecuaciones (2-159), (2-160) y (2-161) no
pueden ser usadas para evaluar la direccion del movimiento. Este caso es facilmente
detectado, ya que cuando el angulo de rotacion 6=0°, la ecuacién (2-147) resulta

que:
U, +U,, + Uz =3 (2-169)

Luego sigue para determinar la traslacion de la distancia S y la direccion del
movimiento que esta dado por el vector resultante f.

Cuando el angulo de rotacion 6=0°, la ecuacion (2-135) se convierte en:
bt G 1 —&St, &S,
t,, f, .|=| &1, 1 —&St (2-170)
t fn —&St, &Siy 1
De la cual los componentes duales son:
Viin. Vi Vi3 0 - sz SfY
Va1 Vi Vg - SfY Sfx 0
Sumando los cuadrados de los elementos 3-2, 1-3, 2-1 y observando que el vector

resultante f es de longitud unitaria:
Vo, +Vo +Ve =S 2+ S+ S =GP (2-172)

Entonces la traslacion se define como:

S= ingz + V2 + V5, (2-173)

La eleccion de un signo u otro en la traslacion S tendra como resultado un cambio

correspondiente en el sentido computarizado del vector resultante f a fin de

mantener el mismo movimiento.
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Cuando el valor de la traslacién S es conocido, los componentes del vector resultante

f dando la direccion de la traslacion pueden determinarse de los elementos 3-2, 1-

3, 2-1 de la ecuaciéon (2-171).

V.
f, = ;2 (2-174)
—_ V13 -

f, = (2-175)
—_ V21 -

f, =g (2-176)

El eje de una traslacion pura tiene una direccién Unica pero no una Unica linea como
seria para el eje general de un movimiento de rotacion o una traslacion pura. En

consecuencia para una traslacién pura del vector momento g no tiene sentido, y no

es necesario calcularlo.

Procedimiento para un medio giro de movimiento de rotacion.- Otra situacion es en
la cual las ecuaciones (2-159), (2-160), (2-161) no pueden ser usados cuando el
desplazamiento de un movimiento de rotacion en un medio giro, cuando el angulo

de rotacion 6=180". Para el caso de un medio giro, la ecuacién (2-147) resulta en:

Esta condicion puede ser usada para detectar facilmente la situaciéon de un medio
giro. Esto entonces sigue siendo para determinar el vector resultante f indicando la
direccion y el vector momento g deduciendo la localizaciéon del eje de rotacion y el

valor de la traslacion S.
Cuando el desplazamiento de un movimiento de rotacion en un medio giro, la

ecuacidon (2-135) se convierte en:

e ——
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t\11 f12 f13
fZl f22 f23 =
t\31 f32 f33

(2-178)

2f2—1+e4f, g, 2f,f,+a(f,0,+2f,0,+Sf) 2f,f, +&(2f,q, +2f,0,—Sf)
2fz fY +‘5(2fzg{ +2ng1 _S{) 2fY2 —l+£4ng{ 2fo2 +:5(2ng2 +2fzg( +SD
2f, 1, +e2f g, +2f,0,+Sf) 2f, 1, +&2f. g, +2f,9,—Sf) 2f2-1+&4f,g,

El componente primario de esta ecuacion es:
u, U, u,| [2f-1 2f f, 2f f,
U, U, U,|=|2ff, 2f7-1 2ff, (2-179)
Uy, U, Ug| |2f f, 2ff, 2f7-1

Los elementos 1-1, 1-2, 1-3 de la ecuacion (2-179)pueden ser usadas para

determinar los componentes del vector resultante f

u,+1
2

f, =+ (2-180)

f, = (2-181)

u
f,= | 2 2-182
27 2%, (2-182)

Los componentes duales de la ecuacion (2-178) son:
Vig. Vi Vi3
Vor Vo Vo3| =

V. V. V.
31 VY32 33 (2-183)

4fxgx 2(fng+ngx)_sz Z(fxgz+fzgx)_SfY
2(fng+ngx)_sz 4ngY 2(fvgz+fzgv)+8fx
2(fy9, +f,0,)+Sf, 2(f,9,+f,9,)—Sf 4f,q,
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=

f

Usando los resultados obtenidos para los componentes del vector resultante ' |, los

componentes de la diagonal de la ecuacion (2-183) pueden ser usados para

determinar los componentes del vector momento 9.

_ Vi

- 2-184
O« 4fx ( )

_Vy

=2 21
Oy 4fY (2-185)

_ V33

=5 21
g, 4fz (2-186)

Un elemento de la diagonal de la ecuacion (2-183) puede ser usado para determinar

la traslacion S.

S= V12_2(fxgv + fvgx)

(2-187)
fz
También se puede usar:
S= Vaz ~ 2( fvfgz + 1, gv) (2-188)
X
S:V31_2(fxfgz + fzgx) (2-189)
Y

La eleccion de las ecuaciones (2-187), (2-188) y (2-189) es determinada por el mayor

de los componentes del vector resultante f,,f, 6 f, de tal forma que la division es

desarrollada con la mejor precision (Fischer, 1999).

2.13 MODELADO DE MATRICES PARA ARTICULACIONES Y ESLABONES

Un mecanismo esta compuesto de eslabones cuyas conexiones se llaman

articulaciones.
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Sobre cada eslabon en un mecanismo se fija un sistema de coordenadas. Usando las
matematicas de la transformacién de coordenadas se puede determinar la relacion
de cada sistema a otro y por lo tanto determinar la posicion y orientacion de cada
eslabon asi como de las articulaciones del mecanismo.
Un eslabon es considerado como un cuerpo rigido definiendo la relacién entre dos
ejes de articulaciones vecinas. Los dos ejes de articulaciones de un eslabon son cada
uno una linea en el espacio. Dos parametros definen su ubicacion relativa:
a = Distancia entre los ejes de las articulaciones de un eslabon
(Longitud del eslabdn)
a = Angulo entre los ejes de las articulaciones de un eslabon
(Giro del eslabédn)

Entonces las dimensiones de un eslabon pueden ser definidas por un angulo dual:
a=a+e& (2-190)

Los eslabones vecinos comparten una articulacién entre si, los parametros de las
articulaciones son:
6 = Rotacion de la articulacion (Movimiento angular)
d = Compensacion de la articulacion (Movimiento deslizante, de
traslacion 6 prismatico)
Por lo tanto el desplazamiento en una articulacién puede ser especificado por un

angulo dual:

=60+« (2-191)

Los valores a,a,8,d seran referidos a menudo como “Parametros de Denavit-

Hartenberg”

e ——
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eslabdén n

eslabén n-1

Figura 2.9 Eslabén n con articulaciones ny n-1.

En la Figura 2.9 el marco {n} esta fijado sobre el eslabon previo n-I1. El angulo 8
representa la rotacion del eslabon n relativa al eslabon n-1. La traslacion d es la

distancia del punto n, el origen del marco {n} al segmento de linea cuya longitud a_
es la distancia mas corta entre los ejes de articulaciones k. y k., . Ese segmento de
linea de la distancia mas corta entre los ejes de las articulaciones intercepta el eje

k.., al punto n+1. El origen del marco {n+1} fijado sobre el extremo del eslabon n. El

angulo proyectado entre los ejes k. y Kk ., representa el giro a, del eslabén n.

2.13.1 Localizacion del Marco

El analisis de mecanismos se facilita por la fijacién de un marco de coordenadas
sobre cada eslabon en una manera especifica. Para este analisis se adopta un
arreglo, tal como se muestra en la Figura 2.9 , donde el sistema de coordenadas
{n+1} es fijado sobre el extremo mas distante del eslabén n une las articulaciones ny

n+1 tal como:
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A~

K..,= Eje que coincide con el eje de la articulacion n+1.
i .= Eje que coincide con la distancia mas corta entre los ejes Kk, y K,
j...= Eje que es perpendicular a los ejes i, y k..,

El origen del marco {n+1} esta localizado en la interseccién de los ejes k. y K ., .

2.13.2 Transformaciones articulacion-eslabon

La matriz de transformacion de coordenadas de modelado de cada uno de los
eslabones de un mecanismo sera considerada el producto de una matriz especificada
por el desplazamiento a la proxima articulacion del eslabon y una matriz
especificada por las dimensiones del eslabon.

Cada una de estas matrices sera una funcién de un Unico numero dual, los
componentes escalares son facilmente obtenidos por inspeccion.

Esto traza la trayectoria a través del eslabén como se muestra en la Figura 2.9, del
marco {n} fijado sobre el eslabdén n-1 en la articulacién n al marco {n+1} fijado sobre

el eslabén n en la articulacién n+1.

Primero la transformacion a través del angulo dual 8§, =6+ con respecto al eje K,

del marco {n} al marco {m}.

cd -sb, 0
"2(6.)=s6, c§ o (2-192)
0 0O 1

Después la transformacion a través del angulo dual @, =a, +&, con respecto al eje

i, del marco {m} al marco {n+1}.

1 O 0]
"X(a,)=|0 ca, -sa, (2-193)
0 sa, ca,

Al concentrar a la forma de la expresién total del modelado del eslabén:

ANALISIS CINEMATICO Y DINAMICO DE MANIPULADORES ROBOTICOS POR LA METODOLOGIA DE LOS NUMEROS DUALES.
65



MARCO TEORICO

n+r11|\7I (9n’0n ):nr:z’\(én)ng)z(ﬁn) (2-194)
cd, -sf 0|[1 O 0
=|s8, cd, 0[|0 ca, -sa, (2-195)
0 0 1|0 sa, ca,
cd -ca.sf, sa.sb
=|sf, cachd -—sa.ch, (2-196)
0 sa, ca,
h+:r|.1 M ( An ! an)
cg, -ca.,s6, sa.sb,
s, ca.cl —sa.ch,
0 sa, ca, (2-197)
+

-d.s6, asa.sé,-dca.cl  aca.,s6, +d.sa.co,
g dcbd -asa.sf,—-dcacl -aca.c +dsa. sl
0 a.ca, —-a sa,

La ecuacién (2-197) es la ecuacion de modelado del eslabdn-articulacion para
cualquier eslabdn binario (dos articulaciones).

Un eslabon en arco como el que se muestra en la Figura 2.10 puede parecer
diferente al eslabén recto como el que se muestra en la Figura 2.9, pero las
definiciones que se les aplican son las mismas. El material que constituye al eslabén
no tiene que estar instalado sobre la distancia mas corta entre los ejes de las

articulaciones.
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Figura 2.10 Eslabon en arco

Si la articulacion es de rotacion, entonces la articulaciéon equilibrada es constante,
establecida para coincidir entre los eslabones como se muestra en la Figura 2.11.
Frecuentemente los mecanismos son considerados planares y la coincidencia se
omite (d =0). Algunas veces una sujetador, como el que se muestra en la Figura 2.12,
se usa para obtener una verdadera articulacion d =0.

Figura 2.11 Coincidencia en cuenta del espesor de los eslabones
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EJE

Figura 2.12 Un sujetador es en ocasiones usado para obtener una articulacion de rotacién sin punto

de coincidencia.

2.13.3 Transformaciones articulacion-eslabon

Una articulacion esférica permite movimiento con respecto a los tres ejes
pertenecientes a un grupo de ejes perpendiculares. Sin embargo, estos ejes no se
definen igual a los ejes de una articulacion cilindrica. Por lo tanto, se seleccionan los
ejes que permiten los movimientos de rotacién arbitrariamente, escogiendo los

angulos duales de Euler XYZ.

Se=2(6.80,)% ()X (a,) (2-198)
cd -s8 0fcn, 0 sp 1 o 0 1 O 0
=|sf. cd 0] 0 1 0|0 c¢ -s¢ |0 ca -sa (2-199)
0 O 1||-sn, 0 ¢n,||0 s¢, «c¢, |0 sa, ca,

Donde los angulos de Euler son: 8, =6, +&S,, N, =n, +&E,, ¢ =¢ +&Z, 4, =a, +&A
Frecuentemente los movimientos a través del angulo dual ¢, =¢,+&Z, representa

un grado de libertad pasivo y el eslabon arqueado no tiene sentido. Por ejemplo, un

eslabon conectado por articulaciones esféricas en ambos extremos como el que se
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muestra en la Figura 2.13, puede girar con respecto al eje sin efecto significativo
sobre la situacion de otros eslabones en el mecanismo.

eslabén n+1

eslabén n

=)

n+1

eslabén n-1

Figura 2.13 Eslabén con articulacién esférica

Teniendo en cuenta esta simplificacion:

AR =2 N0.)x(A,) (2-200)

cd -sb 0f[cn. 0 sn 1 0O O
=|sg c 0| 0 1 0|0 1 -&A (2-201)
0 0 1|-s7, 0 cn, |0 &A 1
Generalmente los movimientos permitidos por la articulacion esférica son puramente

giratorios pero los movimientos de rotacion se han considerado para permitir la
generalidad.

2.13.4 Eslabones con articulaciones planares
Una articulacién planar cuenta con una superficie plana en un eslabén que se

mantiene en contacto para formar un cojinete con una superficie plana en otro

eslabon por lo tanto se permiten tres grados de libertad.
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Estos tres grados de libertad, son dos traslaciones en las superficies de los planos

rodantes y una rotacion con respecto a un eje perpendicular a los planos del

cojinete.

EJE n+1

K EJE n Jne1

Figura 2.14 La articulacion planar
La articulacion en el extremo proximo del eslabon n como se muestra en la Figura
2.14 se modela por consideracion de la traslacion a través del desplazamiento r alo

largo del eje i, del marco {n} al marco {n’} seguido por la traslacion a través de la
distancia s a lo largo del eje ], del marco {n”'} y después por una rotacion a travées
del angulo Gn con respecto al eje k. dentro del alineamiento con el marco {n’"’} el
cual es seguido por un movimiento de rotacion a través de la longitud del eslabon a,

y el giro a, con respecto al eje i... del marco {n+1}. Esto se puede representar asi:

P=X (e, )iY(es, ) 2(6,)m X (@, + &) (2-202)

n+l

0O O 1 0 &,(c8, -s6, 0|1 O 0
1 —&a O 1 0{|sg, <c6 0|0 1 -e&, (2-203)
0 1 |-&s, 0 1| O 0 1|0 &, 1
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n+'11 ° = Seﬂ an _g(ancgn + r-n) (2'204)
£(r s, -sch,) &(rco +S s, +a,) 1

Las transformaciones articulacién-eslabén se ha formulado de distintas maneras por
los investigadores. Es importante comprender la formulacién utilizada y mantener la

coherencia dentro de un unico andlisis.

Por ejemplo, si la transformaciéon a través del eslabon es formulada considerando la
articulacion mas distante al extremo, entonces:

cd, -sé 0
T, =XZ=|ca,,s8, ca,cb -sa. (2-205)

sa. s sa_ch ca.

O si la longitud del eslabon esta sobre el eje Y y la articulacién al extremo préximo,

entonces:

cachd -sb sach
T,=YZ=|cash cb sasb (2-206)

n

-sa.., 0 ca

n

Cualquiera de estas formulaciones se puede usar propiamente para deducir como
estan situados los eslabones de un mecanismo unos con respecto a otros. Las
ecuaciones resultantes pareceran diferentes y por lo tanto, es importante entender a

qué valores de los parametros y variables se refieren.

e ——
ANALISIS CINEMATICO Y DINAMICO DE MANIPULADORES ROBOTICOS POR LA METODOLOGIA DE LOS NUMEROS DUALES.
71



ANALISIS DE DESPLAZAMIENTO

A lo largo de este capitulo se presenta la
primera parte del analisis cinematico de
los robots manipuladores, se
documentan los conceptos y procesos

cinematicos necesarios para desarrollar

el andlisis de desplazamiento y la

aplicacion de estos en la metodologia de

los nimeros duales, demostrando las

ventajas que este método ofrece al

simplificar y precisar los resultados.




ANALISIS DE DESPLAZAMIENTO

3.1 INTRODUCCION

Cinematica se refiere al estudio del movimiento sin considerar las fuerzas que lo
producen, por tanto, se considera en el analisis cinematico de un manipulador
robotico tanto el posicionamiento estatico como las variaciones en el tiempo de las

posiciones y orientaciones; es decir las velocidades.

De esta forma se puede determinar que el estudio cinematico de un manipulador
robotico se conforma de los analisis de desplazamiento y velocidad. En este capitulo

el tema a abordar es el analisis de desplazamiento.

Una cuestion de suma importancia dentro del ambito de la Roboética es la de
determinar de forma correcta y lo mas exacta posible las posiciones y orientaciones
de los objetos en el espacio, ya que es necesario considerar estos aspectos en el

modelado y control de los manipuladores.

Los manipuladores roboticos tienen su estructura basada en cadenas cinematicas,
estas se clasifican de manera general en cadenas abiertas y cerradas. Las cadenas
cerradas son las que conforman la estructura de los mecanismos como el
eslabonamiento de cuatro barras y las cadenas abiertas se aplican a la estructura de

los manipuladores robéticos.

Se comienza por presentar analisis correspondientes a cadenas cinematicas cerradas
con la finalidad de desarrollar de forma mas profunda los principios cinematicos y de
los numeros duales, la mayoria de los analisis de cadena cinematica cerrada
desarrollados en este capitulo corresponden al eslabonamiento de cuatro barras
aunque los procedimientos son aplicables también para eslabonamientos mas

complejos.

Finalmente se aplican los principios cinematicos y de la metodologia de los numeros
duales a las cadenas cinematicas abiertas a fin de realizar el analisis de

desplazamiento para robots manipuladores.
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3.2 ANALISIS DE DESPLAZAMIENTO CONVENCIONAL

En este apartado se estudiara los procedimientos cinematicos que se deben
desarrollar para realizar el analisis de desplazamiento. Se aborda primero el
mecanismo de cuatro barras ya que aunque no es una estructura propia de un
manipulador robético su estudio proporciona una vision completa del procedimiento
de analisis de desplazamiento y en base a este se desarrolla el proceso para analizar

los mecanismos de cadena abierta que corresponden a los robots manipuladores.

3.2.1 Analisis de desplazamiento en el mecanismo de cuatro barras por el
método grafico

Aplicando la ecuacién de Gruebler se encontré6 que el mecanismo de cuatro barras
tiene solo un grado de libertad lo que permite que pueda ser analizado graficamente
respecto a desplazamientos relativos sin gran dificultad. Este método consiste en
restringir los eslabones a moverse sobre sus trayectorias respectivas y la exactitud

depende de la similitud y escala precisa del dibujo con respecto al eslabonamiento.

Para este analisis grafico lo Unico que se necesita son escuadras de dibujo y compas.
La precisién de este método se ve afectada por anomalias en la exactitud del dibujo,

por intersecciones planas de arcos y lineas y por intersecciones que quedan fuera del
papel.

Figura 3.1 Analisis grafico de desplazamientos del mecanismo de cuatro barras
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En la Figura 3.1, se pretende construir la posicion j-ésima del mecanismo de cuatro
barras generador de trayectoria A AB BP. La posicion primera o de partida esta
marcada con el subindice 1. Para construir la posicion j-ésima se procede de la

siguiente manera:

1) Se dibujan arcos alrededor de A con radio A A y alrededor de B, con radio

B,B,- Estas son las trayectorias de las juntas A y B respectivamente.

2) Se dibuja la posicién j-ésima del eslabén de entrada AA.

3) Con radio A B, se dibuja un arco alrededor de A que corte la trayectoria de B.

Y este punto es Bj.

4) Se construye el punto Pj por la interseccion del arco de radio B1P1 con centro

en B, con el arco de radio A P, con centro en A (Erdman&Sandor, 1998).

3.2.2 Analisis de desplazamiento en el mecanismo de cuatro barras por el
método analitico.

Los mecanismos que tienen solo un grado de libertad, como el eslabonamiento de
cuatro barras, al prescribirse un parametro de posicion, como el angulo del eslabdn
de entrada, quedard completamente especificada la posicion del resto del
mecanismo cuando se seleccione una de las dos posibles inversiones geométricas,

que son las configuraciones alternativas para una posicion dada de la entrada.

Se presentara una expresién analitica que relacione las posiciones angulares
absolutas de los eslabones de un mecanismo de cuatro barras. Esto proporciona
mayor utilidad que el método grafico cuando es necesario analizar varias posiciones
o en el caso de mecanismos diferentes, pues las expresiones que se presentaran son

facilmente programables para su implementacién en computadoras.
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Cuando el analisis de desplazamiento usando ecuaciones de circuito resulta en
ecuaciones no lineales, se requerira de un método numérico para la resolucion de
estas. Es por esto que el procedimiento para el analisis de desplazamiento que se
presenta en esta seccion, desarrolla ecuaciones que dan lugar a una solucion
cerrada.

C
e
iy rs. e
A rC \\\ r3 \§|J
r r, Helr,
IMoa M1

Figura 3.2 Mecanismo de cuatro barras

El mecanismo de cuatro barras mostrado en la Figura 3.2 puede ensamblarse en dos
configuraciones diferentes, es decir, las inversiones geométricas, para una
orientacion dada del eslabon r,. La Figura 3.3 muestra la segunda inversion

geomeétrica para la misma posicion del eslabon de entradarr,.

La variable p se usara para denotar la inversion geomeétrica, a esta variable se le
permite asumir s6lo dos valores discretos, +1 y -1, donde +1 corresponde a una de
las inversiones geométricas y -1 a la otra. Sea ¥ el valor absoluto del angulo entre r_y
r, con O<y<r. El angulo con signo entre r7 y r4 se define entonces como uy. Por lo

tanto para una rotacion horaria de r ar,, como se muestra en la Figura 3.2.
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Iy i CH
A oy o
2 7 \\\\ /
I3 s
oA / M1 a4
D¢

Figura 3.3 Segunda inversién geométrica (primera inversién mostrada con linea discontinua)

El siguiente ejemplo presenta un método analitico para determinar la inversion
geométrica del eslabonamiento de cuatro barras de la Figura 3.2 dadas las
posiciones iniciales del eslabon de entrada r, y del seguidor r.. (Erdman&Sandor,
1998).

Supdngase que estando determinadas las longitudes y orientaciones de los
eslabones Mo T las longitudes de los eslabones: M, rr, ryvY,y las posiciones

iniciales r,yr, encontrar .

1) Primero se calcula el vector r,

2) Después se angulo entrer_yr,

uy = arg(r,) - arg (r))

3) Convertir uy¥ de manera que -T<PY<m
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4) Si yw¥ > 0, entonces p=+1
Si ¥ < 0, entonces p=-1

El simbolo p indica el angulo del vector medido siempre en sentido levogiro desde el

eje x positivo.

3.2.3 Analisis de desplazamiento de manipuladores roboticos.

Para realizar analisis en manipuladores roboticos se recurre al uso de modelos
geométricos y cinematicos de los robots. Estos modelos se emplean tanto para la
simulacion como para el control. Los modelos se basan en el empleo de las

transformaciones entre sistemas de referencia.

Relaciones entre sistemas de referencia.- En la Figura 3.4 se ilustra una aplicacién
robotica general en la que se involucra un robot movil consistente en un vehiculo
robotico dotado de un manipulador. A continuaciéon se estudiara la relacién entre los

diferentes sistemas de referencia.

El sistema de referencia {V} es el asociado al vehiculo y el {B} el asociado a la base del
manipulador. Normalmente no existira ningun movimiento entre ellos, por lo que
solo se utilizara el sistema {B} que se relaciona con el sistema {V} empleando una

transformacion constante.

El manipulador esta definido por una cadena cinematica en cuyo extremo existe una

articulacion estilo muieca con sistema de referencia {M}.

Otro sistema asociado al manipulador es el {H}, correspondiente a la herramienta que
soporta la mufieca del manipulador. Este sistema se define, con respecto al de la
muneca {M}, dependiendo de las caracteristicas de la herramienta y de la forma de

sujecion.
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Por otro lado, se tienen los sistemas de referencia asociados a la tarea u objeto que
se pretende manipular, asi, puede identificarse un sistema objetivo {O} que permite
definir donde debe colocar el robot la herramienta para realizar la tarea. Este sistema
corresponde al objeto que se pretende manipular. Generalmente resulta conveniente
definir {O} con respecto a un sistema {P} caracteristico del puesto de trabajo, en el
que se realiza la tarea. De esta forma, si se desea realizar la misma tarea en otro

puesto de trabajo basta con modificar {P}.

A su vez, el sistema caracteristico del puesto de trabajo esta relacionado con

respecto al robot mediante una transformacion ET.

Al final del movimiento, {H} debe coincidir con {O}.

{H}
4
(M)
{0}

o | R
- I
V3
NN

Figura 3.4 Asignacion de sistemas de referencia.

Para posicionar la herramienta interesa calcular {H} relativo a {P}. Con este objetivo

pueden efectuarse las transformaciones:

AT =Br-1.p51.MT (3-1)
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Esta ecuacion permite definir un modelo generalizado del robot, a partir del cual es
posible calcular déonde esta la herramienta que lleva el manipulador, con respecto a

un sistema de referencia de la estacion de trabajo.

La transformacion que involucra la cadena cinematica formada por las articulaciones
del manipulador es £ZT. En su formulacion se emplean las ecuaciones cinematicas de

los enlaces del manipulador.

Si los sistemas de referencia de las articulaciones son {0}, {1}, {2}, ..... , {n}, el sistema
de referencia {B} coincide con el {0} y el {M} con el {n}. Por lo tanto, el sistema de

referencia {M} se define con respecto a la base mediante una transformacion:

(My= BT =0T (3-2)

Esta transformacion se obtiene mediante las ecuaciones cinematicas del
manipulador. Mas adelante se estudiara con detalle la obtencion de esta
transformacion que relaciona el espacio de las variables articulares, con el espacio

cartesiano en el que se define {M}. (Ollero, 2001)

Modelo directo del manipulador.- El modelo directo permite obtener la posicion y
orientacion del efector final del robot, en funcion de las variables de las

articulaciones.

El modelo directo viene dado por una funcién que permite expresar la posicion y
orientacion del sistema de referencia objetivo en el espacio cartesiano (operacional o

de la tarea) p, en términos de las variables articulares g:

p=¢(q) (3-3)
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Siendo ¢ un conjunto de funciones no lineales.

En la simulaciéon del manipulador, el interés del modelo directo es que, conociendo

las variables articulares (entradas), se desea saber donde esta el manipulador.

Para construir el modelo directo de un determinado robot existen dos alternativas

tipicas:

« Utilizacion de relaciones especificas del robot: Consiste en el empleo de las

relaciones geomeétricas que pueden establecerse en el robot de que se trate.

« Método General: Se trata de emplear matrices de transformacién que
relacionan sistemas de referencia tal como se definieron en el capitulo

anterior.

Para fines de este estudio se usara el método general.

Un robot articulado puede describirse definiendo cuatro magnitudes asociadas a
cada articulacion. Una de estas magnitudes corresponde a la variable de la

articulacién y las tres restantes corresponden a parametros fijos para cada robot.

Estos parametros permiten definir una representacion de las relaciones de traslacion
y rotacion entre los enlaces adyacentes. A esta relacibn se le denomina

representacion de Denavit-Hartenberg.

Asi, la variable de una articulacion i de rotacion se representara mediante el angulo
0, y la de una prismatica mediante el desplazamiento d;. Los otros dos parametros
de la articulacién son la distancia a;_; entre el eje de la articulacion i — 1 y el eje de la
articulacion i, medida sobre la linea perpendicular comun, y el angulo «;_; entre
estos dos ejes (angulo entre las proyecciones de los dos ejes en un plano cuya

normal es la perpendicular comun), medido como rotacion alrededor de Ila
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perpendicular comun hasta hacer coincidir las direcciones de los ejes. Cuando el eje

i—1 yeliseinterceptan, el valor del parametro a;_; es cero.

Las cadenas cinematicas se describiran indicando los cuatro parametros de Denavit-
Hartenberg de las articulaciones. En la primera articulacion de la cadena, el valor de
los parametros ag, @y, es arbitrario y se toma como cero. Si la articulacion es de
rotacion, el parametro d; correspondiente se toma también como cero. Si la

articulacion es prismatica, el parametro 6; se hace igual a cero.

Los sistemas de referencia se asignan haciendo coincidir uno de los ejes del sistema
de coordenadas, usualmente el Z;, con el eje de la articulacién. El origen de {i} se
escoge en el punto en el que la linea sobre la que se define a; intercepta el eje de la
articulacion i. El eje X; se elige en la direccién de la perpendicular comin entre el eje
de la articulaciéon y la siguiente. Para elegir el eje ¥; se sigue la regla de la mano

derecha.

De esta forma a; y a; resultan ser respectivamente la distancia desde Z; hasta Z;,, y
el angulo entre estos dos ejes medida sobre el eje X;. El signo de «; sera positivo si
al llevar Z; sobre Z;,, por el camino mas corto, el sentido que resulte de aplicar la
regla de la mano derecha es el mismo que el del vector X;. Asimismo,d; y 6; son
respectivamente, la distancia desde X;_; hasta X; y el angulo entre estos dos ejes,
medidos sobre el eje Z;. El signo de 6; sera positivo si al llevar X;_; sobre X; por el
camino mas corto, el sentido que resulte de aplicar la regla de la mano derecha es el

mismo que el del vector Z;.

El sistema de referencia {0} se elige de forma que Z, coincida con Z; cumpliéndose
siempre que a, = a, = 0. Cuando la ultima articulacion es de rotacion, el sistema de
referencia {n} se elige con la direccién de X,, alineada con X,_, cuando 6, = 0. Si {n}

es prismatica, su origen se elige en la interseccion entre su eje y X,,_; cuando d, = 0.
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La eleccion de los sistemas de referencia no es Unica. Existen variantes segun se
tome el sentido del eje Z;, o bien en situaciones tales como la que se presenta
cuando interceptan dos ejes consecutivos de articulaciones Z; y Z;,; (a; = 0) y puede

escogerse el signo de a; en uno u otro sentido de la normal al plano formado por Z;
Y Zisq-

En el modelado de manipuladores es necesario representar {i} con respecto a {i — 1}-,
cada transformacién puede definirse segun tres parametros y una variable de la
articulaciéon. Existe también una transformacién compuesta por cuatro

transformaciones elementales, tal como se ilustra en la Figura 3.5.

Figura 3.5 Asignacion de cuadros de referencia a articulaciones consecutivas.

Si se supone que entre la localizacion inicial {i —1} y la final {i} existen tres

localizaciones intermedias P, Q y R (figura 3.5), se tendra

AT = Rot(X;_1, x;_1)Tras(X;_1,a;_1)Rot(Z;, 6;)Tras(Z;., d;) (3-4)
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Si se componen estas transformaciones aplicando las matrices de una
transformacion elemental para las rotaciones y las traslaciones, se obtiene la

siguiente forma general asociada a la articulacion:

cO; —5s0; 0 a;—q
i-1 _ |SOicai_1 cBica;_4 —Sa;_ —sa;_qd,
T — L l L l i—1 -
¢ sO;sa;_, cOisa;_q Cai_4 ca;_1d, (3-5)
0 0 0 1

Para construir el modelo directo de un robot con n articulaciones es necesario definir
un sistema de referencia solidario a cada segmento y elegir sus parametros. A partir
de las matrices de cada articulacion puede obtenerse la transformacion compuesta
9T que relaciona la localizacién {n} con la {0}. Estas transformaciones sera funcion
de las n articulaciones: q1,q2, ..... ,qn, puede calcularse la posicion y orientacién

cartesiana de la ultima articulacion como:

P=¢(q)=9T3T.." 2T =T (3-6)

La aplicaciéon de estas ecuaciones permite estimar la posicion y orientacion del

efector final del manipulador, conociendo los valores de las variables articulares.

Consideraciones en el algoritmo de Denavit-Hartenberg:

1) Todas las articulaciones deben ser de un grado de libertad.

2) Los eslabones son enumerados empezando desde la base y la base
corresponde al eslabon 0.
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3) Enumerar todas las articulaciones.

4) Determinar el angulo entre los ejes de accion.

5) Determinar la distancia d,

6) Encontrar la distancia entre los ejes comunes de su perpendicular.

7) Encontrar 6 que es el angulo de interconexién.

Procedimiento para encontrar la cinematica directa de un robot con los parametros

de Denavit- Hartenberg:

1) Numerar los eslabones comenzando con 0 para la base y hasta n del elemento

final.

2) Numerar cada articulacion comenzando por 1 que le corresponde al 1er. Grado
de libertad.

3) Localizar los ejes de accion de cada articulacion (articulacion rotativa sobre el

eje de giro y articulacion prismatica en el eje a lo largo del desplazamiento).

4) Para cada eje de accion de la articulacion, situar el eje Z; sobre el eje de la

articulacion i.

5) Situar el origen del marco de la base en cualquier punto del eje Z,.
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Para cada eje de accion, situar el marco {M;} solidario al eslabon i, con origen
en la interseccion del eje Z;, con la perpendicular comun aq;, si se cortan
ambos ejes, se situa el marco {M;} en el punto de corte perpendicular a ellos.

Si fueran paralelos, el marco {M;} se situara en la articulacién i + 1.

Situar el eje X; en la linea q;.

Situar el eje Y; segun la regla de la mano izquierda.

Situar el marco {M,} en el extremo del robot, de modo que Z, coincida con la

direccion Z,_, y X, sea perpendicular comun Z,,_, y Z,.

Obtener los parametros de Denavit-Hartenberg «a;_,,a;,_4,d;, 6;.

Obtener las matrices de transformacién homogénea ~1T.

Obtener la matriz de transformacion homogénea que relaciona el sistema de la

base con el extremo del robot.

La matriz 3T define la cinematica del manipulador, es decir, la orientaciéon y

posicion del elemento final, referido a la base en funciéon del conocimiento de la

posicion y orientacion de las n articulaciones que le anteceden.

Para el manipulador que se muestra en la Figura 3.6. a fin de aplicar los conceptos y

procedimientos presentados con anterioridad, se pide encontrar la matriz que define

el modelo directo del manipulador
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Ys

Figura 3. 6 Manipulador con tres articulaciones de rotacion

La asignacion de los marcos de referencia se muestra en la Figura 3.6. Los ejes
70,2, vZ, de los marcos de referencia {0}, {1} y {2} son paralelos y en la misma
direccion que los ejes de las tres articulaciones apuntando hacia afuera, entonces los
parametros d; y los a; son todos nulos. En la tabla 3.1 se indican los parametros de
Denavit-Hartenberg que resultan de la asignacion de los sistemas de referencia que
se muestran en la Figura 3.6. Véase que las variables 6,0, y 6; tienen signos. La

configuracion que se muestra en la Figura 3.6, 6, es positivay 8, y 6; son negativas.

Tabla 3.1 Parametros de Denavit-Hartenberg del manipulador con tres articulaciones de rotacion

i a1 a1 0; d;
1 0 0 0, 0
2 0 l 0, 0
3 0 l, 03 0
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Sea ¢H; =cosf; Yy sB; =senB;. Las matrices de transformacion de las tres

articulaciones son:

c, —s6, 0 1,
6, co

%T: SOZ COZ 19 8 (3'8)
0 0 01

693 _593 0 l2

503 C03 00 -
o o 10 (3-9)
0 0 01

wN
ﬂ
I

Por tanto, el modelo directo viene dado por:

C0123 _59123 O l1C91 + 126912

OT = 9TAT2T = 59623 0%123 2 ly56, ‘5125912 (3-10)
0 0 0 1

3.3 METODOLOGIA DEL ANALISIS DE DESPLAZAMIENTO CON NUMEROS DUALES

En esta seccidon se estudiara los procedimientos presentados en la seccion anterior
pero en lugar de trabajar con numeros tradicionales se ocupan numeros duales, al
igual que en el apartado precedente y por las mismas razones se aborda primero el

mecanismo de cuatro barras.
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3.3.1 Ventajas de la aplicacion de la metodologia de los numeros duales en los
analisis cinematicos.

Los analisis de desplazamiento con numeros duales permiten obtener los resultados
de una forma mas directa que con los métodos analiticos y presentando mayor
precision, con el método tradicional se consigue el modelo directo del manipulador a
partir de una matriz de 4x4, aplicando la metodologia de los numeros duales la

matriz que define el modelo directo del manipulador es de 3x3.

3.3.2 Condicion de cadena cerrada

Supongase que un mecanismo tiene cuatro eslabones, los cuales pueden ser
representados por la modelacion de matrices articulacion-eslabon IM, 2M, 3M, M. Si
la coordenada de transformacion esta hecha del eslabon de entrada al eslabdn
acoplador, siguiendo al eslabon de salida, después al eslabdn tierra y finalmente al
eslabén de entrada, el resultado total de las transformaciones es un regreso al
sistema de coordenadas inicial. Esto es lo que se conoce como condicién de cadena

cerrada que se expresa matematicamente como sigue:

VA2 = | (3-11)

Donde 1 representa a la matriz de identidad dual. Las ecuaciones analogas pueden
ser escritas para el desarrollo de mecanismos de cadena cerrada de mas de cuatro
eslabones. Entonces, los desplazamientos desconocidos de los mecanismos pueden

ser encontrados mediante la solucion de esta ecuacion.

e ——
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Figura 3.7 Desplazamiento de un mecanismo planar de cuatro barras.

3.3.3 Eslabonamiento de cuatro barras

Se considera un mecanismo planar de cuatro barras, como el de la Figura 3.7, el cual
es un mecanismo de cuatro eslabones que actua dentro de un plano, conectado por
articulaciones de rotacion, este es un mecanismo de un grado de libertad y la
variable de la entrada es la orientaciéon del eslabon manivela de entrada, rotacién 6,.
El eslabdn manivela de la entrada tiene una longitud a,, el eslabén acoplador tiene
una longitud a,, el eslabon manivela de salida tiene una longitud a; y el eslabén fijo
tiene una longitud a,. Se debe determinar la rotacion de la salida 6, y las rotaciones

intermedias 6, y 65.

Una forma organizada con la cual se pueden analizar los desplazamientos en este
mecanismo, es estableciendo una tabla de parametros de Denavit-Hartenberg, con
las transformaciones articulacién-eslabon, substituyendo valores dentro de la
ecuacion de la condicion de cadena cerrada y manipulando la expresidon para obtener

los resultados requeridos.
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Tabla 3.2 Parametros de Denavit Hartenberg mecanismo planar de cuatro barras

i Nombre 0; d; a; a;
1 Entrada 0, 0 0} a,
2 Acoplador 0, 0 0} a,
3 Salida 03 0 0° as
4 Fijo 6, 0 0 ay

Se puede hacer una tabla de parametros de Denavit-Hartenberg para este
mecanismo, considerando las rotaciones en los eslabones y las longitudes, asi como
los movimientos permitidos en las articulaciones. En la Tabla 3.2 se puede notar que
las rotaciones de los eslabones «; tienen todas valor cero, puesto que los ejes de las
articulaciones son paralelos unos con otros. Los desplazamientos de las
articulaciones d; también tienen todos valor cero, a causa de que este mecanismo es

considerado planar.

Para los valores particulares que se muestran en la tabla de parametros de Denavit-

Hartenberg, se puede observar lo siguiente:

s6, + ed,c6, — s8, = s6,

&
S
[

cO, =cO, —ed,sb, = cO, =co,
s@, = sa, + ea,ca, = sk, = a,
c, =ca, —ea,sa, = ca, =1

Dentro de la matriz de transformaciéon articulacion-eslabon. se substituyen los

resultados para obtener:

c0, -—s0, ¢a,so,
n+711A =|s6, b, —eayco, (3-12)
0 ea, 1
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Estas cuatro matrices se substituyen dentro de la ecuacién de condiciéon de cadena
cerrada (3-11).

VA2 = | (3-11)

Se realiza una expansion de esta ecuacion para identificar los elementos necesarios a
fin de obtener expresiones para las rotaciones desconocidas 6,, 6; y 6,. En la
practica, es conveniente primero manipular esta ecuacién para que las rotaciones

intermedias queden de un lado y las de entrada y salida queden del otro lado.

23T = 3 (3-13)
203 = 4714 (3-14)
2M3M = LM (3-15)

c6, —sB, ¢€a,s0, —s0;  easzsbs
[502 c92 —eazcezl [593 cO; —£a3003] =
0 ga 1
(3-16)
cO, 56, cl, 50, 0
= [ —s6, cO, sall [ —s0, cl, £a4]
ea;80, —eaq cly eayus0, —eauc, 1
c0,c03 — 50,503 —cO,505 —sO,cl; eazcO,503 + cazs0,c0; + €a,s0,
[592093 + 0,503 —s0,505 + cO,c0; ¢cazs0,50; — cazcH,c03 — eazcezl =
£a,505 £a,c0; + €as 1 (3-17)
c6,c0, —s0,s0, 0,50, + s6,c0, £a,560,
= [ —s60,c0, — cO,50, —s60,c0, — cO,50, ea4091]
£a,5601c0, + €a,c0,50, + cays0, €a,50,560, — €a,c0,c0, — ca,ch, 1
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Igualando los elementos 1-3:

€a,s0; = €a,50,¢c0, + €a,c0,50, + €a,s6, (3-18)

Los cuales pueden ser manipulados para obtener

0.c0, + cH,s0,) + 7]
593=a1(5 1€04 + €0,56,) + a,s06, (3-19)

a,

Al igualar los elementos 2-3:

€a,cl; + caz = €a, 56,56, — ea,cH,cl, — ea,ch, (3-20)

Y se puede escribir de la siguiente manera:

_ay(s6,50, — c0;c6,) — a,cl, — eas (3-21)
a

CU3

Cuadrando ambos lados de las ecuaciones (3-19) y (3-20) para el seno y coseno del

angulo intermedio 65 y se simplifica:

—ai+ai—a%—a3 — 2a,a,¢0, = 2a,a5c(6, + 6,) (3-22)
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Este resultado es la ecuacién de Freudenstein. Las diferencias en la definicion del
angulo deben ser consideradas cuando se compara con otras formulaciones de la

ecuacion de Freudenstein.

3.3.4 Eslabonamiento de cuatro barras esférico.

Un mecanismo esférico es una vinculacién espacial cuyas articulaciones tienen ejes
que se interceptan en un punto en comun. Por lo tanto, la distancia mas corta entre
los ejes de las articulaciones de cada eslabén se define como a; = 0, para todas las i.
Los eslabones pueden ser considerados como arcos flotando en la superficie de una
esfera. La dimension angular de cada eslabén es su angulo de giro «;. Tal

mecanismo se muestra en la Figura 3.8.

Manivela de 92
entrada -
8:
4 4
A -
=
Etabén Fil Z
slabén Fijo 93

Manivela de

Acoplador salida

Figura 3.8 Desplazamientos de un mecanismo esférico de cuatro barras

e ——
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Tabla 3.3 Parametros de Denavit Hartenberg mecanismo esférico de cuatro barras

i 0; d; a; a;
1 0, 0 a, 0
2 0, 0 a, 0
3 05 0 as 0
4 0, 0 ay 0

Las articulaciones de un mecanismo esférico de cuatro barras son todas de

revolucion, por lo tanto los desplazamientos d;=0, para todas las i.

Usando los valores que se presentan en la Tabla 3.3, la matriz articulacién-eslabdn

facilmente se puede escribir de la siguiente manera:

cl; —ca;s0; sa;so;
1AM = |s0; ca;ch; —sa;c; (3-23)
0 sa; ca;

Las cuatro matrices del mecanismo que se representaran con la ecuaciéon (3-23), se
sustituyen dentro de la ecuacion (3-11), que es la ecuacion de cadena cerrada, para
obtener el desplazamiento del eslabdn de salida 6, y los desplazamientos de las
articulaciones intermedias 6, y 65, la ecuacion de condicion de cadena cerrada se

manipula de la siguiente forma:

33 = YT (3-24)
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c0, —ca,sf, sa,s6, —ca3s0;  sa3sO;
sO, ca,ch, —sa2c02 ca3093 —sascl;| =
0 sa, cas
(3-25)
co, s6; 0 cO, s0, 0
=| —s0, ch; say|| —sb, cO, Sy
sa;80; —sa;c0; 1 llsays6, —sayuc, 1
€0,c03 — ca,50,505 —cOyca3505 — cays0,ca3c0;5 + says0,503  cO,5a3503 + caysO,5a3c0;5 + saysO;caz
[592693 + cayc0,505 —sO,cazs03 + caycOycazcl3 — sayclr5a3  s60,503503 — caycOys03005 — Sazcezca3]
5a,505 caszclzsa, + caysaz —sazcOz3sa, + caycas
c6,c0, — s0,s6, c6,s0, + s6,cl, sa,s0, (3-26)
= [ —s6,c0, — c0,50, + sa;5a,s0, —56,50, + c0,cO,—sa,cO, 504 sa,c0i5a4
sa,50,¢0, + sa,;c0,50, + sa,s6, sa;s0,50, —sa,c0,c0, —sa,cl, —sa,cO;sa,+1
Igualando los elementos 1-3:
sa,s0; = sa,560,¢0, + sa,c0,50, + sa,s0, (3-27)
Los cuales pueden ser manipulados para obtener:
sa1(s61c0, + c0,50,) + sa,s0,
s0; = (3-28)
sa,
Al igualar los elementos 2-3:
casclssa, + caysa; = sa 56,50, — sa;c0,c0, — sa,ch, (3-29)
Y se puede escribir de la siguiente manera:
(3-30)
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9 sa,50,s0, — sa;¢0,c0, — sa,cl, — ca,sa;
coz =

cazsa,

3.3.5 Sistemas Roboticos (Mecanismos de cadena abierta)

Si se tiene un robot el cual desarrolla cierta operacion sobre una pieza de trabajo, se

desea determinar los desplazamientos de las articulaciones del robot.

{M}
{E}

Jo

{B}

Figura 3.9 Marco Universal, marco de la base del robot, marco de la mufieca y marco del

efector final.
En este sistema robodtico, los marcos mostrados en la Figura 3.9, se refieren a:
{U} = Universo
{B} = Base del Robot
{M} = Muneca
{E} = Efector Final

{P} = Pieza de Trabajo
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Para un mecanismo de cadena abierta como un manipulador roboético, se puede crear
una ecuacion analoga a la ecuacién de cadena cerrada, completando las partes

faltantes de la cadena.

UTBTMTETPT =1 (3-31)

Donde:

UT =  Representa la situacion del robot dentro del universo.

BT = Representa la configuracion del robot y se debe obtener como el primer
paso en la determinacion de los desplazamientos de las articulaciones.

MT =  Representa la situacion de la punta de la herramienta relativa a la
muneca (depende de las herramientas).

ET = Representa la situacion de la herramienta relativa a la pieza de trabajo
(depende de la operacion deseada).

PT = Representa la pieza de trabajo en el Universo.

La ecuacién (3-31) puede reordenarse para obtener la transformacion que debe ser

determinada de la siguiente manera:

B = EPUPPPED (3-32)

El lado derecho de la ecuacion (3-32) consiste de las dimensiones de los eslabones

del robot y los desplazamientos de las articulaciones desconocidas, mientras que el
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lado izquierdo es una constante que puede ser evaluada mediante un control de la

localizacién de la muneca.

Ahora, se analizara a detalle la matriz que especifica el marco de la mufeca:

Xw
~
Il
[r—
[vo]
(459

55 Bl (3-33)

Figura 3.10 Vectores que definen el marco de la mufieca

Los componentes de los vectores unitarios, mostrados en la Figura 3.10, son:

ex
Re = | Re, | = Vector de enfoque 6 direccion
R
€z (3-34)
Ox
ko = [ Ro, | = Vector de orientacion (3-35)
R
OZ
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A = | Bn, | = Vector normal
Rn, (3-36)

Debido a que estos vectores forman un sistema de coordenadas, estos vectores

estan relacionados unos con otros entre si, por lo tanto:

Bax Bo= Be (3-37)
Bex Ba= B85 (3-38)
Bogx Be = B (3-39)

Usando los conceptos de los vectores de direccion, orientaciéon y normal, la matriz
BT se puede construir facilmente y puede usarse la ecuacién (3-32) donde las otras

matrices contienen las dimensiones y los desplazamientos de las articulaciones del

robot.

.
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ds ’124
- //\)\T4
0s

Figura 3.11 Sistema Robético.

A continuacion se analizan los desplazamientos del sistema robo6tico mostrado en la

Figura 3.11. Se consideran los sistemas de referencia {3} y {4}, los ejes k; y k, son

colineales, asi que la longitud del eslabon a, = 0. El angulo entre los ejes k; y k, es el

giro a, =0 . El desplazamiento de la articulacion 3 es la longitud d; (la direccion

mostrada del desplazamiento es negativa). La rotacion de la articulacion 3 es el

angulo 65.

Los parametros de Denavit-Hartenberg para este sistema robdtico se muestran en la

Tabla 3.4:
Tabla 3.4 Parametros de Denavit-Hartenberg para el sistema robético
i a; a; 0; d;
0 0 0 0 D,
1 0 Ly 0, 0
2 0 L, 0, 0
3 0 0 03 d3
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Estos valores se pueden introducir dentro de la matriz de transformacion:

MMM = BT = 91 (3-40)
1 SDO O C91 _591 €L1501
—EDO 1 0 [591 691 _€L1C91]
0 0 1L 0 elq 1
X
cl, —sB, €L,;s0; 1[cO; —edzsO; —sO; —edscH; 0
[502 Cez _ELZCHZI 593 + €d3C93 C93 - €d3593 O] (3_4] )
0 eL, 1 0 0 1
CO123 + €(Dg — d3)s6123 —SB123 + &(Dy —d3)cBi33  €(Ly50; + Ly5613)
50123 — €(Dg — d3)cOia3  €Oia3 + €(Dg — d3)sO153  —&(LycB; — Lychyy) (3-42)

€(L2593 + L1$923) S(L2C93 - L16923) 1

Substituyendo los desplazamientos de las articulaciones se puede obtener la
posicion de la muneca del sistema roboético, esta es una tarea simple llamada
transformacion directa.

3.4 APLICACIONES

En este modulo se realizara el analisis de desplazamiento para dos robots, el
primero es un manipulador plano con tres articulaciones de rotacion que ya se ha
estudiado en el presente capitulo, el segundo es un manipulador de configuracion
cilindrica que fue disefiado por la autora de esta tesis.
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3.4.1 Manipulador plano con tres articulaciones de rotacion.

Para realizar este analisis se toma el mismo robot que se us6 en la seccion 3.2.3 del
presente capitulo, a fin de comparar ambos procedimientos y la exactitud de los

resultados que se obtienen en ambos.
Procedimiento:

1) Asignacion de los marcos de referencia:

Figura 3. 6 Manipulador con tres articulaciones de rotacion

2) Establecer parametros de Denavit-Hartenberg:

i a; a; 0; d;
1 0 Iy 0, 0
2 0 L, 0, 0
3 0 0 03 0
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3) Obtener matrices de transformacion:

La ecuacion de cadena cinematica para este mecanismo, aplicando la condicién de

cadena cerrada, queda de la siguiente manera:

OFLALEAM = | (3-43)

El sistema de coordenadas O es el mismo que el sistema de coordenadas 4, por lo

tanto la matriz de transformacion 3M se obtiene de la ecuacion (3-43):

M = IMIMEMIM (3-44)

La matriz de transformacién para ,,,*M , tomada del capitulo 2 ecuacién (2-196) es:

c0, —c&,s0, sda,so,
=|s6, ca,ch, sk,ch, (3-45)
0 say, cay,

~

n
n+1

Para los valores particulares que se muestran en la tabla de parametros de Denavit-

Hartenberg, se puede observar lo siguiente:

s0, = s6, + ed,c, — s0, =s6,

cl, = cO, — ed,s0, — cb, = ch,

S&, = sa, + eayca, = s, = €ay,
c, =ca, —ea,sa, = ca, =1

Se substituyen en la matriz los valores de los parametros de Denavit-Hartenberg:
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_ 1 0 0
M = [0 1 0] (3-46)
0 0 1
C@l _591 811591
%M = [591 Cgl _Sllcell (3-47)
0 ely 1
CGZ _592 812592
%M = lsgz CGZ _Slzcezl (3-48)
0 el, 1
R c6; —s6; 0
3 = [593 c6s 0] (3-49)
0 0 1

Teniendo las matrices elementales, se procede a obtener la matriz de

transformacion, sin tomar en cuenta la matriz M pues es una matriz de identidad:

Cgl _591 €l1$91 692 _592 SleGZ C03 —593 O
M = [s6, o, —811601] [582 ch, —512692] [593 O, o] (3-50)
0 ely 1 0 el, 1 0 0 1
Multiplicacion de matrices
Primero se multiplican los primeras dos matrices:
C@l _591 811591 CGZ _592 812592
%M = 591 Cgl _Sllcell lsgz 692 _Slzcez (3'5])
0 ely 1 0 el, 1
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Elemento 1-1 de la matriz 2M:

[((091)(092)) + ((—591)(592)) + ((511591)(0))] = 01, — s0q;

Elemento 1-2 de la matriz 2M:

[((591)(002)) + ((c91)(592)) + (—(£l1c91)(0))] = 56,cH, + cH,s6,

Elemento 1-3 de la matriz 2M:

[((0)(c8)) + ((el))(s62)) + ()] = ely56,

Elemento 2-1 de la matriz 2M:

[((091)(—592)) + ((—501)(c92)) + ((ellsel)(elz))] = —c6;s0, — s6,cH,

Elemento 2-2 de la matriz 2M:

[((591)(—592)) + ((091)(092)) + ((_511C91)(512))] = =50, + cOy;
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Elemento 2-3 de la matriz 2M:

[((0)(—592)) + ((sll)(cez)) + ((1)(5[2))] = ¢el,cO, + ¢l,

Elemento 3-1 de la matriz 2M:

[((c1)(ely58,)) + ((—s8,) (—elyc65)) + ((elys6,)(1))] = cO,ely50, + 50,€l,¢0, + €lys0;

Elemento 3-2 de la matriz 2M:

[((591)(812592)) + ((691)(—512092)) + ((—sllcel)(l))] = ¢el,560;,—¢€l,c0,, — €lycO;

Elemento 3-3 de la matriz 2M:

[((0)(512592)) + ((511)(—512C92)) + ((1)(1))] =1

El resultado de la multiplicacion de matrices dado en la ecuacién (3-51) es:

C012 - 5012 —C91592 - 591C92 C91812592 + 591€l2C92 + 811591
%M = 591C92 + 691592 _5012 + C912 Slzsglz_glzcglz - €l1C91 (3'52)
elys0, glycl, + ¢l, 1
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Se multiplica la matriz de la ecuacion (3-49) y la de la ecuacion (3-52) para obtener

la matriz 3M:
cOi, — 5045 —c0,50, — s6,c0, cOel,50, + 56,el,c0, + €l;s0,17ch; —sB; 0
SM = 591C92 + Celsez _5612 + C912 8125912—812C912 - Sllcel l |:503 C03 0] (3-5 3)
elys0, elyc, + ¢l, 1 0 0 1

Multiplicacion de matrices

Elemento 1-1 de la matriz 3M:

[((0912 - 5012)(093)) + ((—091592 - 591092)(593)) + ((091512592 + s0,¢l,c0, + 511591)(0))]

= (C9123 - 5912) + (_C915923 - 50136'92) = C9123 - 5012 - C01$923 + 59136'02

Elemento 1-2 de la matriz 3M:

[((5916'92 + C91592)(C93)) + ((_5912 + C912)(593)) + ((Slzselz_glzcelz - 811691)(0))]
= (5016'932 + C913592) + (_59123 + C912593)

== 5916932 + C013592_50123 - C012593

Elemento 1-3 de la matriz 3M:

[((Ellsez)(C93)) + ((£l1C92 + Elz)(503)) + ((1)(0))] = £l1592C93 + El1C92593 + £l2503 + 1 =
el (s0,c05 + cO,503) + €l,s05 + 1

Elemento 2-1 de la matriz 3M:
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[((Cglz - 5912)(_503)) + ((—C91$92 - 591C92)(693)) + ((691812592 + 591€l2C92 + 811591)(0))]
= (—c012505 — $0123) + (—cb1350; — 56,053)

= _C012593 - 50123_C913592 + 501C023

Elemento 2-2 de la matriz 3M:

[((591092 + c91592)(—593)) + ((—5012 + c912)(c03)) + ((£l25912—£l2c912 - £l1c91)(0))]
= (_5013C02 - C915023) + (_5912C93 + C0123)

= _5013C02 - C915923_5912C93 - C0123

Elemento 2-3 de la matriz 3M:

[((sllsez)(—st%)) + ((el1692 + slz)(ct93)) + ((1)(0))] = —¢&l 50,5 + €lcO,5 + €lyc04

Elemento 3-1 de la matriz 3M:

[((Cglz - 5912)(0)) + ((—C91$92 - 591C92)(0)) + ((691812592 + 591€l2C92 + Sllsgl)(l))]
= C91812592 + 591€l2C92 + 811591

Elemento 3-2 de la matriz 3M:

[((591092 + c91592)(0)) + ((—5912 + c012)(0)) + ((£l25912—£l2c012 — £l1c91)(1))]

= £l25012_£l2C912 - £l1C91
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Elemento 3-3 de la matriz 3M:

[((ely56,)(0)) + ((elyc; + €1,)(0) + ((1(D)] =1

4) Se define el modelo directo del manipulador dado por la matriz:

€03 — 501, — 0,505 + 50,3¢0,  —cB,,505 — 56,,3—cO,350, + s0,c6,; cbO,¢el,s0, + s0,¢el,c0, + €l;50,
3M = |56,035 + cO1350,—50153 — €01,50;5  —s8;5¢0, — c0150,3—5601,¢05 — cO143 ely50,,—¢lycly, — €l;c, (3 -5 4)
el (56,05 + c0,503) + €l, 5605 + 1 —ely 50,5 + €l cO,5 + €l,ycO4 1

3.4.2 Manipulador configuracion cilindrica

1) Asignacion de los marcos de referencia:

Yo =Y1

Figura 3.12 Manipulador robético configuracion cilindrica.
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2) Establecer parametros de Denavit-Hartenberg:

i a; a; 0; d;
1 0 0 0, 0
2 0 0 0 L,
3 -90 0 0 [,

3) Obtener matrices de transformacion:

3§ = 11 L1 203 (3-55)

S = LW 2M3H (3-56)

Utilizando la matriz de transformacién para niumeros duales: tomada de la ecuacion
(2-196) es:

c6, —ca@,sb, sa,so,

niyy A A~ A A~ A
n+iM = |s8,, c@,ch, sa,ch, (3-45)
0 say, cay,

Para los valores particulares que se muestran en la tabla de parametros de Denavit-

Hartenberg, se puede observar lo siguiente:
s0, = s6, + ed, cO,
cl, = ch, — ed,s0,
S&, = sa, + eayca, = s, = sa,

cl, = ca, — a,sa, — cl, = cay,
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Se substituyen en la matriz los valores de los parametros de Denavit-Hartenberg:

Tomando en cuenta que para la Tra articulacion, el parametro 6; = 6,, y todos los

parametros restantes tienen valor de cero, se tiene:

5 " 0, —sb; O

8, = s6 =0 o | 1

ST1= ST st £ =56, ¢6, 0 (3-57)
c0,=cH, ca; =1 0 0 1

Para la 2da articulacion, el parametro d, = [;, y todos los parametros restantes tienen

valor de cero, entonces:

A ~ 1 —-e4; O

6, = ¢l =0 o 1
SV2 =& St a MI=le, 1 0 (3-58)
c6,=1 ca,=1 0 0 1

En la 3ra articulacion, los parametros a; =90 y d; =1,, los parametros restantes

tienen valor de cero, por lo tanto:

~ 1 0 el
0; = ¢l =1 ~ 2
s T2 o0 s GM=lel, 0 -1 (3-59)
c0;=1 ca;=0 0 1 0

Teniendo las matrices elementales, se procede a obtener la matriz de
transformacion:

R c6; —s6; 0111 —=¢lb 0111 O &l
f’)M:[sHl ch, O] [sll 1 0] [elz 0 —1] (3-60)

o o0 1to 0 L0 1 O

Primero se procede a obtener la matriz de transformacién iM:

= Cgl - 91 O 1 _Sll 0
M= [591 b, 0] [sll 1 o] (3-61)
0 o 1llo o 1
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Multiplicacion de matrices

Elemento 1-1 de la matriz IM:

[((c0) (D) + ((—s8,)(ely)) + ((0)(0)] = cO; — 56, ¢ly

Elemento 1-2 de la matriz IM:

[((591)(1)) + ((cHl)(ell)) + ((O)(O))] =56, + cO, ¢l

Elemento 1-3 de la matriz IM:

[(©)@) + ((0)(e1y)) + ((W(©@))] = 0

Elemento 2-1 de la matriz IM:

[((cO)(—¢ly)) + ((—=s8) (D) + ((0)(0))] = —cb;¢l, — 56,

Elemento 2-2 de la matriz IM:

[((591)(—£l1)) + ((c91)(1)) + ((O)(O))] = —s6,¢€l; + cH,
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Elemento 2-3 de la matriz IM:

[((0)(=¢l1)) + ((O)(D) + ((V(©)] =0

Elemento 3-1 de la matriz IM:

[((c8)(0)) + ((—561)(0)) + ((0)(1))] =0

Elemento 3-2 de la matriz IM:

[((s61)(0)) + ((c8:)(0)) + ((0)(1))] = 0

Elemento 3-3 de la matriz IM:

[(@©®) + ((0)(0) + (V(@)] =1

Entonces, el resultado de la multiplicacién de matrices de la ecuacién (3-61) es:

Cgl - Sglgll _Cglgll - 501 1
%M = 501 + Cglgll _591511 + Cgl O (3'62)
0 0 1
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Ahora se multiplican las matrices (3-59) y (3-62), para obtener la matriz de
transformacion del manipulador:

M = s, + cO,ely —sB.ely +cO; Offel, 0 -1

0 0 Lo 1 0

c0, —sbely —cOiel;—s6, 1111 0 &ly

Elemento 1-1 de la matriz 3M:

[((cOy — s01el,)(1)) + ((—cByely — s81)(ely)) + ((0)(0))] = cB; — sO;€ly — O, — s6,¢l,

= —5‘91€l1 - 591612

Elemento 1-2 de la matriz 3M:

[((591 + c@lsll)(l)) + ((—sHlsll + 091)(£l2)) + ((O)(O))] = 560, + cO,el;—s60; + cO,¢el,

= Cglgll + Cglglz
Elemento 1-3 de la matriz 3M:

[(©)(@) + ((0) (L)) + (1)(0))] = 0

Elemento 2-1 de la matriz 3M:

[((c8; — s0,€11)(0)) + ((—cByely —s61)(0)) + ((0)(D))] =0
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Elemento 2-2 de la matriz 3M:

[((s6; + c6,€l1)(0)) + ((—s6,€ly + ¢0,)(0)) + ((0)(1))] =0

Elemento 2-3 de la matriz 3M:

[(0)(0) + ((0)() + (WH(@W)] =1

Elemento 3-1 de la matriz 3M:

[((001 — sHlell)(elz)) + ((—c91£l1 — 591)(—1)) + ((0)(0))] = cB,€l, + cO,ely + s6,

Elemento 3-2 de la matriz 3M:

[((591 + c@lell)(elz)) + ((—st9lsl1 + 091)(—1)) + ((0)(0))] = s0,¢l, + sO el — cb,

Elemento 3-3 de la matriz 3M:

[(0) (L) + (O (D) + ((D()] =0

ANALISIS CINEMATICO Y DINAMICO DE MANIPULADORES ROBOTICOS POR LA METODOLOGIA DE LOS NUMEROS DUALES.
116



ANALISIS DE DESPLAZAMIENTO

4) Se define el modelo directo del manipulador dado por la matriz:

R —s0.¢ely —s6.el, 0 cOi¢el, + cO€ly + 564
gM = C91€l1 + C91£l2 0 Selglz + 5‘91611 - C91 (3'63)
0 1 0

3.5 CONCLUSIONES

El analisis de desplazamiento de un robot manipulador permite determinar su
posicion y orientacion en el espacio, siendo el espacio un plano tridimensional, si los
analisis y procesos cinematicos se llevan a cabo con la metodologia de los nimeros
duales el desarrollo sera mucho mas directo, pues como se ha estudiado los
numeros duales son una extension de los numeros convencionales que se aplican
sobre un plano complejo, al ser el espacio un plano tridimensional se puede

identificar mas con un plano complejo que con un plano ordinario.

Los procedimientos de analisis de desplazamiento convencionales y con numeros
duales son practicamente los mismos, pero con numeros duales las formulaciones
toman una forma mas compacta, asi podemos notar que el modelo directo del
manipulador empleando numeros duales se obtiene a partir de operaciones con
matrices de 3x3, en cambio con el analisis de desplazamiento convencional se
trabaja con matrices de 4x4 y frecuentemente es mas necesario recurrir al empleo de

programas computacionales para obtener los resultados.

Es importante apreciar que el modelo directo del manipulador que se obtiene como
resultado de un analisis con numeros duales es un elemento mas preciso y completo
pues ademas de incluir la posicion de los angulos, también comprende el

desplazamiento entre estos.
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En este capitulo se expone la segunda
parte del andlisis cinemdtico de los
robots manipuladores, es decir, el
analisis de velocidad, se documentan los
conceptos y procesos cinematicos

necesarios para desarrollar dicho analisis

y la aplicacion de estos en |la

metodologia de los numeros duales,

buscando simplificar las formulaciones.




ANALISIS DE VELOCIDAD

4.1 INTRODUCCION

Una vez estudiado el posicionamiento estatico del manipulador robodtico se procede
a examinar las variaciones en el tiempo de las posiciones y orientaciones; es decir

las velocidades.

Asi se completa el analisis cinematico de un manipulador robético conformado de
los analisis de desplazamiento y velocidad. En el presente capitulo se tiene en
cuenta la velocidad del movimiento considerando la relacion entre las variaciones de

las variables articulares y las variaciones de las variables en el espacio cartesiano.

Se comienza por abordar el analisis de velocidad tradicional a fin de establecer la
base de los conceptos basicos y procedimientos para después emplear los mismos

pero utilizando los numeros duales.

4.2 VELOCIDADES LINEALES Y ANGULARES

Se trata ahora de relacionar las velocidades del efector final en el espacio cartesiano
con las velocidades del movimiento de las articulaciones. Para ello se comienza por
tratar la expresion de las velocidades lineales y angulares de acuerdo con la notacion
introducida en los capitulos precedentes. A continuacién se trata la propagacion de
las velocidades en las articulaciones. En este apartado se empleara también la

notacion de desarrollos de Craig (1986).

e ——
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4.2.1 Velocidad lineal

Se estudia en primer lugar la velocidad lineal o de traslacion de un punto ®Q con
respecto al sistema fijo {A}, suponiendo conocidas su velocidad lineal BVQ con

respecto a {B} y la velocidad lineal 4V gep del origen del sistema {B} con respecto al

{A}. La situacion se ilustra en la Figura 4.1

B
{A} / {B}
AP
ORG B

Figura 4.1. Velocidad de traslacion y rotacién.

Supongase que la localizacion {B} relativa a {A} esta descrita por un vector de
posicion “Pyrez Y una matriz de rotacion #R. La velocidad ®V, del punto Q en el

sistema de referencia {B} se define como:

Bt +A0) — 2Q()

d
Vo =—"Q = lim (4-1)

Expresion en la cual la derivada se toma con respecto al sistema de referencia {B}.
Suponiendo que el origen de {B} se mantiene fijo con respecto a {A}, el vector

velocidad puede expresarse en el sistema de referencia {A} como:
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A

A(BVQ) _ (:_x BQ) = 4R BV, (4-2)

Si ahora se considera que el origen del sistema {B} se mueve con respecto al sistema
{A} con una velocidad “V gsp, Y Se supone que la orientacion relativa de {B} con
respecto a {A} no varia (4R constante), la velocidad lineal del punto Q con respecto al

sistema {A} viene dada por:

AVQ = AVORGB + gR BVQ (4'3)

4.2.2 Velocidad Angular

Si ahora se supone que los sistemas {A} y {B} mantienen sus origenes coincidentes en
el tiempo (la velocidad de traslacion del {B} con respecto al {A} es nula), pero el
sistema {B} esta rotado con respecto al {A}. Se trata de estudiar la velocidad del punto
Q con respecto al sistema {A}, conociendo su velocidad lineal BVQ con respecto al
sistema {B} y la velocidad angular o de rotacién “Qy del sistema {B} con respecto al

{A}. La situacion se muestra en la Figura 4.1.

La velocidad angular o de rotacion de un cuerpo rigido se expresa como el
movimiento de rotacion de un sistema de referencia solidario al cuerpo. La direccion
de la velocidad angular “Q; del sistema {B} con respecto al {A} expresada en el
sistema {A}, proporciona el eje instantaneo de rotacién y su magnitud la velocidad de
rotacion, tal como se muestra en la Figura 4.1 (Craig, 1986). El cambio diferencial en

A*Q es perpendicular tanto a 4Q; como a “Q(t) y su magnitud viene dada por:

a1 = (] “elsen6)(| “a5|A¢) (4-4)
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Por consiguiente, conociendo la posicion 2Q del punto en el sistema {B}, la velocidad
de Q visto desde {A} debido a la rotacion “Qj puede expresarse mediante el producto

vectorial:

Wo = 105 x 1Q = 05 x §RPQ (4-5)

Por otra parte, el cambio del vector Q con respecto a {B} viene dado por la velocidad

4V, que expresada en el sistema {A} es 4R ®V,.

Por tanto, la velocidad resultante del cambio del vector Q con respecto a {B} y de la

rotacion de {B} con respecto a {A}, expresada en {A}, es:

Wo =48RV, + 05 X 4RPQ (4-6)

Considérese ahora la combinacion de la velocidad de traslacion con la de rotacion.

Teniendo en cuenta las ecuaciones 4.3 y 4.6 la velocidad resultante es:

Wo = Wores + (B8R PV + “Qp x R PQ) 4-7)

4.2.3 Propagacion de velocidades

Se trata ahora de estudiar la propagacion de las velocidades por las articulaciones de
un robot. Los enlaces entre dos articulaciones suponen cuerpos rigidos con

movimiento descrito por vectores de velocidades lineales y angulares.

Sea {0} la articulaciéon que se toma como referencia. La velocidad lineal del origen del
sistema {i} se representa por v; y la velocidad angular de este sistema por w;. La

velocidad del enlace i + 1 es la del i mas los componentes que anade la articulacion
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i+ 1. En lo que sigue se considera en, primer lugar, la propagacion de velocidades en
las articulaciones de rotacion y a continuacion en las de traslacion. En la Figura 4.2

se representan los vectores de velocidad.

Figura 4.2. Vectores velocidad de dos articulaciones consecutivas.

Se supondra, en primer lugar, que la articulacion considerada es de rotacion. Si el eje
de esta rotacion coincide con el eje Z, la expresion de la velocidad angular del enlace

i +1 en términos del sistema en {i} es:

i i ] i+145
Wip1 = ‘0t RO 2
(4-8)
Siendo 6';,, la derivada con respecto al tiempo de la variable articular que en forma

vectorial, se representa como:

i+1 0

9,i+1i+12i+1 = ’ ,0 ]
0%i1

(4-9)
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Y ;;1R la matriz que rota el eje de {i + 1} a su descripcion en {i} para poder sumar las
dos componentes de velocidades angulares.

Asimismo, la velocidad angular del enlace de i + 1 expresada en {i + 1} es:

i+1 _i+lp i TP
Wiy = R "wi+041 L

(4-10)

Por otra parte, también en la articulacién de rotacion, la velocidad lineal del origen

de {i+ 1} es la del origen de {i} mas una componente originada por la velocidad
angular de i:

i i i i
Vig1 = Vit w; X Piyq

(4-11)

Siendo ‘P, el vector que expresa la posicion del origen de {i + 1} en el sistema {i}
Ver Figura 4.2.

La expresion resultante de la velocidad con respecto al sistema {i + 1} es:

" = TIR( i+l X 'Pyy) 4-12)

Se consideran ahora articulaciones de traslacion. En este caso, las velocidades
lineales y angulares son:

i+1 _it1p i
wiy1 = R w;

(4-13)

Ty = MR+ wp X Pra) +dl i (4-14)
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Suponiendo %w, =0, %v,=0, la aplicacion sucesiva de las expresiones
correspondiente a las ecuaciones (4-10) y (4-12) (articulaciones de rotacion) y a las
ecuaciones (4-13) y (4-14) (articulaciones de traslacion) permite propagar las
velocidades desde la i =1 hasta a i =N obteniendo finalmente w,, "“vy. Para

referirlas a la base se multiplica por QR.

4.3 JACOBIANO DEL MANIPULADOR

El jacobiano del manipulador relaciona las velocidades articulares con las velocidades

cartesianas del extremo:

v= " q (4-15)

Expresion en la cual se ha tomado como referencia el sistema {0}. Obsérvese como el
Jacobiano se expresa en un determinado sistema de referencia. Asimismo, noétese
como, para unos determinados valores de las variables articulares, las relaciones
entre las velocidades articulares y las velocidades en el espacio cartesiano son
lineales.

El vector de velocidades en el espacio cartesiano puede escribirse como:

0
v
Oy = IO l (4-16)
w
Siendo %v un vector 3x3 de velocidades lineales, °w un vector 3x3 de velocidades
rotacionales.

En un robot con seis articulaciones, q' es un vector 6x1 de velocidades de las

articulaciones. Por consiguiente, en este caso, J es una matriz 6x6.

En general, el numero de columnas de ] es el numero de articulaciones y el nUmero

de filas el de grados de libertad.
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El jacobiano no es necesariamente cuadrado. En efecto, en robots redundantes, el

numero de columnas es mayor que el de filas.

Existen diferentes métodos para obtener el jacobiano de un determinado robot. El
mas evidente es el de la obtencion analitica de expresiones de las velocidades
cartesianas en funcién de las articulares. Para ello, puede aplicarse la técnica de

propagacion de las velocidades expuesta anteriormente.

La obtencion de las velocidades articulares en funcién de las velocidades cartesianas
en el extremo involucra la consideraciéon de la inversa del jacobiano. Si la matriz es

no singular puede escribirse:

q =J"q)v (4-17)

Sin embargo, es frecuente que existan valores de q para los que el jacobiano sea
singular. Estas singularidades se presentan en los limites del espacio de trabajo, o en

su interior cuando dos o mas ejes de articulaciones estan alineados.

En las singularidades se produce pérdida de grados de libertad en el espacio
cartesiano; es decir, direcciones o subespacios en los que no es posible mover el
organo terminal. Se recuerda, por ejemplo, el caso en que los ejes de la cuarta y la

sexta articulacion del robot Puma estan alineados. (Ollero, 2001)

Con la finalidad de aplicar el método enunciado se considera otra vez el manipulador
plano con tres articulaciones de rotaciéon (Figura 4.3) de los ejemplos de las
aplicaciones del capitulo precedente, pero en este caso, con los ejes del marco de
referencia {3} en la misma direccion que los del {2}. Se desean encontrar la velocidad

en el origen del sistema {3} y el jacobiano del manipulador.

ANALISIS CINEMATICO Y DINAMICO DE MANIPULADORES ROBOTICOS POR LA METODOLOGIA DE LOS NUMEROS DUALES.
126



ANALISIS DE VELOCIDAD

Figura 4.3 Manipulador con tres articulaciones de rotacion

Las matrices de rotacion de las transformaciones son:

cq s1 0
oR = I—sl C1 O] (4-18)
0 0 1
C2 Sz 0 (4_] 9)
2R=|-s, ¢, O
0 0 1
1 0 0
SR=10 1 0] (4-20)
0 0 1

Suponiendo que {0} tiene velocidad nula, y propagando desde esta articulacion

empleando las ecuaciones (4-10) y (4-12) se obtiene:
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0] 10 0 0
w, =3R-|0| + 0]=[0];1v1=01
ol Lo’y 1oy 0
(4-21)
c, s, 0110 0 0
2w, = [—sz c; 0[]0 |+]0]|= 0
0o o 1116 o', 0'y+6',

Si 'P, es el vector desde el origen del sistema {1} al del sistema {2} expresado en el
sistema {1} se tiene:

01 [L1 [ 0
to % 1P, = | 0 ] ‘ H _ ’119'1] (4-22)
¢'11 Lo 0
5 Cy Sy 0 0 0 llszell (4_23)
Uy, = —S; Cp 0 of + 110’1 = l1C20’1
0 0 1 0 0 0
30)3 == 20)2 (4'24)

Si ahora 2P; es el vector desde el origen del sistema {2} al del sistema {3} expresado
en el sistema {2} se tiene:

0
2(1)2 X 2P3 = l2(9,1 + 0,2) (4_2 5)
0
5 l1529,1 0 . l1529,1 (4_26)
V3 = (11,0, |+ |12(0'1 + 0'2) | = [1ic,60') + 1,(6', + 6'3)
0 0 0
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Por tanto, el jacobiano expresado en {3} es:

l;s 0
3 _ 122 -
J(0) = lic, + 1, lz] (4-27)
La velocidad del extremo expresada con respecto al sistema {0} es
o o 3 omirae 3 —(l1519,1 + 1551,(6"; +9'2))
V3 = 3R 03 = 1RR3R "v3 = | [ 10 + lpc1,(0'1 + 63) (4-28)

0

Por consiguiente, el jacobiano expresado en {0}, tal como esta definido en la

ecuacion (4-15), es:

—(lys1 + 1;815) —lys
0109 = (I151 + 1381, 2512 4-29
/(9 lic; + lzeqz l,¢12 ( )

La inversa del jacobiano es:

1 l,c l,s
0/-1(9) = 2C12 2512 4-30
77 Lilysy l=(licr + lhern)  —(lisy + 1s12) ( )

Obsérvese como existe una singularidad para 6, =0 que corresponde al brazo
completamente estirado (limite del espacio de trabajo) o bien cuando 6, =180°

(brazo plegado sobre si mismo).
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(11505 + 1553 l,s5 0
licys + Lycs l,cq 0
3 _ 0 0 0 .
0 0 0
1 1 1
—(ly51 + 13512) =351 0
licy + lzeqz l,¢12 0
3 _ 0 0 0 .
0 0 0
1 1 1

4.4 ANALISIS DE VELOCIDAD CON NUMEROS DUALES

4.4.1 Conceptos Basicos

La metodologia de los numeros duales necesita manejar sus propios conceptos, ya
que difiere en demasia la definicion de velocidad al concepto de velocidad dual, pues
se toman en cuenta elementos que permiten extender, profundizar y enriquecer los

analisis de velocidad. Estos conceptos se presentan a continuacion:
Velocidad dual de los puntos de un eje de rotacion:

La velocidad de este movimiento es:

V = velocidad lineal a lo largo del eje de rotacion

Q = velocidad angular con respecto al eje de rotacion

La direccién y ubicacion del eje de rotacién sera definido por el vector unitario de
rotacion:
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ﬁ=ﬂ+£(m5><l_i) 4-33)

Donde:

U = Es el vector unitario

OP = Es el vector que va del origen del sistema de coordenadas a un punto P sobre el

eje de rotacion.

Estas cantidades se pueden combinar dentro de un “motor”, el multiplo dual de un

vector unitario lineal.

V=0@Q+eN (4-34)

Se debe observar que V y i son vectores duales porque QyV son vectores escalares.

La ecuacioén (4-34) proporciona la velocidad dual de cualquier punto P sobre el eje de

rotacion (todos los puntos sobre un eje de rotacion tienen la misma velocidad dual).
Q+ eV

Y o@QP xu)

Figura 4.4 Velocidades duales de los puntos Py Q de un cuerpo rigido.
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Velocidad dual de puntos fuera del eje de rotacion

Tomando como referencia el cuerpo rigido que se muestra en la Figura 4.4,
considere el punto P sobre el eje de rotaciéon como el origen de un marco y el punto

Q como el origen de otro marco con la misma orientacion.

La ecuacion de transformacién da como resultado:

°0 =1 +¢(QP x 1) (4-35)

Al substituir la ecuacion (4-35) en la ecuacion (4-34) se obtiene la velocidad dual en
el punto Q

70 = (Q+eV)[u+e(QP x )] (4-36)
79 = i + [V + Q(QP x i1)] (4-37)

Donde el componente primario Qu representa la velocidad angular del cuerpo vy el
componente dual [Vii + Q(QP x )] representa la velocidad linear de un punto Q en el
cuerpo. Esta velocidad linear se compone de una velocidad de deslizamiento Vi que
representa la velocidad componente a lo largo del eje de rotacién y la velocidad
tangencial Q(Q_P)xﬂ) perpendicular al eje de rotacion y al vector que se encuentra

entre el punto Q y el eje de rotacion.

Se puede observar en la ecuaciéon (4-37) que la velocidad angular de un cuerpo rigido

es la misma en todos sus puntos.
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La velocidad linear de los puntos de un cuerpo rigido consiste de un componente de
deslizamiento en la direccion del eje de rotacion el cual es constante para todos los
puntos del cuerpo y un componente tangencial el cual varia con la distancia del

punto al eje de rotacion.

En el eje de rotacion, el componente tangencial de la velocidad desaparece. Por lo
tanto el eje de rotacion es el unico en el cual las velocidades angulares y lineales de

sus puntos se orientan a lo largo del mismo.

Una forma alternativa de la ecuacion (4-37) se presenta a continuacion:

79 = i + ¢[vid + Q(ii x PQ)] (4-38)

Las ecuaciones (4-37) y (4-38) se pueden resumir en

+ eV (4-39)

<
Q
Il

Ql

De las ecuaciones (4-37) y (4-39) se puede observar que:

Q= Q] (4-40)

La velocidad lineal de un punto en el eje de rotaciéon se define como:

ol
<
Q

V=" (4-41)

Esta ecuacion se puede sustentar al hacer la substitucion del componente primario y

del componente dual de la ecuacion (4-39) como se obtuvo en la ecuacion (4-38).
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V_nﬂ-[vﬂ+9(@?xﬂ)]

(4-42)
Q
01U+ 0% (QP x i) (4-43)
B Q
Ahora,
u-u=1 (4-44)
Ademas,
ﬁ-(ﬁxﬁ) =0 (4-45)
Porque (QP x i) L . Asique,
Qv
=—-= 4-46
V==V ( )

Y la ecuacion (4-41) es valida.

Se puede notar que la velocidad a lo largo del eje de rotacion V es independiente del

punto Q empleado en la ecuacion (4-41).

ANALISIS CINEMATICO Y DINAMICO DE MANIPULADORES ROBOTICOS POR LA METODOLOGIA DE LOS NUMEROS DUALES.
134



ANALISIS DE VELOCIDAD

Eje de rotacion de una velocidad dual.

La rotacién unitaria se especifica de la siguiente manera:
QO [ax(@xV
Gu=ste [M (4-47)

El cual se puede comprobar de la siguiente manera:

El componente primario de la rotacién unitaria %4 es el vector de direccién i, el cual

se puede obtener considerando los componentes primarios de las ecuaciones (4-39)
y (4-37):

Q
YY)
Se procede a construir el componente dual de la ecuacién (4-47).
La velocidad del punto Q es:
7 = vii + 0(QP x 1) (4-49)

Substituyendo las ecuaciones (4-48) y (4-49) dentro de la ecuacion (4.47) se obtiene:

01 x {Qu x [vid + Q(QP x ©)]}
Q3

Q (4-50)

i=
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_oux{avi x @+ 02[d + (QP x )]} (4-51)
- 7

Tomando en cuenta que:

Uuxu=0 (4-52)
Y ademas:
i x (QP x#) =PQ (4-53)
Con referencia en que i 1 (QP x i), entonces:
Qi x 0?PQ
Q~ _ -
_ (i x PQ) (4-55)
O3
% =1uxPQ (4-56)

O también se puede escribir:
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Q —_—

1 =QPx1u (4-57)

Que es compatible con el componente dual de la rotacién unitaria que se especifico

en la ecuacion (4-35).
Vector localizador del eje de rotacion, dada la velocidad dual en un punto.

Dada la velocidad dual de un cuerpo en un punto Q, es posible localizar el eje de
rotacion mediante la determinacion del vector ¥ que se extiende desde el punto Q

hasta el eje al que es perpendicular.

La velocidad dual del cuerpo en el punto Q es:

70 =04V = Q6 + £[Vi + QEF x ©)] (4-58)

Siendo que, el componente dual de esta velocidad es:

V2 = Vi + Q@ x 1) (4-59)

Por lo tanto:
Vexd=[Vi+QExW)]xd (4-60)
=Q(F xu) xu (4-61)
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Utilizando un vector identidad,

= - (4-62)

Sustituyendo la ecuacion (4-48) y reordenando, se obtiene:

20 o A

IPRAREY: sz 0 (4-63)
DO x 7

oo OxV° ;2" (4-64)

4.4.2 Método matriz de transformacion

Se puede observar que la ecuacién (4-47) es semejante a la ecuacion de
transformacion la cual fue desarrollada para cambiar la especificacion de un vector

dual de un sistema de coordenadas hasta otro con la misma orientacion.

Asi, se puede notar que si se conocen las velocidades lineales y angulares de un
punto sobre el eje de rotacion de un cuerpo rigido, se puede determinar las
velocidades lineales y angulares de cualquier punto en el cuerpo mediante la
expresion de la velocidad dual del eje de rotacién en términos de un sistema de

coordenadas con origen en el punto de interés.

Tal como se ha utilizado las matrices de transformaciéon en lugar de la ecuacién de la
transformacion para describir los vectores duales en diferentes marcos, se puede
utilizar las matrices de transformaciéon para determinar la velocidad dual de
cualquier punto en un cuerpo, teniendo la velocidad dual del eje de rotacion. El

enfoque de la matriz puede tener en cuenta no solo la transformacion entre el marco
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con origen sobre el eje de rotacion y el marco con origen en el punto de interés,

pero ademas cualquier rotacion entre los marcos.
Por ende, se debe adoptar la siguiente notacion para velocidad dual:

PVi’} = Velocidad dual en el punto P de un cuerpo i relativo a un cuerpo j en términos

de los vectores unitarios del marco {R}.

4.4.3 Velocidades en diferentes puntos de un cuerpo rigido.

Si se conoce la velocidad dual 5175 de un cuerpo rigido expresado en un marco {S}

con origen en un punto S sobre el eje de rotacion, entonces la velocidad dual en
cualquier otro punto P en el cuerpo expresado en los vectores unitarios de un marco

{P} con origen en el punto P y posiblemente gira relativa al marco {S} es:

UE =510 SUs (4-65)

4.4.4 Velocidades expresadas en diferentes marcos.

Para expresar esta velocidad en los vectores unitarios de un marco {Q} diferente que
el marco {P}, es necesario considerar solo la rotacion entre los dos marcos. Por lo

tanto:

L =9r, Fr (4-66)

Donde la matriz gTP es el componente primario del numero dual de la matriz

coordenada de transformacion®T.

Porque la velocidad dual no es un vector lineal, la traslacion entre los diferentes

marcos en los cuales esta expresado no es un factor.
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4.4.5 Velocidad relativa.

La ecuacién de velocidad relativa de cinematica elemental se puede amplificar a

numeros-duales mecanicos.

~

Vii = Vji + Vi (4-67)

Donde ¥, denota la velocidad dual del eslabon m relativo al eslabon n. Cuando el
eslabon n es el fijo el subfijo es omitido en las formulaciones cinematicas

elementales.

Con el fin de completar estas velocidades duales, deben representarse todos los
movimientos en el mismo punto y expresarse en el mismo marco. Permitir al punto A
ser la articulacion donde los eslabones i y j se conectan y permitir que el punto B sea
la articulacion donde los eslabones j y k se conectan como se muestra en la Figura
4.5. Las velocidades relativas de los eslabones adyacentes son generalmente
expresadas en su articulacion y en un marco con origen en la articulacion. Asi se

P P Ay A ByyB
tienen las velocidades “Vii vy “V.

Para expresar cada velocidad dual en el mismo punto y de esta forma los mismos

vectores unitarios, se realiza la transformacion de “P¢ a "V mediante:

Ui =41 U (4-68)

e ——
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Figura 4.5 Cuando varios cuerpos se mueven relativamente uno de otro. Las velocidades duales se

pueden obtener usando la ecuacion de la velocidad relativa dual.

Substituyendo la ecuacion (4-68) en la ecuacion (4-67) se obtiene:

Esta es la ecuacion de la velocidad relativa dual. (Fischer, 1999)

(4-69)

Si la velocidad dual V& se requiere en los vectores unitarios de alglin sistema de

coordenadas {C}, se puede simplemente rotar:

COC _ CABOB
Vii = BT "V

(4-70)
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4.5 APLICACIONES

A continuacion se presenta el desarrollo del procedimiento y resultados del analisis
de velocidad del manipulador de configuracion cilindrica que se ha tomado como
modelo en el analisis de desplazamiento del capitulo precedente, se utilizara el

meétodo de la propagacion de las velocidades usando la ecuacion de velocidad
relativa dual.

1) Se realiza la asignacién de marcos de referencia:

Yo =Y1

Figura 3.12 Manipulador roboético configuracion cilindrica.

2) Se establecen los parametros de Denavit-Hartenberg para cualquier angulo:

i a; a; 0; d;
1 0 0 0, 0
2 0 0 0 L
3 -90 0 0 [,
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3) Se toman las matrices de transformacion para determinar sus transpuestas:

C@l _591 O C@l 591 O
&)M = [501 Cel 0| — %T = _591 C91 0] (4'7])
0 0 1 0 0 1
R 1 —-€; O R 1 ely 0
17 = [ell 1 0|2 =|-e, 1 0] (4-72)
0 0 1 0 0 1
1 0 e, 1 €, 0
IM = [slz 0 —1] ->3T=10 0 1] (4-73)
0 1 0 e, -1 0

4) Se realiza el analisis de velocidad:

A continuacion se presentan las velocidades que se manejaran para cada

articulacion:

0

= {0} (4-74)
0,
0

Vi = [0} (4-75)
Ly
0

3‘7332 = {0} (4-76)
L

Estas velocidades duales permiten obtener la velocidad a la cual el eslabon 1 se
mueve relativamente al eslabén fijo 0 Ecuaciéon (4-74), la velocidad a la cual se mueve
el eslabén 2 con respecto al 1, Ecuacién (4-75) y finalmente la velocidad a la cual el

eslabdon 3 se mueve relativamente al 2, Ecuacion (4-76).
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Para determinar la velocidad del efector final (eslabdon 3) relativa al eslabon fijo 0, se
emplea el método de velocidades relativas, la ecuacién que define esta velocidad

dual se escribe a continuacion:

3]7330 = gT 2]7220 + 3‘7332 (4-77)

Para resolver la Ecuacidn (4-77), es necesario determinar la velocidad dual en el
punto 2 del eslabén 2 relativo al eslabén fijo 0 en términos de los vectores unitarios

del marco {0}, usando también el método de la velocidad relativa dual se procede a
resolver la ecuacion:

2‘7220 = %T 1‘7110 + 2]7221 (4-78)
1 el 07(0 0 0
0 0o 116, l 0, + 1,

Conociendo ahora el valor de *V% , se puede resolver la Ecuacion (4-47), que

2 V220 —

corresponde a la velocidad del manipulador robético.

1 e, 07( O 0
e =0 0 1 { 0 _}+{Q} (4-77)
el, —1 ollg, +i) U,

0
el 3]
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4.6 CONCLUSIONES

Al realizar el analisis de velocidad para el manipulador robético de configuracién
cilindrica, se puede observar que el método de velocidades relativas resulto practico
y breve, pero esta ventaja se debe a que se trabaja con elementos duales puesto que

este mismo método aplicado en numeros convencionales resulta mas complejo.

Al trabajar con numeros convencionales la dificultad que presenta el método de
propagacion de velocidades provoca que se adopte un nuevo método que es el de
Jacobiano, el cual se presento al principio de este capitulo, este método requiere
aproximadamente la mitad de las operaciones que requiere el método de
propagacion de velocidades para resolver el analisis del manipulador. En cambio al
emplear numeros duales no es necesario usar el jacobiano, en el cual se necesitarian
definir ademas de las matrices de transformacién, las matrices de los jacobianos y
las ecuaciones que permitirian sintetizar todas estas en un solo elemento que

definiria la velocidad del manipulador.

El método de velocidades relativas con numeros duales permite teniendo las matices
de transformacion pasar directamente a la resolucion de ecuaciones mismas que son
de composicion sencilla, y el numero de ecuaciones a resolver dependera de el
numero de eslabones del manipulador y no involucrara los grados de libertad a

diferencia del método del Jacobiano.

e ——
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En este capitulo se comenzara por
considerar el modelo de una articulacidn
simple de rotaciéon y su generalizacién al
caso de n articulaciones. Después se
introduce la formulacion de Lagrange-Euler.

La siguiente seccién se dedicara al método

de Newton- Euler, Posteriormente se

aplicaran todos estos conceptos a la
metodologia de los numeros duales para

entonces comparar los resultados.
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5.1 INTRODUCCION

A lo largo del desarrollo de esta investigacion se ha considerado la geometria de los
robots, asi como el movimiento sin analizar las fuerzas que lo producen, es
necesario considerar que las velocidades lineales y angulares viene dadas por las
fuerzas y pares que se aplican a la estructura mecanica y dependen también de las
magnitudes de las masas y su distribucion. Las relaciones involucradas constituyen
el modelo dinamico del manipulador. La identificacion del modelo dinamico de un
robot podria considerase en general dificil. Por lo tanto, la consideraciéon de dicho
modelo complica el desarrollo e implantaciéon del sistema de control. Por ello,
muchos sistemas de control de robots han sido disefnados utilizando
fundamentalmente el modelo cinematico, Los resultados son aceptables cuando los
movimientos del robot son suaves no produciéndose aceleraciones significativas. Sin
embargo, cuando es necesario realizar movimientos rapidos involucrandose
aceleraciones y masas importantes, la consideraciéon del modelo dinamico resulta

imprescindible.

Asociado a esto, cabe senalar también que la evolucion de la robodtica ha llevado al
desarrollo de maquinas en las que los aspectos dinamicos son los mas importantes
en el disefo del sistema de control, tal como sucede en los manipuladores flexibles

o en los vehiculos roboticos.

5.2 ARTICULACION DE SIMPLE ROTACION

Se considera el posicionamiento de un eje correspondiente a una articulacion
caracterizada por un momento de inercia | y un coeficiente de friccion viscosa b en el

que se aplica un par 1, tal como se ilustra en la Figura 5.1

ANALISIS CINEMATICO Y DINAMICO DE MANIPULADORES ROBOTICOS POR LA METODOLOGIA DE LOS NUMEROS DUALES.
147



ANALISIS DINAMICO

n

0 b

i

T

Figura 5.1 Articulacién de Rotacion

El par aplicado 7 y el angulo girado 6 estan relacionados mediante:

T=10"+ bo (5-1)

El primer término del lado derecho representa el par de inercia, y el segundo el de
rozamiento viscoso, en este caso, el modelo es lineal. Tomando transformadas de
Laplace para condiciones iniciales nulas, se tiene que la funcién de transferencia

viene dada por:

0(s) 1
7(s) Is?+bs

Siendo 7(s) la transformada de Laplace del par de entrada, y 6(s) la transformada de

Laplace del angulo girado.

Este modelo simple puede complicarse si se considera, por ejemplo, un modelo mas
completo de las fricciones, incluyendo tanto la friccién viscosa como la de Coulomb.

En este caso se tendria el modelo no lineal:

T=10"+b60' + csig(8") (5-3)

Siendo sig(08") la funcién de signo definida como:
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sig(6) =1 parad' >0
sig(8’) =—1paraf’' <0

Considérese ahora un péndulo invertido, que puede contemplarse también como un

manipulador con una unica articulacion de rotacion, como se ilustra en la Figura 5.2.

| | sen 8

| cos ©

mg

Figura 5.2 Manipulador con una articulacion.

Si se supone que la masa esta concentrada en el extremo, se tendra un momento de
inercia de I = ml?. La gravedad genera un par sobre el eje de la base que viene dado
por mglcos8. Considérese ahora un modelo de las fricciones en el que se incluyen

fricciones viscosas y las de Coulomb. En este caso, el modelo vendra dado por:

T =ml?0" + mglcos 8 + b8’ + c sig(8") (5-4)

La Ecuacion (5-4) puede escribirse como:

t=10"+G(0)+F(8") (5-5)

En la cual:
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G(8) = mlg cos (5-6)

Representa los efectos gravitatorios y

F(0') =bb' + csig(8") (5-7)

Son los pares generados por las fricciones. (Ollero, 2001)

5.3 GENERALIZACION: MODELO DE UN ROBOT MANIPULADOR CON n
ARTICULACIONES.

Para este analisis, continuando con la hip6tesis de masas concentradas, se considera

un robot con n articulaciones.

En este caso, cuando se estudia una articulacion sera necesario tener en cuenta los
pares generados sobre ella por el resto de las articulaciones. Como se abordara mas
adelante en este capitulo, el modelo dinamico completo de un manipulador de n

articulaciones tiene la forma

T=M(0)0"+G(0)+V(6,0")+F(0) (5-8)

En la cual 7,G,V y F son ahora vectores de n elementos y M(0) es una matriz de n xn
a la que se conoce como matriz de masas del manipulador. Los elementos de M
dependen de las distintas variables articulares y tienen como coeficientes
expresiones en las que intervienen los valores de las masas concentradas y las

longitudes entre ellas.

Los elementos del vector de términos gravitatorios G(6) tambien depende las

distintas variables articulares.
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Por lo que respecta al vector de fricciones F(8"), sus elementos dependen solo de la

variable articular correspondiente; es decir, pueden desacoplarse.

En ultimo lugar se nota que se ha anadido un vector V(6) que permite considerar los

pares generados por las fuerzas centrifugas y de Coriolis.(Ollero, 2001)

5.4 FORMULACION DE LAGRANGE-EULER

Esta formulacion esta basada en una interpretaciéon de la energia involucrada.

En el ejemplo del manipulador con una uUnica articulacion de la seccion precedente,

la energia cinética esta dada por:

1 !
EC=5192

Y la energia potencial se define mediante:
E, = mgl senf
La funcion de Lagrange se define como:

1 !
L=E —E,= Emlze 2 —mgl senf

La formulacion dindmica se basa en la ecuacion:

_daL aL
Y= 400 90

Siendo t el par aplicado.

(5-10)

(5-11)

(5-12)
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Por tanto derivando en (5-11) se tendra:

dL
——_ 5-13
50 mgl cosf ( )
dL
— =ml?0 5-14
50 ml“ 0 ( )
Substituyendo en (5-12) se obtiene:
T=ml? 8" + mgl cosf (5-15)

Que coincide con la ecuacion (5-4) cuando no se consideran las fricciones.

La formulaciéon dinamica (5-12) se generaliza para el caso de un manipulador con n

articulaciones segun:

_doL oL 4 S 16
Ti_dtaqlf 30, i=1...... n (5-16)

Donde:

q, i=1...... n = Las variables articulares

q, i=1.. ... n = Las velocidades articulares

L=E,—E, = ladiferencia entre la energia cinetica total y la energia potencial total

La ecuacion (5-16) sigue siendo valida para el movimiento de sélidos con n

coordenadas generalizadas.
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Conociendo las matrices de transformacién entre los sistemas de referencias
asociados a cada articulacion y los tensores de inercia, es posible formular un

algoritmo para obtener las matrices M, G y V en la ecuacion (5.8) (Ollero, 2001)

5.5 METODO DE NEWTON-EULER

La obtencion de un modelo dinamico como el de la ecuacion (5-8) requiere
generalizar a las aceleraciones los conceptos y notacion introducidos en el capitulo
anterior para las velocidades. Por lo tanto se comenzara por presentar las

expresiones correspondientes a las aceleraciones y posteriormente se expone el

método Newton-Euler en su forma iterativa.

5.5.1 Aceleraciones
Aceleracion lineal.- Se toma en cuenta que la velocidad AVQ del punto Q con
respecto al marco {A} conocidos la posicion 2Q vy velocidad BVQ con respecto a {B}

cuando los origenes de {A} y {B} son coincidentes, viene dada por:

Wo=8R"Vy + 405 x 4RPQ (5-17)

Que también se puede expresar de la siguiente forma:

d
E(QR 5Q )=4R"Vy + 0z x 4R®Q (5-18)
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Si en la ecuacion (5-18) se sustituye la posicion por la velocidad, esta expresion se

puede utilizar para la aceleracion:

B _ Byyr A B -
- (4R Vo) = aRPV'o + 40y x 4R PV, (5-19)

Tomando derivadas con respecto al tiempo en (5-17) se obtiene:

d d
Vg = (B8R Vo) + "' x 4R®Q + *p x — (4R"Q ) (5-20)

Al substituir la ecuacidén (5-18) en el ultimo termino de lado derecho de la ecuacién
(5-20):

AV, = BREV g + Qg X FR Vo + Q' x BRPQ + 405 x (AR PVp + “Q5 x fRPQ ) 5.21)

=AROV o + 20 x AR PVy + Qs x ARPQ + 40 x ("0 x ARQ )

Si los origenes de los sistemas de referencias {A} y {B} no son coincidentes, hay que

afadir el término V', ks que representa la aceleracién lineal de origen:

W= Vores + RV + 2405 X fR®Vy + Q' x GREQ + “Qp x (“Qp x fREQ ) (5-22)

Para el caso particular en el que el punto Q no varia con respecto a B se tendra:

Bro= By =0 (5-23)

De donde:

AV’Q = Wopes + 0 x (“Qp X §REQ )+ 05 x §RPQ (5-24)

Una expresion de gran utilidad cuando se requiere calcular la velocidad lineal de un

manipulador.
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Aceleracion angular.- Si se supone que el marco {B} esta rotando con relacién al
sistema de referencia {A} con “Qg, y el marco {C} rotando con respecto a {B} con Q..

Para calcular “Q. se suman los vectores expresados con relacion al sistema de

referencia {A}:

A0 =0 +4R B0, =0 (5-25)

Al derivar con respecto al tiempo, se obtiene:

d
=0+ E({;R 5Qc)

(5-26)
= AQ,B + éR BQ’C + AQB X éR BQC

Ecuacion de interés para calcular la aceleracion angular del manipulador.

5.5.2 Ecuaciones de Newton-Euler. Formulacion iterativa

Ecuaciones basicas.-Si se considera un cuerpo rigido de masa total m cuyo centros
de masas tiene una aceleracion v'.. De acurdo con la ecuacion de Newton, la fuerza

que actua en el centro de masas viene dada por:

F=mv', (5-27)

Por otra parte, si un cuerpo rigido rota con velocidad angular w y aceleracion angular

w', el momento angular que actua en el cuerpo viene dado por la ecuacion de Euler:
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N="‘lo+w+ ‘lo (5-28)

Siendo I el tensor de inercias del cuerpo de un marco {C} cuyo origen esta en el

centro de masas.

Ahora, se pretende aplicar estas ecuaciones para calcular los pares que hay que
aplicar a las articulaciones de un robot para que la posicion 6, velocidad w=8"y
aceleracion w' =6" de las articulaciones sean las deseadas. Se supondra que la

distribucion de masas es conocida.

El problema puede resolverse de forma iterativa realizando, en primer lugar,
iteraciones hacia fuera, desde la base a la ultima articulaciéon, con objeto de calcular
velocidades y aceleraciones y, a continuacién, se calculan las fuerzas y pares

actuando en cada articulacion.

En las iteraciones hacia fuera se calculan la velocidad angular y las aceleraciones
lineales y angulares del centro de masas, desde la articulacion 1 a la n. Para ello es
necesario propagar las velocidades angulares de la misma forma que se traté en el
modelo cinematico. Si se considera el enlace, o eslabon de la cadena cinematica, i
entre las articulaciones i e i + 1 tal como se ilustra en la Figura 5.3. La relacion entre
las velocidades angulares en los sistemas de referencia {i} e {i + 1} asociados a las

articulaciones viene dada por:

o = "R ‘0 + 04 + 2 (5-29)

Donde *1Z,,, es el vector unitario segun el eje de la articulacion {i + 1}.

Asimismo, es necesario propagar las aceleraciones. Teniendo en cuenta los
resultados de la seccion anterior, la relacion entre las aceleraciones de dos

articulaciones consecutivas viene dada por:
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i+1w’i+1 — i+1w’i + 6”i+1i+12i+1 + i+1iR iwi X 9,i+1 + i+1Z"i+1 (5_30)
De donde:
i+1wri+1 — i+1iR iwri + 9,,i+1i+12i+1 + i+1iR iwi X 0li+1 + i+12i+1 (5_3])
Cuando la articulacién i + 1 es prismatica como en la ecuacion (5-31) se simplifica a:
i+1w,i+1 — i+1iR iwri (5_32)
Por otra parte, la aceleracion lineal del origen de {i + 1} viene dada por:
i+1_ s

Vi = IR 'y X Pq + o X (wp X Pg) + ) (5-33)

Donde ‘P,,, es el vector que expresa la posicién del origen del marco {i + 1} en el

marco {i} tal como se muestra en la Figura 5.3.

Figura 5.3 Balance de fuerzas en dos articulaciones consecutivas.

e ——
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Si la articulacion es prismatica, hace falta anadir los términos correspondientes al
desplazamiento d; segun la variable articular. Utilizando la expresion general de la

aceleracion lineal es posible escribir:

,( i(l),l. X ¢ iv1 T i(l)l' X ( i(J)l’ X iPl'+1) + iU’l.) +

i+1 ’ i+1%5 " i+1%
27w XAy L1+ A1 2

i+1_ s _i+1
Viv1r =

(5-34)

Por ultimo, suponiendo que existe un marco {C;} solidario a cada segmento, con su
origen centrado en el centro de masas y con la misma orientacion que la {i}, la
aceleracion de este centro viene dada por la misma expresion que la del origen, pero

en este caso expresada en el marco {i}:

iU,Cl' = i(l)li X iPCl' + i(Ui X ( iwi X iPCl')+ iU,l' (5'35)

En el segmento 1 las expresiones se simplifican ya que:

OO)O = 00),0 == 0 (5'36)

Una vez calculada la aceleracion del centro de masas, pueden aplicarse las
ecuaciones de Newton-Euler para determinar la fuerza y el par que actuaran en el

centro de masas de cada enlace:

Fi = mv'ci (5'37)

Ni = Clla)'i + (OF] X CZI(Ui (5'38)

A continuacion se procede a realizar las iteraciones hacia adentro; es decir desde la

ultima articulacion hasta la base.
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Sean f; y n; la fuerza y el par ejercidos en i por i — 1. El equilibrio de fuerzas en el

eslabon i de la Figura 5.3 es:

. . . r1
lFi = lfi _i+1l ' fi+1

El equilibrio de pares en el centro de masas es:

'‘Ni= 'ny— g+ (= Po) X = (Pipr— Pe) X i
En consecuencia:

i _ i ipi+l i i i ipi+l
Ni= my— ;R i1 — P X Fi— Py X iR fia

(5-39)

(5-40)

(5-41)

Estas ecuaciones se aplican desde la ultima articulacion hasta la primera. Si el

extremo del manipulador esta libre, se tendra: "*'fy,, =0,

N

*nysr = 0; en caso

contrario, se comenzaria con los valores de las fuerzas y pares externos que actuan

en el extremo.

Las expresiones en forma iterativa son:

. i1 .
lfi:i+1l ' fisr1 t lFi

i ip i+l i i i ip i+l
n; = 'Ni+ ;44 Nyt P X Fi+ Piyg X iR 7 i

(5-42)

(5-43)

El par en una articulacion rotacional es la componente Z del par aplicado por un

enlace en el siguiente:

ANALISIS CINEMATICO Y DINAMICO DE MANIPULADORES ROBOTICOS POR LA METODOLOGIA DE LOS NUMEROS DUALES.

159



ANALISIS DINAMICO

T, = ‘nl ‘7, (5-44)

Asimismo, la fuerza en una articulacién prismatica es:

= 'fT 17, (5-45)

Estas ecuaciones permiten calcular las actuaciones necesarias en todas las

articulaciones.

Las expresiones anteriores hacen posible formular un algoritmo iterativo. Este
algoritmo tiene dos partes. En la primera se calculan las velocidades y aceleraciones
de los enlaces directamente desde el enlace 1 al n, aplicando las ecuaciones de

Newton-Euler en cada enlace.

En la segunda, se calculan las fuerzas y pares de interaccion y finalmente los pares
que hay que aplicar en los actuadores de las articulaciones, todo ello comenzando en

la articulacion n y terminado en la 1.

Por consiguiente, el algoritmo para un robot manipulador con seis articulaciones

consiste en ejecutar las siguientes operaciones. (Craig, 1986)

Iteraciones hacia fuera
Parai =0 hasta 5

i+1wi+1 — l'+1iR iwi + 91',+1i+1ZAi+1 (5'46)

i+1 .7 _i+1 i i+1 i 1 i+15 noi+145
Wipr = R w0+ TR Wy X0 2y 04 2 (5-47)
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e = R [y x Py + oy x (T X P) + W) (5-48)
i+1v,Ci+1 _ i+1w/i+1 v i+1PCi+1 n i+1wi+1 v (i+1wi+1 v i+1PCi+1) n i+1vri+1 (5-49)
i+1Fi+1 = mi+1i+1vlci+1 (5-50)

i+1Ni+1 — Ci+11i+1i+1w’i+1 + i+1(‘)i+1 % Ci+11i+1i+1wi+1 (5_5])

Iteraciones hacia dentro

Parai =6 hasta 1.

ifi — i+1i i+1fi+1 + iFi (5-52)
np= 'Ni+ iR g+ P x R+ g X iR M i (5-53)
= nl 'Z, (5-54)

El efecto de las cargas gravitatorias en las articulaciones puede tenerse en cuenta

haciendo %', = G, siendo G el vector de la aceleracion de la gravedad.

Las ecuaciones presentadas pueden utilizarse como método numérico o de forma

analitica para desarrollar ecuaciones simbédlicas.

El empleo como método numérico puede aplicarse de forma general para cualquier
robot manipulador. Una vez que se ha especificado tensores de inercia, masas de

enlaces, vectores P, y matrices "*1R de un determinado manipulador, las ecuaciones
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pueden aplicarse directamente para calcular los pares de las articulaciones en

cualquier movimiento.

5.6 ANALISIS DINAMICO DE LOS MANIPULADORES

Si se considera el modelo dinamico expresado mediante la ecuacion (5-8) al cual se
anade ahora un nuevo término T, para tener en cuenta dinamicas no modeladas y

perturbaciones externas:

T=M(0)8" +G(OB)+F(O)+V(,0)+T, (5-55)

Donde:

7 =[1; ... 7,]7 = Los pares ejercidos por los actuadores en las n articulaciones.

0 =[6, .. 8,]" = El vector de las variables articulares.

M(6) = La matriz n x n de masas del manipulador.

V(6,0") = Los pares debidos a las fuerzas centrifugas y de Coriolis.

F(6") = Los pares debidos a las fricciones.

G(0) = Los pares debidos a la gravedad.

La dificultad principal de estos modelos es la determinacién de los pardmetros.

La matriz de masas M(6) del manipulador es una matriz simétrica, definida positiva.
Estd acotada superior e inferiormente ya que sus elementos dependen de las
variables 0, de las articulaciones mediante funciones trigonométricas de senos y
cosenos (funciones acotadas para cualquier valor del argumento) que aparecen
siempre en el numerador. La matriz es siempre invertible y su inversa es también
definida positiva y acotada. Puede demostrarse que la energia cinética del

manipulador viene dada por:
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1
0TM(6)0" (5-56)

Los términos centrifugos y de Coriolis V(68,68") son cuadraticos en 6. En particular, los
términos en 8’4 corresponden a las fuerzas centrifugas de las articulaciones, y los

términos en 6,6; a las fuerzas de Coriolis. Estas funciones pueden factorizarse como:

V(6,0") =V,(6,0")6 (5-57)

Donde V},,(8,68") esta relacionada con la derivada en el tiempo de la matriz de masas

segun:

V,.(0,0") = %(M’(G'GI) +5) (5-58)

Considerando que S es wuna matriz que satisface la propiedad (“skew

symmetric”)x"Sx = 0 para todo x € R™.

Esta matriz puede determinarse segin S=U-UT, siendo U una matriz de
dimensiones n xn que se obtiene mediante U = (I,® 8'7)(0M/d6), expresion en la
cual el primer paréntesis del lado derecho es una matriz nxn que resulta del
producto de Kronecker de la matriz unida por el vector de variables articulares (cada
elemento de la matriz unidad se multiplica por la transpuesta del vector de variables
articulares), y oM/d0 = [0M /96, .....0M/36,,]T es una matriz n? xn que se obtiene

derivando la matriz de masas con respecto a las variables articulares. (Lewis, 1993).

Los términos de friccion F(8") son complejos y dificiles de determinar. En principio,

dependen de las velocidades de las variables articulares. Un posible modelo es:

F(Q) =Tfy + Trc (5'59)

Donde 7, es el par de friccion viscosa, que resulta ser proporcional a la velocidad 6"
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Ty = kb’ (5-60)

Siendo k una constante, y 74, el par de friccion de Coloumb:

Tpc = ¢ sgn (6") (5-61)

Tomando en cuenta que sgn (8") la funcién signo. La friccion tiene un efecto local.
F(0") esta desacoplada y cada elemento puede escribirse como f;(6';). En algunos

casos se supone que las fuerzas de friccion son solo viscosas, por lo tanto:

F(0') = Fpb' + Ty (5-62)

Donde F, es una matriz diagonal de friccion viscosa y T,s representa otros efectos
no estructurales de friccién (resonancias). A veces se modela también el efecto de las
excentricidades en los engranajes y otros efectos que hacen que la friccion dependa,
ademas de la velocidad 6’, de las propias variables articulares 6, con lo cual se
escribe F(6,0").

Finalmente, los términos G(8) son en los que aparece la gravedad g. Estos términos
dependen en senos y cosenos de las variables articulares. G(8) esta acotada para

cualquier valor de 6.

5.7 OBTENCION DE LAS TRAYECTORIAS ARTICULARES.

La ecuacién (5-8) que define el modelo dinamico relaciona los pares de control en las
articulaciones. Si se pretende simular el comportamiento dinamico del manipulador
ante determinados pares, es necesario resolver el modelo para obtener las
trayectorias articulares. Se debe observar que, a partir de la ecuaciéon (5-8) se

obtiene:
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0""(0) =M1(O)[t-V(6,0") —G(O) —F(6,0")] (5-63)

Se recuerda que, como se indico en la seccion anterior, la matriz de masas M(60) es

invertible.

Las trayectorias articulares pueden obtenerse mediante la integracion numeérica.

Suponiendo conocidas las condiciones iniciales:

6(0) = 6y; 6'(0) = 0; 6"(0) = 0; (5-64)

Puede aplicarse la ecuaciéon (5-63) para obtener las segundas derivadas y, a partir de

estas, las velocidades y las posiciones empleando técnicas tales como las de Euler.

El método de Newton-Euler presentado en la seccién 5.5 de este capitulo puede
aplicarse para resolver cualquier tipo de manipulador sin mas que conocer sus
parametros. En particular, el método iterativo es mas eficiente que otras
formulaciones existentes en la literatura. Sin embrago, si solo se pretende resolver
un determinado manipulador, resulta mas apropiado emplear la forma cerrada de la

ecuacion (5-8).

5.7 ANALISIS DINAMICO CON NUMEROS DUALES

Se requiere comenzar por generalizar a las aceleraciones los conceptos y notacion

introducidos en el capitulo anterior para las velocidades.

5.7.1 Aceleraciones duales

Si un punto P sobre el eje de rotacion U del movimiento de un cuerpo rigido tiene

una velocidad dual:

VP =(@Q+ eV (5-65)
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Entonces aplicando la ecuacién de transformacion obtenemos la velocidad del

cuerpo rigido en el punto Q:

70 = Qi + £[Vi + Q@@ x p)] (5-66)

Donde el vector p se extiende desde el punto P sobre el eje de rotacién hasta el
punto Q. La aceleracion esta definida como la derivada de la velocidad con respecto

al tiempo, entonces la aceleracion del cuerpo rigido en el punto Q sera:

R d .. d
Q —_ Q — — — — = _
A dtV o {QuU + [V + QU x p)]} (5-67)

AQ=%Qﬁ+s[%vﬁ+(%ﬂ)(ﬁxﬁ)+Q(ﬁx%ﬁ)] (5-68)

Ahora se usara el simbolo o = Q para representar la aceleracion angular del cuerpo
sobre el eje de rotacion y el simbolo a =V representando la aceleracion lineal del
punto P del cuerpo a lo largo del eje de rotacion. Obsérvese que el eje de rotacion u
es un vector constante durante todo el intervalo de tiempo, pues el vector p
localizado en el punto Q del cuerpo y el punto P en el eje de rotacion se moveran

juntos puesto que estan fijados al cuerpo, por eso se puede decir que:

d
T 5-69
dtu 0 ( )
Y ademas:
Lh=p+Q@xp)=Qixp (5-70)

Donde la velocidad ¢ = 0, debido a la condicién de cuerpo-rigido.

Entonces, la Ecuacion (5-68) puede expresarse de la forma:
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Ae = au + e[ati + a(i x g) — O?p] (5-71)

Cada término en esta ecuacién tiene cierta importancia en el analisis fisico del
movimiento. El término au representa la aceleracién angular del cuerpo sobre el eje
de rotacion. Los términos duales son aceleraciones lineales. El término au representa
la aceleracion del deslizamiento a lo largo del eje de rotacién, el término a(u x p)
corresponde a la aceleracion tangencial a la trayectoria del punto Q y el término

Q?%pindica la aceleracion en la direccion normal a la trayectoria del punto Q.

Debido al componente normal, la aceleracion dual no es un vector dual. Una
comparacion de la expresion para la aceleracion dual con la expresiéon para la
velocidad dual mostrara la diferencia. Debido al término extra, las aceleraciones de
diferentes puntos en un cuerpo rigido no pueden obtenerse con la aplicacion de la
ecuacion de transformacioén. Por esta razén, Yang (1966) ha descrito a la aceleracion

dual como un “vector pseudo-dual.”

Normalmente, el analisis dinamico se realiza basandose en aceleraciones, pero
debido a que la aceleracion dual no es un vector dual, esto nos dara una pequena
ventaja, y en su lugar consideraremos un momento dual en la formulacién del

comportamiento dinamico.

~ =l
ByE =8+ eV

Figura 5.4 Cuerpo rigido A en movimiento relativo al marco fijo {0}
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5.7.2 Momento Dual

Si se considera un cuerpo rigido en movimiento con respecto al sistema fijo 0 como
se muestra en la Figura 5.4. Este cuerpo consiste de elementos dm en los puntos P,

comprendiendo la masa total del cuerpo como:

my = [dm (5-72)

Y la velocidad del cuerpo A en el punto B relativa al sistema 0 en términos de un

marco {B} con origen en el punto B es:

BQABO =8+8§ (5'73)

Donde el vector v representa la velocidad lineal y el vector @ representa la velocidad

angular en el punto B, ambos vectores expresados en términos del marco {B}.

La velocidad dual del cuerpo A relativa al sistema O en términos del marco {P}
orientada de la misma manera que en el marco {B} con el origen en el punto P es

obtenida de la ecuacién de transformacion:

B=PDE — G+ e[5 — (R + T §) X @] (5-74)

En esta ecuacidn, el vector R se extiende desde el punto B hasta un punto de
referencia C y es expresado en términos de vectores unitarios del marco {B}. El vector
p va desde el punto C al punto P y se expresa en vectores unitarios de un marco {C}
con el origen en el punto C cuya orientacién relativa con el marco {B} esta
especificada por la transformacion de la matriz BT, . El signo negativo aparece de
elegir la direccion de los vectores desde el punto de la velocidad conocida hasta el

punto de la velocidad desconocida.

El momento lineal de una particula P en el punto P de un cuerpo rigido A relativo al

sistema O con respecto al punto B en términos del marco {B} se define como:
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5P = [0 — (R + ETp §) x @]dm (5-75)

Donde la particula tiene una masa elemental dm. El momento angular o momentum
del momento de una particula con masa elemental dm en el punto P dentro de un

cuerpo rigido A en términos del marco {B} es:

5, = (R + 2T, 3) x °P (5-76)

5Hp = (R +ETp p) x [6 — (R + ETp §) x @]dm (5-77)
El momento dual de la particula es:
Bﬁp = Bﬁp +€Bﬁp (5'78)

El momento dual de un cuerpo rigido A en el marco {B} es la suma del momento dual

de cada una de las particulas que lo componen:

B, =J(Bﬁ,, +eBH,) (5-79)
A

Substituyendo las ecuaciones (5-75) y (5-77) dentro de la ecuacion (5-79) se obtiene:

"y = [ [5- (R + 2T ldmo+ e [ (R+ 27 5) x [5 = (R + 27, ) x @lam (5-80)
A A

= [, vdm— [, ﬁxﬁidm—fA BT, pxwdm +

(5-81)

—

' fﬁx?dm+f§TPﬁx7dm

A
—fﬁxﬁxadm—fo‘ngﬁxadm—fETPﬁxﬁdem—f‘éTPﬁngpﬁxadm
A A A

)

h S
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=fﬁdm—fﬁxadm—f§n,5xadm
A

A A
+
(5-82)
fﬁxvdm+fgrpﬁxvdm
€ A A
l—fﬁxﬁxa’dm—fﬁxgﬂ,ﬁdem+fﬁx‘ZTPﬁdem—f@TPﬁx‘ZTPﬁdemJ
A A A A
=fﬁdm—fﬁx6’dm—f BT, 5 x @dm
A A A
+
(5-83)
€ fﬁx?dm+f‘ETpﬁdem—fﬁxﬁdem—fETPﬁx‘ETPﬁx?o’dm
A A A A
Ahora, se realizaran las siguientes substituciones:
0 -R, R,
Rx=|R, 0 -R, (5-84)
-R, R, O
0 —p, by (5-85)
eTp px=¢Tp | Pz 0 —px|CTpt
—Py  Px 0

Entonces:
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BﬁA —

0 -R, R, 0 —p, py
fﬁdm—f R, 0 —Rylwdm-—| 8T, |p, 0 —pu|BT5twadm
A —Ry Ry 0 A —Py Px 0

+
( 0 —R, Ry 0 —Pz Py )
f R, 0 —R Vdm+f BT, pz 0 —py| BTy Wdm
2 |-Ry Ry 4 0 (5-86)
0 R, 0 Ry
€4 f R, —R,|| R, —R,|wdm ’
3§ 45 £
0 —Pz 0 —Pz Py
- f ¢Tp | Pz 0 —Px eTp ' CTp | Pz 0 —px| ¢Tp'Wdm
\ A —Py Px 0 —Py Px 0 J

Ahora, las velocidades en el punto B, # y @, el vector R y el operador de rotacién 2T,
son constantes para todos los puntos del cuerpo rigido A, asi que pueden sacarse de

las integrales

B, =
0 -R, R, 0 —p, py
muv —{m, | R, 0 —Ry|tw+ET, f pz 0 —peldmy BTt
_Ry Ry 0 A |7Py Px 0
+
( 0 -R, R, 0 Pz Py
ma{| R, 0 —R|b5+ET, { f p, 0 —px‘dm oT; (5-87)
_Ry Ry 0 A Py  Px 0
0O -R, R,]J[0 -R, R,
€4 —<my | R, 0 —Rx“ R, 0 —R, }8 >
—~R, R, O [[-R, R, 0
[ 0 —pz py [0 —pz py }
e N | P M v
\ A [Py Px 0 [l=py pPx 0 J

e ——
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B, =
0 —R, Ry 0 —Pz Py
muv—m, | R, 0 —Ryl;w+ 2T, J Py 0 —py|ldm;Brylw
_Ry Ry 0 A |7Py Px 0
+
( 0 -R, R, 0 —p; py )
mi| R 0 <Ref+2m, (o 0 —pfamiryt (s (5-88)
_Ry Ry 0 A 7Py Px 0
( 0 -—-R, R, 0 -R, R,
£y my | R, 0 —R,|| R, 0 —R, >
—R, Ry 0 [[-Ry Ry 0 -
— - r W
0 Pz y 0 —Pz Py
+8Tp f p; 0 —px‘ l pz 0 —px|dm Tyt
\ A |7Py Px 0 —Py  Px 0 J J
B, =
0 —R, Ry 0 —Pz Py
muv —{m, | R, 0 —Ryltw+ET, f pz 0 —peldmBTr'w
_Ry Ry 0 A 7Py Px 0
+
( 0 -—-R, R, 0 —-p, py )
my| R, 0  —R|+¢Tp f [ Pz 0  —py|dmiTp' ;v
—R, Ry 0 al=-py px O (5-89)
( —-R,* — R’ RyR, RyR, )
£ ma|  RyR, —R,2—R,? RyR, [
R.R, RyR, R,* —R)? .
— 5 5 rw
—Py” — Pz PxPy PxPz
+¢Tp pxPy =P =p5  pyp,  |dmET!
\ A PxPz PyPz —px’ — pyz J

e ——
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B, =
( )
0 —J p,dm fpydm
A A
0 —-R, R,
muv —<my | R, 0 =R, |+%Tp fpzdm 0 —J prdm|2Tpt } &
—Ry Ry 0 A A
—f pydm Jpxdm 0
A A
+
( )
0 —f p,Adm fpydm
A A
0 -R, R,
1My R, 0 —R, +?Tp fp dm 0 —f pxdm B&Tl;l P U
R, R, O J ’ J (5-90)
—fpydm fpxdm 0
\ L A A . J
( —-R,* — R, RyR, R.R, )
€4 my|  RyR, —R,* —R,* RyR, .
RyR, RyR, -R,* —R)*
— | (py* + p,%)dm dm dm
Py~ T Pz PxPy PxPz
- a a A 0]
+ETp f pxpydm - f (px? + p,2)dm J pypzdm  |CTp?
A A A
Jpxpzdm fpypzdm _f(pxz +py2)dm
\ k L A A A . } }

Los primeros momentos de inercia del cuerpo A con respecto al punto C, en

términos de vectores unitarios del marco {C} se definen a continuacion:

CSXx = f pxdm (5-91)

A
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55, = J pydm (5-92)

A

cse = f p,dm (5-93)
A

Estos pueden ser combinados dentro de una matriz:

0 - CSEZ Csfy
[ CSE] = CS.EZ 0 - CS.Ex (5'94)
- CSXy CSXx 0

Los segundos momentos de inercia del cuerpo A con respecto al punto C en

términos de vectores unitarios del marco {C} se definen como:

C]gxx = f(pyz +p22)dm (5-95)
A

S, = j (s + p;2)dm (5-96)
A

Iz = f (px* + py?)dm (5-97)
A

Los productos de inercia del cuerpo A con respecto al punto C en términos de

vectores unitarios del marco {C} se definen como:

Py = f Pxpydm (5-98)
A

C]xgyz szypzdm (5'99)
A

Pz = f PxPzdm (5-100)
A
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Los segundos momentos de inercia y los productos de inercia son combinados

dentro de una matriz de inercia (en realidad un tensor de inercia) definido como:

C]gxx - C]gxy - C]gxz
[C]g] =\|— C]Exy C]Eyy _ngyz (5'] O])
- C] gxz - ngyz ngzz

La ecuacion para el momento dual del cuerpo A ahora puede escribirse de la

siguiente manera:

BHA —
0 —R, R, 0 —°SE Sk
mup—<{my| R, 0 —Ry|+ET, | S5, 0 =SS5 |81t w
[—Ry Re 0 ~ s, oSS, 0
+
( [0 —R, R, 0 -5 CSh (5-102)
my| R, 0 —R,|+2T, | €s§ 0 I I
. =Ry Rx 0 -°sg, °sg 0
—R,* = R,” RyRy RyR, iex = Thxy — Vhixz
—ima| RRy,  —RP=R;S  RR, |+Tp [=YDy YDy  — UGl @
RyR, RyR, —R,* —R,’ iz ~Vhyz Ve

Ahora, los primeros momentos de inercia y seqgundos momentos de inercia del

cuerpo A con respecto al punto C en términos del marco {B} son:

[Ps&] = 2Ty [ “SE]2Ts" (5-103)

[215] = BTp [ CI§] 5T (5-104)

Si la transformaciéon de matriz 2T, representa una rotacion sobre el eje z, entonces
las ecuaciones anteriores pueden reducirse a las ecuaciones dadas en textos
estandares para calcular los primeros y segundos momentos y productos de inercia
en un marco de coordenadas que tiene una orientacion diferente a la original (en la

que fueron dados los datos).
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Entonces la ecuacion para el momento dual puede reescribirse asi:

BHA —
0 -R, R, R
mub—{my| R, 0 —Ry|+| Bs§, 0 -85 |r@
—R, Ry 0 _ B S,fy B ng 0
+
( 0 -R, R, o —Psg sk
mu| Rz 0 —Ry|+]| 55§, 0 =Bsi (v
) —Ry Ry 0 — B.Sfy Bgc. 0 >
_Ry2 - Rz2 Rny RyR, ngxx - ngxy - B]ﬁxz
—{my| ReR,  —R’=R}  RR, | +|=Tliy Gy U@
\ RR, RyR;  —R=R| |="lhz "Iy Pl |)
B, =
0 —muR, — PS5,  maR, + PSE,
muv — | muR, + 55§, 0 —myR, — 855 | @
—muR, — PS5, maRy, + PSE, 0
+
( 0 —muR, — PS5,  maR, + PS§,
myR, + 55§, 0 —myR, — BS§, | ¥
—maR, — PS5, muR, + PSE, 0
1 R R+ e —maRER, — Yy —maRR -5 | [
+| —maRRy =PI, ma(RPHR)+ PG, —maRyR, - TG, |@
\ ~maR R, — "Jfy —maRyR, = °JG,,  ma(R*+R)+ FIG,,| )

(5-105)

(5-106)

Ahora, los primeros y segundos momentos de inercia y productos de inercia del

cuerpo A con respecto al punto B en términos de vectores unitarios del marco {B}

son:

B B
Sfx =mMyR, + ng

(5-107)
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BSp, =maR, + PSE, (5-108)

Sk, = muR, + "Sf, (5-109)

P ke = ma(Ry® + R.%) + Py (5-110)
Jhyy = ma(Re® + R.%) + Pl (5-111)
P hez = ma(Re® + Ry?) + Pl (5-112)
Blhxy = maRRy + "JG,, (5-113)
58z = maRy R, + BJf,, (5-114)
iz = MaReR, + ")y, (5-115)

Estas expresiones permiten definir los primeros momentos, segundos momentos y
productos de inercia especificados en cierto marco en términos de otro marco
orientado igual que el primero pero con el origen desplazado con respecto del
primer marco y ellos constituyen el teorema de ejes paralelos discutido en textos

estandares.

Combinando los primeros momentos dentro de una matriz,

0 —Psg Psh,
[2s8] =1 Psk, o -5k (5-116)
- Bsfy Bsfx 0

e ——
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Y combinando los segundos momentos de inercia y los productos de inercia dentro

de una matriz:

BB __ByB __ByB
]Axx ]Axy ]sz
[B]E] =\~ B]Exy B]Eyy - B]Eyz (5'] 1 6)
_ByB __ByB BB
]sz ]Ayz ]Azz

Substituyendo estas expresiones dentro de la ecuacion para el momento dual en un

cuerpo rigido se obtiene:

PA, =muv — [PSE]a + e([PSE]5 + [ PI5]@) (5-117)

O también:

BﬁA =my BVA%d - [Bsf] BVA%p + 5( [BSAB] BVAB()a + [BJE] BVA%p) (5-118)

Donde las velocidades BVABOp =wy BVE,4 =V son los componentes primarios y duales

de la velocidad absoluta BVE,. Se puede observar que todas las cantidades son

expresadas en el mismo marco {B} fijado en el extremo distal del conector A.

5.7.3 Centro de masa y Radios de Giro

Los conceptos de centro de masa y radios de giro pueden usarse frecuentemente

para simplificar las matrices de inercia.

El centro de masa de un cuerpo es un punto seleccionado de tal manera que los
segundos términos de los primeros momentos de inercia son despreciables. Si el
centro de masa de un conector A que conecta las uniones A y B esta ubicado en un

marco {B} con el origen en la union B por un vector:

. 9ax
BGA = {gAy} (5'] ] 9)
9az
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Entonces el primer momento de masas de la matriz del eslabén A en términos del

marco {B} es:

0 —Y4z Yay
[PSE]=ma| 9az 0  —Gax (5-120)
—94y Yax 0

Cuando el centro de masa es usado como punto de referencia, el segundo y tercer
término dentro del segundo momento de inercia son despreciables, y las
expresiones toman la apariencia del teorema de ejes paralelos. Ademas, la referencia
al marco {B} puede ser orientada de tal manera que los productos de inercia

desaparezcan, donde el marco tome la orientacion de los ejes principales. En este

Caso:
ki, 0 0
[P18]=ma| O k%, O (5-121)
0 0 k3

Donde los términos de la diagonal contienen los radios de giro ki, ki, Y Ka,.

5.7.4 Fuerza de Inercia Dual

Ahora, la fuerza de inercia de un cuerpo en movimiento, 5f, , se obtiene derivando

su respectivo momento con respecto al tiempo.

B, =<(®H,) (5-122)

= BﬁA + BVABOX BﬁA (5']23)
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"Hy; Vi) (Ha
A BB iy
kB AkJ Vit Hype
( BHAL\ 0 - BVABk BV\A% BﬁAL
= BﬁAj + B"/\ABk 0 _BVABL‘ BﬁAj (5']25)
0 I S A/ B (U

Esto se expande a las ecuaciones duales de Euler:

2 Biy BB Bij BB Bij
Bf.: (PHy — PVi PHyj + VABj Hye)
B2 7 i ' B B iy 7 ij
fA = BfA] = BHA] - BVABL BHAk+ BVABk BHAl (5_] 26)
Bz A . ~ . ~
fAk BHAk - BVAB]' BHAL' + BVAB,: BHAj

Las ecuaciones duales de Euler son usadas para calcular la fuerza dual de inercia
Bf, asociada con la masa y el movimiento de un cuerpo rigido A en términos de de

las coordenadas del marco {B} fijo en el cuerpo.

5.7.5 Equilibrio Dinamico de un Conector

El principio de D’Alembert puede aplicarse para que esta fuerza de momento dual
pueda usarse con las fuerzas duales aplicadas y asi establecer una ecuacién que
describa el estado de equilibrio dinamico de un cuerpo rigido. La combinacion de las
fuerzas duales de inercia y las fuerzas duales aplicadas, juntas, producen el
equilibrio. Por lo tanto, para un conector A conectando las uniones Ay B como se
muestra en la Figura 5.5, la suma del efecto en la unién distal B de la fuerza “F,

aplicada en la unién A y la reaccion — BF; aplicada en la unién B hacia la fuerza dual

BE; que ejerce la uniéon A sobre la union B es igual a la fuerza dual de inercia de la
union A, todo expresado en términos de un marco fijado sobre el conector en la

union distal B:
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5fs =5M“E, — "Fy (5-127)

eslabon B

eslabon A

Figura 5.5 Fuerzas duales actuando sobre el eslabon A en sus articulaciones A y B.

5.7.6 Analisis Dinamico de Mecanismos
La ecuaciéon dual de Euler puede ser usada para analizar el comportamiento de los
mecanismos utilizando un procedimiento que consiste en los siguientes pasos.

Paso 1. Obtener la velocidad absoluta ®Vf de cada conector A conectando las
uniones Ay B en términos de vectores unitarios del marco {B} con origen en la union

distal.

Paso 2. Establecer las matrices de inercia [?S, ]y [®], ] de cada conector movil A en

el mecanismo.
Paso 3. Obtener el momento dual ?H, de cada conector movil.

Paso 4. Derivar el momento dual con respecto al tiempo para obtener los momentos

derivados ®H, .
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Paso 5. Sustituir estas cantidades dentro de las ecuaciones de Euler para obtener la

fuerza dual de inercia de cada conector movil con respecto al punto B en términos

del marco {B}, Bf, .

Paso 6. Usando las fuerzas duales de inercia y las fuerzas duales aplicadas
especificadas, escribir la ecuacion de equilibrio dinamico para cada conector en
términos de fuerzas duales internas y externas mediante la aplicacion del principio
de D’Alembert.

Paso 7. Las ecuaciones de equilibrio dinamico para el movimiento de los conectores
en el mecanismo forman un sistema de ecuaciones simultdneas que pueden

resolverse para las fuerzas duales internas y externas.

5.8 APLICACIONES

1) Se realiza la asignacién de marcos de referencia:

Y, =Y,

Figura 3.12 Manipulador roboético configuracion cilindrica.
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2) Se establecen los parametros de Denavit-Hartenberg para cualquier angulo:

i a; a; 0; d;
1 0 0 0, 0
2 0 0 0, d,
3 0 0 03 d3

3) Se retoman los valores para velocidad que se obtuvieron en el capitulo 4.

0
1]7110 = { Q } (4'74)
6
0.
2]7220 = 'Elzel. (4'78)
6, + 6,
0
33 = elpfy (4-77)
6, + 6, + 65

4) Se establecen los centros de masa.

. 91
%G, ={0} (5-127)

0

R 9>
3G, ={0} (5-128)

0

. 93
G, ={0} (5-129)

0

5) Se establecen las matrices de inercia.
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Los primeros momentos de inercia son:

0 O 0
[ 257] = my lo 0 —g1 (5-130)
0 g6 O
0 O 0
[ °s3] = m, [0 0 —g (5-131)
0 g, 0
0O 0 O
[ '53] = ms ’o 0 0] (5-132)
0O 0 O
Los segundos momentos de inercia son:
k2, 0 0]
[2]=m,| O Kk}, O (5-133)
0 0 k3
kZ, 0 0
[*3]=m,| O k3, O (5-134)
0 0 k3
k., 0 0
[Y3]=ms| 0 k3 O (5-135)
[0 0 k3,
6) Se obtiene el momento dual de cada articulacion.
BA, =m, BVE —[BSP] BVABp +e([BSF] Ve, + [ BJE] BVABp) (5-136)
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Para el primer eslabon:

0
A, =my{ Ol +91) (5-137)
€0:(l1g, + k%z)

Para el segundo eslabon:

0,1,56,
*H, =m, 6,1,c0, + (91 + 92)(12 + 92) (5-138)
5[91l192092 + (91 + 92)(1292 + kfz)]

Para el efector final:

A, =m3{ 0 } (5-139)

7) Se deriva el momento dual con respecto al tiempo.

0
2, =m0l +91) (5-140)
£01(l191 + ki,)

611,56, + 0,0,1,cH,
3Hz =m; é111092 - 919211592 + (él + éz)(lz + 92) (5-141)
€[0,1,9,¢6; — 010,119,560, + (61 + 6,) (L9, + kZ,)]

0
A, =m3{ 0 } (5-142)

8) Sustituir dentro de las ecuaciones de Euler.
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Para el primer eslabon:

A 217 2172 247 2172 2§y
i (*Hy — Vi *Hyj + Vi Hy)
2r _ ) 27 _ ) 25 2072 2§ 2172 247
ty =1 “fy =14 “Hiy— “V§; “Hue + “Viy “Hy;
27 - ~ -~ ~ —~
2 202 2 2072 2
fik Hyy — 2V 2Hy + 2V 2Hyj

Y se obtiene:

6%l + g1)
’t =mys 6, (L + g1)

€6y (I + g1)
Para el segundo eslabon:

A 37y 3173 31y 3173 317
3f,; Hyi — “Voi "Haj + V3 "Hyy
32 _ )32 \_) 35 373 37 393 35
f, =9 “faj ¢ =9 “Hzj— Vi "Hye + "V “Hy,
37 o ~ —~ A~ —~

3 353 3 353 3
fai k Hy — “V3 “Hy + "V Hz;')

Y se obtiene:

. . . . N2
[ 6,150, — 6,1,c8, + (61 + 6,)° Uy + )
3?2 = mz 4 91l1C02 + (91 + 02)(l2 + gz) + 912l1$92
Lf[élhgzcgz + (é1 + éz)(lzgz + k%z) - 9121192592]

Para el tercer eslabon:

S

A 117 151 1§ 153 177
Yai Hs; — V3 "H3j+ V3 "Hay

1z _ ) 12 _J) 15 151 1§ 153 1§
ts =5 f3j ¢ =19 Hsj — Va; Ha+ V3 Hy

17 o ~ ~ PN ~
f3k k 1H3k - 1V31j 1H3i + 1V33i 1H3j)

Y se obtiene:

Ahora se evaluan las fuerzas de inercia duales:

(5-143)

(5-144)

(5-145)

(5-1406)

(5-147)

(5-148)
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) Fy;
g, =1 Fy; (5-149)
Sle

FZl
’F, = {sz} (5-150)
0

F3;
3?3 =m3{0} (5']5])
F3p

Se substituyen las ecuaciones de inercia duales en las ecuaciones de equilibrio

dinamico:

Para el primer eslabon:

%M 113'1_ 213'2: Zfl (5-152)
ch, 56, 0 Fy; F; fai
_501 C91 Ell Fl] —{sz = f1] (5'] 53)
€l1$91 _Sllcel O Sle 0 Stlk
Flicel + F1j591 - le' fli
—F;;56, + F1jc0; — F;; =1 fij (5-154)

S[Flillsgl - Fljllcgl - le] gtlk

Para el segundo eslabon:

M 2F, = OF = fy (5-155)
co, s6, 01( Fa F3; fai
_592 C92 Elz FZ] - F3] = f2] (5'] 56)
SleGZ —€l2C92 O STzk 0 Stzk
lecgz +F21592 _F3l le
—Fy;s0, + F,jc0, — F3; % = f2j (5-157)
E[inlzsez - szlzcez] StZk

Para el tercer eslabon:
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%M 3ﬁ3 - 1ﬁ'1 = 1f3 (5-158)
C03 593 0 F3i Fli 0
[0 0 1[1:3,}_[0}:[0} (5-159)
503 —C93 0 0 F1] f3k

0 =30
F3;565 — F3jc05 — Fyy f3k

F3iC03 + F3]'503 - Fli 0
{ } (5-160)

Las ecuaciones (5-154), (5-157) y (5-160) se compilan en forma de matriz como un

sistema de ocho ecuaciones lineales con ocho fuerzas desconocidas:

1 (F1i ( fui )

6, s6, -1 0 0 0 0 0

~s6; ¢6; 0 —1.0 0 o oY b

L s0: —1,c6; 0 0 0 o0 0]l|Fx tik — Tik

0 o0 0 s62 -1 0 o ofJFul_| fu | (5-162)
0 0 —s6, c, 0 =1 0 0])Fy f2j

0 0 l25‘92 IZCHZ 0 0 0 0 Fk

0 0 o o Sh—ct0-Ul\g ) ( g )

9) Asi se puede obtener las ecuaciones de equilibrio dinamico:

_ (Tyg — typ)cbyy _ (azfijcts + tor)
B l,s6, l,s0,

Fli +f1i Cel (5']63)

_ (Tig — tyy)s012
l,s0,

Fy; (5-164)
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Ty —t t i
F2i=( 1k 1k)+ 2c N (5-165)

l,tan0, l,s6, tan0,

_ (Tik — tix)

Fyj L

— fij (5-166)

_ (Tik — tik)  taxCH; _ f1_]

Fi l,s6, l,s6, s0, 2 (5-167)
t
Fs,-=—li2"—fz]- (5-168)
(Tok — tig — Lf1j)cO3  typcOys
= — B — f. . 5-169
F3; 1,50, + 1,50, f2ic03 — fj565 ( )
Ti; — tix — Lifqi)s0 ty,. cO
F3p = ( s — 1f1]) 2 + k23 — f2i803 — f2j093 — fak (5-170)

l,s0, l,s0,

5.9 CONCLUSIONES

Los andlisis dindmicos tiene la finalidad de ayudar a implementar el sistema de
control determinando los movimientos, fuerzas y pares que aparecen sobre cada
eslabon del manipulador en sus diferentes posiciones de funcionamiento, al
considerar estas variantes resultaria imposible no tomar en cuenta las velocidades y
aceleraciones que se producen a causa de dichos movimientos y fuerzas pero,
relacionar todos estos elementos resulta muy complicado y considerando que
cuando las aceleraciones producidas en el movimiento de un manipulador robdtico

no son relevantes, el analisis dinamico se puede omitir.

Aunque el procedimiento del analisis dinamico es complejo, el aplicarlo con numeros
duales proporciona una disminucién en el grado de complejidad del proceso puesto

que al no existir la aceleracion dual como vector dual, y tomando en cuenta que los
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analisis dinamicos se llevan a cabo basandose en aceleraciones. Al no hacer uso de

las aceleraciones se emplean los momentos duales con los cuales la obtencion de la
ecuaciones de equilibrio dinamico resultan mas directas.

.
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Al realizar los analisis se obtuvo que los procedimientos se simplificaron siendo
posible obtener las ecuaciones requeridas para los estudios cinematicos y dinamicos
sin necesidad de recurrir a un algun método numeérico y/o programacion para

resolver sistemas de ecuaciones.

La compactacion de las expresiones finales facilita el proceso de programaciéon de
software, pues una expresion convencional se puede programar con
aproximadamente el triple de operaciones que las que requiere programar una

expresion dual.

El uso de la metodologia dual facilita en gran manera los procesos pues al
concentrarse distancias y angulos dentro de un mismo numero (que es el numero
dual) el analisis de desplazamiento resulta mas completo y al no existir el término de
aceleraciéon dual y optar por un vector pseudo-dual el analisis dinamico se facilita

determinantemente.

Aunque para el robot analizado durante las aplicaciones el analisis dinamico no es
necesario puesto que su sistema de control se puede establecer basandose
Unicamente con el analisis cinematico ya que este manipulador no esta disefado
para operar en condiciones de aceleraciones significativas, el analisis dinamico de
cualquier forma se desarrollo con la finalidad de proporcionar todas las herramientas
necesarias para que el método sugerido en este trabajo se pueda aplicar a cualquier
manipulador, el realizar los analisis en el manipulador de configuraciéon cilindrica

solo es a manera de ejemplificar la aplicaciéon del método.

En este trabajo no se incluyen cédigos de programacion en algun software, pues
aunque es una herramienta necesaria en la realizaciéon de analisis cinematicos y
dinamicos, la finalidad de esta investigacion es proponer un método que facilitara la
obtencion y estructura de las ecuaciones y modelos matematicos de los cuales parte
la programacion, se espera que el lector pueda hacer uso de las ventajas del algebra

dual y pueda obtener los resultados de los analisis del manipulador de su interés de
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forma mas completa y sencilla, para asi poder realizar la programacion de la

operaciéon del robot de acuerdo a sus necesidades y optando por el software de su
preferencia.

Como recomendaciones para trabajos futuros se sugiere realizar el analisis
cinematico y dinamico de un robot movil en el cual el analisis dinamico resulta

imprescindible pero a la vez sumamente complicado.
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